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18. Diikazy



Necht r, s : X < Y jeretrakce a Y mé FPP. Vezméme spojité zobrazeni f : X — X. Pak zobrazeni sfr : Y — Y md pevny bod yg.
Ziejmé je r(yo) pevny bod zobrazeni f. O



Nechi (X, d) je neprazdny tiplny metricky prostora f : X — X je kontrakce s konstantou k < 1. Pokud je f(xo) = xo, f(xg) = x5. je
d(x0, x4) = d(f(x0), f(x4)) < kd(xo0, x4). coz je mozné jen d(xo, x3) = 0. Zbyv tedy dokdzat existenci pevného bodu.

Nechi zg € X azp = f"(z0) pro n € N, kde horni index u £ zna¢f n-ndsobné sloZeni f se sebou. Pak je d(z2, z1) < kd(z1, z0) a
indukef d(zp+1, zn) < k" d(z1, zo). PouZitim trojihelnikové nerovnosti dostdvdme pro n > m

n _ kn+17m
d(znt1,2m) < d(z1, 20) Z k' ﬁ
l:m
Odtud vyplyva, Ze posloupnost { zp } je cauchyovskad a tedy mé limitu xg. ProtoZe xg = lim zp+1 = lim f(z,) = f(lim z,) = f(x0), je xo

hledany pevny bod.
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Nechi k < 1 je konstanta kontrakce f. PoloZme F(x) = (f(x) + x)/2. Pak

k+1
2

S1F00 +x = (F0) + )] < 2 (Kl =yl + Ix = yl) = < e =y,

coZ jednak znamend, Ze F je kontrakce a zobrazuje B do B (stati odhadnout |x + (f(x) — f(x/|x|)) + f(x/|x]|)|/2). Toto zobrazeni tedy
mé pevny bod xg, coZ je zfejme i pevny bod zobrazeni f. (m}
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Necht dimenze S je rovna n, S mé vrcholy ag, a1, ..., an @ pn je pocet simplexti v S, které F zobrazi na S. Dokdzeme indukci podle n, Ze pp
je liché. Pro n = 0 je tvizent trivilni (i pro n = 1 je snadné). Pfedpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro dimenzi n — 1 a oznaéme S’ vsechny

(n — 1)-dimenziondlni simplexy v S, které se zobrazi na stranu s’ simplexu S s vrcholy ag, ..., an. Pocet simplext z S’ které lezf na S',je
podle predpokladu liché &islo p,, 1 (na jingch stranach simplexy z S’ nele).

Pro kazdy n-dimenzionalni simplex T z S oznaéme g poget jeho stran, které lezi v S’ — to miiZe byt 1 (pak se T potitd do p) nebo 2 nebo 0.
To znamend, Ze pp, se 1i¥f od souétu viech &isel g7~ o sudé &islo. Strana v S”, kterd leZi na S’ (a tedy se pocitd do p,, 1) nalezi do jediného
simplexu T, strana ¢ S’, které neleZi na S’, je stranou dvou simplexii T a tedy je v souétu &isel g7~ pocitdna dvakrit; tento soucet se tedy lii od
Pn—1 0 sudé &islo, coz znamend, Ze i pp, se lisi od p, 1 0 sudé &islo. O
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Necht je () F; = @ ar > 0 je Lebesgueovo &islo pokryti {X \ F;}. Zvolme rozdéleni S simplexu S, které mé priméry simplexii men3f nez r
(a tedy kazdy simplex z S je disjunktni s néjakou mnozinou F;). Nosi¢ kazdého vrcholu v z S (feknéme, Ze je urcen vrcholy Ay s e ag.)je
J

podle predpokladu tvrzeni Easti F"l U ... U Fy_ atedy existuje ay, tak, Ze v € F. Toto pfifazeni vrcholil S vrcholim S spliiuje
J i i
predpoklady Spernerova lemmatu a tedy existuje simplex S’ v S, jehoZ vrcholy se zobrazi na na viechny vrcholy v S. Podle konstrukce zobrazeni

to oviem znamend, Ze S’ protind vSechny mnoZiny F;, coZ je spor s volbou déleni S. ()
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Misto uzaviené koule budeme zkoumat homeomorfni n-dimenzionalni simplex S s vrcholy ax , ..., apn4+1. Kazdy bod p € S se dé jednoznacné
vyjadfit jako konvexni kombinace x = Z:’ill A;j(p)aj, kde :1:+11 Ai(p) = LaX;(p) > 0 pro vSechna i.
Nechi f : X — X je spojité zobrazeni. Pro kaZdé x € S oznatme F; = {p € S; A;(f:(x)) < Aj(x)}. Soustava {F,-}:.’;rll splituje
podminky piedchozi véty (opravdu, je-li p bod strany uréené vrcholy Ay s s je 21'71 Ak, (P) = 1atedy

G = i

i1 )\k’_(F(p)) < 21;:1 )\k‘_(p) — to znamend, Ze pro n&jaky index k; je )\k'_(f(p)) < )\k'_(p).)

Podle predchozi véty existuje x € (\{F;;i = 1...n + 1}, coZ nutn& znamend, Ze pro kazdé i = 1, ..., n1+ je X\;(f(x)) < X;(x),atedy

f(x) = x. O
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