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15. Topologické grupy



Topologie samoziejmé neni izolovana ¢dst matematiky a prolina se s jinymi oblastmi, hodné
s funkciondlni analyzou a s geometrii. Zajimavé je spojeni topologie s algebrou.
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@ Existuje jednak algebraicka topologie, kterd zkoumad topologické vlastnosti pomoci alge-
braickych struktur pfifazenych vhodnym zptsobem topologickym strukturdm, a jednak to-
pologicka algebra, kde naopak jsou topologické struktury vhodné pfifazovany algebraickym
strukturdm.

15. Topologické grupy



N My se v této kapitole budeme vénovat druhé uvedené moznosti (zaklady algebraické topolo-
gie by zabraly skoro rozsah téchto skript), a to topologiim na grupach. Grupy jsou totiz velmi
vhodnym reprezentantem algebraickych struktur a z nasledujiciho popisu se snadno odvodi
postupy i pro jiné algebraické struktury.
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Budeme pouZzivat pojmy a znaceni z teorie grup — viz Pozndmky pro definici grup a dalsi
pojmy.

=
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Zakladni vlastnosti topologickych grup

Definice
Popis topologickych grup
Spojité homomorpfismy

Vhodné pfitazeni topologie dané grupé znamena vhodné spojit algebraické operace s topolo-
gickymi pojmy. Algebraicka operace na mnoziné G je zobrazeni z néjaké mocniny G do G.
Nabizi se volit takovou topologii, pii které je toto zobrazeni spojité.
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Zakladni vlastnosti topologickych grup Definice

Popis topologickych grup
Spojité homomorpfismy

DEFINICE (Definice topologickych grup)

Topologickd grupa G je mnoZina, na které je dana grupova struktura a topologie takova, Ze grupové operace
jsou spojité, tj. bindrni operace je spojité zobrazeni G X G — G a inverzni operace je spojité zobrazen{

G — G.

Tato topologie se pak nazyva kompatibilni s grupou G.
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Zakladni vlastnosti topologickych grup Definice

Popis topologickych grup

Spojité homomorpfismy

) Jak vyplyva z 1.semestru Matematické analyzy, R chdpand jako grupa je v obvyklé topolo-
gii topologickou grupou. Je zfejmé, ze diskrétni a indiskrétni topologie jsou kompatibilni s
kazdou grupou.
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Zakladni vlastnosti topologickych grup

Definice
Popis topologickych grup

Spojité homomorpfismy

Grupy majf jesté nuldrni operaci, kterd urcuje neutrdlni prvek. Toto zobrazenf je konstantni a
tedy vzdy spojité.
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Zakladni vlastnosti topologickych grup Definice

Popis topologickych grup

Spojité homomorpfismy

D) Podobné Ize definovat i uniformni grupy, poZaduje-li se stejnomérna spojitost grupovych ope-
i raci. Pozdéji uvidime, Ze takto definované struktury mohou byt chdpany jako ¢ast topolo-
gickych grup.

=
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Zakladni vlastnosti topologickych grup

Definice
Popis topologickych grup

Spojité homomorpfismy

Snadnym disledkem definice je nasledujici pozorovani (uvédomte si, Ze kazdé posunuti ma
inverzni posunuti).
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Zakladni vlastnosti topologickych grup

Definice
Popis topologickych grup

Spojité homomorpfismy

Homeomorfismus translaci

Vsechna pravd posunuti p, = {x ~» xa: G — G} alevd posunuti \; = {x ~»ax: G — G}proa€ G
jsou spojitd a tedy homeomorfni zobrazeni.
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Zakladni vlastnosti topologickych grup
ormity

Definice
Popis topologickych grup

Konstru Spojité homomorpfismy

Uvedené pozorovani znamend, Ze je-li U okoli bodu x, je jeho pravé posunuti Ua o a okolim
bodu xa. Odtud vyplyv4, Ze napi. Michaelova piimka neni topologickou grupou at vezmeme
jakoukoli grupovou strukturu na R.
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Zakladni vlastnosti topologickych grup

Definice
Popis topologickych grup
Spojité homomorpfismy

Vzhledem k pfedchozimu pozorovani staci pro zavedeni kompatibilni topologie na grupu de-
) finovat okoli neutralniho prvku. VSechna okoli napf. bodu X se dostanou posunutim okol{
neutrdlniho prvku o x. Prava i leva posunuti musi dat stejnd okoli. NapiSeme nyni vlastnosti
soustavy okoli neutrdlniho prvku, které zaruci, Ze posunutim dostaneme topologii kompati-
bilni s danou grupou.
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Zakladni vlastnosti topologickych grup Definice

Popis topologickych grup
Spojité homomorpfismy

TVRZENI (Popis topologie kompatibilni s grupou)

Necht U je filtr podmnoZin grupy G majict ndsledujici vlastnosti.
eeNU;
U=UL4UcU=U"1eclU;
U? = U 1., pro kazdé U € U existuje V' € U s viastnosti V2 C U;
B xUx—! = U pro kaidé x € G, tj. pro kazdé U € U existuje VV € U s viastnosti xVx~1 C U.
Pak existuje jedind topologie na G, kterd je kompatibilni s grupou G a md za okoli neutrdlniho prvku prdvé

soustavu U.
Pokud je ddna topologie kompatibilni s grupou G, pak soustava U okoli neutrdlniho prvku md vlastnosti 1-4.

» Ditkaz
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Zakladni vlastnosti topologickych grup

Definice
Popis topologickych grup

Konstru Spojité homomorpfismy

Je dobré si uvédomit, Ze tfeti vlastnost soustavy &/ implikuje ¢tvrtou vlastnost soustav okoli
v topologickém prostoru, ze kazdé okoli x je okolim mensiho okoli x.
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Definice
Popis topologickych grup

Spojité homomorpfismy

Je dobré si uvédomit, Ze tieti vlastnost soustavy I/ implikuje Ctvrtou vlastnost soustav okoli
v topologickém prostoru, ze kazdé okoli x je okolim mensiho okoli x.

Je ziejmé, Ze pro komutativni grupu G je podminka 4 splnéna automaticky.
Jednoduché dusledky popisu topologie na grupéch jsou uvedeny na zacatku Otazek.
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Zakladni vlastnosti topologickych grup Definice

Popis topologickych grup

Spojité homomorpfismy

—~ Je ziejmé, jaka zobrazeni se berou mezi topologickymi grupami: spojitd zobrazent, kterd jsou
7 soucasné grupovymi homomorfizmy. Budeme v tomto pfipadé mluvit o spojitych homomor-
fizmech. ProtoZe topologie je uréena soustavou okoli v neutrdlnim prvku e, dd se ocekavat,
Ze spojitost bude dana spojitosti v e. Diikaz je trividlni.
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Zakladni vlastnosti topologickych grup

Definice
Popis topologickych grup
Spojité homomorpfismy

TVRZENI (Spojitost homomorfizmu)

Homomorfizmus f : G — H topologickych grup G, H je spojity pravé kdy?Z je spojity v neutrdlnim prvku e.
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Zakladni vlastnosti topologickych grup

Definice
Popis topologickych grup
Spojité homomorpfismy

Pozdgji uvidime, Ze i jiné vlastnosti homomorfizmi jsou uréovany vlastnostmi v e.
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Leva a prava uniformita
Soumérné grupy
Oboustranna uniformita

Uniformity na grupach

) Pomoci vlastnosti soustavy okoli v e 1ze snadno definovat uniformity na grup€. Napf. na R
mé obvykld uniformita bazi {(x,y); |x — y| < r} — prvky bédze jsou tedy sloZeny z téch
dvojic bodt, jejichz rozdil (tj. xy 1) padne do r-okoli 0.
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. . p Leva a prava uniformita
Uniformity na grupach S B
oumérné grupy
Oboustranna uniformita

TVRZENI (Uniformity na topologické grupé)

Necht G je topologickd grupa a U je soustava okoli neutrdlniho prvku. Pak soustavy ndsledujicich podmnoZin

GxG

U, = {(y)ixy teUlpoUcl,
Ur={(x,y)ixty e UtpoUel, resp.,

Jjsou bdazemi uniformit Uy, U resp., indukujicich topologii G.
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Leva a prava uniformita
Soumérné grupy
Oboustranna uniformita

Uniformity na grupach

Ovéfeni axiomu uniformit je pifmocaré.
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Leva a prava uniformita
Soumérné grupy
Oboustranna uniformita

Uniformity na grupach

Nasledujici tvrzeni plyne ihned z vlastnosti uniformit.
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Leva a prava uniformita
Soumérné grupy
Oboustranna uniformita

Uniformity na grupach

Nasledujici tvrzeni plyne ihned z vlastnosti uniformit.

DUSLEDEK (Metrizovatelnost a Gplna regularita)

Topologickd grupa je viplné reguldrni.

Topologickd grupa je pseudometrizovatelnd pravé kdyZ md spocetnou bdzi okoli neutrdlniho prvku.
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Leva a prava uniformita
Soumérné grupy
Oboustranna uniformita

Uniformity na grupach

Uvédomte si, ze mnoziny U, jsou invariantni va¢i pravé translaci (4., (x,y) € Ur =4

(xz,yz) € Uy pro libovolné z € G), mnoZiny U, jsou invariantni vici levé translaci. To
oduvodiiuje privlastky uniformit v nasledujici definici.
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Leva a prava uniformita
Soumérné grupy
Oboustranna uniformita

Uniformity na grupach

Uvédomte si, ze mnoziny U, jsou invariantni va¢i pravé translaci (4., (x,y) € U, <

(xz,yz) € Uy pro libovolné z € G), mnoZiny U, jsou invariantni vici levé translaci. To
oduvodiiuje privlastky uniformit v nasledujici definici.

DEFINICE (Leva a prava uniformita)

Uniformita U, (nebo U4) na topologické grupé G se nazyva prava (leva, resp.) uniformita na G.
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Zakladni vlastnosti topologickych grup
Uniformity na grupach
Konstru topologickych
RGzné vlastn

Leva a prava uniformita
Soumérné grupy

Oboustranna uniformita

Leva a prava uniformita (i dale definovana oboustrannd uniformita) maji hezky popis pomoci
uniformnich pokryti — viz Cviceni.
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Leva a prava uniformita
Soumérné grupy
Oboustranna uniformita

Uniformity na grupach

—~ Je zfejmé, ze prava a leva uniformita splyvaji na komutativni grupé. Mohou vsak splyvat i
7 na nekomutativni grup€. Dd se oCekdvat, Ze topologické grupy, na nichZ jejich pravé a levé
uniformity splyvaji, maji dalsi hezké vlastnosti a je vhodné jim dat néjaky nazev. Piiklad
topologické grupy, na které leva a prava uniformita nesplyvaji, je uveden v Prikladech.

Topologické grupy



Leva a prava uniformita
Soumérné grupy
Oboustranna uniformita

Uniformity na grupach

DEFINICE (Soum grupy)

Topologicka grupa se nazyva uniformni, jestliZe jeji pravd uniformita splyva s levou uniformitou.
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Leva a prava uniformita
Soumérné grupy
Oboustranna uniformita

Uniformity na grupach

TVRZENI (Uni ni grupy)

Topologickd grupa G je uniformni pravé kdy? jeji bindrni a inverzni operace jsou stejnomérné spojité
vzhledem k levé (nebo pravé) uniformité.

» Dikaz
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Zakladni vlastnosti topologickych grup
Uniformity na grupach

Leva a prava uniformita
Soumérné grupy

Konstru = . .
© Oboustranna uniformita

Vnitini charakterizaci uniformnich grup (pomoci okoli neutrdlnitho prvku) naleznete ve
Cvicenich.
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Leva a prava uniformita
Soumérné grupy
Oboustranna uniformita

Uniformity na grupach

Je pfirozenou otdzkou, zda existuji dalsi uniformity na topologické grupé vhodné svizané
) s grupovou strukturou. Z levé a pravé uniformity mizeme vytvofit supremum a infimum.
Obecné vSak supremum dvou uniformit na topologickém prostoru nemusi indukovat danou
topologii. Vzhledem k existenci jemnych uniformit je situace u infima jind (o supremu levé a
pravé uniformity vice v Pozndmkéch).
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Leva a prava uniformita
Soumérné grupy
Oboustranna uniformita

Uniformity na grupach

DEFINICE (

Necht G je topologicka grupa. Nejhrubsi uniformita jemn&jsi neZ levd a pravd uniformita na G se nazyva
oboustrannd uniformita na G a zna&i se symbolem Uy .
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Leva a prava uniformita
Soumérné grupy
Oboustranna uniformita

Uniformity na grupach

Z popisu infima uniformit a z existence jemné uniformity vyplyva ihned nasledujici tvrzeni.
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Leva a prava uniformita
Soumérné grupy
Oboustranna uniformita

Uniformity na grupach

Z popisu infima uniformit a z existence jemné uniformity vyplyva ihned nasledujici tvrzeni.

TVRZENI (Popis oboustranné uniformity)

Nechi G je topologickd grupa a U je soustava okoli neutrdlniho prvku. Uniformita Uy indukuje topologii
prostoru G a md za bdzi ndsledujici mnoZiny

Urn D, = {(X,y);xyfl,xfly eUlproUe€elU.

Topologické grupy



stnosti topologickych grup

Uniformity na grupach Leva a prava uniformita

Soumérné grupy
Oboustranna uniformita

Konstru topologickych grup
Riizné vlastnosti

Nasledujici tvrzeni se dokdZe pfimo z definic.
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akladni vlastnosti topologickych grup a z : :
. Lo >, Leva a prava uniformita
Uniformity na grupach

Soumérné grupy

topolo ch = g 5
P Oboustranna uniformita

Nasledujici tvrzeni se dokdZe pfimo z definic.

TVRZENI (Stejnomérna spojitost homomorfizmii)

Necht f : G — H je spojity homomorfismus mezi topologickymi grupami. Jsou-li U,V levé (nebo pravé,
nebo oboustranné) uniformity na G, H resp., je f : (G,U) — (H, V) stejnomérné spojité zobrazen.
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Kompat: grupova mod
Svaz topologickych grup
Souéiny topologickych grup

Konstrukce topologickych grup Topologické podgrupy

Kvocienty topologickych grup

Aby bylo mozné pouZit znalosti z kapitoly o konstrukcich topologii, musime nejdiive najit
rozlozeni topologii kompatibilnich s néjakou grupou mezi v§emi topologiemi.
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Kompatibilni grupovad modifikace
Svaz topologickych grup
Souéiny topologickych grup
Topologické podgrupy

Kvocienty topologickych grup

Konstrukce topologickych grup

TVRZENI (Kompa modifikace)
Necht G je grupa a T je topologie na G. Existuje topologie T na G kompatibilni s grupou G majici

ndsledujici vlastnost:
Homomorfizmus f : (G, T) — H do topologické grupy H je spojity pravé kdyZ je f : (G, 7g) — H spojity.

» Dikaz
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Kompatibilni grupovad modifikace
Svaz topologickych grup

Souéiny topologickych grup
Topologické podgrupy
Kvocienty topologickych grup

Konstrukce topologickych grup

DEFINICE (G-modifikace)

Topologii 7¢ z predchoziho tvrzeni nazveme G-modifikaci topologie 7.




Kompat: grupova mod
Svaz topologickych grup
Souéiny topologickych grup
Topologické podgrupy
Kvocienty topologickych grup

upach

h grup

astnosti

DUSLEDEK

Topologie Tg z piedchoziho tvrzeni je nejjemnéjsi topologie kompatibilni s G, kterd je hrubsi nez T.

=




Kompatibilni grupové modifikace
Svaz topologickych grup
Souéiny topologickych grup
Topologické podgrupy

Kvocienty topologickych grup

Konstrukce topologickych grup

N Vime jiz, ze diskrétni a indiskrétni topologie na grupé jsou s ni kompatibilni a Ze infima topo-
7 logii kompatibilnich s danou grupou je s ni opét kompatibilni. Z toho ihned plyne nasledujici
tvrzeni. Za usporadani bereme, stejné jako u vSech topologii, opacnou inkluzi, tj. spojitost
identického zobrazeni z ,mensi” topologie do ,vetsi” topologie.
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Kompatibilni grupové modifikace
Svaz topologickych grup
S Souéiny topologickych grup
Konstrukce topologickych grup Tepalesi peatEuEy
Kvocienty topologickych grup

TVRZENI (Uplny svaz kompatibilnich t

MnoZina vSech kompatibilnich topologii na dané grupé je uiplny svaz.
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Kompatibilni grupové modifikace
Svaz topologickych grup
Souéiny topologickych grup

Konstrukce topologickych grup Topologické podgrupy

Kvocienty topologickych grup

Pokud bychom zuzili zkoumani jen na Hausdorffovy topologické grupy, vyvstava problém,
zda kromé diskrétni topologie existuje na kazdé grupé jesté dalsi kompatibilni topologie. Od-
povéd je kladnd pro komutativni grupy, pro nekomutativni je kladna za dalsich predpokladii
teorie mnozin (obecnd odpovéd znama nent).
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Kompatibilni grupové modifikace
Svaz topologickych grup
Souéiny topologickych grup
Topologické podgrupy

Kvocienty topologickych grup

Konstrukce topologickych grup

- Pro pouziti pfedchozich vysledka potiebujeme, stejné jako u topologickych a uniformnich
i prostort, nasledujici vlastnosti suprem a infim kompatibilnich topologii. Tvrzeni vyplyva
snadno z popisu G-modifikace a z pfislusné véty pro topologie.
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Kompatibilni grupové modifikace
Svaz topologickych grup
Souéiny topologickych grup

Konstrukce topologickych grup Topologické podgrupy

Kvocienty topologickych grup

TVRZENI (Homomorfizmy na supremech a infimech)

Necht G, H jsou grupy a G; (nebo H;) pro i € I jsou topologické grupy na G (nebo H, resp.). Je-li f spojity
homomorfizmus G; — H; pro kaZdé i € I, pak je f spojité i jako zobrazeni (X,sup; G;) — (Y,sup, H;) a
(X,inf; G;) — (Y,inf; H;), kde suprema a infima se berou v mnoziné viech kompatibilnich topologii s G (s
H, resp.).
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Kompatibilni grupové modifikace
Svaz topologickych grup
Souéiny topologickych grup
Topologické podgrupy

Kvocienty topologickych grup

Konstrukce topologlckych grup
Riizné vlastnosti

Z predchozi véty ihned vyplyvd, Ze lze definovat slabé a silné topologie (kompatibilni s
néjakou grupou) vzhledem k systémtm homomorfizmt do nebo z topologickych grup. Slabé
topologie splyvaji se slabymi topologiemi vytvorenymi v topologickych prostorech, silné to-
pologie se dostanou jako G-modifikace silnych topologii vytvofenych v topologickych pro-
storech.
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Kompatibilni grupové modifikace
Svaz topologickych grup
Souéiny topologickych grup

Konstrukce topologickych grup Topologické podgrupy

Kvocienty topologickych grup

Nasledujici tvrzeni je jednoduchym disledkem posledni ivahy na pfedchozi strané a definice
soucinu topologii.

pologické grupy



Kompatibilni grupové modifikace
Svaz topologickych grup
Souéiny topologickych grup
Topologické podgrupy

Kvocienty topologickych grup

Konstrukce topologickych grup

TVRZENI (Soucin topologickych grup

Necht {G;; i € I} je soustava topologickych grup. Pak T G; je topologickd grupa, kde se na kartézském
soucinu bere obvykld grupovd soucinovd struktura (definovand po souradnicich) a topologie soucinu
topologickych prostori.

Topologie T, G; je slabd kompatibilni topologie vzhledem ke viem projekcim M G; — G;.
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Kompatibilni grupové modifikace
Svaz topologickych grup
Souéiny topologickych grup
Topologické podgrupy

Kvocienty topologickych grup

Konstrukce topologickych grup

Topologickou grupu I1; G; budeme nazyvat souc¢inem topologickych grup.
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Kompatibilni grupové modifikace
Svaz topologickych grup
Souéiny topologickych grup
Topologické podgrupy

Kvocienty topologickych grup

Konstrukce topologickych grup

Dostdvame dulezity piiklad topologickych grup, totiz topologickou grupu Fp(X) vsech
redlnych funkci na dané mnoziné X s topologii bodové konvergence (nebof tuto grupu lze
chépat jako mocninu RX).
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Kompatibilni grupové modifikace
Svaz topologickych grup
Souéiny topologickych grup

Konstrukce topologickych grup Tepallesia pedkmumy

Kvocienty topologickych grup

Podobné, jako souciny se pékné chovaji i podgrupy.
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Kompatibilni grupové modifikace
Svaz topologickych grup
s L Souciny topologickych gru
Konstrukce topologickych grup Topolo'gickz pogdgn):py grup
Kvocienty topologickych grup

Necht G je topologickd grupa a H jeji podgrupa. Pak H s topologii podprostoru G je topologickd grupa.
Topologie na H je slabd kompatibilni topologie vzhledem k identickému homomorfizmu H — G.
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Kompatibilni grupové modifikace
Svaz topologickych grup
Souéiny topologickych grup
Topologické podgrupy

Kvocienty topologickych grup

Konstrukce topologickych grup

Topologickou grupu H z pfedchoziho tvrzeni budeme nazyvat topologickou podgrupou topologické grupy G.
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Kompatibilni grupové modifikace
Svaz topologickych grup
Souéiny topologickych grup
Topologické podgrupy

Kvocienty topologickych grup

Konstrukce topologickych grup

. Dulezitym piikladem je topologickd grupa Cp (X)) vSech spojitych redlnych funkei na topolo-
() gickém prostoru X s bodovou konvergenci (chdpand jako podgrupa topologické grupy Fp(X)
z pfedchozi strany). Jeji topologickou podgrupou je i Cj (X) (omezené funkce), nebo Up (X)
(vSechny stejnomérné spojité funkce). V Prikladech jsou uvedeny dalsi dulezité priklady grup
funkei.
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Kompatibilni grupové modifikace
Svaz topologickych grup
Souéiny topologickych grup
Topologické podgrupy

Kvocienty topologickych grup

Konstrukce topologickych grup

) Silné topologie ve tfidé topologickych prostoru sice obecné nezachovévaji kompatibilitu s
néjakou grupou, ale existuji specidlni pripady, kdy se kompatibilita zachovadva. Patii k nim
tzv faktorové grupy, neboli kvocienty grup.
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Kompatibilni grupové modifikace
Svaz topologickych grup

Souéiny topologickych grup
Topologické podgrupy
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Konstrukce topologickych grup

Musime si uvédomit, ze kvocient grupy G podle podgrupy H je mozny jen pro normalni
podgrupy (tj., xHx ! = H prokazdé x € G), pokud chceme dostat opét grupu. Nutno dodat,
D) Ze se pouzivaji i ptipady, kdy H je obecné nenormalni podgrupa — vysledkem je algebraicka
o struktura blizkd grupé a fada tvrzeni pro kvocienty podle normalnich podgrup plati i pro
uvedeny obecnéjsi piipad.

Pfip(imeﬁme jesté, Ze kvocientem G podle H je grupa G/H tiid ekvivalence x ~ y jestlize
Xy - € H.
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TVRZENI (Kvocient topologické grupy)

Necht G je topologickd grupa a H je jeji normdini podgrupa. Pak topologicky kvocient G /H je topologickou
grupou, tj. kvocientovd topologie je kompatibilni s grupou G/ H. Kvocientové zobrazeni je oteviené.

» Dikaz
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upach

h grup

astnosti

Nyni by méla néasledovat ¢ast odpovidajici ,souctim” topologickych grup. Ta je oproti situ-
aci v topologickych prostorech zna¢né slozitéjsi a bude odlozena po ¢asti o volnych topolo-
gickych grupach.
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Volné topologické grupy
Direktni soucty topologickych grup

Kompaktifikace topologickych grup
Zuplnéni grup

Raizné vl i o .
zne vlastnosti Pontrjaginova dualita

Nisledujici situace je dulezita pro aplikace v riznych tfidach objekta.

Je-li X mnozina, existuje v topologickych nebo uniformnich prostorech jakysi ,nejmensi”
takovy prostor Free(X) vytvoreny mnoZinou X. Nejmensi ve smyslu, Ze existuje kanonické
S zobrazeni e : X — Free(X) a jakékoli zobrazeni f : X — Y do topologického (nebo
uniformniho) prostoru jednoznacné urCuje spojité (nebo stejnomerné spojité) zobrazeni f o
Free(X) — Y tak, 7Ze f = fe. Je jasné, 7e Free(X) je mnozina X s diskrétni topologii
(nebo uniformné diskrétni uniformitou).

Situace je ale mnohem sloZit&jsi, pokud chceme, aby Free(X) byla grupa nebo topologicka
grupa (a stejné tak ony objekty Y) a f byly (spojité) homomorfizmy. ProtoZe podrobny vyklad
by byl dlouhy, nebudeme trvat na dplné presnosti.
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Rtizné vlastnosti ZAtrloe G

Pontrjaginova dualita

DEFINICE (Volna grupa)

Necht X je mnoZzina. M&me mnoZinu viech ,slov” s = (xi‘1 , xé(z, s x,l,‘"), kde n =0,1,2,3, ..., x; jsou
body X a n; = £1.

Prazdné slovo (pro n = 0) se oznadf jako e. Pro slovo s znaéf s~ slovo, které se od s 1i§f obracenym
poradim a ziménou znamének u n;.

Volnd grupa nad mnozinou X je mnozina ekvivalenci vSech vyse uvedenych slov podle ekvivalence
sxkx—kt ~ st. Binarni operace st dvou slov s a t je sloZeni t&chto slov: slovo t se zafadi za slovo s.
Neutralnim prvkem je prazdné slovo (pro n = 0, bude se znacit jako e). Inverznim prvkem slova
(xf‘,xé(z, ey x,l,(")je slovo (x,,*k"7 ...,X;kz,xfkl).

Tuto grupu ozna&ime jako F(X). Zobrazeni X — F(X), které pfifazuje prvku x slovo (x) se bude zna¢it
jako ix.
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Snadno se dokdze nasledujici tvrzeni (Ze je to opravdu charakterizace, je uvedeno v
Otazkach).
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TVRZENI (Charakterizace volné grupy)

Pro kazdé zobrazeni f mnoZiny X do grupy G existuje jediny homomorfismus fiF (X) — G tak, ze
fix = f.
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Rtizné vlastnosti

) K F(X) je nyni nutné piidat topologii tak, abychom dostali topologickou grupu a platila
predchozi véta. Uvedeme jen existenci této topologie a vnéjsi popis. Vnitini popis je velmi
komplikovany.
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TVRZEN ogie na volné grupé)

Necht X je iiplné reguldrni topologicky prostor. Na volné grupé F(X) existuje grupovd topologie takovd, Ze
pro kaZdé spojité zobrazeni f prostoru X do topologické grupy G existuje jediny spojity homomorfismus
f:F(X)— Grak ze fix = f.

» Ditkaz

Topologické grupy



Volné topologické grupy
Direktni soucty topologickych grup

Kompaktifikace topologickych grup
Zuplnéni grup

Raizné vl i o .
zne vlastnosti Pontrjaginova dualita

DEFINICE (Volné topologické grupy)

V situaci predchozi véty se volnd grupa s uvedenou topologii nazyva volna topologicka grupa.
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Zuplnéni grup
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Rtizné vlastnosti

N Direktni soucet grup je obdoba disjunktnich soucti topologickych prostoru. Jenze disjunktni
= soucet grup neni grupa. Nejdfive se musi vSechny tyto grupy ,slepit” ve svych neutrdlnich
prvcich a pak dodefinovat bindrni operace xy pro x,y z riznych grup. Dukaz spravnosti
nasledujici konstrukce nenf sloZity a nebudeme jej uvadét.

opologické grupy



Volné topologické grupy

Direktni souéty topologickych grup
Kompaktifikace topologickych grup
Zuplnéni grup
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TVRZENI (Zavedeni direktniho souctu)

Necht {G;; i € I} je soubor topologickych grup s neutrdlnimi prvky e;. Necht X je disjunkini soucet mnoZin
Gj,i € I. Navolné grupé F(X) se zavede ekvivalence generovand rovnostmi (x)(y) = (xy) pro x,y € G; a
e; = e pro libovolné i. Vznikly kvocient G je grupou, kvocientové zobrazeni je homomorfismus a kvocientovd
topologie md ndsledujici viastnost:

Kanonické zobrazeni q; : G; — G je homomorfismus a topologické vioZeni pro kaZdé i.
Pro kaZdy soubor {f;; i € I} spojitych homomorfizmii f; : G; — H, kde H je topologickd grupa,
existuje jediny spojity homomorfismus f : G — H takovy, Ze f q; = f; pro kazdé i.

15. Topologické grupy
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Rtizné vlastnosti

DEFINICE (Direktni soucet topologickych grup)

Topologickd grupa G z piedchozi véty se nazyva direktni soucet topologickych grup G; a zna¢ise ), G;.

opologické grupy



Volné topologické grupy
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dni vlastnosti topologickych grup
Uniformity na g

Rtizné vlastnosti

U direktniho souctu komutativnich grup (chceme-li, aby vysledek byl opét komutativni)
je konstrukce jesté jednodussi nez u komutativnich volnych grup: direktni soucet grup
{G;;i € I} je grupové izomorfni podgrupé soucinu I1; G; sestdvajici z prvki {x;} majici
jen kone¢né mnoho nenulovyvh prvka. Topologie direktniho soucinu vSak obecné neni pod-
prostorem soucinu!
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Je ziejmé, ze kompaktni topologické grupy maji néjaké vyznacné vlastnosti oproti obecnym
topologickym grupdm (viz Poznamky). Existuje v topologickych grupach obdoba Cechovy-
Stoneovy kompaktifikace? Odpovéd je ano i ne.
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TVRZENI (Kompaktifikace grup)

Pro kazdou Hausdorffovu topologickou grupu G existuje Hausdorffova kompaktni grupa bG a spojity
homomorfismus b : G — bG s ndsledujici vlastnosti:

Pro kaZdy SpO]lly homomorfismus f na G do Hausdorffovy kompakini grupy H existuje jediny spojity
homomorfismus f:bG — Htak fe fb=f.

» Ditkaz
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DEFINICE (Bohrova kompaktifikace)

Kompaktni grupa bG z piedchozi véty se nazyva Bohrova kompaktifikace grupy G.
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akladni vlastnosti topologickych grup
Uniformity

é vlastnosti

Obecné neni zobrazeni b prosté. Napf., je-li G lokdlné kompaktni nekompaktni grupa,
nemuze byt podgrupou zadné kompaktni grupy (jako lokédlné kompaktni by byla otevienou
podgrupou, a tedy uzavienou podgrupou).
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Topologicka grupa ma nékolik prirozenych uniformit. Jsou alespon ziplnéni téchto uniformit
topologické grupy? Odpovéd je opét ano i ne, tentokrdt v8ak z jinych divodd. U nékterych
uniformit je odpovéd ano, u nékterych ne.
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TVRZENI (Ziplnéni oboustranné uniformit

Na ziplnéni H topologické grupy G s oboustrannou uniformitou Ize definovat grupovou strukturu tak, Ze G je
topologickou podgrupou H.

» Ditkaz
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Rtizné vlastnosti

Ziplnéni jednostranné uniformity nemusi mit vhodnou grupovou strukturu. Piislusné
ptiklady nejsou jednoduché.

Samoziejmé, pokud se leva a prava uniformita shoduji (napf. na komutativni grupé), je jejich
zuplnéni topologickd grupa. Existuji topologické grupy, jejichz levd a prava uniformita se
neshodujf a presto jejich ziplnéni je topologicka grupa.
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Riizné vlastnosti Pontrjaginova dualita

Dualita mezi dvéma tfidami struktur obvykle znamend, Ze mezi obéma tiidami existuje
vzajemné jednoznacny vztah, ktery je vytvofen néjakym pfirozenym zpusobem, obvykle po-
moci jistych mnozin zobrazeni do specifického prostoru.

Jednou ze zndmych dualit je Stoneova dualita mezi kompaktnimi nuldimenzionalnimi pro-
story a Booleovymi algebrami (pouZzivaji se zobrazeni do dvoubodovych prostorti).

Nyni se podivime na dualitu mezi komutativnimi grupami a kompaktnimi komutativnimi
grupami.
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DEFINICE (Dualni grupa)
Oznac¢ime symbolem T multiplikativni grupu komplexnich ¢isel majicich absolutni hodnotu rovnou 1 a
topologii podprostoru roviny. Déle pro topologickou komutativni grupu G ozna¢ime G* topologickou grupu

vSech spojitych homomorfizmi G — T s kompaktni otevienou topologii. Topologicka grupa G* se nazyva
dudlni k G
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Grupa T je topologicky izomorfni s kvocientovou grupou R /Z.
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TVRZENI (Pontrjaginova dualita)

Je-li G kompakini Hausdorffova (nebo diskrétni) grupa, je dudlni grupa G* diskrétni (resp. kompaktni
Hausdorffova) a plati (G*)* = G.

» Dikaz
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V Poznamkach jsou uvedeny dalsi vlastnosti uvedené duality,
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