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Direktni soucet

Zopakujeme z algebry zékladni informace o grupach.
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Definice grupy

Grupa je mnozina G spolu s tfemi operacemi:

m nuldrni (tj. G° — G), kterd pevné vybird z G jeden bod, tzv. neutrdlni prvek, asto znaéeny pismenem
€;
m undrni (j. G — G), kterd kazdému prvku x € G pfifazuje prvek znaeny x 1

prvek;

a nazyvany inverzni

m bindrni (. G2 — G), kterd kazdym dvéma prvkiim x, y € G piifazuje prvek znateny xy a nazyvany
soucin prvku x a prvku y.

Tyto operace spliiuje nasledujici axiémy pro kazdé x, y, z € G:
asociativitu, §j. (xy)z = x(yz);
Xe = ex = X;
xT=x"Ix=e
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Komutativni grupa

Pokud v grupé G plati xy = yx, fikdme, Ze grupa G je komutativni nebo abelovska. Potom se bindrni operace
Casto znadi jako s¢itdni x + y, inverzni prvek jako —x a neutralni prvek jako 0.
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- Snadno se dokéze, Ze prvek e je jediny s uvedenymi vlastnostmi a e prvek x —?1 je také jediny
i s uvedenou vlastnosti.
V grupé Gsepro A, B C G znadi A= = {x~1;x € A},AB = {xy;x € A,y € B}.
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Je-li G grupaa H C G ma tu vlastnost, Ze obsahuje e, prvky inverzni ke svym prvkim a soucin dvou prvku z
H lezi opét v H, je H s operacemi zdédénymi z G grupa a nazyva se podgrupa grupy G.
Pokud navic plati xHx~1 C H pro kazdé x € G, nazyvé se H normdini (nebo invariantnf) podgrupa.

—d
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Ziejmé je H C G podgrupou pravé kdyz HH=1 C H.
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Zobrazeni f : G — H grupy G do grupy H se nazyva homomorfizmus, jestlize zachovava vSechny tfi
grupové operace (struéné vyjadieno, pro libovolnd x, y € G plati f(xy~1) = f(x)(f(y))™b).
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Je-li H normélni podgrupa grupy G a ekvivalence x ~ y v G znamend xy ~1 € H (oznaéme ekvivalentni
tfidu obsahujici prvek x symbolem [x]), je kvocient G/H grupy G podle této ekvivalence grupou s
jednotkovym prvkem [e] = H, inverznimi prvky [x] ~1 = [x~1] a souginem [x][y] = [xy].

Zobrazeni x ~> [x] : G — G/H je homomorfizmus.

Grupa G /H se také nazyva faktorgrupou G podle H.

=
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Necht Gj, pro i € 1, jsou grupy. Soucin t&chto grup je kartézsky sou€in IN; G; mnoZzin G; s grupovymi
operacemi:

m neutrdlni prvek je prvek {e;}, kde e; je neutrdlni prvek v G;;
m inverzni prvek k {x;} je prvek {x’fl};
m soulin prvkd {x;} a {y;} je prvek {x;y;}.
Soucin Ize charakterizovat jako grupu G s homomorfizmy p; : G — G;, které maji tu vlastnost, Ze pro kazdy

soubor homomorfizmu f; : H — G; z libovolné grupy H existuje jediny homomorfizmus f : H — G tak, ze
pif = f; pro kazdé i.

=
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Direktni soucet

Direkini soucet grup G;, pro i € I, je grupa G s homomorfizmy q; : G; — G, které maji tu vlastnost, Ze pro
kazdy soubor homomorfizmi f; : G; — H do libovolné grupy H existuje jediny homomorfizmus f : G — H

tak, Ze fq; = f; pro kazdé i.

A~
(**)
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Popis direktniho souctu je uveden (pomoci volnych grup) v hlavnim textu. Je jednoduchy pro
komutativni grupy, slozity pro nekomutativni grupy.
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Poznamky k zakladiim topologickych grup

Kazda topologickd grupa g je homogenni topologicky prostor (tj., pro kazdé dva jeho body x, y
existuje homeomorfizmus G na G, ktery zobrazi x na y). Opak samoziejmé neplati (najdéte piiklad
nekompatibilni homogenni tplné reguldrni topologie na grupég).

Treti vlastnost soustavy U/ okoli e implikuje ¢tvrtou vlastnost soustav okoli v topologickém prostoru,
Ze kazdé okoli x je okolim mensiho okoli x, stejnomérné. Je-li V.V C U, je xV okoli x lezici v U pro
kazdé x € V.

Je otdzkou, zda na dané nekonecné grupé G existuje nediskrétni Hausdorffova topologie kompatibilni s
G. Odpovéd je kladnd pro komutativni grupy, pro nekomutativni grupy zatim jen za dodate¢nych
piedpokladt teorie mnozZin.

B Soutin topologickych grup zachovava mnoho topologickych vlastnosti, i takové, které nejsou
zachovavany souciny topologickych prostort (napt. pseudokompaktnost je jedna takova vlastnost).

&

Vime, Ze kazda topologicka grupa je tplné reguldrni a tedy, je-li navic Hausdorffova, 1ze vnofit do
soucinu piimek, nebo jako uniformni prostor do sou¢inu pseudometrickych prostoru, které jsou grupy.
Nelze vsak pozadovat, aby vnofeni do R” bylo homomorfismem, nebo aby ony pseudometrické
topologie byly kompatibilni s grupovymi strukturami (ale pfislusné vnoreni je homomorfismus). Lze
vSak pozadovat, aby pseudometriky byly zleva nebo zprava invariantni vi¢i grupové operaci.
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Uniformity na grupach

Soumérné grupy se také nazyvaji SIN-grupy nebo uniformni grupy.

Nektefi autofi berou usporadéni topologii a uniformit podle inkluze a potom oboustrannd topologie je
vEetsi nez leva i prava uniformita a nazyvaji ji horni topologie.

Supremum levé a pravé uniformity na topologické grupé (tj., nejmensi uniformita vétsi nez obé
zminéné) je kompatibilni s grupovou strukturou. V souladu s pfedchozim odstavcem ji néktefi autori
nazyvaji dolni uniformitou, Castéji je vSak nazyvana Roelckeho uniformitou (podle svého nedavného
objevitele). Podle naSeho pristupu by mohla byt nazyvéana hrubou uniformitou na topologické grupé.

Zplnéni Roelckeho uniformity nemusi byt grupou.

(=)

Kazda topologicka grupa ma hrubsi modifikaci v uniformnich grupéch (a je to reflekce).
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Lokalné kompaktni a kompaktni grupy

Kompaktni grupy maji mnoho specifickych vlastnosti, které zdaleka neplati pro v§echny kom-
paktni prostory. Dukazy vSech ndsledujicich tvrzeni jsou dosti obtizné.
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Lokalné kompaktni a kompaktni grupy

Kompaktni grupy maji mnoho specifickych vlastnosti, které zdaleka neplati pro v§echny kom-
paktni prostory. Dukazy vSech ndsledujicich tvrzeni jsou dosti obtizné.

Kompaktni grupy

Na kazdé kompaktni grupé G existuje jedina regularni borelovska mira y, ktera je nenulova na kazdé
oteviené mnoZing, u(G) = 1 a je invariantni vi¢i levému posunuti. Tato mira se nazyvd Haarova mira.

Kazdé kompaktni grupa je spojitym obrazem soudinu 2; za k lze vzit mohutnost w( G) nejmensi baze
v G. Spojité obrazy Cantorova prostoru 2 se nazyvaji dyadické prostory; ty maji mnoho vlastnosti,
které obecné kompaktni prostory nemaji.

Pro kazdou nekoneénou kompaktni grupu G existuje spojité zobrazeni G na mocninu 2w(G),

=
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- Nekteré z vlastnosti kompaktnich grup uvedenych v hlavnim textu nebo v otazkach nebo v
i predchozi podsekci, se daji vhodné zobecnit na lokdlné kompaktni grupy. Uvedeme i jiné
vlastnosti, které lokalné kompaktni grupy maji.
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Lokalné kompaktni grupy

Na lokalné kompaktnich grupach existuje Haarova mira, kterd ovS§em miZe mit nekone¢né hodnoty,
kone¢né ma na vSech kompaktnich podmnoZinach.

Na lokalné kompaktni Hausdorffovy komutativni podgrupy G 1ze zobecnit Pontrjaginovu dualitu.
Vezme se opét mnozina G* vSech spojitych homomorpfismi G do T s kompaktné otevienou topologif
- dostane se lokalné kompaktni grupa, opakovanim dostaneme ptivodni grupu (aZ na izomorfizmus,
samoziejmeé). Tato dualita G ~ G* ~~ G je tzv. funktoridlni, pfevadi spojité homomorfizmy
f : G — H na spojité homomorfizmy f* : H* — G*.

Kazd4 lokdlné kompaktni grupa je parakompaktni (dokonce siln€ parakompaktni).

[~

Kazda souvisla lokalné kompaktni grupa je o-kompaktni (sjednocenim spocetné mnoha kompaktnich
podmnoZin).

&

Kazda lokdlné kompaktni a totdlné nesouvisld grupa mé bazi okoli e sloZenou z otevienych
kompaktnich normalnich podgrup.
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