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15. Cvičení



Základní vlastnosti
Uniformity

Různé vlastnosti

Elementární vlastnosti
Souvislost a nesouvislost

Dokažte následujı́cı́ jednoduchá tvrzenı́.

Základní vlastnosti
Necht’ G je topologická grupa. U je soustava okolı́ neutrálnı́ho prvku v G a A, B jsou podmnožiny G .

1 Je-li A otevřená množina, jsou i množiny A.B, B.A otevřené.

2 Je-li A kompaktnı́ a B uzavřená, jsou i A.B, B.A uzavřené množiny.

3 Jsou-li A, B kompaktnı́, je i A.B kompaktnı́.

4 Pro každé U ∈ U je A ⊂ A.U ∩ U.A.

5 Platı́ A =
⋂
U A.U =

⋂
U U.A.

6 Je-li H (normálnı́) podgrupa G , je i H (normálnı́) podgrupa G .

7 Otevřená podgrupa v G je i uzavřená v G .
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15. Cvičení



Základní vlastnosti
Uniformity

Různé vlastnosti

Elementární vlastnosti
Souvislost a nesouvislost

Následujı́cı́ prvnı́ dvě tvrzenı́ jsou jednoduchá, třetı́ je těžšı́, čtvrté vyplývá z třetı́ho.

Souvislost
Necht’ G je topologická grupa.

1 Komponenta C neutrálnı́ho prvku v G je normálnı́ podgrupa v G .

2 Kvocient G/C je totálně nesouvislá grupa.

3 Je-li G lokálně kompaktnı́, pak komponenty a kvazikomponenty G splývajı́ (obecně v topologických
grupách nesplývajı́). Komponenta neutrálnı́ho prvku se v tomto přı́padě rovná průniku otevřených
podgrup.

4 Totálně nesouvislá lokálně kompaktnı́ grupa je nuldimenzionálnı́.
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Základní vlastnosti
Uniformity

Různé vlastnosti
Konstrukce a pokrytí

Chování uniformit při konstrukcích

Necht’ G , Gi (pro i ∈ I ) jsou topologické grupy a H je podgrupa G .

1 Zúženı́ levé (nebo pravé, nebo oboustranné) uniformity G na H je levá (nebo pravá, nebo oboustranná,
resp.) uniformita na topologické grupě H .

2 Součin levých (nebo pravých nebo oboustranných) uniformit grup Gi je levá (nebo pravá, nebo
oboustranná, resp.) uniformita na topologické grupě ΠIGi .

3 Je-li H normálnı́ podgrupa G , je kvocient levé (nebo pravé) uniformity na G podle podgrupy H levou
(nebo pravou, resp.) uniformitou kvocientové grupy G/H .

Popis grupových uniformit pomocí pokrytí

Necht’ G je topologická grupa a Ue je báze okolı́ e v G .

1 Levá uniformita na G má za bázi uniformnı́ch pokrytı́ soustavu {xU; x ∈ G}, U ∈ Ue .

2 Pravá uniformita na G má za bázi uniformnı́ch pokrytı́ soustavu {Ux ; x ∈ G}, U ∈ Ue .

3 Oboustranná uniformita na G má za bázi uniformnı́ch pokrytı́ soustavu {xU ∩ Ux ; x ∈ G}, U ∈ Ue .

4 Roelckeho (viz Poznámky) uniformita na G má za bázi uniformnı́ch pokrytı́ soustavu
{UxU; x ∈ G}, U ∈ Ue .
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3 Oboustranná uniformita na G má za bázi uniformnı́ch pokrytı́ soustavu {xU ∩ Ux ; x ∈ G}, U ∈ Ue .

4 Roelckeho (viz Poznámky) uniformita na G má za bázi uniformnı́ch pokrytı́ soustavu
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Základní vlastnosti
Uniformity

Různé vlastnosti
Konstrukce a pokrytí

Charakterizace uniformních grup

Topologická grupa G s Ue jako bázı́ okolı́ e je uniformnı́ právě když pro každé U ∈ Ue je⋂
x∈G xUx−1 ∈ Ue .
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Základní vlastnosti
Uniformity

Různé vlastnosti

V následujı́cı́m tvrzenı́ použijte kanonické zobrazenı́ X → Cp(Cp(X )).

Vnoření prostoru do topologické grupy

Každý úplně regulárnı́ prostor lze vnořit jako uzavřený podprostor do topologické grupy.

Z předchozı́ho tvrzenı́ vyvod’te, že existuje komutativnı́ topologická grupa, která nenı́
normálnı́ a reálně kompaktnı́.

Lokálně kompaktní grupy

Necht’ G je lokálně kompaktnı́ grupa a U je otevřené okolı́ neutrálnı́ho prvku. Pak existuje kompaktnı́
podgrupa H , která je částı́ U a taková, že kvocientová grupa G/H je metrizovatelná.

⇒⇒⇒
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Z předchozı́ho tvrzenı́ vyvod’te, že existuje komutativnı́ topologická grupa, která nenı́
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Základní vlastnosti
Uniformity

Různé vlastnosti

Charakterizace volné grupy

Volná grupa F (X ) topologického prostoru X je charakterizována následujı́cı́mi vlastnostmi:

Existuje spojité zobrazenı́ i : X → F (X ).

Pro každé spojité zobrazenı́ f : X → G do topologické grupy G existuje jediný spojitý
homomorfismus f̃ : F (X )→ G takový, že f̃ i = f .

Dokažte:

Kvocientová grupa volné topologické grupy

Každá topologická grupa je kvocientovou grupou volné topologické grupy.
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Existence topologické grupy F (X ) s předchozı́mi vlastnostmi se dokáže snadno. Stačı́ vzı́t
všechna spojitá zobrazenı́ z X do topologických grup, které majı́ mohutnost omezenou např.
|X |.ω, zobrazit X do součinu těchto grup a vzı́t nejmenšı́ podgrupu součinu obsahujı́cı́ obraz
X .
Navı́c lze ukázat, že uvedená zobrazenı́ X do topologických grup rozlišujı́ body a uzavřené
množiny, takže i je vnořenı́.

Dokažte:
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množiny, takže i je vnořenı́.
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