15. TOPOLOGICKE GRUPY

Dukazy

Miroslav Husek, Pavel Pyrih
KMA MFF UK

2009

15. Diikazy



Nechi U4 m4 vy3e uvedené vlastnosti. Pro x € G ozname Uy = xU = {xU; U € U (podle 4.vlastnosti je to totéZ jako U x). Musime ukdazat,
Ze tyto filtry ddvaji topologii, tj. Ze obsahuji bézi z otevienych mnoZin. Pro U € U vezmeme V podle 3.vlastnosti. Ziejmé xV' C U pro kazdé
x € V, takZe 4.vlastnost okoli topologickych prostorti je splnéna pro okoli e a tedy, posunutim, pro kazdé okoli xU € Uyx.

Zbyva dokézat, Ze ziskand topologie je kompatibilni s grupovou strukturou. To je jednoduchd elementdrni tivaha, stejné jako druhé zbyvajici
tvrzeni.
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Je-li G uniformni, je inverzni zobrazeni stejnomérné spojité. Protoze se shoduji leva a pravd uniformita, dostdvdme hned vlastnost, Ze pro kazdé
okoli V neutrdlniho prvku jei W = ﬂxe G xUx 2 okolf e. Médme dokézat, 7e pro uniformni okoli E diagonily existuje okoli F tak, Ze pro
(x,y) € F,(u,v) € Fje(xu,yv) € E.Prvek xuv 1y~ Ize psit jako x(uv ~1)x~*(xy ). Je-li E vytvoreno okolim U, sta&f zvolit
okoli V tak, aby VV C U avyse uvedené W C V. Hledané okoli diagondly F je pak vytvoreno okolim W. Bindrni grupova operace je tedy
stejnomérné spojita.

Jsou-li nyni grupové operace stejnomérné spojité, plyne shodnost levé a pravé uniformity ze stejnomérné spojitosti inverzni operace. O
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Vezmeme reprezentace (aZ na homeomorfni isomorfizmus) vSech dvojic (f, Hy), kde f : G — H je spojity homomorpfizmus na topologickou

grupu H. Jedna z téchto dvojic je (1¢, G, kde aje grupa G s indiskrétni topologii. Diagondlni souéin G — THy viech zobrazeni
f : G — Hy je tedy prosty spojity homomorfizmus a jeho obraz je hledand topologicka grupa.

O



Nejdfive ukaZeme, 7e kvocientové zobrazeni g je oteviené. Je-li A oteviend podmnozina G, je g(A) oteviend mnozina pravé kdyZ je g~ (q(A))
oteviend mnozina v G, coZ je ziejmé, nebot se rovnd AH.

ProtoZe soucin otevienych zobrazeni je oteviené zobrazeni 9a tedy kvocientové zobrazeni), je i bindrni operace na kvocientu spojitd. Inverzni
zobrazeni je spojité, protoZe jeho sloZeni s q je spojité. O



Stadi vzit topologii na F(X) siln& vytvofenou vnofenim X — F (X)) a kompatibilni grupovou modifikaci k této topologii. O



Vezmeme reprezentace (aZ na homeomorfni isomorfizmus) vSech dvojic (f, Hy), kde f : G — Hy je spojity homomorpfizmus na hustou &dst

kompaktni Hausdorffovy grupy H. Diagondlni sou¢in G — TMHy viech zobrazeni f : G — Hy je tedy spojity homomorfizmus do kompaktn{
Hausdorffovy grupy a uzavér jeho obrazu je hledand kompaktni grupa.

O



Postup je obdobny jako u pfedchozi konstrukce kompaktni modifikace. Pro diikaz, Ze G je vnofeno do ziskaného ziplnéni, sta¢i najit n&jaké

vnofeni G s oboustrannou uniformitou do topologické grupy s tplnou oboustrannou uniformitou (najdéte takové vnofeni, napf. pomoci n&jakych
spojitych zobrazeni G do sebe).

Uvédomte si, Ze toto posledni vnofeni nedd rozsifovani spojitych homomorfizmi z G. O



Diikaz je sloZity a asi piefadime tuto dualitu do pozndmek (i se souvislostmi s Fourierovou transformaci). O



