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14. Dimenze



Definice

S pojmem dimenze jsme se setkali v pojmu nuldimenzionálnı́ prostor, ale hlavně v souvis-
losti s euklidovskými prostory. Tam použı́vaný pojem dimenze má algebraický charakter – je
definován např. jako maximálnı́ počet lineárně nezávislých vektorů.

V této kapitole se dozvı́te, jak definovat dimenzi v topologických prostorech tak, aby home-
omorfnı́ prostory měli stejnou dimenzi a aby v euklidovských prostorech tato topologická
dimenze byla stejná jako jejich algebraická dimenze.

Vhodných postupů je několik a ačkoliv dávajı́ stejné hodnoty na euklidovských prostorech,
na obecnějšı́ch prostorech se mohou hodnoty lišit. Uvedeme tři základnı́ definice (pokrývacı́
a dvě induktivnı́). Výklad nemůže být přı́liš podrobný – všechna základnı́ tvrzenı́ s důkazy
by zabrala mnohem vı́ce mı́sta a času než je pro tento text vhodné. Omezı́me se také jen na
konečné hodnoty dimenze.

Ačkoliv mnohá tvrzenı́ platı́ obecněji, omezı́me se na konečné hodnoty dimenze a v hlavnı́ch
tvrzenı́ch na metrizovatelné prostory (v poznámkách a v cvičenı́ch naznačı́me obecnějšı́
možnosti).

⇒⇒⇒
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Definice

Existuje mnoho dalšı́ch přı́stupů k dimenzi. Je snaha najı́t axiómy, které by popsaly a charak-
terizovaly dimenzi (úspěchy se dostavily pro speciálnı́ třı́dy prostorů, např. pro euklidovské
prostory).

V Poznámkách se zmı́nı́me o Hausdorffově dimenzi, která nabývá i necelých hodnot (je
vhodná pro studium fraktálů). Pomineme jiné důležité pojmy, např. kohomologickou dimenzi
nebo asymptotickou dimenzi.
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Definice Malá induktivní dimenze
Velká induktivní dimenze

Začneme s tzv. malou induktivnı́ dimenzı́. Slovo ”induktivnı́” bude jasné z definice, slovo
”malá” bude jasné až po zavedeni dalšı́ dimenze.

DEFINICE (Malá induktivní dimenze)

Necht’ X je topologický prostor. Definujeme pro n ∈ N ∪ {0}
1 indX = −1 právě když X = ∅;
2 indX ≤ n jestliže každý bod X má bázi otevřených okolı́ z množin, jejichž hranice H majı́

indH ≤ n − 1.

Řı́káme, že X má malou induktivnı́ dimenzi rovnou k (symbol indX = k), jestliže platı́ indX ≤ k a neplatı́
indX ≤ n − 1.
Pokud neplatı́ indX ≤ n pro žádné n ∈ N, řı́káme, že X má nekonečnou malou induktivnı́ dimenzi (symbol
indX =∞).

Pozorování

1 Homeomorfnı́ prostory majı́ stejnou malou induktivnı́ dimenzi.

2 Je-li Y ⊂ X , je indY ≤ indX .

3 Topologický prostor X je nuldimenzionálnı́ právě když indX ≤ 0.
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Necht’ X je topologický prostor. Definujeme pro n ∈ N ∪ {0}
1 indX = −1 právě když X = ∅;
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indX =∞).

Pozorování

1 Homeomorfnı́ prostory majı́ stejnou malou induktivnı́ dimenzi.

2 Je-li Y ⊂ X , je indY ≤ indX .
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Definice Malá induktivní dimenze
Velká induktivní dimenze

Nynı́ uvidı́me, proč byla předchozı́ dimenze ,,malá”. ,,Velká” dimenze vyjadřuje pro metrizo-
vatelné neseparabilnı́ prostory lépe potřebný pojem.

DEFINICE (Velká induktivní dimenze)

Necht’ X je topologický prostor. Definujeme pro n ∈ N ∪ {0}
1 IndX = −1 právě když X = ∅;
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Řı́káme, že X má velkou induktivnı́ dimenzi rovnou k (symbol IndX = k), jestliže platı́ IndX ≤ k a neplatı́
IndX ≤ n − 1.
Pokud neplatı́ IndX ≤ n pro žádné n ∈ N, řı́káme, že X má nekonečnou velkou induktivnı́ dimenzi (symbol
IndX =∞).
Pozorování

1 Homeomorfnı́ prostory majı́ stejnou velkou induktivnı́ dimenzi.

2 Je-li Y ⊂ X uzavřená, je indY ≤ indX .

3 Normálnı́ prostor X je silně nuldimenzionálnı́ právě když IndX ≤ 0.

4 Pro topologický T1-prostor X je indX ≤ IndX .

5 Je-li X Lindelöfův regulárnı́ prostor nebo lokálně kompaktnı́ parakompaktnı́ prostor, je IndX = 0
právě když indX = 0.

6 Je-li {A,B} uzavřené pokrytı́ prostoru X , pak IndX ≤ max(IndA, IndB). (Toto tvrzenı́ se snadno
zobecnı́ na spočetná uzavřená pokrytı́ a na lokálně konečná uzavřená pokrytı́, tedy i na σ-lokálně
konečná uzavřená pokrytı́.)
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Nejdůležitějšı́m vztahem mezi ind a Ind je rovnost obou induktivnı́ch dimenzı́ pro se-
parabilnı́ metrické prostory. Existuje složitý přı́klad metrického prostoru X , pro který je
indX = 0, IndX = 1.

TVRZENÍ (Separabilnı́ metrizovatelný prostor)

1 Necht’ separabilnı́ metrizovatelný prostor X lze vyjádřit jako M ∪ N , kde indM ≤ 0, indN ≤ n − 1.
Potom indX ≤ n.

2 Pro separabilnı́ metrizovatelný prostor X je indX ≤ n, n ≥ 0, právě když pro každou uzavřenou
množinu A a jejı́ otevřené okolı́ U existuje jejı́ otevřené okolı́ V tak, že V ⊂ V ⊂ U a
ind(V \ V ) ≤ n − 1.

Důkaz

TVRZENÍ (Ind=ind pro separabilnı́ metrizovatelný prostor)

Je-li X separabilnı́ metrizovatelný prostor, je indX = IndX .

Důkaz
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Je-li X separabilnı́ metrizovatelný prostor, je indX = IndX .
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Dimenze, kterou zavedeme nynı́, má zcela jiný přı́stup k pojmu dimenze, alespoň na prvnı́ po-
hled. Je velice přirozená a lze přirozeně definovat na uniformnı́ch prostorech (viz Poznámky),
odkud lze lépe poznat, proč se volı́ v topologických prostorech konečná otevřená pokrytı́ na
normálnı́ch prostorech.

DEFINICE (Řád soustavy množin)

Necht’ S je soustava podmnožin množiny X . Řı́káme, že S má řád roven čı́slu n, jestliže n je největšı́ čı́slo,
pro které existuje S′ ⊂ S majı́cı́ n + 1 prvků a neprázdný průnik.

DEFINICE (Pokrývací dimenze)

Necht’ X je normálnı́ prostor. Definujeme pro n ∈ N ∪ {0}
1 dimX = −1 právě když X = ∅;
2 dimX ≤ n jestliže každé konečné otevřené pokrytı́ X má konečné otevřené zjemněnı́ řádu n.

Řı́káme, že X má pokrývacı́ dimenzi rovnou n (symbol dim X = n), jestliže platı́ dim X ≤ n a neplatı́
dim X ≤ n − 1.
Pokud neplatı́ dim X ≤ n pro žádné n ∈ N, řı́káme, že X má nekonečnou pokrývacı́ dimenzi (symbol
dim X =∞).

Pozorování
Necht’ X ,Y jsou normálnı́ T1-prostory.

1 Jsou-li X ,Y homeomorfnı́, pak dim X = dim Y .

2 Je-li Y uzavřený podprostor X , je dim Y ≤ dim X .

3 Je-li Y hustý C∗-vnořený podprostor X , je dim X = dim Y . Např., dim X = dimβX .

4 Je-li X normálnı́ prostor a jedna z jeho dimenzı́ IndX , dim X je rovna 0, je i druhá rovna 0.
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odkud lze lépe poznat, proč se volı́ v topologických prostorech konečná otevřená pokrytı́ na
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1 Jsou-li X ,Y homeomorfnı́, pak dim X = dim Y .
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1 Jsou-li X ,Y homeomorfnı́, pak dim X = dim Y .
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Následujı́cı́ tvrzenı́ ukazuje, že alespoň pro metrizovatelné prostory jsou pokrývacı́ a velká
induktivnı́ dimenze stejné. Dá se ukázat, že se lišı́ na obecnějšı́ch prostorech, např. na kom-
paktnı́ch Hausdorffových prostorech.

Také v tomto přı́padě nejdřı́ve dokážeme pomocná tvrzenı́, která jsou zajı́mavá.

TVRZENÍ (Věta o rozkladu)

Pro metrizovatelný prostor X je IndX ≤ n právě když X je sjednocenı́m n + 1 nuldimenzionálnı́ch
podmnožin.

Důkaz

TVRZENÍ (Rovnost dimenzı́ pro metrický prostor)

Pro každý metrizovatelný prostor X platı́ IndX = dim X .

Důkaz

TVRZENÍ (Dimenze euklidovských prostorů)

Pro každé n ∈ N je indRn = IndRn = dim Rn .

Důkaz

14. Dimenze



Definice
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TVRZENÍ (Věta o rozkladu)
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