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S pojmem dimenze jsme se setkali v pojmu nuldimenziondlni prostor, ale hlavné v souvis-
losti s euklidovskymi prostory. Tam pouZivany pojem dimenze md algebraicky charakter — je
definovan napr. jako maximalni pocet linedrné nezavislych vektoru.
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- V této kapitole se dozvite, jak definovat dimenzi v topologickych prostorech tak, aby home-
i omorfni prostory méli stejnou dimenzi a aby v euklidovskych prostorech tato topologicka
dimenze byla stejnd jako jejich algebraickd dimenze.
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Vhodnych postupt je nékolik a ackoliv ddvaji stejné hodnoty na euklidovskych prostorech,
) na obecnéjsich prostorech se mohou hodnoty lisit. Uvedeme tii zakladni definice (pokryvaci
a dvé€ induktivni). Vyklad nemuze byt piili§ podrobny — vSechna zakladni tvrzeni s dukazy
by zabrala mnohem vice mista a ¢asu nez je pro tento text vhodné. Omezime se také jen na
konecné hodnoty dimenze.




Ackoliv mnoha tvrzeni plati obecnéji, omezime se na kone¢né hodnoty dimenze a v hlavnich
tvrzenich na metrizovatelné prostory (v pozndmkdach a v cvicenich naznacime obecnéjsi
moznosti).




' Existuje mnoho dalsich pristupa k dimenzi. Je snaha najit axiémy, které by popsaly a charak-
i terizovaly dimenzi (dspéchy se dostavily pro specidlni tiidy prostord, napf. pro euklidovské
prostory).




- V Poznamkach se zminime o Hausdorffové dimenzi, kterd nabyva i necelych hodnot (je
i vhodna pro studium fraktali). Pomineme jiné dilezité pojmy, napf. kohomologickou dimenzi
nebo asymptotickou dimenzi.




Definice

Velka induktivni dimenze

Zacneme s tzv. malou induktivni dimenzi. Slovo “induktivni” bude jasné z definice, slovo
”mala” bude jasné az po zavedeni dalsi dimenze.




Mala induktivni dimenze
Velka induktivni dimenze

Definice

Zacneme s tzv. malou induktivni dimenzi. Slovo “induktivni” bude jasné z definice, slovo
”mala” bude jasné az po zavedeni dalsi dimenze.

Tento pojem dimenze je asi nejjednodussi, ale hodi se jen pro metrizovatelné separabilni
prostory, jak uvidime ddle. Nicméné, definice bude vyslovena pro obecné prostory.




_ Mala induktivni dimenze
Definice

Velka induktivni dimenze

DEFINICE (Mala induktivni dimenze)

Necht X je topologicky prostor. Definujeme pro n € NU {0}

indX = —1 pravé kdyz X = 0;

indX < njestlize kazdy bod X ma bazi otevienych okoli z mnozin, jejichz hranice H maji

indH <n-—1.

Rikdme, 7e X méd malou induktivni dimenzi rovnou k (symbol indX = k), jestliZe plati indX < k a neplati
indX < n-—1.
Pokud neplati indX < n pro zadné n € N, fikdme, Ze X ma nekone¢nou malou induktivni dimenzi (symbol
indX = o0).



Mala induktivni dimenze
Velka induktivni dimenze

Definice

Pozorovani

Homeomorfni prostory maji stejnou malou induktivni dimenzi.
Je-li Y C X, jeindY < indX.
Topologicky prostor X je nuldimenzionalni pravé kdyz indX < 0.



Mala induktivni dimenze
Velka induktivni dimenze

Definice

N~ Nyni uvidime, pro¢ byla pfedchozi dimenze ,mald”. ,Velkd” dimenze vyjadfuje pro metrizo-
vatelné neseparabilni prostory lépe potiebny pojem.




Mala induktivni dimenze
Velka induktivni dimenze

Definice

N~ Nyni uvidime, pro¢ byla pfedchozi dimenze ,mald”. ,Velkd” dimenze vyjadfuje pro metrizo-
vatelné neseparabilni prostory lépe potiebny pojem.

Definici vyslovime obecné, vhodny smysl ma jen pro normalni prostory. Pouzije-1i se v defi-
nici mirnd modifikace, ma dobry smysl i pro tplné reguldrni prostory.




_ Mala induktivni dimenze
Definice

Velka induktivni dimenze

DEFINICE (Velka induktivni dimenze)

Necht X je topologicky prostor. Definujeme pro n € N U {0}
IndX = —1 pravé kdyz X = 0;
IndX < njestlize kazda uzaviend mnozina X ma bazi otevienych okoli z mnoZin, jejichz hranice H
maji IndH < n—1.
Rikdme, e X m4 velkou induktivni dimenzi rovnou k (symbol IndX = k), jestliZe plati IndX < k a neplati
IndX <n-—1.

Pokud neplati IndX < n pro zadné n € N, fikame, Ze X ma nekonecnou velkou induktivni dimenzi (symbol
IndX = o0).




Mala induktivni dimenze
Velka induktivni dimenze

Definice

Pozorovani

Homeomorfni prostory maji stejnou velkou induktivni dimenzi.
Je-li Y C X uzaviend, je indY < indX.

Normadlni prostor X je silné¢ nuldimenziondlni pravé kdyz Ind X < 0.

Pro topologicky Ty -prostor X je indX < IndX.

EoENE

Je-li X Lindel6fav regularni prostor nebo lokalné kompaktni parakompaktni prostor, je Ind X = 0
praveé kdyz ind X = 0.

Je-li {A, B} uzaviené pokryti prostoru X, pak IndX < max(IndA, IndB). (Toto tvrzeni se snadno
zobecni na spocetnd uzaviend pokryti a na lokdlné konecna uzaviend pokryti, tedy i na o-lokdlné
konecna uzaviena pokryti.)



Mala induktivni dimenze
Velka induktivni dimenze

Definice

parabilni metrické prostory. Existuje slozity piiklad metrického prostoru X, pro ktery je
indX = 0,IndX = 1.




Definice

Velka induktivni dimenze

Pro diikaz rovnosti budou potfebnd pomocna tvrzeni, kterd jsou zajimava sama o sobé.




Mala induktivni dimenze
Velka induktivni dimenze

TVRZENI (Separabilni metrizovatelny prostor)

Necht separabilni metrizovatelny prostor X lze vyjddrit jako M U N, kde indM < 0,indN < n — 1.
Potom indX < n.

Definice

Pro separabilni metrizovatelny prostor X je indX < n, n > 0, pravé kdyZ pro kaZdou uzavrenou
mnoZinu A a jeji oteviené okoli U existuje jeji oteviené okoli V tak, Ze V C V C Ua
ind(V\V)<n-1

» Ditkaz



Mala induktivni dimenze
Velka induktivni dimenze

Definice

TVRZENI (Ind=ind pro separabilni metrizovatelny prostor)

Je-li X separabilni metrizovatelny prostor, je indX = IndX.

» Ditkaz



Mala induktivni dimenze
Velka induktivni dimenze

Definice

Dimenze, kterou zavedeme nyni, ma zcela jiny pfistup k pojmu dimenze, alesponi na prvni po-
hled. Je velice pfirozend a lze pfirozené definovat na uniformnich prostorech (viz Poznamky),
odkud 1ze 1épe poznat, pro¢ se voli v topologickych prostorech konecnd oteviend pokryti na
normdlnich prostorech.




Mala induktivni dimenze
Velka induktivni dimenze

Definice

N Dimenze, kterou zavedeme nyni, ma zcela jiny pfistup k pojmu dimenze, alesponi na prvni po-
= hled. Je velice pfirozend a lze pfirozené definovat na uniformnich prostorech (viz Poznamky),
odkud 1ze 1épe poznat, pro¢ se voli v topologickych prostorech konecnd oteviend pokryti na
normdlnich prostorech.

) I velkou induktivni dimenzi l1ze snadno zavést na uniformnich prostorech a pak snadnéji ziskat
vztahy mezi témito dvéma dimenzemi.
Nejprve musime zavést jesté jeden pojem pro pokryti.




Mala induktivni dimenze
Velka induktivni dimenze

DEFINICE (Rad soustavy mnozin)

Necht S je soustava podmnozin mnoziny X. Rikdme, 7e S mé fad roven &islu n, jestlize n je nejvétsi Gislo,
pro které existuje S’ C S majici n + 1 prvki a neprazdny prinik.

Definice




_ Mala induktivni dimenze
Definice

Velka induktivni dimenze

DEFINICE (Pokryvaci dimenze)

Necht X je normdln{ prostor. Definujeme pro n € N U {0}
dim X = —1 pravé kdyz X = 0);

dim X < n jestlize kazdé kone¢né oteviené pokryti X ma kone¢né oteviené zjemnéni fadu n.

Rikdme, 7e X mé pokryvaci dimenzi rovnou n (symbol dim X = n), jestliZe plati diim X < n a neplati
dimX <n-—1.

Pokud neplati dim X < n pro zadné n € N, fikame, Ze X ma nekone¢nou pokryvaci dimenzi (symbol
dim X = o).



Mala induktivni dimenze
Velka induktivni dimenze

Definice

Pozorovani

Nechf X, Y jsou normélni Ty -prostory.
Jsou-li X, Y homeomorfni, pak dim X = dim Y.
Je-li Y uzavieny podprostor X, je dim Y < dim X.
Je-li Y husty C*-vnofeny podprostor X, je dim X = dim Y. Napf., dim X = dim 8X.

A Je-li X normalni prostor a jedna z jeho dimenzi Ind X, dim X je rovna 0, je i druh4 rovna 0.




Nasledujici tvrzeni ukazuje, Ze alespon pro metrizovatelné prostory jsou pokryvaci a velka
induktivni dimenze stejné. D4 se ukdzat, Ze se 1iS{ na obecnéjsich prostorech, napf. na kom-
paktnich Hausdorffovych prostorech.




Také v tomto piipade nejdiive dokazeme pomocna tvrzenti, ktera jsou zajimava.




TVRZENI (Véta o rozkladu)

Pro metrizovatelny prostor X je IndX < n pravé kdyz X je sjednocenim n + 1 nuldimenziondlnich
podmnoZin.

» Ditkaz



TVRZENI (Rovnost dimenzi pro metricky prostor)

Pro kaZdy metrizovatelny prostor X plati Ind X = dim X.

» Ditkaz



Nasledujici véta patif mezi zdkladni tvrzeni o dimenzi. Jeji diikaz pouziva tvrzeni z kapitoly
o pevnych bodech.
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TVRZENI (Dimenze euklidovskych prostori)

Pro kazdé n € N je indR" = IndR"” = dimR".

» Ditkaz
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