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14. Poznamky



Dimenze uniformnich prostorti Pokryvaci dimenze
Metricka dimenze

Velka induktivni dimenze

Jak bylo jiz feceno v hlavnim textu této kapitoly, pokryvaci a velkou induktivni dimenzi je
Iépe zavést na uniformnich prostorech, kde je pfirozenéjsi a jsou pak snadno vidét riznd
omezeni pri prevadéni na topologické prostory.

N
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Dimenze uniformnich prostorti Pokryvaci dimenze
Metricka dimenze

Velka induktivni dimenze

Jak bylo jiz feceno v hlavnim textu této kapitoly, pokryvaci a velkou induktivni dimenzi je
Iépe zavést na uniformnich prostorech, kde je pfirozenéjsi a jsou pak snadno vidét riznd
omezeni pri prevadéni na topologické prostory.

Podivejme se nejdiive na pokryvaci dimenzi.
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Dimenze uniformnich prostorti Pokryvaci dimenze
Metricka dimenze

Velka induktivni dimenze

DEFINICE (Pokryvaci dimenze uniformnich prostorii)

Nechf X je uniformni prostor. Definujeme pro n € NU {0}
dim X = —1 pravé kdyz X = 0;
dim X < n jestlize kazdé uniformni pokryti X ma uniformni zjemnéni fadu n.

Rikdme, 7e X ma pokryvaci dimenzi rovnou n (symbol dim X = n), jestlize plati dim X < n a neplati
dimX <n-1.

Pokud neplati dim X < n pro zadné n € N, fikame, Ze X ma nekone¢nou pokryvaci dimenzi (symbol
dim X = 00).
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Dimenze uniformnich prostorti Pokryvaci dimenze

Metricka dimenze
Velka induktivni dimenze

Je-li X normadlni topologicky prostor, pak vSechna jeho kone¢na oteviena pokryti tvoii bazi
tzv. Cechovy uniformity na X (nejjemn&jii totdlng omezené uniformity na X, tj. totaln& ome-
zené modifikace jemné uniformity na X). Pokryvaci dimenze prostoru X je tedy dimenze
jeho éechovy uniformity.
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Dimenze uniformnich prostorti Pokryvaci dimenze
Metricka dimenze

Velka induktivni dimenze

Je-li X normadlni topologicky prostor, pak vSechna jeho kone¢na oteviena pokryti tvoii bazi
tzv. Cechovy uniformity na X (nejjemn&jii totdlng omezené uniformity na X, tj. totaln& ome-
zené modifikace jemné uniformity na X). Pokryvaci dimenze prostoru X je tedy dimenze
jeho éechovy uniformity.

Z nasledujicich pozorovani je vidét, pro¢ je pokryvaci dimenze pfirozenéjsi pro uniformni
prostory (srovnejte s piisluSnymi pozorovanimi pro normalni prostory).
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Dimenze uniformnich prostorti Pokryvaci dimenze

Metricka dimenze
Velka induktivni dimenze

Pozorovani

Necht X, Y jsou uniformni prostory.

Jsou-li X, Y uniformné homeomorfni, je dim X = dim Y.
Je-li Y podprostor X, je dim Y < dim X.

Je-li Y husty podprostor X, je dim X = dim Y.

B Je-li Y totdln& omezend modifikace X, je dim Y < dim X.
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Dimenze uniformnich prostorti Pokryvaci dimenze
Hausdorffova dimenze Metricka dimenze

Dalsi vlastnosti dimenze Velka induktivni dimenze

Dimenze uniformniho prostoru je stejnd jako dimenze jeho ziplnéni. Specidlné, dimenze
totdlné omezeného prostoru je rovna dimenzi jeho kompaktifikace.
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Pokryvaci dimenze
Metricka dimenze
Velka induktivni dimenze

Dimenze uniformnich prostorti

Misto Cechovy uniformity topologického prostoru miZzeme vzit jemnou uniformitu. Chceme-
li pracovat se vSemi otevienymi pokrytimi, musime se omezit na parakompaktni prostory X.
Pak Ize definovat velkou pokryvaci dimenzi prostoru X jako dimenzi jemné uniformity na X,

tj. Dim X < n pokud kazdé oteviené pokryti X ma oteviené zjemnéni fadu nejvyse n.
Plati vSak ndsledujici tvrzeni, z kterého vyplyva, ze v mnoha pfipadech je Dim X = dim X.
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Dimenze uniformnich prostorti Pokryvaci dimenze

Metricka dimenze
Velka induktivni dimenze

TVRZENI (Rovnost malé a velké pokryvaci dimenze)

Je-li dim X < oo, je dim X = dim(pX), kde pX je totdlné omezend modifikace X.
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Dimenze uniformnich prostorti Pokryvaci dimenze

Metricka dimenze
Velka induktivni dimenze

Z predchozich poznamek vyplyva, jak 1ze definovat dimenze na Gplné reguldrnich prostorech.
Je nutné brat uniformni pokryti jemnych uniformit (ty 1ze popsat topologicky, bez pouZiti
uniformit).
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Dimenze uniformnich prostorti aci dimenze

Metricka dimenze
Velka induktivni dimenze

V metrickych prostorech lze definovat jesté dalsi pojem dimenze, ktery bude zdviset na dané
) metrice (nebude to tedy topologicky pojem, pouze uniformni). MiiZzeme tuto dimenzi met-
rického prostoru (X, d) oznadit jako dimy X a definovat jako dimenzi uniformniho prostoru
(X, d).

Plati néasledujici tvrzeni.
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Dimenze uniformnich prostorti Pokryvaci dimenze

Metricka dimenze
Velka induktivni dimenze

TVRZENI (Vlastnosti metrické dimenze)

Necht X je metricky prostor
dimg X < dim X < 2dimg X.
dim X = 0 prdvé kdyZ dimg X = 0.
Je-li Y metrizovatelny prostor, je dim Y supremem viech dimy( Y, d), kde d vytvdri topologii na Y.

=
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Dimenze uniformnich prostorti Pokryvaci dimenze

Metricka dimenze
Velka induktivni dimenze

Nazna¢ime nyni, jak lze definovat velkou induktivni dimenzi v uniformnich prostorech.
) ProtoZe budeme pouzivat uniformni okoli mnozin, jedna se vlastn€ o dimenzi v totdlné ome-
zenych prostorech (nebo v proximitnich prostorech).

V uniformnim prostoru X budeme znadit A € B, jestliZe B je uniformni okoli A (tj. U[A] C
B pro néjaké uniformni okoli U diagondly).
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Dimenze uniformnich prostorti Pokryvaci dimenze
Metricka dimenze

Velka induktivni dimenze

DEFINICE (Induktivni dimenze uniformniho prostoru)

Necht X je uniformni prostor. Definujeme pro n € N U {0}
IndX = —1 pravé kdyz X = 0;
IndX < n jestlize kazdd podmnozina A C X ma bazi uniformnich okoli U, jejichZ hranice H maji
IndU < n-—1.

Rikdme, 7e X mé induktivni dimenzi rovnou k (symbol IndX = k), jestliZe plati IndX < k a neplati
IndX < n-—1.

Pokud neplati IndX < n pro zddné n € N, fikdme, Ze X ma nekonecnou induktivni dimenzi (symbol
IndX = o).
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Dimenze uniformnich prostorti Pokryvaci dimenze
Metricka dimenze

Velka induktivni dimenze

V definici Ize brat za mnoziny A jen uzaviené mnoziny.

Protoze v normalnim prostoru X znamena uniformni okoli uzaviené mnoziny totéz co okoli
(vzhledem k Cechové nebo jemné uniformitg), je IndX = ind(X, u), kde u je jemna nebo
Cechova uniformita na X.

Existuji vztahy mezi pokryvaci a induktivni dimenzi uniformnich prostora. My si napiSeme
jen vztah pro metrické prostory.
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Dimenze uniformnich prostorti Pokryvaci dimenze

usd a dim Metricka dimenze
Velka induktivni dimenze

TVRZENI (Metrické prostory)

Necht X je metrizovatelny uniformni prostor a pX je jeho totdlné omezend modifikace.
dim pX < IndX < dim X.

Je-li jedna z predchozich tii dimenzi rovna 0, rovnaji se vSechny 0.

Je-li dim X < oo, jsou si vSechny t¥i dimenze rovny.

=
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Hausdorffova dimenze

) Zminime se o jedné dimenzi, ktera je vyjimec¢na tim, Ze jeji hodnoty mohou byt libovolna
= nezdpornd redlnd ¢isla. Nasla uplatnéni v teorii fraktdlu, které byvaji Casto definovany jako

podmnoziny euklidovskych prostora, jejichz Hausdorffova dimenze je vétsi nez jejich di-
menze topologicka (tj. ind).
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Hausdorffova dimenze

) Zminime se o jedné dimenzi, ktera je vyjimec¢na tim, Ze jeji hodnoty mohou byt libovolna
= nezdpornd redlnd ¢isla. Nasla uplatnéni v teorii fraktdlu, které byvaji Casto definovany jako

podmnoziny euklidovskych prostora, jejichz Hausdorffova dimenze je vétsi nez jejich di-
menze topologicka (tj. ind).

I jeji definice je zcela jind a moZna neocekdvand. promyslime-li si vSak, co ve skute¢nosti zna-
@) mend, je to definice pfirozend. Délku tsecky lze zméfit jejim pokryvanim néjaké jednotkové
o dsecky. Obsah napf. kruhu lze méfit pokryvanim ¢tverecka (tj. druhou mocninou tsecky), ale
ne pokryvanim dsecami. Objem télesa lze zméfit pokryvanim krychlickami (tj. tfeti mocniny
usecky), ale nikoli ¢tverecky nebo dseckami.
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Hausdorffova dimenze

) Zminime se o jedné dimenzi, ktera je vyjimec¢na tim, Ze jeji hodnoty mohou byt libovolna
= nezdpornd redlnd ¢isla. Nasla uplatnéni v teorii fraktdlu, které byvaji Casto definovany jako

podmnoziny euklidovskych prostora, jejichz Hausdorffova dimenze je vétsi nez jejich di-
menze topologicka (tj. ind).

I jeji definice je zcela jind a moZna neocekdvand. promyslime-li si vSak, co ve skute¢nosti zna-
@) mend, je to definice pfirozend. Délku tsecky lze zméfit jejim pokryvanim néjaké jednotkové
o dsecky. Obsah napf. kruhu lze méfit pokryvanim ¢tverecka (tj. druhou mocninou tsecky), ale
ne pokryvanim dsecami. Objem télesa lze zméfit pokryvanim krychlickami (tj. tfeti mocniny
usecky), ale nikoli ¢tverecky nebo dseckami.

) Nejdiive tedy budeme definovat tuto miru velikosti mnoziny a pomoci ni najdeme vhodnou
mocninu ,Usecky”. Musime se omezit na separabilni metrické prostory. Pfipomenme z 1 .ka-
pitoly, ze diam A = sup{d(a, b); a, b € A} zna&i primér mnoziny A C X.
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Hausdorffova dimenze

DEFINICE (Hausdorffova mira)

Nechf X je separabilni metricky prostor a A C X. Definujeme pro § > 0as > 0

S(A) = inf{XN:(diam U,,)S;Lg Un D A,diam U, < 6}, H5(A) = (slina+ H3(A).

Cislo H*(A) se nazyva Hausdorffovou mirou mnoZiny A.
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Hausdorffova dimenze

7N Uvédomte si, pro¢ predchozi limita existuje (monotonie). Da se ukézat, Ze H® je mirou na
~ velké o-algebfe mnoZzin (zahrnujici vSechny borelovské mnoZiny).

Dile se snadno ukdze, Ze je-li H°(A) < oo, je H¥(A) = 0 pro viechna t > s a tedy
‘H!(A) = oo pro viechna 0 < t < s. Nasledujici definice je tedy korektni.
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Hausdorffova dimenze

DEFINICE

Nechi X je separabilni metricky prostor a A C X. Definujeme

dimy A = inf{s; H°(A) = 0} = sup{s; H*(A) = oo}

a nazveme ¢islo dimy A Hausdorffovou dimenzi mnoZiny A.
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Dimenze uniformnich prostorii
Hausdorffova dimenze

Dalsi vlastnosti dimenze

Hausdorffova mira je monoténni, je nulova na spocetnych mnoZindch, jeji hodnota na spocetném sjednoceni
mnoZin je supremum jejich hodnot na jednotlivych mnoZindch, chova se pékné vzhledem k lipschitzovskym
zobrazenim.
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Dimenze uniformnich prostorii
Hausdorffova dimenze

Dalsi vlastnosti dimenze

Na hezkych podmnozinach R” je rovna n (ma-li A C R" neprdzdny vnitfek, je dimy A =
n). Hausdorffova dimenze Cantorovy mnoZiny je rovna log 2/ log 3.




Dimenze a konstrukce

. - Dimenze a spojita zobrazeni
Dalsi vlastnosti dimenze poJ

Dulezité je chovani dimenzi v konstrukcich. Tam vSak nardzime na problém normality,
kterd se mnoha konstrukcemi nezachovdva. I proto je pro zkoumdni dimenze vhodnéjsi
prostredi uniformnich prostort, nebo tplné reguldrnich prostora (s upravenou definici di-

menzi pouzivajici nulové mnoZiny a jejich dopliiky). V dalsi ¢asti budeme hovofit jen o Ind
adim.
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Dimenze a konstrukce

. - Dimenze a spojita zobrazeni
Dalsi vlastnosti dimenze poJ

Pro dimenze podprostort byla zdkladni tvrzeni uvedena v textu. Existuji piiklady, Ze dimenze
podprostoru muze byt vétsi dimenze prostoru. V piipadé, zZe na X pozadujeme dalsi vlast-
nosti (napf. dédi¢nou nebo perfektni normalitu), je dimenze monoténni pro mnohem vice
podmnozin, nez jsou uzaviené podmnoziny.
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Dimenze a konstrukce

. - Dimenze a spojita zobrazeni
Dalsi vlastnosti dimenze poJ

Aby méla dimenze smysl pro soucin prostort, musi byt tento souc¢in normdlni. Ani to vSak
) nestaci na ocekdvany vysledek, Ze dimenze soucinu je nejvyse rovna souctu dimenzi jednot-
livych slozek. Na vysledny soucin je tfeba kldst dalSi poZadavky. Zhruba feceno, je potieba,
aby konecna oteviend pokryti soucinu méla hezkd zjemnéni tvofend souciny otevienych
mnozin (tzv. rektangularita).
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Dimenze a konstrukce

. - Dimenze a spojita zobrazeni
Dalsi vlastnosti dimenze poJ

Pro disjunktni soucty jsou tvrzeni o dimenzi zfejmd. Pro kvocienty uz zna¢né méné a nékterad

tvrzeni budou zminéna v ndsledujici ¢asti o vztahu dimenze a spojitych zobrazeni.
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Dimenze a konstrukce

iy Dimenze a spojita zobrazeni
Dalsi vlastnosti dimenze Pl

Spojitd zobrazeni mohou skoro libovolné ménit dimenzi obrazu. Napf. se snadno sestroji spo-
jité zobrazeni jednodimenziondlniho separabilniho metrizovatelného prostoru na Cantorovu
mnozinu.
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Dimenze a konstrukce

Dimenze a spojita zobrazeni

Dalsi vlastnosti dimenze

Na druhou stranu, kazdy kompaktni metrizovatelny prostor je spojitym obrazem (a tedy kvo-
cientem) Cantorovy mnoziny. Nicméné, nékteré vztahy plati. Opét jsou problémy s normali-
tou a nasledujici tvrzeni budou uvedena jen pro metrizovatelné prostory. Dikazy jsou velmi
ndrocné.
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Dimenze a konstrukce

Dimenze a spojita zobrazeni

Dalsi vlastnosti dimenze

Dimenze a spojita zobrazeni

Nechi f : X — Y je spojité zobrazeni mezi metrizovatelnymi prostory.
Je-li f uzaviené zobrazenina Y a |f ~1(y)| < k forevery y € Y,jedim Y < dim X + k — 1.
Je-li f uzaviené zobrazeni a dim(f ~1(y)) < k forevery y € Y, jedim X < dim Y + k.

Jsou-li X, Y separabilni, f je oteviené zobrazeni na Y a kazdy vzor f ~(y) md izolovany bod, je
indY < indX. Jsou-li vzory f ~1(y) diskrétni podprostory X, je indY = ind X.

Separabilni metrizovatelny prostor ma dimenzi nejvyse rovnu n praveé kdyz kazdé spojité zobrazeni z
uzaviené podmnoziny prostoru X do sféry S” lze spojité rozsifit na celé X.
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