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14. Diikazy



Plati-li ind X < n pro neprazdny separabilni metrizovatelny prostor X, ma X spocetnou otevienou bézi B3 takovou, ze
indHg < n — 1 pro hranice mnozin B € B.Polozme N = |J{Hg; B € B} aM = X \ N.Ziejmé je indM < 0. Zbyva
dokazat, Ze sjednoceni spocetné mnoha uzavienych podmnozin X, majicich malou induktivni dimenzi rovnu nejvyse n — 1, ma také
ind < n — 1. Diikaz Ize snadno provést indukei podle n.

Stac¢i dokdzat nutnost tvrzeni. Podle pfedchozi polozky je = M U N, kde indM < 0, indN < n — 1. Nejdfive ukdZeme, Ze existuje
oteviend mnozina G C U takovd,Z2e AN M C G N Maze G N M je obojetnd mnoZzina v M. Zvolme oteviené mnoziny V', W v X
tak, 722 ACVCVCWCWCcCU.

Kazdé x € M mé obojetné okoli Hy v M, které bud leZi v W nebo je disjunktni s V. Existuje spotetn& mnoho bodi x;, takové, 7e
U Hx, = M. Pakmnozina H = Uy {Hxp \ Ui<p Hx;i Hxp \ Uj<p Hx; NV # 0} je obojenivMaV N M C HC W.
ProtoZe jsme v metrickém prostoru, existuje oteviend mnozin G v X tak,7# AUH C G C G C U\ (M \ H). G je hledanou

mnoZinou.
Protoze G N M je obojetnd v M, leZi hranice mnoZiny G v N a tedy md malou induktivni dimenzi rovnou nejvyse n — 1.

14. Diikazy



Dikaz plyne ihned indukei z druhé ¢dsti predchoziho tvrzeni. O
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Stadi ukdzat, ze IndX < npravé kdyz X = M U N, kde IndM = 0, IndN < n — 1. Necht nejdfive IndX < n.Z definice Ind az
vlastnosti bize metrizovatelného prostoru ihned vyplyva existence o -lokdlné kone¢né oteviené baze B v X s vlastnosti IndHg < n — 1 pro
kazdé B € B. Soustava { Hg } je o-lokélné kone¢na a pro jeji sjednoceni H je tedy IndH < n — 1. Je zfejmé, ze Ind(X \ H) < 0.

Diikaz obraceného tvrzeni je skoro stejny jako ditkaz prvni ¢asti predchoziho tvrzeni. O
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Nejdifve ukdzeme, ze dim X < IndX. To plati pokud IndX = 0.

Necht IndX < n. Podle piedchozi véty lze psit X = My U ... U Mpy3, kde IndM; < 0. M&me konecné oteviené pokryti

U = {U1, ..., Uy} prostoru X. Pro kazdé i < n + 1 existuje otevieny rozklad {Vyg, ... V,'(} mnoZiny M; zjemiiujici U. Pro kazdé x € V_,'
existuje koule Bx, r,, C U}, Bix,ry 'ﬁ M; C Vl' Polozime l' = U{Bx,rx/z; x € Vl'} Ziejmé je {Wi, N WI’(} oteviené disjunktn{
pokryti M; zjemiiujici U a tedy {VVJ' i < n+1,j < k} jehledané zjemnéni U majici fad nejvyse n.

Obracené nechf dim X < n. Nen{ t87ké sestrojit posloupnost {4; } lokdln& konecnych otevienych pokryti takové, Ze viechny mnoZiny v U;
maji primér mensi nez 1/i (vzhledem k dané metrice). Lze najit uzaviend pokryti { Fy; U € U; };, kde Fy C U. Je technicky narotné najit

oteviené mnoziny Fyy C Vy C Vy C U tak, ze ad pokryti { Viy \ Vy; U € Uy U; } je nejvyse n — 1. Z toho jiz jednoduse plyne, ze
IndX < n.
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Indukef se snadno ukdze, ze dim R” < n. Vezmeme n-dimenziondlni simplex S C R" a ukdZeme, 7e dim S > n. Musime najit oteviené
pokryti S, které nema zjemnéni fadu nejvySe n — 1. S ma n + 1 (n — 1)-dimenziondlnich stran S; a jejich dopliiky U; tvofi oteviené pokryti
U. Vezméme jeho libovolné kone¢né oteviené zjemnéni V) a definujme pfifazeni vrcholiz K do 0, ...,nV ~» i : V — 0, ..., ntak, Ze

V C U;. Toto pfifazeni je simplicidlni zobrazeni z nervu pokryti V' do nervu pokryti U, tj. do simplexu S. Podle Spernerovy véty existuje
simplex nervu V), ktery se zobrazi na S a tedy ma dimenzi n, tj. existuje n + 1 prvki V), které maji neprazdny prunik, coZ se mélo dokazat. O
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