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13. Souvislost



N~ Asi kazdy tusi vyznam vyroka pfimka je souvisld mnoZina, hyperbola s obéma vétvemi je
nesouvisld. Jak prevést tuto situaci do topologickych prostorti?

13. Souvislost



U pifmky mtzeme kazdé dva body spojit dseckou, u hyperboly existuji body, které uvnitf
9 hyperboly nespojime zadnou kfivkou (chdpeme-li kiivku jako spojity obraz uzavieného in-
k tervalu). To je docela vhodny piistup aZ na to, Ze potfebujeme spojitd zobrazeni intervalu
do topologickych prostorti. Ta nemusi existovat, a pfesto mizeme dany prostor povazovat za
Spojity.

13. Souvislost



Vhodnéjsi piistup bude pomoci vnitinich vlastnosti topologickych prostorti (bez pouZiti
funkei). Uvedeny piiklad naznacuje, jak je to mozné udélat. Hyperbola se skldada ze dvou

uzavienych ¢asti, pfimku nerozdélime na dvé disjunktni uzaviené ¢asti. Je to vhodnd definice
souvislosti? Ukazalo se, Ze ano.
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Zakladni vlastnosti souvislosti

Definice
Vlastnosti souvislosti
Komponenty a kvazikomponenty

Upresnime vyse uvedeny popis souvislosti v topologickych prostorech.
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Zakladni vlastnosti souvislosti
Definice
Vlastnosti souvislosti
Komponenty a kvazikomponenty

DEFINICE (souvislost)

Rekneme, Ze topologicky prostor je souvisly, jestliZe jediné jeho obojetné mnoZiny jsou () a cely prostor.
PodmnoZina topologického prostoru se nazyva souvisld, jestliZe je souvisld jako podprostor uvedeného
prostoru.
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Zakladni vlastnosti souvislosti

Definice
Vlastnosti souvislosti
Komponenty a kvazikomponenty

Z definice vyplyva, Ze kazdy indiskrétni prostor je souvisly (a tedy prazdnd mnoZina a jedno-
bodovy prostor jsou souvislé).

Asporni dvoubodovy diskrétni prostor neni souvisly.

Sierpinského dvoubodovy prostor je souvisly.
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Zakladni vlastnosti souvislosti

Definice
Vlastnosti souvislosti
Komponenty a kvazikomponenty

Uvédomte si, ze zadny aspon dvoubodovy 0-dimenziondlni To-prostor neni souvisly.
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Zakladni vlastnosti souvislosti
Lokalni souvislost Definice
Teorie kontinui Vlastnosti souvislosti

Tridy kontinui Komponenty a kvazikomponenty
souvislosti

Uvedeme zakladni véty o souvislosti. Jejich dikazy jsou jednoduché.
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Zakladni vlastnosti souvislosti
Definice
Vlastnosti souvislosti
Komponenty a kvazikomponenty

TVRZENI (Vlastnosti souvislost

Necht X je topologicky prostor.

X je souvisly prdaveé kdyZ kaZdé spojité zobrazeni na X do diskrétniho prostoru je konstantni.
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Zakladni vlastnosti souvislosti
Lokalni souvislost Definice
i Vlastnosti souvislosti

Komponenty a kvazikomponenty

Nesouvislosti

Je-li AC B C AC X a A je sowvisld, pak je i B souvisld.
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Zakladni vlastnosti souvislosti
Definice
Vlastnosti souvislosti

Tridy kontinui Komponenty a kvazikomponenty
ouvislosti

Jsou-li A;, i € I, souvislé podmnoZiny X a () A; # 0, je |J A; souvisld mnoZina.
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Zakladni vlastnosti souvislosti
Lokalni souvislost Definice
ie kontinui Vlastnosti souvislosti

kontinui Komponenty a kvazikomponenty
Nesouvislosti

Jsou-li An, n € N, souvislé podmnoZiny X a An N Ant1 # 0 pro kaZdé n, pak | J An je souvisld
mnozina.
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Zakladni vlastnosti souvislosti
Lokalni souvislost Definice
ie kontinui Vlastnosti souvislosti

kontinui Komponenty a kvazikomponenty
Nesouvislosti

B 7vida souwvislych prostorii je uzaviend na souciny a na spojité obrazy. Neni uzaviend na podprostory a
disjunktni soucty.

» Ditkaz

13. Souvislost



Zakladni vlastnosti souvislosti

Definice
Vlastnosti souvislosti
Komponenty a kvazikomponenty

Podle predchozi véty je sjednoceni vSech souvislych podmnozin topologického prostoru, ob-
sahujici dany bod, souvisld mnoZina. Je to zfejmé nejveétsi souvisld mnoZina v daném pro-
storu.
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Zakladni vlastnosti souvislosti

Definice
Vlastnosti souvislosti
Komponenty a kvazikomponenty

DEFINICE (Komponenty)

Necht X je topologicky prostor a x € X. Sjednocen{ viech souvislych podmnoZin topologického prostoru
obsahujicich x se nazyvd komponenta bodu x v X.
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Definice

ntinui Vlastnosti souvislosti

kontinui

Komponenty a kvazikomponenty
Nesouvislosti

Pozorovani

Kazda komponenta prostoru X je souvisla mnozina. Je to maximalni souvisla podmnoZzina v X.
Kazd4 komponenta je uzaviend mnoZina.

Dvé rizné komponenty jsou disjunktni.

B Obojetnd podmnozina v X obsahuje komponentu kazdého svého bodu v X.
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Zakladni vlastnosti souvislosti
Lokalni souvislost Definice
i Vlastnosti souvislosti

Komponenty a kvazikomponenty

Nesouvislosti

V souvislém prostoru zfejmé existuje jedind komponenta.
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Zakladni vlastnosti souvislosti
Definice
Vlastnosti souvislosti

Tridy kontinui Komponenty a kvazikomponenty
ouvislosti

V diskrétnim prostoru jsou komponenty jednobodové mnoZziny.
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Zakladni vlastnosti souvislosti

Definice
Vlastnosti souvislosti
Komponenty a kvazikomponenty

Podle predchoziho posledniho pozorovéni jsou obojetné mnoZiny vétsi nez komponenty, a
tedy i neprazdné pruniky obojetnych mnozin obsahuji celé komponenty.
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Zakladni vlastnosti souvislosti

Definice
Vlastnosti souvislosti
Komponenty a kvazikomponenty

DEFINICE (Kvazikomponenty)

Necht X je topologicky prostor a x € X. Priinik viech obojetnych podmnoZin topologického prostoru
obsahujicich x se nazyva kvazikomponenta bodu x v X.
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Definice
ntinui Vlastnosti souvislosti

kontinui Komponenty a kvazikomponenty
Nesouvislosti

Pozorovani

Soustava vSech kvazikomponent prostoru X tvoii jeho rozklad.
Soustava vSech komponent leZicich v dané kvazikomponenté tvori jeji rozklad.
V kompaktnim prostoru jsou kvazikomponenty totoZzné s komponentami.

Existuje podprostor roviny, jehoZ kvazikomponenty nejsou totozZné s komponentami (viz Cviceni).
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Lokalni souvislost

Tak, jako se ukdzalo pro topologické prostory vhodné byt napf. kompaktni jen lokdlng, v
néjakych okolich bodt, je podobnd lokalizace vhodna i pro souvislost.
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Lokalni souvislost

DEFINICE (Lokalné souvislé prostory)

Topologicky prostor X se nazyva lokalné souvisly, jestlize kazdy bod ma bazi svych okoli slozenou ze
souvislych mnoZin.
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Lokalni souvislost

Diskrétni a indiskrétni prostory jsou lokdlné souvislé. Sierpinského dvoubodovy prostor je
lokdlné souvisly. Hruby Ty -prostor je lokdlné souvisly.
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Zakladni vlastnosti souvislosti
Lokalni souvislost

Te

Nesouvislosti

TVRZENI (Vlastnosti lokalné souvislych prostorii)

Topologicky prostor X je lokdlné souvisly pravé kdyz komponenty kazdého otevieného podprostoru
Jsou otevrené.

Lokdlné souvisly prostor je disjunktnim souctem souvislych prostorii.
V lokdlné souvislém prostoru jsou komponenty a kvazikomponenty totozné.

TFida lokdlné souvislych prostorii je uzaviend na oteviené podprostory, konecéné souciny, disjunkini
soucty a kvocienty.

Je-li X tiplné reguldrni, je BX lokdlné souvisly prdavé kdyz? je X lokdlné souvisly a pseudokompaktni.

» Ditkaz
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Zakladni konstrukce

Inverzni limity

Rozklady kontinui
Teorie kontinui Limity mnozin

Bum do hranice
Existence nedélicich bodi
Obrazy kontinui

Kontinua jsou zakladni stavebni kameny objekta.
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Zakladni konstrukce
Inverzni limity
Rozklady kontinui

Teorie kontinui Limity mnozin
Bum do hranice
Existence nedélicich bodi
Obrazy kontinui

DEFINICE ( inuum)

Kontinuum je neprazdny kompaktni souvisly metricky prostor, subkontinuum je kontinuum, které je
podmnoZzinou daného prostoru.
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Zakladni konstrukce

Inverzni limity

Rozklady kontinui
Teorie kontinui Limity mnozin

Bum do hranice
Existence nedélicich bodi
Obrazy kontinui

TVRZENI (Zikladni fakta)

Priinik spocetné klesajici posloupnosti kontinui je kontinuum.

Spocetny soucin kontinui je kontinuum.
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Zakladni konstrukce
Zakladni vlastnosti souvislosti Inverzni limity
Lokalni souvislost Rozklady kontinui
Teorie kontinui Limity mnozin

Tridy kontinui Bum do hranice
Nesouvislosti Existence nedélicich bodi
Obrazy kontinui

V teorii kontinuf je fada tvrzeni, kterd jsou natolik ndzornd, Ze se oznacuji jako “fakt”.
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Zakladni konstrukce
Inverzni limity
Rozklady kontinui

Teorie kontinui Limity mnozin
Bum do hranice
Existence nedélicich bodi

Obrazy kontinui

DEFINICE (Rozlozitelné inuum)

Kontinuum se nazyva rozlozitelné, pokud je sjednocenim dvou vlastnich podkontinui. Jinak se nazyva
nerozlozitelné.

a0
(= O]

13. Souvislost



Zakladni konstrukce

Inverzni limity

Rozklady kontinui
Teorie kontinui Limity mnozin

Bum do hranice
Existence nedélicich bodi
Obrazy kontinui

Existuje vibec nerozlozitelné kontinuum?
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Zakladni konstrukce

Inverzni limity

Rozklady kontinui
Teorie kontinui Limity mnozin

Bum do hranice
Existence nedélicich bodi
Obrazy kontinui

Pozorovani

Typické kontinuum je nerozlozitelné (ve smyslu kategorit, tvoii G5 hustou mnozinu mezi podkontinui
Hilbertovy kostky, vzdalenost dvou kontinui je nejdelsi cesta v kostce z jednoho do druhého).
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Zakladni konstrukce
Inverzni limity
Rozklady kontinui

Teorie kontinui Limity mnozin
Bum do hranice
Existence nedélicich bodi

Obrazy kontinui

DEFINICE (Inverzni limita

Inverzni limitou posloupnosti {Xn, f,}2° ;, kde Xj, jsou soutadnicové prostory a mezi nimi jsou nastavena
lepici zobrazent f, : X141 — Xn, se nazyva podmnoZina kartézského soucinu M52 ; X, definovand rovnosti

im{Xn, fa}nZ1 = {(xn)nZ1 € MRZ1 Xn : fa(Xn41) = xn, n € N}.

Inverzni limitu zndzornime
1 1z f3 7
X1 & Xo & Xz & X & 000,
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Zakladni konstrukce
Zakladni v i Inverzni limity
Ini soun Rozklady kontinui
Teorie kontinui Limity mnozin

Tridy kontinui Bum do hranice
ouvislosti Existence nedélicich bodi
Obrazy kontinui

=/ Inverzni limitu mizeme predstavit tak, Ze ke prostoru Xj néco prilepime a dostaneme prostor
X>. A to lepici zobrazeni je retrakce prilepenych vécic¢ek do bodu, kde byly prilepeny.
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Zakladni konstrukce

Inverzni limity

Rozklady kontinui
Teorie kontinui Limity mnozin

Bum do hranice

Existence nedélicich bodi
Obrazy kontinui

Pozorovani

Necht {Xn, fn}52, je inverzni posloupnost, pak

lim{Xn, fo}p21 = N21Kn,

kde

Ko = {032y € M2y Xim ¢ Fon(m 1) = Xm s m < 1}
tvofi monoténni posloupnost ( K1 D K2 D K3 D - - - ) kontinui ( K, je homeomorfni s kontinuem
N 1 Xm)-
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Zakladni konstrukce
Zakladni vlastnosti souvi ti Inverzni limity
Lokalni souvislost Rozklady kontinui

Teorie kontinui Limity mnozin
Tridy kontinui Bum do hranice
souvislosti Existence nedélicich bodi
Obrazy kontinui

Tedy je to podobna kontrukce jako klesajici posloupnost kontinui.
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Zakladni konstrukce
Zakladni v ti souv ti Inverzni limity
Lokalni souvislost Rozklady kontinui
Teorie kontinui Limity mnozin

Tridy kontinui Bum do hranice
i Existence nedélicich bodi
Obrazy kontinui
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Zakladni konstrukce
Inverzni limity
Rozklady kontinui

Teorie kontinui Limity mnozin
Bum do hranice
Existence nedélicich bodi
Obrazy kontinui

TVRZENI (Inverzni ta)

Inverzni limita kontinui je kontinuum.
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Zakladni konstrukce
Inverzni limity
Rozklady kontinui

Teorie kontinui Limity mnozin
Bum do hranice
Existence nedélicich bodi
Obrazy kontinui

TVRZENI (Inverzni ta)

Inverzni limita kontinui je kontinuum.
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Zakladni konstrukce
Inverzni limity
Rozklady kontinui

Teorie kontinui Limity mnozin
Bum do hranice
Existence nedélicich bodi
Obrazy kontinui

DEFINICE ( zlozitelna inverzni posloupnost)

Inverzni posloupnost kontinui lim. {Xp, f,}5° ; se nazyva nerozloZitelnd inverzni posloupnost, pokud se
alespon jedno ze subkontinui A,1 a Bpy1 tvoficich rozklad X, 11 = Apt1 U Bpt1 zobrazi na X, (pro
kazdé n € N).
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Zakladni konstrukce

Inverzni limity

Rozklady kontinui
Teorie kontinui Limity mnozin

Bum do hranice
Existence nedélicich bodi
Obrazy kontinui

TVRZENI (Nerozlozitelna inverzni posloupnost)

NerozloZitelnd inverzni posloupnost kontinui md za limitu nerozloZitelné kontinuum.
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Zakladni konstrukce

Inverzni limity

Rozklady kontinui
Teorie kontinui Limity mnozin

Bum do hranice
Existence nedélicich bodi
Obrazy kontinui

Nasledujici véta je uzite¢nd, kdyz tvofite kontinuum pfilepovanim malych kousicku.
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Zakladni konstrukce
Zakladni vlastnosti souvislosti Inverzni limity
Lokalni souvislost Rozklady kontinui
Teorie kontinui Limity mnozin

Tridy kontinui Bum do hranice
Nesouvislosti Existence nedélicich bodi
Obrazy kontinui

TVRZENI (Anderson-Choquetova véta)

Necht (S, d) je kompakmi prostor { Xn, fn }S2 1 je inverzni posloupnost, kde Xy, jsou neprdzdné kompakini
podmnoziny S a zobrazeni fp, jsou na Xp. Necht fi j = fio---0fi_3 : X; — X;pokud j > i+ 1a
fi.iv1 = fi. Pak lim—{Xn, fn}32; je homeomorfni

)38

( U XIT') )
m>i

i=1

pokud plati:
(1) (existence) Pro kazZdé € > 0 existuje k takové Ze pro kazdé p € Xy md mnoZina UJ.> » fk_,jl( p) diametr
menst nez €.
(2) (jednoznacnost) Pro kaZdé i a & > 0 existuje &' > 0 tak, Ze kdykoliv j > 1 a body p, q € X; splituji
d(f; j(p), fi.j(q)) > &, vyplyvd z toho, Ze d(p, q) > &'
Je-li navic X; C Xj11, pak

lim{Xn, fn}n21

Jje homeomorfni s
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Zakladni konstrukce
Inverzni limity
Rozklady kontinui

Teorie kontinui Limity mnozin
Bum do hranice
Existence nedélicich bodi
Obrazy kontinui

TVRZENI (Inverzni ta mnohosténi)

Kazdé kontinuum je inverzni limitou kompaktnich souvislych mnohosténii, pricemz lepici zobrazeni jsou na.
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Zakladni konstrukce
Inverzni limity
Rozklady kontinui

Teorie kontinui Limity mnozin
Bum do hranice
Existence nedélicich bodi
Obrazy kontinui

TVRZENI (Inverzni ta mnohosténi)

Kazdé kontinuum je inverzni limitou kompaktnich souvislych mnohosténii, pricemz lepici zobrazeni jsou na.
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Zakladni konstrukce
Inverzni limity
Rozklady kontinui

Teorie kontinui Limity mnozin
Bum do hranice
Existence nedélicich bodi
Obrazy kontinui

0

Nechf X a Y jsou metrické prostory a f : X — Y. Zobrazeni f se nazyvd e-zobrazeni, kdyZ je f spojité a
pro kazdé x € X je diametr f ~1(f(x)) < e.
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Zakladni konstrukce

Inverzni limity

Rozklady kontinui
Teorie kontinui Limity mnozin

Bum do hranice
Existence nedélicich bodi
Obrazy kontinui

DEFINICE (P-podobny)

Necht je X kompaktni metricky prostor a nechf 7 je soubor kompaktnich metrickych prostord. Rikame, 7e X
je P-podobny, kdyZ pro kazdé € > 0 existuje e-zobrazeni prostoru X na néjaky prvek Yz € P.
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Zakladni konstrukce
Zakladni vlastnosti souvislosti Inverzni limity
Lokalni souvislost Rozklady kontinui
Teorie kontinui Limity mnozin

Tridy kontinui Bum do hranice
Nesouvislosti Existence nedélicich bodi
Obrazy kontinui

Nejcastéji se zkoumaji oblouku-podobna kontinua. To je vzdy o zdbavu postardno.
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Zakladni konstrukce
Inverzni limity
Rozklady kontinui

Teorie kontinui Limity mnozin
Bum do hranice
Existence nedélicich bodi

Obrazy kontinui

TVRZENI (Aproximace zevniti)

Necht X je kompaktni metricky prostor a {Xn}S2 1 je posloupnost kompaktnich podmnoZin X. Ddle necht
mdme zobrazeni gj z Xj+1 na Xj a p;j z X na Xj, kterd spliiuji gj o pj11 = ;.

Jestlize posloupnost {pn} o2 | konverguje stejnomérné k identité na X, pak X je homeomorfni

lim{Xn, fn}2;.
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Zakladni konstrukce
Inverzni limity
Rozklady kontinui

Teorie kontinui Limity mnozin
Bum do hranice
Existence nedélicich bodi

Obrazy kontinui

TVRZENI (Aproximace zevniti)

Necht X je kompaktni metricky prostor a {Xn}S2 1 je posloupnost kompaktnich podmnoZin X. Ddle necht
mdme zobrazeni gj z Xj+1 na Xj a p;j z X na Xj, kterd spliiuji gj o pj11 = ;.

Jestlize posloupnost {pn} o2 | konverguje stejnomérné k identité na X, pak X je homeomorfni

lim{Xn, fn}2;.
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Zakladni konstrukce
Inverzni limity
Rozklady kontinui

Teorie kontinui Limity mnozin
Bum do hranice
Existence nedélicich bodi
Obrazy kontinui

TVRZENI (Vnote

Nechf kompakty Xn jsou vnoreny do pevného R™. Pak lim—{Xn, fn}52, je vnoiena do R?™.
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Zakladni konstrukce
Inverzni limity
Rozklady kontinui

Teorie kontinui Limity mnozin
Bum do hranice
Existence nedélicich bodi
Obrazy kontinui

TVRZENI (Vnote

Nechf kompakty Xn jsou vnoreny do pevného R™. Pak lim—{Xn, fn}52, je vnoiena do R?™.
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Zakladni konstrukce
Inverzni limity
Rozklady kontinui

Teorie kontinui Limity mnozin
Bum do hranice
Existence nedélicich bodi

Obrazy kontinui

DEFINICE (D identifikac

Necht (S, T) je topologicky prostor. Necht D je soubor neprazdnych a navzdjem disjunktnich podmnozin S
pokryvajici S (t.j. UD = S).
Soubor D budeme nazyvat déleni S. Na D zavedeme topologii

T(D)={UCD:UUeT}.

Jde o nejvétsi topologii, ve které je spojité zobrazeni pfifazujici bodu s € S ten prvek D, ve kterém lezi (toto
zobrazeni nazveme prirozené zobrazeni, znac¢ime 7).
Dvojici (D, T (D) budeme nazyvat identifikace S.
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Zakladni konstrukce
Inverzni limity
Rozklady kontinui

Teorie kontinui Limity mnozin
Bum do hranice
Existence nedélicich bodi

Obrazy kontinui

DEFINICE (D identifikac

Necht (S, T) je topologicky prostor. Necht D je soubor neprazdnych a navzdjem disjunktnich podmnozin S
pokryvajici S (t.j. UD = S).
Soubor D budeme nazyvat déleni S. Na D zavedeme topologii

T(D)={UCD:UUeT}.

Jde o nejvétsi topologii, ve které je spojité zobrazeni pfifazujici bodu s € S ten prvek D, ve kterém lezi (toto
zobrazeni nazveme prirozené zobrazeni, znac¢ime 7).
Dvojici (D, T (D) budeme nazyvat identifikace S.
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Zakladni konstrukce
Inverzni limity
Rozklady kontinui

Teorie kontinui Limity mnozin
Bum do hranice
Existence nedélicich bodi
Obrazy kontinui

DEFINICE (Shora polospojité déleni )

Déleni D nazveme shora polospojité, zkracené usc, kdyz pro kazdé D € D, U € T spliujici D C U, existuje
V € T spliujici D C V, Ze plati

(AeD & ANV #0D)= ACU.

Pozorovani

Déleni je usc pravé kdyz je prirozené zobrazeni uzaviené (obraz uzavienych mnozin je uzavieny).

Identifikace (D, T (D) kontinua S je kontinuum pravé kdyz je Hausdorffovym prostorem.
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Zakladni konstrukce
Inverzni limity
Rozklady kontinui

Teorie kontinui Limity mnozin
Bum do hranice
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DEFINICE (Shora polospojité déleni )

Déleni D nazveme shora polospojité, zkracené usc, kdyz pro kazdé D € D, U € T spliujici D C U, existuje
V € T spliujici D C V, Ze plati

(AeD & ANV #0D)= ACU.
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TVRZENI (Usc identifikace kontinua)

Kazdd usc identifikace kontinua je kontinuum.

Pokud identifikujeme body uzaviené podmnoZiny A kontinua S, dostaneme usc déleni a ndsledné
kontinuum, znacime S/ A.
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TVRZENI (Spojeni kontinui)

Necht (S1, T1) a (S2, T2) jsou disjunkini topologické prostory a spojité zobrazeni f : S1 — S zobrazuje
neprdzdnou mnozZinu A C Sy do Sz.
V topologickém souctu S1 + Sz identifikujeme podle délent

{pruf(p)ipe f(AIU{{x}:xE€S1+S2\[AUF(A)]}.

Rikdme, Ze S1 a Sa jsou spojeny zobrazenim f a piseme Sy Uy Sa. Jsou-li oba prostory kontinuum, je i jejich
spojent kontinuum.
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TVRZENI (Identifikace podle obrazu)

Necht X je kompaktnia f : X — Y je spojité a na. Pak déleni D = {f~X(y) : y € Y} je usc délent X,
které je homeomorfni s Y. Naopak, kazdé usc déleni je spojitym obrazem.
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DEFINICE (Hyperprostory)

Pro topologicky prostor X oznacme

2X = {A: Aje neprazdna uzaviend podmnoZina X }

C(X) = {A € 2X: Ajesouvisld } .
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DEFINICE (Hausd

Pokud X je kompaktni metricky prostor s metrikou d, oznaéme e-ovy stin mnonziny A € 2X
Ny(e,A) = {x € X : d(x,a) < e prongjaké a € A} .
Pro dvé podmnoziny A, B € 2X definujeme jejich vzddlenost
Hy(A, B) = sup{e > 0: A € Ny(g, B) azéroveii B € Ny(e,A)} .

Prostory 2X a C (X) nazyvame hyperprostory a metriku H€ Hausdorffovou metrikou.
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Pozorovani

Topologie na hyperprostorech zavisi na topologii pavodniho prostoru X, ne na konkrétni metrice X.
Homeomorfni prostory maji homeomorfni hyperprostory.
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DEFINICE (Lim inf, lim sup)

Necht (S, T) je topologicky prostor a {A,}5° ; posloupnost podmnoZin S. Definujeme

liminf Ap = {x € S : kazdé okoli x protind aZ na kone¢né mnoho mnozin viechny mnoZiny Ap }
limsup A, = {x € S : kaZdé okoli x protind nekone¢né mnoho mnozin An,} .

Rekneme, 7e lim A, = A, pokud lim inf A, = lim sup Ap.

Pozorovani

Posloupnost {An}5° ; neprazdnych kompaktnich mnozin kompaktniho prostoru X konverguje v
hyperprostoru 2% s Hausdorffovou metrikou H k mnoZiné A (t.j. lim H(An, A) = 0), pravé kdyz
lim A, = A. PiSeme to tedy jednotné A, — A.
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Pro kompakmni metricky X jsou hyperprostory 2X a C (X) kompakmi.

V kompaktnim metrickém prostoru kazdd posloupnost kontinui md podposloupnost konvergujict ke
kontinuu, kaZdd konvergentni posloupnot kontinui md za limitu kontinuum.

Necht X je kompaktni metricky prostor a F neprdzdnd uzaviend podmnozina 2X. Pak v F existuje
maximdlni i minimdinit prvek F.
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DEFINICE (Ireducibilni kontinuum)

Necht X je kontinuum a A C X. Kontinuum X se nazyva ireducibilni okolo A, pokud Z&dné vlastni
subkontinuum X neobsahuje A.

Kontinuum X se nazyvd ireducibilni, pokud je ireducibilni okolo dvouprvkové podmnoZiny {p.q}, pak
fikame, Ze je ireducibilni mezi p a q.

Pozorovani

Nechi A je uzaviena podmnozina kontinua X. Pak X obsahuje podkontinuum, které je ireducibilni okolo A.
Tedy obsahuje podkontinuum ireducibilni mezi libovolnymi dvéma body X.
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TVRZENI (Rizni drat)

Necht (X, d) je kompakini metricky prostor a A, B jsou uzaviené podmnoziny X. JestliZe zddnd souvisld
podmnoZina X neprotind zdroveri A i B, Lze X napsat jako disjunktni sjednoceni uzavienych mnozin X a
Xp obsahujicich A a B.
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Bum do hranice)

Oznac¢me Bds(H) hradici podmnoZiny H prostoru S. Index S Ize vynechat, pokud je jasné, o ktery prostor
Jjde.

Necht X je kontinuum, U je neprdzdnd oteviend viastni podmnoZina X. Pak kazdd komponenta U
protind hranici U.

1\_/echf X je kontinuum, E je neprdzdnd viastni podmnoZina X. Je-li K komponenta E, pak jeji uzdaver
K protind hranici E.

Je-li E oteviend, pak K protind E.
B Je-li E uzaviend, pak K protind uzdver X \ E.
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Pozorov

N_echf X je kontinuum a A C B jsou vlastni subkontinua X. Jestlize K je komponenta X \ B spliiujici
(K'\ K) C A, pak K U A je kontinuum.

Necht X je kontinuum a A je vlastni subkontinuum X. Jestlize K je komponenta X \ A, pak K U A je
kontinuum.

13. Souvislost



Zakladni konstrukce
Inverzni limity
Rozklady kontinui

Teorie kontinui Limity mnozin
Bum do hranice
Existence nedélicich bodi
Obrazy kontinui

Pozorov

N_echf X je kontinuum a A C B jsou vlastni subkontinua X. Jestlize K je komponenta X \ B spliiujici
(K'\ K) C A, pak K U A je kontinuum.

Necht X je kontinuum a A je vlastni subkontinuum X. Jestlize K je komponenta X \ A, pak K U A je
kontinuum.

13. Souvislost



Zakladni konstrukce
Inverzni limity
Rozklady kontinui

Teorie kontinui Limity mnozin
Bum do hranice
Existence nedélicich bodi
Obrazy kontinui

Pozorov

N_echf X je kontinuum a A C B jsou vlastni subkontinua X. Jestlize K je komponenta X \ B spliiujici
(K'\ K) C A, pak K U A je kontinuum.

Necht X je kontinuum a A je vlastni subkontinuum X. Jestlize K je komponenta X \ A, pak K U A je
kontinuum.

13. Souvislost



Zakladni konstrukce
Inverzni limity
Rozklady kontinui

Teorie kontinui Limity mnozin
Bum do hranice
Existence nedélicich bodi

Obrazy kontinui

DEFINICE (Souvislost v malém)

Necht (S, T) je topologicky prostora p € S. Rikédme, Ze S je cik v p (zkratka jazykové hratky *Connected
Im Kleinen’), jestlize kazdé okoli bodu p obsahuje souvislé okoli p (zde okolim chdpeme mnoZinu, ktera
obsahuje oteviené okoli).

DEFINICE (Kontinuum konvergence)

Nechf S je topologicky prostor a A C S nedegenerované subkontinuum. Rikame, Ze A je je kontinuum
konvergence, kdyz existuje posloupnost subkontinui A, C S disjunktnich s A, kterd konverguji k A. V
kompaktnim prostoru S lze brat A, navzdjem disjunktni.

TVRZENI (Kontinuum konvergence)

Necht X je kontinuum a N je mnoZina bodii X, ve kterych X neni cik. Necht p € N, pak existuje
(nedegenerované) kontinuum konvergence K v prostoru X, které obsahuje p a leZi v N.
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DEFINICE (o-souvislost)

Necht (S, T) je topologicky prostor. Rekneme, Ze je o-souvisly, pokud nelze napsat jako spocetné sjednoceni
disjunktnich neprdzdnych uzavienych podmnozin.

TVRZENI (o-souvislost kontinua)

Kontinuum je o-souvislé.
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DEFINICE (Kompozanta)

Pro nedegenerované kontinuum X a bod p € X oznacme

k = {x € X : existuje vlastni subkontinuum A C X obsahujici oba body p, x} ,

této mnozing fikdme kompozanta bodu p v X.

DEFINICE (Oddélovani)

Mg&jme topologicky prostor X a jeho podmnoziny A, B, C. Rikdme, e C oddéluje A a B, jestlize X \ C neni
souvisly mezi Aa B.
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této mnozing fikdme kompozanta bodu p v X.

DEFINICE (Oddélovani)

Mg&jme topologicky prostor X a jeho podmnoziny A, B, C. Rikdme, e C oddéluje A a B, jestlize X \ C neni
souvisly mezi Aa B.
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DEFINICE (Kat a ne-kat)

Necht (S, T) je topologicky prostor, p € S. Rekneme, Ze je p kat, pokud S \ {p} je nesouvisly. Pokud
S\ {p} je souvisly, fikime bodu p ne-kat.

Lze-1i topologicky prostor X psat jako disjunktni sjednoceni neprdzdnych otevienych mnozin A a B, piSeme
tenro fakt X = A|B. Césti A a B jsou pak navzdjem odd&lené v X.

Pozorovani

Necht (S, T) je souvisly topologicky prostor a C je souvisld podmnoZzina a plati S \ C = A|B.Pak AU C i
B U C jsou souvislé. Pokud S i C jsou kontinua, paki AU C a B U C jsou kontinua.
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TVRZENI (Existence ne-kat bodii)

Necht (S, T) je nedegenerované Ti-kontinuum a c je kat S, S \ {c} = A|B. Pak existuje v A i B ne-kat bod.

Pozorovani

Kontinuum je ireducibilni okolo svych ne-kat bodu.
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TVRZENI (Existence ne-kat bodii)

Necht X je kontinuum, A je viastni subkontinuum X a K komponenta X \ A. Pak existuje ne-kat bod p
mnoZiny K U A leZici v K, je pak i ne-kat bodem X.

TVRZENI (Oblouk m4 dva ne-kat body)

Kontinuum X je oblouk pravé kdyzZ md prdavé dva ne-kat body.

TVRZENI (NerozloZitelné kontinuum)

Kontinuum je nerozloZitelné prdavé kdy? kaZdé jeho viastni subkontinuum je ridké (nikde neni husté).
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DEFINICE (Usc zobrazeni)

Necht X, Ty a Y, T jsou topologické prostory. Zobrazeni F : X — 2 se nazyvé shora polospojité (usc) v
bodé p € X, jestliZe pro kazdou otevienou mnozinu U € T> obsahujici F(p) existuje oteviend mnoZina

V € T; obsahujici p tak, Ze pro kazdé x € V je F(x) C U.

Zobrazeni je usc, kdyZ je usc v kazdém bodeg.

TVRZENI (Obecn4 véta o zobrazeni)

Necht X a 'Y jsou neprdzdné kompaktni metrické prostory. Necht plati
Fpn: X — 2Y jsouuscpron € N
Fn(x) D Fant1(x)prox € Xan €N
Y = Uxex Fn(x)
limp—oo diam(Fn(x)) = O prox € X

Pak existuje spojité zobrazeni f : X — Y, které je na.
Lze definovat

X — Npq Fa(x)

prox € X.
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TVRZENI (Obraz Cantoro skontinua)

KaZdy neprdzdny kompaktni metricky prostor je spojitym obrazem Cantorova diskontinua.
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TVRZENI (Charakterizace Cantorova diskontinua)

Metricky prostor je Cantorovo diskontinuum prdve kdyz je kompaktni, totdlné nesouvisly (jednobodové
komponenty) a perfektni (kaZdy bod je limitni).

TVRZENI (Homogenita Cantorova diskontinua)

Cantorovo diskontinuum je homogenni.
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Peanova kontinua

Grafy

Dendrity

Ireducibilni kontinua
Oblouku podobna kontinua
Zobrazeni kontinui

Tridy kontinui

DEFINICE (Peanovo nuu

Metricky prostor X se nazyva Peanuv prostor, pokud pro kazdy bod p € X a kazdé okoli N existuje oteviena
mnozina U prostoru X spliiujici p € U C N. Je-li X navic kontinuum, fimdme Peanovo kontinuum.
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Pozorovani

Metricky prostor X je Peantv prostor pravé kdyz pro kazdé e > 0 jde prostor X napsat jako
sjednoceni kone¢né mnoha souvislych mnozin, jejichz diametr je mensi nez e.

Kontinuum X je Peaniv prostor pravé kdyz pro kazdé e > 0 jde prostor X napsat jako sjednoceni
konec¢né mnoha kontinui, jejichZ diametr je mensi neZ €.

Peanovo kontinuum 1ze napsat pro kazdé € > 0 jako sjednoceni kone¢né mnoha Peanovych kontinui,
jejichz diametr je mensi nez e.
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DEFINICE (Sla 73]
Indexovany soubor mnoZin £ = {L1, Lo, ..., L,} nazveme slaby fetéz, pokud se protinaji sousedni prvky L;
alj; (i=1,...,n— 1). Prvky tohoto souboru nazveme clanky (fetézu). Rikdme, Ze jde o fetéz od L1 do

L, ptipadné od x do y, pokud x € Ly ay € Lp.

Pozorovani

Pokryti souvislého topologického prostoru kone¢nym souborem uzavienych mnozZin lze preindexovat tak, Ze
jde o slaby fetéz.

13. Souvislost
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Peanova kontinua

Grafy

Dendrity

Ireducibilni kontinua
Oblouku podobna kontinua
Zobrazeni kontinui

TVRZENI (Peanovo tinuum lze nakreslit, Hahn-Mazurkiewicz)

KaZdé Peanovo kontinuum je spojitym obrazem intervalu [0, 1].

Tridy kontinui

Hausdorffovo kontinuum je Peanovo kontinuum pravé kdy? je spojitym obrazem intervalu [0, 1].
KaZdy spojity Hausdorffitv obraz Peanova kontinua je Peanovo kontinuum.
B KaZdd dvé Peanova kontinua jsou spojitym obrazem navzdjem.

Kazdé Peanovo kontinuum je (lokdlné) obloukové souvislé.
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Tridy kontinui

DEFINICE (Monoténni zobrazeni)

Zobrazeni mezi dvéma topologickymi prostory se nazyva monoténni, pokud jsou vzory jednobodovych
mnoZzin souvislé.

Pozorovani

Nedegenerovany Hausdorfiiv monoténni obraz intervalu [0, 1] je oblouk.

13. Souvislost
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DEFINICE (Lokalni obloukova souvislost)

Necht (S, T) je topologicky prostora p € S. Rikéme, Ze S je lokdlné obloukové souvislé v p, jestlize kazdé
okoli bodu p obsahuje obloukové souvislé okoli p. S je lokdln& obloukové souvisly, jestlize je lokédlné
obloukove souvisly v kazdém bodé.

Pozorovani

Kazda oteviena podmnozina Peanova kontinua je lokdlné obloukové souvisla.

Tridy kontinui

Souvisld oteviend podmnozina Peanova kontinua je obloukové souvisla.

Kazdy separabilni lokalné kompaktni souvisly Peanuv prostor je obloukové souvisly.

13. Souvislost
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DEFINICE (Graf, st

Kontinuum se nazyva graf, pokud lze napsat jako sjednoceni kone¢né mnoha obloukd, které jsou bud
disjunktni, nebo se protinaji v jednom nebo dvou jejich koncovych bodech. Graf, ktery neobsahuje
jednoduchou uzavfenou kfivku se nazyva strom.

Pozorovani

Sjednoceni dvou protinajicich se graft je graf.

Tridy kontinui
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DEFINICE (Rad bodu)

Necht (S, T) je topologicky prostor, A C X a 3 je kardindln{ &islo. Rikdme, e ¥4d mnoZiny A v X je
nanejvys roven (3, kdyZ pro kazdou U € T, A C Uexistuje V € T tak,ze AC V C Ua|Bd(V)| < B.
Piseme ord(A, X) < 3.

Rikédme, Ze f4d mnoZiny A v X je roven 3, kdyZ ord(A, X) < 3 a neplati ord(A, X) < a pro a < 3.
PiSeme ord(A, X) = 3.

Pro jednobodovou mnozinu A = {p} piSeme jednoduse ord(p, X) a mluvime o fadu bodu p v X.

Tridy kontinui
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DEFINICE (Jednoducha n-oda)

Kontinuum je jednoduchd n-oda, kdyz ma pravé jeden bod fadu n € N. Tomu bodu fikdme vrchol.
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Pozorov

JestliZze v kontinuu jsou vSechny body kone¢ného fadu, je kazdé subkontinuum Peanovo.
Kontinuum s body fadu nejvyse (praveé) 2 je oblouk nebo kruZnice (kruZnice).
KuZel nad n-prvkovou mnoZinou je jednoduchd n-oda.

Kontinuum je graf pravé kdyz ma vSechny body kone¢ného fadu a pfitom jenom kone¢né mnoho z nich
ma fad vetsi nez 2.

Kontinuum je graf pravé kdyz fad kazdého subkontinua je konecny.

I[@ Kontinuum je graf pravé kdyZ kazdé subkontinuum ma kone&né mnoho koncovyich bodi.
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DEFINICE (Cislo nesouvislosti)

Necht X je souvisly prostor. Kardinalni ¢islo n < Rg se nazyva &islo nesouvislosti pro X, kdyz X \ A je
nesouvisld pro kazdou A C X, |A| = n. PiSeme D(X) < o, kdyZ existuje &islo nesouvislosti pro X, pak

oznacime D®(X) nejmensi &ilo nesouvislosti.

Pozorovani

Je-li D(X) < R, je X Peanovo kontinuum a kazdé subkontinuum obsahuje kone¢n& mnoho
koncovych boda.

Tridy kontinui

Necht X je nedegenerované kontinuum. Pak X je graf pravé tehdy, kdyz D(X) < Np, to nastane pravé
kdyz D°(X) < No.
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Pozorov

Kontinuum je strom pravé kdyz ma kone¢né mnoho ne-kat bodu.

Kontinuum je oblouk pravé kdyZz ma pravé dva ne-kat body.

dvou bodu (tedy D5(X) = 2).
Necht X je kontinuum. Pak D*(X) = 3 pravé kdyZ je homeomorfni s &islici 6, 8, pismenem © nebo s
dvéma Sestkami spojenymi koncovym bodem.

Kontinuum je jednoducha uzavrend kiivka pravé kdyz se stane nesouvislé odstranénim libovolnych
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Zobrazeni kontinui

TVRZENI (P ni komponent)

Necht je X nedegenerovany graf. Pak
DA(X) =2 — x(X) + |[E(X)| -

Zde x(X) je Eulerova charakteristika a E(X) je mnoZina koncovych bodii.
Necht je X nedegenerovany rovinny graf. Pak

D*(X) = R(X,R?) + |E(X)| .

Zde R(X,R?) je pocet komponent R? \ X.
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DEFINICE (Dendrit)

Peanovo kontinuum, které neobsahuje jednoduchou uzavienou kiivku se nazyva dendrit.

DEFINICE (Dédi¢né lokalné souvislé kontinuum)

Kontinuum X je dédi¢né lokalné souvislé, kdyz je jeho kazdé subkontinuum Peanovo kontinuum.
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Zobrazeni kontinui

Kontinuum X je dendrit pravé kdyz kazdé dva body jsou oddéleny néjakym bodem p € X.
Kontinuum je dédi¢né lokdlné souvislé pravé kdyZz neobsahuje kontinuum konvergence.
Kazdy dendrit je dédi¢né lokdlné souvisly.

Kazdé subkontinuum dendritu je dendrit.

Nedegenerované kontinuum je dendrit praveé kdyz je kazdy bod kat nebo koncovy bod.

Kontinuum X je dendrit pravé kdyz kazdé nedegenerované subkontinuum obsahuje nespocetné mnoho
kat bodu X.

Kazda souvisld podmnoZina dendritu je obloukové souvisla.

BN pgaEENE

Kontinuum X je dendrit pravé kdyz prinik kazdych dvou souvislych podmnozin X je souvisly.
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DEFINICE (Kompone lo)

Necht S je souvisly prostor a p € S. Poet komponent S \ {p} nazyvime komponentni &islo p v S, znadime
comp(p, S).

Pozorovani

Nedegenerované kontinuum X je dendrit pravé kdyZ comp(p, X) = ord(p, X) kdykoliv jedno je kone¢né.
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DEFINICE (Racionalni kontinuum)

Necht X je kontinuum a p € X. Kontinuum je raciondlni v p, kdyZ ma p bazi okoli s hranici sloZzenou z
nejvyse spocetné mnoha bodi. Kontinuum je raciondlni, kdyZ je raciondlni ve vSech bodech.

DEFINICE (Regulalni kontinuum)

Necht X je kontinuum a p € X. Kontinuum je reguldrni v p, kdyZ ma p bazi okoli s hranic{ sloZenou z
kone¢né mnoha bodi. Kontinuum je regularni, kdyz je regularni ve vSech bodech.

Pozorovani

Regulérni kontinuum je dédi¢né lokdlné souvislé.

Kontinuum X je reguldrni pravé kdyz kazdé dva body jsou v X oddéleny kone¢nou mnozinou.

Tridy kontinui

Kazdy dendrit je reguldrni.
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DEFINICE ( )
Bod b v dendritu X se nazyvé vétvici bod, kdyz ord(b, X) > 2.

Pozorovani

Mnozina vétvicich bodd v dendritu je nejvyse spocetnd.

Kazdy dendrit je stromu-podobny (tree-like).
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DEFINICE (

Souvisly topologicky prostor S se nazyva unikoherentni, pokud kazdé dvé souvislé uzaviené podmnoziny
A, B prostoru S = A U B maji souvisly prinik A N B.

Souvisly topologicky prostor S se nazyva dédicné unikoherentni, pokud kazda jeho uzaviend souvisld
podmnozina je unikoherentni.

Pozorovani

Peanovo kontinuum je dendrit pravé kdyz je dédi¢né unikoherentni.

Inverzni limita dendriti a monotonnimi lepicimi zobrazenimi je dendrit.
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DEFINICE (Wazewského univerzalni dendrit)

Dendrit, ktery ma vétvici body pouze nekonecného fadu rozlozeny husté na libovolném subkontinuu,
nazyvame Wazewského univerzalni dendrit, zna¢ime Do .

Pozorovani

D je rovinny a obsahuje kopii libovolného dendritu.

Tridy kontinui

Doc ma nespocetné mnoho koncovych bodu.

DEFINICE (Dendroid)

Dendroid je obloukoveé souvislé dédicné unikoherentni kontinuum.
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Dendrit, ktery ma vétvici body pouze nekonecného fadu rozlozeny husté na libovolném subkontinuu,
nazyvame Wazewského univerzalni dendrit, zna¢ime Do .

Pozorovani

D je rovinny a obsahuje kopii libovolného dendritu.

Tridy kontinui

Doc ma nespocetné mnoho koncovych bodu.
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DEFINICE (Bod ireducibility)

Necht X je kontinuum a p € X. Bod p nazyvame bod ireducibility X, pokud je X ireducibilni mezi p a
néjakym bodem g € X.

Pozorovani

Pro kompozantu plati

k(p) = {x € X : X neni ireducibilni mezi x a p} .

Bod je bodem ireducibility pravé kdyz jeho kompozanta neni cely prostor. Nedegenerované kontinuum
je ireducibilni, pravé kdyZ néjakd kompozanta neni rovna celému prostoru.
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Nesouvislosti

Pozorov

Nechi X je nedegenerované ireducibilni kontinuum a bod p je bodem ireducibility X. Pokud
subkontinuum A C X obsahuje p, pak je X \ A souvisla.

Nechi X je kontinuum. Pak dopliiky kompozant jsou souvislé. Tedy
{x € X : X je ireducibilni mezi x a p}

je souvisld.

Necht X je nedegenerované kontinuum ireducibilni mezi p a g. Jestlize A a B jsou kontinua, p € A,
q € B,pak X \ (AU B) je souvisla.

Necht X je nedegenerované kontinuum ireducibilni mezi p a q. Pak vnitiek libovolného subkontinua je
souvisly.

[~
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Oblouku podobna kontinua

Zobrazeni kontinui

RozloZitelné kontinuum je samo v sobe kompozantou.

Je-li X nedegenerované kontinuum ireducibilni mezi p a q Pak k(p), k(p) a X jsou ti riizné
kompozanty X.

Necht X je rozloZitelné kontinuum. Pakmd prdavé jednu nebo prdvé tii kompozanty.

Je-li X nedegenerované kontinuum, pak kompozanta bodu p je sjednocenim spocetné mnoha vlastnich
subkontinut obsahujicich p.

Je-li X nedegenerované nerozloZitelné kontinuum, pak md nespocetné mnoho kompozant.
@ Kazdé nerozlozitelné kontinuum je ireducibiln.
Nedegenerované kontinuum md prdvé jednu, pravé tri nebo nespocetné mnoho kompozant.

Bl V nedegenerovaném nerozlozitelném kontinuu jsou kompozanty navzdjem disjunktni.
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Pozorov

V nedegenerovaném nerozlozitelném kontinuu X je kazdy bod bodem ireducibility. Navic existuje
nespocetnd mnozina J takova, ze X je ireducibilni mezi libovolnymi dvéma body J.

Kontinuum je nerozlozitelné prave kdyz je kazdy jeho bod bodem ireducibility.

Kontinuum X je nerozlozitelné pravé kdyz existuje v X trojice bodu takovd, ze X je ireducibilni mezi
kazdymi dvéma body z této trojice.
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TVRZENI (Bod ireducil y, Kuratowski)

Necht X je kontinuum a p € X. Bod p je bodem ireducibility X prdvé tehdy kdyZ X neni sjednocenim dvou
viastnich subkontinui obsahujicich p. Tedy X je ireducibilni prdvé kdyZ takovy bod existuje.

Tridy kontinui
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DEFINICE (Trioda)

Kontinuum X se nazyva trioda kdyZ existuje subkontinuum Y tak, Ze X \ Y je sjednocenim tfi neprédzdnych
mnoZzin, z nichZ jsou kazdé dvé vzdjemné oddéleny. Kontinuum se nazyva netriodické, kdyZ neobsahuje
triodu.

DEFINICE (Podstatny soucet)

Kontinuum X je podstatny soucet kontinui Y a Z, pokud jsou Y a Z vlastni subkontinua, jejichZ sjednocenim
je X. Piseme

X=Y6Z.

Podobné pro vice séitancu.

DEFINICE (Slab3 trioda)

Kontinuum X se nazyv4 slabd trioda, pokud X =A@ B® CaAN BN C # (.

Pozorovani

Unikoherentni kontinuum je trioda pravé kdyz je slaba trioda.
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DEFINICE (Ireducibilni z A do B)

Necht X je kontinuum a A a B jsou neprézdné kompaktni podmnoziny. Rekenme, Ze C je ireducibilni z A do
B, kdyz C je subkontinuum protind ob&é mnoZiny A a B a Zidné vlastni subkontinuum C to neumi. PiSeme
C =irr(A, B).

Pozorovani

Nechf A a B jsou peprdzdné kompaktni podmnoZiny kontinua X. Pak existuje kontinuum C = irr(A, B).

TVRZENI (Ireducibilita a trioda, Sorgenfrey )

Nedegenerované unikoherentni kontinuum nent trioda pravé kdyZ je ireducibilni.

Tridy kontinui
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Pozorov

Podkontinuum oblouku-podobného kontinua je oblouku-podobné.
Oblouku-podobné kontinuum je dédi¢né unikoherentni a dédi¢né ireducibilni.
Oblouku-podobné kontinuum neobsahuje (slabou) triodu.

Oblouku-podobné kontinuum je obloukové souvislé pravé kdyz je oblouk.
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DEFINICE (Retizkov 1)

Necht X je kontinuum. Indexovany soubor mnozin £ = {L1, Lo, ..., L,} nazveme fet€z v X, pokud se
protinaji pravé sousedni prvky Lja Ljy; (i =1,...,n — 1). Prvky tohoto souboru nazveme clanky (fetézu).
Nejvetsi diametr ¢ldnku Fetézu nazveme tloustka fetézu a znadf se mesh(L).

Je-li mesh(L) < e, fikdme, Ze L je e-fetéz. Rikdme, e kontinuum X je fetizkové, kdyZ pro kazdé & > 0
existuje e-fetéz pokryvajici X.

Tridy kontinui
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Pozorovani

Nedegenerované kontinuum je fetizkové pravé kdyz je oblouku-podobné.
Monoténni nedegenerovany obraz fetizkového kontinua je fetizkové.
Otevieny nedegenerovany obraz fetizkového kontinua je fetizkové.

Otevieny nedegenerovany obraz oblouku je oblouk.
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TVRZENI (Univerzalni Fetizkové tinuum)

Kontinuum je Zetizkové pravé kdy? je inverzni limitou obloukii s lepicimi zobrazenimi, kterd jsou na.
Lepict zobrazent Ize vybirat z pevné spocetné mnoZiny.
Existuje univerzdlni Fetizkové kontinuum (obsahuje topologickou kopii kazdého fetizkového kontinua).

Disledek

Retizkové kontinuum je rovinné.

Pozorovani

Retizkové kontinuum m4 vlastnost pevného bodu.

Necht f : X — Y zobrazuje kontinuum X na fetizkové kontinuum Y. Pak je kazdé subkontinuum Y’
obrazem subkontinua X zobrazenim f.
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Retizkové kontinuum m4 vlastnost pevného bodu.

Necht f : X — Y zobrazuje kontinuum X na fetizkové kontinuum Y. Pak je kazdé subkontinuum Y’
obrazem subkontinua X zobrazenim f.

13. Souvislost



Peanova kontinua

Grafy

Dendrity

Ireducibilni kontinua
Oblouku podobna kontinua
Zobrazeni kontinui

Tridy kontinui

ypické kontinuum je pseudo-oblouk)

Necht X je topologicky prostor.
MnofZina Fetizkovych subkontinui Hilbertovy kostky je hustd a Gg.
MnoZina dédi¢né nerozloZitelnych subkontinui Hilbertovy kostky je hustd a Gg.
Typické subkontinuum Hilbertovy kostky je homeomorfni s pseudo-obloukem.
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Peanova kontinua

Grafy

Dendrity

Ireducibilni kontinua
Oblouku podobna kontinua

kontinui
Tridy kontinui

Nesouvislosti i -
esouvisios Zobrazeni kontinui

DEFINICE (Neposedné zobrazen

Spojité zobrazeni f : X — Y mezi topologickymi prostory se nazyva neposedné (anglicky light), kdyZ jsou
vzory bodu totdlné nesouvislé.

TVRZENI (Monotonni-neposedna faktorizace)

Nechi X a'Y jsou kompaktni metrické prostory a f spojité zobrazeni X na Y. Pak existuje kompaktni
metricky prostor M, monotonni zobrazeni m prostoru X na M a neposedné zobrazeni | prostoru M na Y
takové, Ze plati f = | o m

X — Y
\m %
M

Tato faktorizace je topologicky jednoznacnd (az na homeomorfismus).

Pozorovani

Pro oteviené zobrazeni dostaneme jednoznacnou faktorizaci, kde light faktor je zarover otevienym
zobrazenim.

Kazdé Peanovo kontinuum je light obrazem intervalu [0, 1].
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Peanova kontinua

Grafy

Dendrity

Ireducibilni kontinua
Oblouku podobna kontinua
Zobrazeni kontinui

DEFINICE (Sou braze

Spojité zobrazeni £ : X — Y mezi topologickymi prostory se nazyva soutokové (anglicky confluent), kdyz
pro kazdé subkontinuum B C Y se obraz kazdé komponenty A mnoziny f ~1(B) je B, f(A) = B.

Pozorovani

Kazdé oteviené na zobrazeni mezi kompaktnimi metrickymi prostory je soutokové.

Tridy kontinui

Kazdé monoténni na zobrazeni mezi kompaktnimi metrickymi prostory je soutokové.

Obraz A-dendroidu (dendroidu, dendritu, stromu, grafu) pfi soutokovém zobrazeni je opét A-dendroid
(dendroid, dendrit, strom, graf.)
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Peanova kontinua

Grafy

Dendrity

Ireducibilni kontinua
Oblouku podobna kontinua
Zobrazeni kontinui

Tridy kontinui

DEFINICE (Dé&diéné obloukové souvislé kontinuum)

Kontinuum se nazyvéa dédicné obloukové souvislé, kdyZ jsou vSechna jeho subkontinua obloukové souvisla.

TVRZENI (Soutok v triodé)

Necht X je dédicné obloukové souvislé kontinuum a Y jeho obraz p¥i soutokovém zobrazeni. Pak Y je
dédicné obloukové souvislé kontinuum a vétvici bod jednoduché triody T v 'Y je obrazem vétviciho bodu
vhodné triody T' v X, kterd se zobrazuje na T.

DEFINICE (Slabé soutokové zobrazenti)

Spojité zobrazeni £ : X — Y mezi topologickymi prostory se nazyva slabé soutokové (anglicky weakly
confluent), kdyz kazdé subkontinuum Y je obrazem subkontinua v X.
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Peanova kontinua

Grafy

Dendrity

Ireducibilni kontinua
Oblouku podobna kontinua
Zobrazeni kontinui

TVRZENI (Kontinuum dimenze 2, Mazurkiewicz)

Kazdy kompakini metricky prostor dimenze alespori n lze zobrazit na B" slabé soutokovym zobrazenim.

Tridy kontinui

KaZdy kompaktni metricky prostor dimenze alespori 2 obsahuje nedegenerované nerozloZitelné
kontinuum.

13. Souvislost



Peanova kontinua

Grafy

Dendrity

Ireducibilni kontinua
Oblouku podobna kontinua
Zobrazeni kontinui

TVRZENI (Kontinuum dimenze 2, Mazurkiewicz)

Kazdy kompakini metricky prostor dimenze alespori n lze zobrazit na B" slabé soutokovym zobrazenim.

Tridy kontinui

KaZdy kompaktni metricky prostor dimenze alespori 2 obsahuje nedegenerované nerozloZitelné
kontinuum.

13. Souvislost



Peanova kontinua

Grafy

Dendrity

Ireducibilni kontinua
Oblouku podobna kontinua
Zobrazeni kontinui

Tridy kontinui

13. Souvislost



Peanova kontinua

Grafy

Dendrity

Ireducibilni kontinua
Oblouku podobna kontinua
Zobrazeni kontinui

Tridy kontinui

13. Souvislost



Peanova kontinua

Grafy

Dendrity

Ireducibilni kontinua
Oblouku podobna kontinua
Zobrazeni kontinui

Tridy kontinui

13. Souvislost



Totalni nesouvislost
Totalni separovanost

Silné nuldimenzionalni prostory
Nesouvislosti

Podivame se na prostory, které jsou v néjakém smyslu hodné nesouvislé. Zacneme s témi,

které nemaji Zadnou vicebodovou souvislou podmnozinu.
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Totalni nesouvislost

Totalni separovanost

Silné nuldimenzionalni prostory
Nesouvislosti

DEFINICE talné nesouvislé prostory)

Topologicky prostor se nazyva totdlné nesouvisly, jestlize kazdd jeho komponenta je jednobodova.
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Totalni nesouvislost
Totalni separovanost

Silné nuldimenzionalni prostory

Nesouvislosti

7 Ztejmé kazdy nuldimenziondlni Hausdorffuv prostor je totalné nesouvisly. Opak vsak neplati,
ale viz nésledujici tvrzeni.
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Zakladni vlastn
Totalni nesouvislost
Totalni separovanost

Silné nuldimenzionalni prostory

Nesouvislosti

TVRZENI (Vlastnosti totdlné nesouvislych prostoru)

Prostor je totdlné nesouvisly prdvé kdyz je dédicné nesouvisly ve smyslu, Ze kaZdd aspori dvoubodovd
mnoZina je nesouvisld.

Lokdlné kompaktni parakompaktni totdlné nesouvisly prostor (specidlné kompaktni Hausdorffiiv
prostor) je nuldimenziondlni.

Trida totdlné nesouvislych prostorii je dédi¢nd, soucinovd a uzaviend na disjunktni soucty.

Trida totdlné nesouvislych prostorii neni uzaviend na kvocienty.

» Dikaz
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Totalni nesouvislost
Totalni separovanost

Silné nuldimenzionalni prostory
Nesouvislosti

Na predchozi strdnce jsem definovali ,hodné” nesouvislé prostory jako ty, které maji jedno-
bodové komponenty. Co kdyz budeme pozadovat jednobodové kvazikomponenty?
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Totalni nesouvislost

Totalni separovanost

Silné nuldimenzionalni prostory
Nesouvislosti

DEFINICE alné rované prostory)

Topologicky prostor se nazyva totdlné separovany, jestlize kazda jeho kvazikomponenta je jednobodova.
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Totalni nesouvislost
Totalni separovanost

Silné nuldimenzionalni prostory
Nesouvislosti

Ztejmé kazdy nuldimenziondlni Hausdorffav prostor je totdlné separovany. Opak vSak ne-
plati. Nasledujici vlastnosti se dokazuji pdobné jako predchozi vlastnosti totdlné nesouvislych
prostoru.
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Zakladni vla
Totalni nesouvislost
kontinui Totalni separovanost

Tridy kontinui Silné nuldimenzionalni prostory
Nesouvislosti

TVRZENI (Vlastnosti totdlné separovanych prostori)

Kazdy totdlné separovany prostor je totdlné nesouvisly. opak neplati ani pro Hausdorffovy prostory.

Prostor je totdlné separovany pravé kdy? kazdé dva riizné body maji disjunkini obojetnd okoli. (TakZe
kaZdy totdlné separovany prostor je Hausdorffiiv.)

TFida totdlné separovanych prostoru je dédic¢nd, soucinovd a uzaviend na disjunktni soucty.

B T¥ida totdlné separovanych prostorii nent uzaviend na kvocienty.
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Totalni nesouvislost
Totalni separovanost

Silné nuldimenzionalni prostory
Nesouvislosti

V totdlné separovanych prostorech je kazdy bod prunikem obojetnych mnozin. To nemusi
znamenat, Ze ma lokdlni bdze sloZené z obojetnych mnoZin, tj., Ze je nuldimenziondlni.
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Totalni nesouvislost
Totalni separovanost

Silné nuldimenzionalni prostory

Nesouvislosti

N~ V totdlné separovanych prostorech je kazdy bod prunikem obojetnych mnozin. To nemusi
znamenat, Ze ma lokdlni bdze sloZené z obojetnych mnoZin, tj., Ze je nuldimenziondlni.

Nuldimenzionalita znamend, Ze uzaviend mnozina lze oddélit obojetnou mnoZzinou od
kazdého bodu, ktery v ni nelezi. Budeme-li v této silné oddélitelnosti pokracovat dale,
) jako tomu bylo u oddélovacich axiomu, dostali bychom prostory, kde kazdé dvé disjunktni
uzaviené mnoZziny lze oddélit obojetnou mnozinou. Tim bychom dostali podtfidu normdalnich
prostort. Chceme vSak zahrnout do nového pojmu i nékteré prostory, které nejsou normalni.
Proto zvolime nasledujici definici (uvédomte si, Ze kazdy nuldimenziondlni prostor je dplné
regularni).

C
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Totalni nesouvislost
Totalni separovanost

Silné nuldimenzionalni prostory

Nesouvislosti

N~ V totdlné separovanych prostorech je kazdy bod prunikem obojetnych mnozin. To nemusi
znamenat, Ze ma lokdlni bdze sloZené z obojetnych mnoZin, tj., Ze je nuldimenziondlni.

Nuldimenzionalita znamend, Ze uzaviend mnozina lze oddélit obojetnou mnoZzinou od
kazdého bodu, ktery v ni nelezi. Budeme-li v této silné oddélitelnosti pokracovat dale,
) jako tomu bylo u oddélovacich axiomu, dostali bychom prostory, kde kazdé dvé disjunktni
uzaviené mnoZziny lze oddélit obojetnou mnozinou. Tim bychom dostali podtfidu normdalnich
prostort. Chceme vSak zahrnout do nového pojmu i nékteré prostory, které nejsou normalni.
Proto zvolime nasledujici definici (uvédomte si, Ze kazdy nuldimenziondlni prostor je dplné
regularni).

C

) Vzpomeiite si, Ze nulové mnoZziny v topologickém prostoru jsou vzory O pfi spojitych zobra-
zenich do R (ekvivalentné, vzory uzavienych mnozin pfi spojitych zobrazenich do metrizo-
vatelnych prostort).
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Totalni nesouvislost

Totalni separovanost

Silné nuldimenzionalni prostory
Nesouvislosti

DEFINICE (Silné nuldimenzionalni prostory)

Upln& regularni prostor se nazyva siln& nuldimenziondlni, jestlize pro kazdé dvé disjunktni nulové mnoZiny
A, B existuje obojetnd mnozina G tak,Ze AC G C X \ B.
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Totalni nesouvislost
kontinui Totalni separovanost

Tridy kontinui Silné nuldimenzionalni prostory
Nesouvislosti

TVRZENI (Vlastnosti silné nuldimenzionalnich prostoru)

Kazdy silné nuldimenziondlni prostor je nuldimenziondlni.

Je-li X nuldimenziondlni prostor, ktery je bud’ Lindeldfiiv nebo lokdlné kompaktni parakompaktni
(specidlné kompaktni Hausdorffiv), je silné nuldimenziondlni.

Uplné reguldrni prostor X je silné nuldimenziondini pravé kdyZ 3X je nuldimenziondini.
Trida silné nuldimenziondlnich prostori je uzaviend na disjunkini soucty.

Trida silné nuldimenziondlnich prostorii neni uzaviend na kvocienty, podprostory a souciny.

» Dikaz
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Totalni nesouvislost
Totalni separovanost

Silné nuldimenzionalni prostory
Nesouvislosti

Je mozné pokracovat déle v oddélovani obojetnymi mnoZinami. Dosti silnou nesouvislost da
oddé€lovani disjunktnich otevienych mnozin.
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Totalni nesouvislost

Totalni separovanost

Silné nuldimenzionalni prostory
Nesouvislosti

DEFINICE (Extremalné nesouvislé prostory)

Topologicky prostor se nazyva extremalné nesouvisly, jestlize pro kazdé dvé disjunktni mnoZiny A, B existuje
obojetnd mnoZina G tak,ze AC G C X \ B.
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Totalni nesouvislost
Totalni separovanost

Silné nuldimenzionalni prostory
Nesouvislosti

Kazdy diskrétni nebo indiskrétni prostor je extremalné nesouvisly. Sierpinského dvoubodovy
prostor je extremdlné nesouvisly. Hruby Ty -prostor je extremdlné nesouvisly.
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Totalni nesouvislost
kontinui Totalni separovanost

Tridy kontinui Silné nuldimenzionalni prostory
Nesouvislosti

TVRZENI (Charakterizace extremalné nesouvislych prostoru)

Pro topologicky prostor X jsou ndsledujici vlastnosti ekvivalentni:
X je extremdlné nesouvisly.
Uzdvér kaZdé oteviené podmnoZiny X je otevieny.
KaZdé dvé oteviené disjunktni podmnoZiny X maji disjunktni uzdvery.
B KaZdd oteviend podmnozina X je C*-vnoiend v X.

Kazdd hustd podmnoZina X je C*-vnofend v X.

» Dikaz

=
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Totalni nesouvislost
Totalni separovanost
Silné nuldimenzionalni prostory

Nesouvislosti

Extremdlné nesouvisly viplné reguldrni prostor je silné nuldimenziondlni (opak neplati).
Uplné reguldrni prostor X je extremdlné nesouvisly pravé kdyz je 8X extremdiné nesouvisly.

Je-li X extremdlné nesouvisly a {xn} je konvergenini posloupnost v X, je {xn} konstanini od jistého
indexu pocinaje.

Trida extremdlné nesouvislych prostorii je uzaviend na oteviené podprostory, na husté podprostory, na
disjunktni soucty.

&

TFida extremdlné nesouvislych prostorii neni uzaviend na souciny a na kvocienty.

» Ditkaz
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