
Jiné souvislosti
Souvislost a nesouvislost obecně

Kontinua
Projektivní objekty

13. SOUVISLOST
Poznámky
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Jiné souvislosti
Souvislost a nesouvislost obecně
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Projektivní objekty

Křivková souvislost
Lokální křivková souvislost
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V euklidovských prostorech se v matematické analýze použı́vá pojem souvislosti, který je
názorný a vhodný pro otevřené množiny: každé dva body množiny lze spojit lomenou čarou.
Tuto definici lze použı́t i obecně, změnı́me-li lomenou čáru na křivku.

Připomeňme, že křivka je spojitý obraz uzavřeného intervalu [0, 1] (nebo [a, b] pro a, b ∈
R, a < b).

DEFINICE (Křivková souvislost)

Topologický prostor X se nazývá křivkově souvislý, jestliže pro každé dva jeho body x , y existuje spojité
zobrazenı́ ϕ : [0, 1]→ X takové, že ϕ(0) = x , ϕ(1) = y .

Vlastnosti křivkové souvislosti

1 Každý křivkově souvislý prostor je souvislý. Opak neplatı́ ani pro množiny v rovině

2 Třı́da křivkově souvislých prostorů je uzavřená na spojité obrazy a na součiny.

3 Otevřená podmnožina euklidovského prostoru je souvislá právě když je křivkově souvislá.

V definici křivkové souvislosti lze mı́sto spojitosti zobrazenı́ ϕ požadovat jeho homeomor-
phismus. Dostane se oblouková souvislost.

Křivka je kompaktnı́, souvislý a lokálně souvislý prostor. Hahn a Mazurkiewicz ukázali, že
takovýto Hausdorffův prostor je obloukově souvislý. Odtud vyplývá, že v Hausdorffových
prostorech splývá oblouková souvislost s křivkovou souvislostı́.
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takovýto Hausdorffův prostor je obloukově souvislý. Odtud vyplývá, že v Hausdorffových
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Křivka je kompaktnı́, souvislý a lokálně souvislý prostor. Hahn a Mazurkiewicz ukázali, že
takovýto Hausdorffův prostor je obloukově souvislý. Odtud vyplývá, že v Hausdorffových
prostorech splývá oblouková souvislost s křivkovou souvislostı́.
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DEFINICE (Lokální křivková souvislost)

Topologický prostor se nazývá lokálně křivkově souvislý, jestliže každý jeho bod má lokálnı́ bázi složenou z
křivkově souvislých okolı́.

Vlastnosti lokálně křivkově souvislých prostorů

1 Topologický prostor je křivkově souvislý právě když každý jeho bod x a každé jeho okolı́ U obsahuje
menšı́ okolı́ V takové, že každé dva body V (nebo bod z V a bod x) lze spojit křivkou v U .

2 Souvislý a lokálně křivkově souvislý prostor je křivkově souvislý.

3 Lokálně křivkově souvislý prostor je lokálně souvislý, opak neplatı́ ani pro podmnožiny roviny.
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V metrických prostorech, obecněji v uniformnı́ch prostorech, lze definovat souvislost v
závislosti na metrice.

DEFINICE (Stejnoměrná souvislost)

Pseudometrický prostor (X , d) se nazývá stejnoměrně souvislý, jestliže pro každé jeho dva body x , y a každé
r > 0 existuje konečná podmnožina {x0, x1, ...xn} tak, že x0 = x , xn = y a d(xi−1, xi ) < r pro každé
i = 1, ..., n.

Definice stejnoměrné souvislosti se dá zformulovat pomocı́ pokrytı́: pro každé dva body x , z
a každé stejnoměrné r -pokrytı́ G existuje konečně mnoho prvků {G0, ...,Gn} z G tak, že
x ∈ G0, y ∈ Gn a Gi−1 ∩ Gi 6= ∅ pro i = 1, ..., n. Lze navı́c požadovat, že Gi ∩ Gj = ∅
jakmile |i − j | > 1.
Nynı́ je už snadné převést uvedenou formulaci do uniformnı́ch prostorů.

Lze celkem snadno ukázat, že topologický prostor X je souvislý právě když pro každé dva
body x , y a každé otevřené pokrytı́ G existuje konečně mnoho prvků {G0, ...,Gn} z G tak,
že x ∈ G0, y ∈ Gn a Gi−1 ∩ Gi 6= ∅ pro i = 1, ..., n, Gi ∩ Gj = ∅ jakmile |i − j | > 1.
Odtud vyplývá např., že v parakompaktnı́ch prostorech splývá souvislost se stejnoměrnou
souvislostı́ jemných uniformit.
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body x , y a každé otevřené pokrytı́ G existuje konečně mnoho prvků {G0, ...,Gn} z G tak,
že x ∈ G0, y ∈ Gn a Gi−1 ∩ Gi 6= ∅ pro i = 1, ..., n, Gi ∩ Gj = ∅ jakmile |i − j | > 1.
Odtud vyplývá např., že v parakompaktnı́ch prostorech splývá souvislost se stejnoměrnou
souvislostı́ jemných uniformit.
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r > 0 existuje konečná podmnožina {x0, x1, ...xn} tak, že x0 = x , xn = y a d(xi−1, xi ) < r pro každé
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Bylo zmı́něno, že topologický prostor X je souvislý právě když každé spojité zobrazenı́ do
dvoubodového diskrétnı́ho prostoru D je konstantnı́.
Samozřejmě, konstantnı́ spojitá zobrazenı́ souvislých prostorů jsou nejen do dvoubodového
diskrétnı́ho prostoru, ale i do všech diskrétnı́ch prostorů, i do nuldimenzionálnı́ch Hausdorf-
fových prostorů. Vezměme všechny takové obory hodnot. Co dostaneme?

Třı́daN = {X ; každé spojité zobrazenı́ souvislého prostoru do X je konstantnı́ } se skládá ze všech totálně
nesouvislých prostorů.
Třı́da SN = {X ; každé spojité zobrazenı́ X do prostoru zN je konstantnı́ } se skládá ze všech souvislých
prostorů.
Necht’A je třı́da topologických prostorů. Definujme

NA = {X ; každé spojité zobrazenı́ prostoru Y ∈ A do X je konstantnı́ } ,

SA = {X ; každé spojité zobrazenı́ X do prostoru zA je konstantnı́ } .

Prvky SA se nazývajı́A-souvislé prostory, prvkyNA se nazývajı́ totálněA-nesouvislé prostory.

Nynı́ lze vytvořit teorii A-souvislosti, která má mnohdy stejné vlastnosti jako souvislost. A
podobně pro totálnı́A-nesouvislost.
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NA = {X ; každé spojité zobrazenı́ prostoru Y ∈ A do X je konstantnı́ } ,
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Necht’A je třı́da topologických prostorů. Definujme
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NA = {X ; každé spojité zobrazenı́ prostoru Y ∈ A do X je konstantnı́ } ,
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DEFINICE (Propojené kontinuum)

Kontinuum se nazývá propojené (aposyndetické), když pro každou dvojici bodů ležı́ každý z nich ve vnitřku
subkontinua, které neobsahuje druhý bod.

DEFINICE (Dědičně nerozložitelné kontinuum)

Kontinuum se nazývá dědičně nerozložitelné, jestliže každé jeho subkontinuum je nerozložitelné.

13. Poznámky



Jiné souvislosti
Souvislost a nesouvislost obecně

Kontinua
Projektivní objekty

DEFINICE (Propojené kontinuum)
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DEFINICE (Velikost)

Funkci µ : 2X → R nazýváme velikostı́, když

1 pro A,B ∈ 2X , A ⊂ B , A 6= B platı́ µ(A) < µ(B),

2 µ({x}) = 0 pro x ∈ X .

Pozorování
V kompaktnı́m metrickém prostoru existuje velikost. [Hint. Zvolme hustou spočetnou podmnožinu {xn},
funkce fn(x) = 1/(1 + d(x , xn)), µn(A) diametr fn(A) a µ(A) vážený součet µn(A).]
Velikosti se někdy řı́ká Whitneyovo zobrazenı́.
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Každý kompaktnı́ interval v R je tzv. injektivnı́ vzhledem k normálnı́m prostorům a jejich
uzavřeným podmnožinám. tj. každé spojité zobrazenı́ z uzavřeného podprostoru normálnı́ho
prostoru do kompaktnı́ho intervalu lze spojitě rozšı́řit na celý prostor. Tyto prostory jsou
uzavřené na součiny a retrakty (jsou to právě tzv. absolutnı́ retrakty).
Uvedený pojem můžeme zdualizovat a dostaneme tzv. projektivnı́ objekt:

DEFINICE (Projektivní prostory)

Topologický prostor P ∈ C se nazývá projektivnı́ vzhledem ke třı́dě prostorů C a třı́dě spojitých zobrazenı́ F ,
jestliže pro každé X ∈ C, f : X → Y z F a libovolné spojité zobrazenı́ g : P → Y existuje spojité
zobrazenı́ g̃ : P → X tak, že f g̃ = g .

Je snadno vidět, jak se uvedená definice upravı́ např. pro uniformnı́ prostory nebo grupy,...
Je-li C složené ze všech kompaktnı́ch Hausdorffových prostorů a F ze zobrazenı́ na kom-
paktnı́ Hausdorffovy prostory, jsou projektivnı́mi objekty právě extremálně nesouvislé kom-
paktnı́ prostory.
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paktnı́ Hausdorffovy prostory, jsou projektivnı́mi objekty právě extremálně nesouvislé kom-
paktnı́ prostory.
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