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Metrizovatelnost kompaktifikací

1 Ukažte, že pro nekompaktnı́ prostor X nenı́ βX nikdy metrizovatelný (zkoumejte spočetnost lokálnı́
báze v přidaných bodech).

2 Najděte vnitřnı́ charakterizaci metrických prostorů, jejichž jednobodová kompaktifikace je
metrizovatelná.

3 Najděte vnitřnı́ charakterizaci metrických prostorů, které majı́ metrizovatelnou kompaktifikaci.

⇒⇒⇒

12. Cvičení



Metrizovatelnost
Kompaktifikace
Chittendenova funkce
Různé

Metrizovatelnost kompaktifikací
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Chittendenova funkce a konvergence

Necht’ d má vlastnosti 1 a 2 z Chittendenovy věty.

1 Pokud existuje funkce f z vlastnosti 3 téže věty, existuje taková nejmenšı́

fm(r) = sup{d(x , y); ∃z d(x , z) ≤ r , d(y , z) ≤ r} .

2 Funkce fm je spojitá v 0 právě když platı́

d(xn, zn)→ 0, d(yn, zn)→ 0⇒ d(xn, yn)→ 0 .

3 Přeformulujte Chittendenovu větu bez použitı́ funkce f jen s pomocı́ konvergence (tj., vhodně nahrad’te
podmı́nky 3 a 4).

⇒⇒⇒
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Uvedeme nynı́ přı́mý klasický důkaz Chittendenovy věty bez použitı́ uniformnı́ metrizačnı́
věty.

Modifikace Chittendenovy funkce

1 Ukažte, že je ekvivalentnı́ mı́sto podmı́nky 3 v Chittendenově větě požadovat podmı́nku
(3’) existuje funkce g : (0,∞)→ (0,∞) majı́cı́ pro každé x , y , z ∈ X vlastnost

d(x , z) ≤ g(r), d(y , z) ≤ g(r), ⇒ d(x , y) ≤ r .

Tuto funkci g lze zmenšit (se zachovánı́m podmı́nky g : (0,∞)→ (0,∞)) a platnost uvedené
implikace se nezměnı́.

2 K uvedené funkci d existuje funkce p splňujı́cı́ vlastnosti 1 a 2 Chittendenovy věty, přičemž
d(xn, x)→ 0⇔ p(xn, x). Navı́c platı́

p(x , z) ≤ r , p(y , z) ≤ r , ⇒ p(x , y) ≤ 2r .

[Návod: Lze předpokládat g(r) ≤ r/2. Potom čı́sla rn = f n(1) (hornı́ index n znamená n-násobné
složenı́, nikoli násobenı́) konvergujı́ monotónně k 0 (rn ≤ 2−n). Položte ještě r0 = 1 a předpokládejte,
že d < 1. Pro každé x 6= y existuje jediné n tak, že rn+1 ≤ d(x , y) < rn – pak definujte
p(x , y) = 2−n .]

3 Necht’ ρ(x , y) = sup{m; m je pseudometrika na X ,m ≤ p}, kde p je funkce z předchozı́ho bodu.
Ukažte, že pseudometrika ρ vytvářı́ topologii prostoru X .
[Návod: Postupujte stejně jako v důkazu uniformnı́ metrizačnı́ věty.]

⇒⇒⇒
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Následujı́cı́ Smirnovovu větu byste měli snadno dokázat z charakterizace parakompaktnosti
pomocı́ lokálně konečných zjemněnı́ a Nagatovy-Smirnovovy metrizačnı́ věty.

Lokální metrizovatelnost
Parakompaktnı́ prostor, který je lokálně pseudometrizovatelný (tj., má otevřené pokrytı́ složené z
pseudometrizovatelných podprostorů) je metrizovatelný.

Katětov
Kompaktnı́ Hausdorffův prostor X je metrizovatelný právě když prostor X × X × X je dědičně normálnı́.

[Návod: uvedená podmı́nka implikuje, že diagonála v X × X je Gδ , protože vhodná podmnožina
X × (X × X ) je normálnı́.]

Uspořádatelný prostor je metrizovatelný právě když má otevřenou bázi B s vlastnostı́ (otevřená
G 6= ∅ ⇒ |{B ∈ B; B ⊃ G}| < ω).

⇒⇒⇒
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