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Topologicky prostor X je pseudometrizovatelny pravé kdyZ existuje uniformni pseudometrizovatelny prostor, kter

Vytvari topologii na X.
Uniformni metriza¢ni véta fikd, Ze to nastane préavé kdyZ existuje uniformni prostor se spocetnou bdzi, ktery vytvaii topologii na X. A to je pfesné
podminka uvedend v dokazovaném tvrzeni.
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TVRZENI (Chittenden, 1917)

Topologicky prostor X je pseudometrizovatelny pravé kdyz existuje d : X X X — R s vlastnostmi:
d(x, x) = 0 pro kazdé x € X;
d(x,y) = d(y, x) prokaidé x, y € X;

existuje funkce f : (0, c0) — (0, 00), Iim,*,gJr f(r) = 0, majici pro kaZdé x, y , z € X vlastnost
d(x,z) <r, dy,z) < r, = d(x,y) < f(r);

B (xc Ac X & inf{d(x, a);a € A} = 0).

Mgjme funkci d s uvedenymi vlastnostmi a polozme Up = {(x, y) € X x X; d(x,y) < 2~ "}.Potomprokazdé n Up = U, D Ax a
existuje k tak, Ze Uy o Uy C Up, takze { Up } je baze pseudometrizovatelné uniformity na X. Tato uniformita vytvafi na X topologii, v které

je A=, UnlA] = {x € X;Vn 3a € A:d(x,a) < 27"} = {x € X;inf{d(x, a);a € A} = 0}, co? je totéz jako uzavér v
plvodni topologii na X. O
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Bylo by mozné definovat misto okoli diagondly posloupnost pokryti a pouZit predchozi metriza¢ni vétu, ale diikaz by nebyl
jednodussi.
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Pro dané x € X definujeme indukci rostouci posloupnost v N: kg = 1, km je Cislo k z tvrzeni piislusné indexu kp,, — 1. PoloZme
Vm(x) = Y (x)aVm = {Vm(x); x € X}. Pak soustava pokryti { Vm }1y spliiuje podminky Aleksandrovovy-Urysonovy metrizacni
véty.
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Nutnost podminky je ziejma. DokdZeme postacitelnost. Mecht X je reguldrni prostor se spo¢etnou bazi { B, }. Z véty o charakterizaci
parakompaktnosti plyne, Ze kazdy reguldrni Lindelsfiy prostor je parakompaktni, tedy i normdlni (to bylo dokazano pifmo v Skapitole.). Existuje
tedy spocetnd oteviend bize B = {Bpn} s vlastnosti (B; C Bj = 3By, B; C By C Bj C Bj). Nyni Ize definovat

d(x,y) = max{(i +j)71; x € Bj,z e BJ-, cithcr?,— C Bj or Bi C B;}. Tato funkce d spliiuje podminky Chittendenovy metrizaéni
veéty. _

Lze pouzit i Urysonovo lemma a pro kazdou dvojici B, B, B; C Bj;, vzt spojitou funkei X — [0, 1] majici hodnotu 1 na B; a 0 na dopliiku
B;. Tyto funkce usporadte do posloupnosti {fp } a polozite d(x, y) = > 27 "|fn(x) — fn(y)|. Dostanete pfimo hledanou metriku
vytvifejici topologii na X. O
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Pseudometrizovatelny prostor je reguldrni a pro kazdé n € N existuje oteviené lokélné kone¢né pokryti, jehoz mnoziny maji praimér mensi nez
n—1. Viechna tato pokryti tedy tvoii o-lokdlné konecnou soustavu a je to zfejmé oteviend baze.

Kazdy reguldrni prostor se o-lokdlné konecnou otevienou bazi je parakompaktni podle tvrzeni o o-lokdlné kone¢nych zjemnéni a tedy je normélni
(to Ize dokdzat jednoduse pfimo bez pouZiti parakompaktnosti - zkuste to).

Necht B = |J Bp, be an open base of X a every Bp, je lokdln€ kone¢nd soustava. For any n, k € Na B € Bp, let

Gg k= U{A € By;A C B}.Zicjmé je Gp i C Bapodle Urysonova lemmatu existuje spojitd funkce fg p : X — [0, 1], kterd se
anuluje na dopliiku B a md hodnotu 1 na G B,k Pseudometrika

dp k(oY) = D Ifg k09 = fg k)]
BeBn

je spojitd na X a infimum topologif téchto pseudometrik je topologie na X, takze X je pseudometrizovatelny. O
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Postacitelnost plyne z Nagatovy-Smirnovovy véty Zbyva dokazat, ze kazdy pseudometrizovatelny prostor méa o-diskrétni otevienou bazi.
Pouzijeme-li Stoneiiv vysledek, Ze pseudometrizovatelny prostor mé otevienou o -lokalné kone¢nou bézi, staéi dokazat, Ze kazdd oteviend lokdlné
konecna soustava ma oteviené o-diskrétni zjemnéni. Navic, protoZe pseudometrizovatelny prostor je dédi¢né normalni, staci ziskat oteviené
o-disjunktni zjemnéni.

Nechi { G, }« je (dobfe uspofddand) lokélné kone¢n4 soustava otevienych mnoZin v (X, d). Oznatme He n = {x; d(x, X \ Go) > 1/n}
aGa,n = Ha,n \ U{Hg ki B < a, k < n}.Paksoustava { G, n } v je disjunktni a kazdy prvek lJ ,, Ga ndlezi do néjaké mnoziny He
pro néjaké o a n. (m}
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Implikace 1 = 2 je trividlni. Pro opa¢nou implikaci

i staCi uvédomit, Ze soucin X X X je kompaktni, diagondla je uzaviend a podle podminky 2
je prinikem spo¢etné mnoha svych okoli, takZe mé spocetnou bazi svych okoli. Viechna okoli diagonély v kompaktnim prostoru ale tvoii
uniformitu na X, ta md spoCetnou bézi a je tedy metrizovatelnd.
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Vlastnost mit G-diagondlu Ize celkem snadno prevést na vlastnost soustavy pokryti: X ma Gg-diagondlu pravé kdyz existuje posloupnost {Gp }
otevienych pokryti X rozlisujici body ve smyslu (x,y € X,x # y = 3n ¢ stg,, ). (PouZiji se okoli diagonly sloZené ze &tvercli nad
otevienymi okolimi.) Je-li X uspofddatelny, lze snadno modifikovat uvedena pokryti (z intervali), ze hvézdy bodu tvoii lokdlni baze. Nyni staci
pouzit Aleksandrovovu-Urysonovu metrizacni vétu.
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