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8. Prostory funkci



Prostory funkei

Topologie stejnomérné konvergence na mnozinach
Dilezité vlastnosti prostorti funkci

) Prostory funkci s riznymi topologiemi nebo uniformitami se pouzivaji v mnoha oborech ma-
tematiky. Mizeme jmenovat alespori funkciondlni analyzu (napt. dudlni prostory), algebru
(napf. grupy charaktert), v harmonické analyze (prostory skoro periodickych funkcei) a topo-
logickou dynamiku (akce na grupéch).
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Prostory funkei

Topologie stejnomérné konvergence na mnozinach

Dilezité vlastnosti prostorti funkci

Zatim jste se na mnoZzinach zobrazeni z jednoho prostoru do jiného sezndmili s topologii bo-
dové konvergence a s kompaktné otevienou topologii a z metrickych prostora znéte topologii
stejnomérné konvergence. Nyni ddme tyto topologie do souvislosti a ukdZeme, Ze to jsou
(dualezité) specidlni pripady obecnéjsich popist topologii na prostorech funkei.




Prostory funkei

Topologie stejnomérné konvergence na mnozinach
Dilezité vlastnosti prostorti funkci

Mame moznost zobecnit popis kompaktné oteviené topologie pouzitim jinych soustav
mnoZzin nez kompaktnich, nebo zobecnit popis topologie stejnomérné konvergence. Tato
druhd moznost je v jistém smyslu bohatsi.




Prostory funkei

Topologie stejnomérné konvergence na mnozinach
Dilezité vlastnosti prostorti funkci

Stejnomérnou konvergenci zobrazeni na metrickych prostorech na topologické prostory ne-
zobecnime. Musime pouzit uniformni prostory.




Prostory funkei

Topologie stejnomérné konvergence na mnozinach

Dilezité vlastnosti prostorti funkci

Stejnomérnou konvergenci zobrazeni na metrickych prostorech na topologické prostory ne-
zobecnime. Musime pouzit uniformni prostory.

© Protoze mnoZina YX je prazdnd je-li Y = () a X # ) nebo jednobodovd je-li X = (3, bu-
deme v této kapitole predpoklddat, Ze defini¢ni obory i obory hodnot zkoumanych zobrazeni
jsou neprazdné (pokud nebude vyslovné fec¢eno jinak).
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Prostory funkei

Topologie stejnomérné konvergence na mnozinach
Dilezité vlastnosti prostorti funkci

) Protoze mnoZina YX je prazdnd je-li Y = 0 a X # 0 nebo jednobodova je-li X = (), bu-
deme v této kapitole pfedpokladat, Ze defini¢ni obory i obory hodnot zkoumanych zobrazeni
jsou neprazdné (pokud nebude vyslovné fe¢eno jinak).

DEFINICE (Topologie stejnomérné konvergence na mnozina

Nechf S je neprazdny systém podmnozin mnoZziny X a (Y, ) je uniformni prostor. Pro U € U,S € S
oznacime

Eus=1{(f,g)f,g: X = Y,Vx,y € 5:(f(x),g(x)) € U}.

Soustava {Ey s; U € U, S € S} je subbaze uniformity na Y, kterd se nazyvd uniformita stejnomérné
konvergence na mnozinach z S a jeji topologie se nazyva topologie stejnomérné konvergence na mnozindch z
S.

Je-li F C Y%, znadf se ziiZen{ této uniformity na F jako Fis.
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Prostory funkei
Topologie stejnomérné konvergence na mnozinach

Dilezité vlastnosti prostorti funkci

Je-li F = C(X, Y)) mnoZina vSech spojitych zobrazeni z X do Y, pak se index S (a i dédle uvedené indexy)
piiddva hned za pismeno C, tj. Cs(X, Y). Stejné tomu tak je i pro jiné podobné mnoZiny zobrazeni.
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Prostory funkei
oliho véta Topologie stejnomérné konvergence na mnozinach

VERVS £ Dilezité vlastnosti prostorti funkci

V dulezitych specialnich piipadech existuje pro Fs i specidlni znaceni:

Je-li S sloZeno ze vSech kone¢nych podmnozin mnoziny X, znaéime Fs jako Fp (bodova
konvergence).
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Prostory funkei
Ascoliho Topologie stejnomérné konvergence na mnozinach

Dilezité vlastnosti prostorti funkci

ouziti Stone

V dulezitych specialnich piipadech existuje pro Fs i specidlni znaceni:

Obsahuje-li S mnozinu X, zna¢ime Fgs jako F, (stejnomérna konvergence).




Prostory funkei
Ascoliho Topologie stejnomérné konvergence na mnozinach

Dilezité vlastnosti prostorti funkci

ouziti Stone

V dulezitych specialnich piipadech existuje pro Fs i specidlni znaceni:

Je-li S slozeno ze vSech kompaktnich podmnozin prostoru X, znac¢ime Fgs jako Fc.




Prostory funkei
oliho véta Topologie stejnomérné konvergence na mnozinach

Stoneova-W rassova véta Dilezité vlastnosti prostorti funkci
uziti Stoneov vy véty

V dulezitych specialnich piipadech existuje pro Fs i specidlni znaceni:

B Je-li S slozeno ze viech prekompaktnich podmnoZin uniformniho prostoru X, zna¢ime Fs jako Fpc.
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Prostory funkei
oliho véta Topologie stejnomérné konvergence na mnozinach

Stoneova-W rassova véta Dilezité vlastnosti prostorti funkci
uziti Stoneov vy véty

Nasledujici pozorovani jsou jednoducha, ale je vhodné si tyto vysledky uvédomit.
) Pripomenme, Ze idedl podmnozin mnoziny X je dédicnd konecné aditivni soustava (tj.
uzaviend na podmnoziny a kone¢nd sjednoceni) — je to dudlni pojem k filtru. Idedl vytvoreny
soustavou podmnoZin je nejmensi idedl tuto soustavu obsahujici.

Dalsi vlastnosti jsou uvedeny ve cviceni.
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oliho véta Topologie stejnomérné konvergence na mnozinach
Stoneova-W rassova véta Dilezité vlastnosti prostorti funkci
uziti Stoneov vy véty

Nékteré vlastnosti uniformit prostorti funkci

Nechf S je neprazdny systém podmnoZin mnoZiny X a (Y, ) je uniformni prostor. Prostor Y X m4
uniformitu stejnomérné konvergence na S.
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Prostory funkei
A

ie stejnomérné konvergence na mnozinach
Stoneova-V ! é vlastnosti prostorti funkci
Pouziti Stone

N

Nechf S je neprazdny systém podmnoZin mnoZiny X a (Y, ) je uniformni prostor. Prostor Y X m4
uniformitu stejnomérné konvergence na S.

Idedl T vytvofeny soustavou S vytvaii stejnou uniformitu na YX jako soustava S.




Prostory funkei
oliho véta Topologie stejnomérné konvergence na mnozinach
Stoneova-W rassova véta Dilezité vlastnosti prostorti funkci
uziti Stoneov vy véty

Nékteré vlastnosti uniformit prostorti funkci

Nechf S je neprazdny systém podmnoZin mnoZiny X a (Y, ) je uniformni prostor. Prostor Y X m4
uniformitu stejnomérné konvergence na S.

Je-li S kone¢né aditivni, je subbize {Ey,s; U € U, S € S} bizi.
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Prostory funkei
A

ie stejnomérné konvergence na mnozinach
Stoneov y é vlastnosti prostorti funkci
Pouziti Ston

N

Nechf S je neprazdny systém podmnoZin mnoZiny X a (Y, ) je uniformni prostor. Prostor Y X m4
uniformitu stejnomérné konvergence na S.

Prostor Y'X je slabé vytvoren viemi projekcemi prg : YX — (Y®)y, takZe usmérnény soubor {fs} A
konverguje k £ v YX pravé kdyz konverguje stejnomérn& na kazdé mnoziné S € S.




Prostory funkei
A

ie stejnomérné konvergence na mnozinach
Stoneova-V ! é vlastnosti prostorti funkci
Pouziti Stone

Neékteré vlastnosti uniformit prostori

Necht S je neprzdny systém podmnoZin mnoziny X a (Y, ) je uniformni prostor. Prostor YX ma
uniformitu stejnomérné konvergence na S.

V nasledujicich vlastnostech budeme pro jednoduchost piedpokladat netrividlnost situace. Ve
cvicenich najdete nékteré situace, které zde vynechdvame.




Prostory funkei

Topologie stejnomérné konvergence na mnozinach
Dilezité vlastnosti prostorti funkci

Nékteré vlastnosti uniformit prostorti funkci

Nechf S je neprazdny systém podmnoZin mnoZiny X a (Y, ) je uniformni prostor. Prostor Y X m4
uniformitu stejnomérné konvergence na S.

Idedl 7 vytvofeny soustavou S vytvaii stejnou uniformitu na YX jako soustava S.

Je-li S kone¢né aditivni, je subbdze {Ey s; U € U, S € S} bazi.

Prostor YX je slab& vytvofen viemi projekcemi prg : YX — (Y9),, takze usmérnény soubor {fs} A
konverguje k f v YX pravé kdyz konverguje stejnom&rné na kazdé mnozing S € S.

Dalsi vlastnosti uniformit prostorti funkci

Nechf S je pokryti mnoZiny X a (Y, ) je uniformni prostor, ktery nenf indiskrétni. Prostor Y X ma
uniformitu stejnomérné konvergence na S.




Prostory funkei

Topologie stejnomérné konvergence na mnozinach
Dilezité vlastnosti prostorti funkci

Nékteré vlastnosti uniformit prostorti funkci

Nechf S je neprazdny systém podmnoZin mnoZiny X a (Y, ) je uniformni prostor. Prostor Y X m4
uniformitu stejnomérné konvergence na S.

Idedl 7 vytvofeny soustavou S vytvaii stejnou uniformitu na YX jako soustava S.

Je-li S kone¢né aditivni, je subbdze {Ey s; U € U, S € S} bazi.

Prostor YX je slab& vytvofen viemi projekcemi prg : YX — (Y9),, takze usmérnény soubor {fs} A
konverguje k f v YX pravé kdyz konverguje stejnom&rné na kazdé mnozing S € S.

Dalsi vlastnosti uniformit prostorti funkci

Nechf S je pokryti mnoZiny X a (Y, ) je uniformni prostor, ktery nenf indiskrétni. Prostor Y X ma
uniformitu stejnomérné konvergence na S.

Je-li Z podmnozina v Y, je (ZX)s podprostor prostoru ( YX)s (husty nebo uzavieny, ma-li Z stejnou
vlastnost).




Prostory funkei

Topologie stejnomérné konvergence na mnozinach
Dilezité vlastnosti prostorti funkci

Nékteré vlastnosti uniformit prostorti funkci

Nechf S je neprazdny systém podmnoZin mnoZiny X a (Y, ) je uniformni prostor. Prostor Y X m4
uniformitu stejnomérné konvergence na S.

Idedl 7 vytvofeny soustavou S vytvaii stejnou uniformitu na YX jako soustava S.

Je-li S kone¢né aditivni, je subbdze {Ey s; U € U, S € S} bazi.

Prostor YX je slab& vytvofen viemi projekcemi prg : YX — (Y9),, takze usmérnény soubor {fs} A
konverguje k f v YX pravé kdyz konverguje stejnom&rné na kazdé mnozing S € S.

Dalsi vlastnosti uniformit prostorti funkci

Nechf S je pokryti mnoZiny X a (Y, ) je uniformni prostor, ktery nenf indiskrétni. Prostor Y X ma
uniformitu stejnomérné konvergence na S.

Je-li Z podmnozina v Y, je (ZX)s podprostor prostoru (Y X)s (husty nebo uzavieny, ma-li Z stejnou
vlastnost).

(YX)s je hrubdi nez (YX), a jemn&jii nez (YX),.




Prostory funkei

Topologie stejnomérné konvergence na mnozinach
Dilezité vlastnosti prostorti funkci

Nékteré vlastnosti uniformit prostorti funkci

Nechf S je neprazdny systém podmnoZin mnoZiny X a (Y, ) je uniformni prostor. Prostor Y X m4
uniformitu stejnomérné konvergence na S.
Idedl 7 vytvofeny soustavou S vytvaii stejnou uniformitu na YX jako soustava S.
Je-li S kone¢né aditivni, je subbdze {Ey s; U € U, S € S} bazi.
Prostor YX je slab& vytvofen viemi projekcemi prg : YX — (Y9),, takze usmérnény soubor {fs} A
konverguje k f v YX pravé kdyz konverguje stejnom&rné na kazdé mnozing S € S.

Dalsi vlastnosti uniformit prostorti funkci

Nechf S je pokryti mnoZiny X a (Y, ) je uniformni prostor, ktery nenf indiskrétni. Prostor Y X ma
uniformitu stejnomérné konvergence na S.
Je-li Z podmnozina v Y, je (ZX)s podprostor prostoru (Y X)s (husty nebo uzavieny, ma-li Z stejnou

vlastnost).
(YX)s je hrubsi nez (YX), a jemnéjsi nez (YX),.

Je-1i S # {0}, pak zobrazent, které bodu y € Y pfifadi konstantni zobrazeni X — Y s hodnotou y je
uniformni vnofeni Y — U(X, Y)s. Je-li navic Y Hausdorffiv a | J S = X, je toto vnofeni na
uzavienou podmnozinu v YX,




Prostory funkei
Topologie stejnomérné konvergence na mnozinach

Dalezité vlastnosti prostorti funkci

Podivame se nyni na slozit&jsi vlastnosti prostort funkei.
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/ iho Topologie stejnomérné konvergence na mnozinach
Ston strassovz Dalezité vlastnosti prostorti funkci
Pouziti Ston / /

pInost a prekompaktnost pros

Necht S je pokryti mnoZiny X a Y je alespori dvoubodovy Hausdorffitv prostor.

Uniformni prostor (YX)s je pseudometrizovatelny prdvé kdyz je Y pseudometrizovatelny a existuje
spocetny podsoubor So C S takovy, Ze kaZdé S € S je dsti sjednocent prvkii z So.
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Ascoliho véta Topologie stejnomérné konvergence na mnozinach

>va véta Dalezité vlastnosti prostorti funkci

sovy vety
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>va véta Dalezité vlastnosti prostorti funkci

sovy vety
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>va véta Dalezité vlastnosti prostorti funkci

sovy vety
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Ascoliho véta Topologie stejnomérné konvergence na mnozinach

>va véta Dalezité vlastnosti prostorti funkci

sovy vety

» Dikaz
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Prostory funkei
Topologie stejnomérné konvergence na mnozinach

Dalezité vlastnosti prostorti funkci

spojitych zobrazeni na topologickém prostoru X do uniformniho prostoru Y a mnoZina
U(X, Y) vSech stejnom&rné spojitych zobrazeni na uniformnim prostoru X do uniformniho
") prostoru Y (a ponejvice piipad Y = R).

V piipadech podprostorii (Y*X)s lze z predchozi véty odvodit jejich vlastnosti na zdkladé
dédi¢nosti. Uvédomte si, Ze Y je podprostor prostori Us(X,Y) a Cs(X,Y). Proto
podminky v piedchozim tvrzeni postatujici pro vlastnosti (YX)s v prvnich téech tvrzenich,
jsou postacitelné i pro stejné vlastnosti Us (X, Y) a Cs(X, Y). Pro tplnost ale potiebujeme
uzaviené podprostory.
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Ascoliho Topologie stejnomérné konvergence na mnozinach

Dalezité vlastnosti prostorti funkci

ouziti Stone

DUSLEDEK (Vlastnosti prostorii spojitych zobraze

Necht 8 je pokryti mnoZiny X a Y je alespoii dvoubodovy Hausdorffiiv prostor.




Prostory funkei
/ iho Topologie stejnomérné konvergence na mnozinach

Ston strassovz Dalezité vlastnosti prostorti funkci
Pouziti Ston / /

DUSLEDEK (Vlastnosti prostorii spojitych zobraze
Necht 8 je pokryti mnoZiny X a Y je alespoii dvoubodovy Hausdorffiiv prostor.
Prostory Uu(X, Y) a Cu(X, Y) jsou uzaviené v (YX)y a tedy jsou iipiné, pokud je Y iiplny.

8. Prostory funkci
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/ iho véta Topologie stejnomérné konvergence na mnozinach

Stor 2 a v Dalezité vlastnosti prostorti funkci
Pouziti Sto /

DUSLEDEK (Vlastnosti prostorii spojitych zobrazeni)

Necht 8 je pokryti mnoZiny X a Y je alespoii dvoubodovy Hausdorffiiv prostor.
Prostory Uu(X, Y) a Cu(X, Y) jsou uzaviené v (YX)y a tedy jsou iipiné, pokud je Y iiplny.

Necht F = {f : X — Y; f je stejnomérné spojité na kazdém S € S. Pak Fs je uzavienyv (YX)y a
tedy je uiplny, pokud je Y tplny.
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/ iho véta Topologie stejnomérné konvergence na mnozinach

Stor 2 a v Dalezité vlastnosti prostorti funkci
Pouziti Sto /

DUSLEDEK (Vlastnosti prostorii spojitych zobrazeni)

Necht 8 je pokryti mnoZiny X a Y je alespoii dvoubodovy Hausdorffiiv prostor.
Prostory Uu(X, Y) a Cu(X, Y) jsou uzaviené v (YX)y a tedy jsou iipiné, pokud je Y iiplny.
Necht F = {f : X — Y; f je stejnomérné spojité na kazdém S € S. Pak Fs je uzavienyv (YX)y a
tedy je uiplny, pokud je Y tplny.
Je-li X lokdIné kompakini Hausdorffiiv prostor a Y je viplny uniformni prostor, pak Cc(X, Y') je uplny.
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Topologie stejnomérné konvergence na mnozinach
Stoneovz 2 2 Dalezité vlastnosti prostorti funkci
Pouziti Stoneov

DUSLEDEK (Vlastnosti prostorii spojitych zobrazeni)

Necht 8 je pokryti mnoZiny X a Y je alespoii dvoubodovy Hausdorffiiv prostor.
Prostory Uu(X, Y) a Cu(X, Y) jsou uzaviené v (YX)y a tedy jsou iipiné, pokud je Y iiplny.
Necht F = {f : X — Y; f je stejnomérné spojité na kazdém S € S. Pak Fs je uzavienyv (YX)y a
tedy je uiplny, pokud je Y tplny.
Je-li X lokdIné kompakini Hausdorffiiv prostor a Y je viplny uniformni prostor, pak Cc(X, Y') je uplny.

» Ditkaz
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Topologie stejnomérné konvergence na mnozinach
Dalezité vlastnosti prostorti funkci

Ve 4.kapitole byla na prostorech zobrazeni definovana tzv. kompaktné oteviena topologie
oznacovand indexem ,co”. Jak souvisi tato topologie s topologiemi definovanymi v této ka-
pitole?
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Topologie stejnomérné konvergence na mnozinach
Dalezité vlastnosti prostorti funkci

TVRZENI (Kompaktné oteviena top

Topologické prostory Cc(X, Y) a Ceo(X, Y) jsou totozné pro libovolny uniformni prostor Y a viplné
reguldrni prostor X.

» Ditkaz

)
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Prostory funkei
Topologie stejnomérné konvergence na mnozinach

Dalezité vlastnosti prostorti funkci

Disledkem pfedchozi véty jsou aplikace na kompaktné oteviené topologie tvrzeni
dokdzanych v této kapitole pro topologii stejnomérné konvergence.
Nekteré dalsi obdobné vztahy jsou uvedeny ve cvicenich.

8. Prostory funkci



Ascoliho véta Ekviuniformni mnoziny

Ascoliho véta

Mohou v netrividlnich pfipadech vSechny nebo aspori nékteré dulezité uniformity ¢i topologie
D) na prostorech zobrazeni byt totozné? Tézko miZeme chtit, aby na YX byla uniformita stej-
o nomeérné konvergence totoznd s topologii bodové konvergence. Na nékterych podmnozinach
v YX to viak uZ tak trividlni byt nemusi.

Jedny z moznych takovych podmnozin budou nyni definovény.

8. Prostory funkci
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DEFINICE (Ekviuniformni mnoziny)

Nechf (X,U) a (Y, V) jsou uniformni prostory. Podmnozina F C YX se nazyva ekviuniformni, jestlize pro
kazdé V € V existuje U € U takové, ze (f x f)(U) C V prokazdé f € F.
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Ascoliho véta Ekviuniformni mnoziny
Ascoliho véta

DEFINICE (Ekviuniformni mnoziny)

Necht (X,U) a (Y, V) jsou uniformni prostory. Podmnozina F C YX se nazyva ekviuniformni, jestlize pro
kazdé V € V existuje U € U takové, ze (f x f)(U) C V prokazdé f € F.

A~
(*e)

Ziejmé je kazdd kone¢nd podmnozina U(X,Y) je ekviuniformni. Je-li X uniformné
diskrétni, je kazdd podmnozina U(X, Y) ekviuniformni.
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Ascoliho véta

DEFINICE (Ekviuniformni mnoziny)

Nechf (X,U) a (Y, V) jsou uniformni prostory. Podmnozina F C YX se nazyva ekviuniformni, jestlize pro
kazdé V € V existuje U € U takové, ze (f x f)(U) C V prokazdé f € F.

Soustava vsech ekviuniformnich mnozin je aditivni a dédicnd.
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Ekviuniformni mnoziny
Ascoliho véta

Ascoliho véta

DEFINICE (Ekviuniformni mnoziny)
Nechf (X,U) a (Y, V) jsou uniformni prostory. Podmnozina F C YX se nazyva ekviuniformni, jestlize pro

kazdé V € V existuje U € U takové, ze (f x f)(U) C V prokazdé f € F.

Soustava vsech ekviuniformnich mnozin je aditivni a dédicnd.

Mnozina F C U(X, Y) je ekviuniformni pravé kdyz je zobrazeni (tzv. evaluace)
e =A{(x,f) ~ f(x)} : X X F — Y stejnomérné spojité, pficemz F md libovolnou uniformitu

Jjemnéjsi neZ uniformita stejnomérné konvergence.
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DEFINICE (Ekviuniformni mnoziny)

Nechf (X,U) a (Y, V) jsou uniformni prostory. Podmnozina F C YX se nazyva ekviuniformni, jestlize pro
kazdé V € V existuje U € U takové, ze (f x f)(U) C V prokazdé f € F.

Soustava vsech ekviuniformnich mnozin je aditivni a dédicnd.

Mnozina F C U(X, Y) je ekviuniformni pravé kdyz je zobrazeni (tzv. evaluace)
e =A{(x,f) ~ f(x)} : X X F — Y stejnomérné spojité, pficemz F md libovolnou uniformitu
Jjemnéjsi neZ uniformita stejnomérné konvergence.

MnoZina F C U(X,Y) je ekviuniformni prdavé kdyZ je zobrazeni
Jr ={x ~{f ~f(x)}} : X — Uu(F,Y) stejnomérné spojité, pricemZ F md libovolnou

uniformitu jemnéjsi neZ uniformita bodové konvergence.

8. Prostory funkci



Ascoliho véta Ekviuniformni mnoziny
Ascoliho véta

DEFINICE (Ekviuniformni mnoziny)

Nechf (X,U) a (Y, V) jsou uniformni prostory. Podmnozina F C YX se nazyva ekviuniformni, jestlize pro
kazdé V € V existuje U € U takové, ze (f x f)(U) C V prokazdé f € F.

Soustava vsech ekviuniformnich mnozin je aditivni a dédicnd.

Mnozina F C U(X, Y) je ekviuniformni pravé kdyz je zobrazeni (tzv. evaluace)
e =A{(x,f) ~ f(x)} : X X F — Y stejnomérné spojité, pficemz F md libovolnou uniformitu
Jjemnéjsi neZ uniformita stejnomérné konvergence.

MnoZina F C U(X,Y) je ekviuniformni prdavé kdyZ je zobrazeni
Jr ={x ~{f ~f(x)}} : X — Uu(F,Y) stejnomérné spojité, pricemZ F md libovolnou

uniformitu jemnéjsi neZ uniformita bodové konvergence.

Kazdd prekompakmni podmnoZina v Uuy(X, Y) je ekviuniformni.

8. Prostory funkci



Ascoliho véta Ekviuniformni mnoziny
Ascoliho véta

DEFINICE (Ekviuniformni mnoziny)

Nechf (X,U) a (Y, V) jsou uniformni prostory. Podmnozina F C YX se nazyva ekviuniformni, jestlize pro
kazdé V € V existuje U € U takové, ze (f x f)(U) C V prokazdé f € F.

Soustava vsech ekviuniformnich mnozin je aditivni a dédicnd.

Mnozina F C U(X, Y) je ekviuniformni pravé kdyz je zobrazeni (tzv. evaluace)
e =A{(x,f) ~ f(x)} : X X F — Y stejnomérné spojité, pficemz F md libovolnou uniformitu
Jjemnéjsi neZ uniformita stejnomérné konvergence.

MnoZina F C U(X,Y) je ekviuniformni prdavé kdyZ je zobrazeni
Jr ={x ~{f ~f(x)}} : X — Uu(F,Y) stejnomérné spojité, pricemZ F md libovolnou
uniformitu jemnéjsi neZ uniformita bodové konvergence.

Kazdd prekompakmni podmnoZina v Uuy(X, Y) je ekviuniformni.

Uzdvér ekviuniformni mnoZiny v topologii bodové konvergence na Y je ekviuniformni.

» Dikaz
8. Prostory funkci



Ascoliho véta Ekviuniformni mnoziny

Ascoliho véta

Dilezitou roli pti zkoumani rovnosti riznych uniformit na mnozinich zobrazeni hraje pre-
kompaktnost, coz ¢dsteCné naznacila predchozi 4.vlastnost.




Ascoliho véta Ekviuniformni mnoziny
Ascoliho véta

TVRZENI (Stejnomérna konvergence na prekompaktnich mnozinach)

Je-li F ekviuniformni mnoZina v Y, pak uniformity Fpc a Fp jsou stejné.

» Dikaz

8. Prostory funkci



Ascoliho véta Ekviuniformni mnoziny

Ascoliho véta

Muzeme nyni uvést nékolik disledkut pfedchozich tvrzeni.




Ascoliho véta Ekviuniformni mnoziny

Ascoliho véta

DUSLEDEK (Pr paktni mnoziny zobraze

e-il prekompaktni, pak kazdd ekviuniformni mnozina v Je prekompa tni poamnozinou c-
B Je-li Y prekompakini, pak ka%dd ekviuni, f mnoZina v YX je prekompakini podmnoZinou (YX)p

8. Prostory funkci



Ascoliho véta Ekviuniformni mnoziny

Ascoliho véta

DUSLEDEK (Prekompaktni mnoziny zobrazent)
e-1i Y prekompakini, pak kazdd ekviuniformni mnoZina v Y** je prekompaktni podmnozinou c.
Bl Je-li Y prek kini, pak kazdd ekviuniformni mnozina v YX je prek ktni podmnozi YX)p,

Je-li X prekompakii a F C U(X,Y) je Fu je prekompakini pravé kdyz je Fp prekompakini a F je
ekviuniformni.

8. Prostory funkci



Ascoliho véta Ekviuniformni mnoziny

Ascoliho véta

DUSLEDEK (Prekompaktni mnoziny zobrazent)

e-il prekompaktni, pak kazdd ekviuniformni mnozina v Je prekompa tni poamnozinou c-
B Je-li Y prekompakini, pak ka%dd ekviuni, f mnoZina v YX je prekompakini podmnoZinou (YX)p

Je-li X prekompakii a F C U(X,Y) je Fu je prekompakini pravé kdyz je Fp prekompakini a F je
ekviuniformni.

Jsou-li X i Y prekompaktni, pak F C Y je ekviuniformni pravé kdyz je Fy, prekompakini.

8. Prostory funkci



Ascoliho véta Ekviuniformni mnoziny

Ascoliho véta

DUSLEDEK (Prekompaktni mnoziny zobrazent)

e-il prekompaktni, pak kazdd ekviuniformni mnozina v Je prekompa tni poamnozinou c-
B Je-li Y prekompakini, pak ka%dd ekviuni, f mnoZina v YX je prekompakini podmnoZinou (YX)p

Je-li X prekompakii a F C U(X,Y) je Fu je prekompakini pravé kdyz je Fp prekompakini a F je
ekviuniformni.

Jsou-li X i Y prekompaktni, pak F C Y je ekviuniformni pravé kdyz je Fy, prekompakini.

Uzdvéry ekviuniformni mnoZiny v topologii bodové konvergence a v topologii stejnomérné konvergence
na prekompaktnich mnoZindch jsou stejné.
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Ascoliho véta Ekviuniformni mnoziny

Ascoliho véta

Spojenim predchozich Gvah se dostane nasledujici velmi dulezité obecné tvrzeni, jehoz rizné
specidlni varianty jsou zndmé jako Ascoliho véty.




Ascoliho véta Ekviuniformni mnoziny
Ascoliho véta

TVRZENI (Ascoliho véta)

Necht X je viplné reguldrni Hausdorffitv prostor;, Y je uplny Hausdorffiiv prostor a C je mnoZina vsech
zobrazeni X — Y spojitych na kompaktnich podmnoZindch X. Pak uzaviend podmnoZina F C Cc je
kompaktni pravé kdy? je ekviuniformni na kompaktnich mnoZindch a pro kazdé x € X je mnoZina
{f(x);f € F} C Y je prekompaktni.

8. Prostory funkci



Ekviuniformni mnoziny

Ston strassovz Ascoliho véta
Pouziti Ston / /

DUSLEDEK (Specialni tvary Ascoliho véty)

Necht X je Hausdorffiiv prostor, ktery je bud lokdlné kompakini nebo md spocetné lokdlni bdze v kazdém
svém bodé. Necht Y je uniformni prostora F C C(X,Y).

8. Prostory funkci



Prostory funkei

Ekviuniformni mnoziny

Ascoliho véta

Pouziti Stone

DUSLEDEK (Specialni tvary Ascoliho véty)

Necht X je Hausdorffiiv prostor, ktery je bud lokdlné kompakini nebo md spocetné lokdlni bdze v kazdém
svém bodé. Necht Y je uniformni prostora F C C(X,Y).

Fe je kompakini prdvé kdyz je uzavieny v Cp(X, Y), je ekviuniformni a pro kazdé x € X md mnoZina
{f(x); f € F} C Y kompakini uzdvér.

8. Prostory funkci



tory funkci
Ascoliho véta Ekviuniformni mnoziny

Stoneovz 2 £ Ascoliho véta
Pouziti Stoneov

DUSLEDEK (Specialni tvary Ascoliho véty)

Necht X je Hausdorffiiv prostor, ktery je bud lokdlné kompakini nebo md spocetné lokdlni bdze v kazdém
svém bodé. Necht Y je uniformni prostora F C C(X,Y).

Fe je kompakini prdvé kdyz je uzavieny v Cp(X, Y), je ekviuniformni a pro kazdé x € X md mnoZina
{f(x); f € F} C Y kompakini uzdvér.

Je-li X kompakini a Y je uplny, je mnoZina F, kompakini pravé kdyz je uzaviend v Cp(X, Y), je
ekviuniformni a pro kaZdé x € X je mnozina {f(x); f € F} C Y kompaktni.

8. Prostory funkci



tory funkci
Ascoliho véta Ekviuniformni mnoziny

Stoneovz 2 £ Ascoliho véta
Pouziti Stoneov

DUSLEDEK (Specialni tvary Ascoliho véty)

Necht X je Hausdorffiiv prostor, ktery je bud lokdlné kompakini nebo md spocetné lokdlni bdze v kazdém
svém bodé. Necht Y je uniformni prostora F C C(X,Y).

Fe je kompakini prdvé kdyz je uzavieny v Cp(X, Y), je ekviuniformni a pro kazdé x € X md mnoZina
{f(x); f € F} C Y kompakini uzdvér.

Je-li X kompakini a Y je uplny, je mnoZina F, kompakini pravé kdyz je uzaviend v Cp(X, Y), je
ekviuniformni a pro kaZdé x € X je mnozina {f(x); f € F} C Y kompaktni.

Je-liX =[0,1] a Y =R, je F C Cu([0,1]) kompakini prdvé kdyZ je ekviuniformni a omezend.

8. Prostory funkci



tory funkci
Ascoliho véta Ekviuniformni mnoziny

Stoneovz 2 £ Ascoliho véta
Pouziti Stoneov

DUSLEDEK (Specialni tvary Ascoliho véty)

Necht X je Hausdorffiiv prostor, ktery je bud lokdlné kompakini nebo md spocetné lokdlni bdze v kazdém
svém bodé. Necht Y je uniformni prostora F C C(X,Y).

Fe je kompakini prdvé kdyz je uzavieny v Cp(X, Y), je ekviuniformni a pro kazdé x € X md mnoZina
{f(x); f € F} C Y kompakini uzdvér.

Je-li X kompakini a Y je uplny, je mnoZina F, kompakini pravé kdyz je uzaviend v Cp(X, Y), je
ekviuniformni a pro kaZdé x € X je mnozina {f(x); f € F} C Y kompaktni.

Je-liX =[0,1] a Y =R, je F C Cu([0,1]) kompakini prdvé kdyZ je ekviuniformni a omezend.

8. Prostory funkci



tory funkci
Ascoliho véta Ekviuniformni mnoziny

Stoneovz 2 £ Ascoliho véta
Pouziti Stoneov

DUSLEDEK (Specialni tvary Ascoliho véty)

Necht X je Hausdorffiiv prostor, ktery je bud lokdlné kompakini nebo md spocetné lokdlni bdze v kazdém
svém bodé. Necht Y je uniformni prostora F C C(X,Y).

Fe je kompakini prdvé kdyz je uzavieny v Cp(X, Y), je ekviuniformni a pro kazdé x € X md mnoZina
{f(x); f € F} C Y kompakini uzdvér.

Je-li X kompakini a Y je uplny, je mnoZina F, kompakini pravé kdyz je uzaviend v Cp(X, Y), je
ekviuniformni a pro kaZdé x € X je mnozina {f(x); f € F} C Y kompaktni.

Je-liX =[0,1] a Y =R, je F C Cu([0,1]) kompakini prdvé kdyZ je ekviuniformni a omezend.

8. Prostory funkci



Algebraické vlastnosti U(X)

Stoneova-Weierstrassova véta Stoneova-Weierstrassova véta

3 V této &asti se podivame na specidlni pripad prostorti redlnych funkef, tj. na RX. V kapitole
: o konstrukcich byly definovany algebraické operace a uspofddani na mnozing RX. Tamtéz
bylo i ukdzano, ze C(X) a C*(X) jsou podalgebry a podsvazy v RX. Uvedeme nésledujici
podobné tvrzeni.

U(X) a U*(X) jsou linedrni podprostory a podsvazy v RX, U*(X) je i podalgebra v RX.
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Algebraické vlastnosti U(X)

Stoneova-Weierstrassova véta Stoneova-Weierstrassova véta

TVRZENI (Algebraické vlastnosti U(X) a U* (X))
Necht X je uniformni prostor a F C U(X).
U(X) a U*(X) jsou linedrni podprostory a podsvazy v RX, U*(X) je i podalgebra v RX.

Je-li F linedrni podprostor v Uy (X)), je i jeho uzdveér linedrni prostor.

8. Prostory funkci



ory funkeci
liho véta Algebraické vlastnosti U(X)

Stoneova-Weierstrassova véta Stoneova-Weierstrassova véta
Pouziti Stoneovy-V

U(X) a U*(X) jsou linedrni podprostory a podsvazy v RX, U*(X) je i podalgebra v RX.
Je-li F linedrni podprostor v Uy (X)), je i jeho uzdveér linedrni prostor.

Je-li F podsvaz v Uy (X)), je i jeho uzdvér svaz.

8. Prostory funkci



ory funkeci
oliho

Algebraické vlastnosti U(X)
Stoneova-Weierstrassova véta

Stoneova-Weierstrassova
Pouziti Stoneovy-V strassovy

U(X) a U*(X) jsou linedrni podprostory a podsvazy v RX, U*(X) je i podalgebra v RX.
Je-li F linedrni podprostor v Uy (X)), je i jeho uzdveér linedrni prostor.

Je-li F podsvaz v Uy (X)), je i jeho uzdvér svaz.

Uzavrend podalgebra v U*(X) je podsvaz v U*(X).

8. Prostory funkci



ory funkeci
oliho

Algebraické vlastnosti U(X)
Stoneova-Weierstrassova véta

Stoneova-Weierstrassova
Pouziti Stoneovy-V strassovy

U(X) a U*(X) jsou linedrni podprostory a podsvazy v RX, U*(X) je i podalgebra v RX.
Je-li F linedrni podprostor v Uy (X)), je i jeho uzdveér linedrni prostor.

Je-li F podsvaz v Uy (X)), je i jeho uzdvér svaz.

Uzavrend podalgebra v U*(X) je podsvaz v U*(X).

8. Prostory funkci



ory funkeci
oliho

Algebraické vlastnosti U(X)
Stoneova-Weierstrassova véta

Stoneova-Weierstrassova
Pouziti Stoneovy-V strassovy

U(X) a U*(X) jsou linedrni podprostory a podsvazy v RX, U*(X) je i podalgebra v RX.
Je-li F linedrni podprostor v Uy (X)), je i jeho uzdveér linedrni prostor.

Je-li F podsvaz v Uy (X)), je i jeho uzdvér svaz.

Uzavrend podalgebra v U*(X) je podsvaz v U*(X).

» Ditkaz

8. Prostory funkci



funkei
iho véta Algebraické vlastnosti U(X)

Stoneova ierstrassova véta Stoneova-Weierstrassova véta

Pouziti Stoneov) rstrassovy véty

U(X) a U*(X) jsou linedrni podprostory a podsvazy v RX, U*(X) je i podalgebra v RX.
Je-li F linedrni podprostor v Uy (X)), je i jeho uzdveér linedrni prostor.

Je-li F podsvaz v Uy (X)), je i jeho uzdvér svaz.

Uzavrend podalgebra v U*(X) je podsvaz v U*(X).

Snadno najdete redlnou stejnomérné spojitou (neomezenou) funkci f na R, jejiz &tverec £2
N neni stejnomérné spojity.
Je-li X jemny prostor, je U(X) = C(X) a U*(X) = C*(X), takze pfedchozi véta plati i

pro prostory spojitych redlnych funkef, navic je i C(X) algebrou.

8. Prostory funkci




Algebraické vlastnosti U(X)
Stoneova-Weierstrassova véta Stoneova-Weierstrassova véta

Nasledujici tvrzeni je zakladni vétou této Casti.

8. Prostory funkci



Algebraické vlastnosti U(X)
Stoneova-Weierstrassova véta Stoneova-Weierstrassova véta

TVRZENI (Aproximace fun

Necht X je prekompakini prostor a F je linedrni podprostor a podsvaz v U5 (X), ktery obsahuje vSechna
konstanmi zobrazeni a slabé vytvdri X. Potom F je husty v U*(X).

» Dikaz

8. Prostory funkci



Algebraické vlastnosti U(X)

Stoneova-Weierstrassova véta Stoneova-Weierstrassova véta

ProtoZe kazdd uzaviend podalgebra v U* (X) je podsvaz, miZeme pfedchozi tvrzeni upravit
na nasledujici tvar:

8. Prostory funkci



Algebraické vlastnosti U(X)

Stoneova-Weierstrassova véta Stoneova-Weierstrassova véta

DUSLEDEK

Necht X je prekompakini prostor a F je podalgebra v U (X)), kterd obsahuje nenulové konstantni zobrazeni
a slabé vytvdri X. Potom F je hustd v U* (X).

8. Prostory funkci



y funkeci
A ho véta Algebraické vlastnosti U(X)

Stoneova-Weierstrassova véta Stoneova-Weierstrassova véta
Pouziti Stoneov ovy véty

Predchozi tvrzeni 1ze chépat jako uniformni varianta Stoneovy-Weierstrassovy veéty:

8. Prostory funkci



ory funkeci
liho véta Algebraické vlastnosti U(X)

Stoneova-Weierstrassova véta Stoneova-Weierstrassova véta
Pouziti Stoneovy-V

TVRZENI (Stoneova-Weierstrassova véta)

Necht X je kompakini prostor a F je podalgebra v Ct(X), kterd obsahuje nenulové konstantni zobrazeni a
oddéluje body X. Potom F je hustd v U*(X).

8. Prostory funkci



Prostory funkci
Ascoliho véta Algebraické vlastnosti U(X)

Stoneova-Weierstrassova véta Stoneova-Weierstrassova véta
uziti Stoneo ierstrassovy véty

Jako dusledky pfedchozi uniformni verze 1ze uvést napf. nasledujici tvrzeni:

8. Prostory funkci



tory funkci
Ascoliho véta Algebraické vlastnosti U(X)

Stoneova-Weierstrassova véta Stoneova-Weierstrassova véta
Pouziti Stoneovy erstrassovy véty

TVRZENI (Aproximace v kompaktné oteviené topologii)

Necht F je podalgebra U(X) obsahujici nenulové konstantni zobrazeni a oddélujici body X. Pak F je hustd
v Uc(X).

8. Prostory funkci



Rozsireni funkei
Kompaktifikace a algebry funkci

Pouziti Stoneovy-Weierstrassovy véty

@ Stoneova-Weierstrassova véta md ruznoroda pouziti i v jinych oblastech matematiky nez jen
i v topologii. My tu uvedeme jen nékolik aplikaci v topologii. Prvni z nich se tykd rozsifovani
zobrazeni, a to spojitych i stejnomérné spojitych.

8. Prostory funkci



Rozsireni funkei

Kompaktifikace a algebry funkci
Pouziti Stoneovy-Weierstrassovy véty

Stoneova-Weierstrassova véta md ruznoroda pouziti i v jinych oblastech matematiky nez jen
v topologii. My tu uvedeme jen nékolik aplikaci v topologii. Prvni z nich se tykd rozsifovani
zobrazeni, a to spojitych i stejnomérné spojitych.

7 Nejdiive uvedeme rozsifovani spojitych zobrazeni z kompaktniho podprostoru. V tomto
piipadé nemusi byt cely prostor normdlni, ale dany podprostor musi byt kompaktni.

8. Prostory funkci



Rozsireni funkei
Kompaktifikace a algebry funkci
Pouziti Stoneovy-Weierstrassovy véty

TVRZENI (Rozsitovani z k mpaktnih

Je-li Y kompaktni podmnoZina viplné reguldrniho Hausdorffova prostoru X, pak kaZdd spojitd redlnd funkce

na Y lze spojité rozsi¥it na celé X.

» Ditkaz
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Rozsireni funkei
Kompaktifikace a algebry funkci

Pouziti Stoneovy-Weierstrassovy véty

Predchozi tvrzeni (nazgvané Cechovou vétou), které je &istd topologické, dd nasledujici uni-
formni tvrzeni.




Rozsireni funkei
Kompaktifikace a algebry funkci

Pouziti Stoneovy-Weierstrassovy véty

TVRZENI (Katétovova véta)

Kazdd omezend stejnomérné spojitd redlnd funkce definovand na podprostoru uniformniho prostoru Ize

roz§ifit na stejnomérné spojitou redlnou funkci definovanou na celém prostoru.

» Ditkaz
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Rozsireni funkei

Stoneova-W ! Kompaktifikace a algebry funkci

Pouziti Stoneovy-Weierstrassovy véty

JestliZe si uvédomite, Ze v normalnim Hausdorffové prostoru tvoii vSechna konecna oteviena
pokryti bazi uniformity, snadno se z pfedchoziho tvrzeni dostane Urysonova véta. Nasledujici
tvrzeni je formulovédno pro Hausdorffovy prostory, ale lehko se ukaze, Ze pro obecné normalni
prostory je tvrzeni snadnym dusledkem tvrzeni pro normélni Ty -prostory.




tory funkci
liho v Rozsifeni funkci

Ston a- s Kompaktifikace a algebry funkci
Pouziti Stoneovy-Weierstrassovy véty

TVRZENI (Urysonova véta o rozsireni)

Necht X je normdlni Hausdorffitv prostor, A je jeho uzaviend podmnoZina a f : A — R je spojitd funkce. Pak
existuje spojitd funkce F : X — R, kterd se na A shoduje s f.

» Ditkaz
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Rozsireni funkci

Kompaktifikace a algebry funkci

Pouziti Stoneovy-Weierstrassovy véty

Znate jednoznacny vztah mezi kompaktifikacemi prostoru a jeho prekompaktnimi unifor-
mitami. Stoneova-Weierstrassova véta v tomto vztahu nahradi prekompaktni uniformity
uzavienymi algebrami funkci.




Rozsireni funkci
Kompaktifikace a algebry funkci
Pouziti Stoneovy-Weierstrassovy véty

TVRZENI (Kompaktifikace a algebry funkci

Hausdorffovy kompaktifikace tiplné reguldrniho Hausdorffova prostoru X jsou (aZ na ekvivalenci
kompaktifikaci) ve vzdjemné jednoznacném vztahu s uzavienymi podalgebrami C; (X)) obsahujicimi
konstantni zobrazeni a oddélujici body a uzaviené mnoziny v X.

8. Prostory funkci



Rozsireni funkei
Kompaktifikace a algebry funkci

Pouziti Stoneovy-Weierstrassovy véty

Je ziejmé, 7e Cechové-Stoneové kompaktifikaci 3X odpovidd algebra C*(X).

) Necht X je lokdlné kompaktni Hausdorffv prostor a & = {f € C*(X);Ve >
0 3 kompaktni podmnozina K C X(x € X \ K = |f(x)| < ¢)}. Pak mnoZina vSech
posunuti F o konstanty (j. {c + f; c € R, f € F}) odpovidé jednobodové kompaktifikaci
prostoru X. (Uvedenym funkcim se fikd, Ze maji limitu v nekonecnu.)
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