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8. Prostory funkcí



Množina U(X ,Y ) je uzavřená v (Y X )u a tedy je úplná, pokud je Y úplný prostor. Tato
situace už nemusı́ platit v (Y X )S pro obecnějšı́ soubory S. Prvky U(X ,Y ) jsou zobrazenı́
stejnoměrně spojitá na X , což je prvek S pro stejnoměrnou konvergenci na X . Vezměme
tedy pro obecné S množinu SU(X ,Y ) zobrazenı́ X → Y stejnoměrně spojitých na každé
množině S ∈ S. Potom bude výše uvedené tvrzenı́ opět platit:

TVRZENÍ
Množina SU(X ,Y ) je uzavřená v (Y X )S a tedy je uzavřená, pokud je úplná, pokud je Y úplný.

Je tedy vhodné vědět, kdy je SU(X ,Y ) = U(X ,Y ). To bude pravda v přı́padě, že uniformnı́
prostor X je silně vytvořen vnořenı́mi S → X , S ∈ S (ale i v jiných přı́padech). Někdy stačı́
vědět, že SU(X ,Y ) je hustý v US(X ,Y ).

Je-li X lokálně kompaktnı́ Hausdorffův prostor a S se skládá ze všech kompaktnı́ch
podmnožin X , je SU(X ,Y ) = C(X ,Y ). Takže SU(X ,Y ) = U(X ,Y ) platı́, je-li navı́c
X jemný uniformnı́ prostor.
Pro Y = R a X lokálně kompaktnı́ Hausdorffův prostor platı́ vždy U(X ) = Cc(X ).

Přı́kladem, kdy SU(X ,Y ) je ,,vzdálen” od U(X ,Y ) je např. U(X ,N) = N pro souvislý
prostor a S skládajı́cı́ se z konečných množin X (pak SU(X ,N) = (NX )p). Je-li X veliký
(např. Rκ pro velký kardinál κ), nenı́ mocnina NX separabilnı́ a tedy U(X ,N) nenı́ husté v
SU(X ,N).
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podmnožin X , je SU(X ,Y ) = C(X ,Y ). Takže SU(X ,Y ) = U(X ,Y ) platı́, je-li navı́c
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Na Y X lze zavést topologii pomocı́ soustavy S i když Y je ,,jen” topologický prostor. Je to
obdoba kompaktně otevřené topologie.

DEFINICE (S otevřená topologie)

Necht’ Y je topologický prostor a S je soustava podmnožin množiny X . Pak S otevřená topologie na Y X má
za otevřenou subbázi soustavu O(S ,G) = {f : X → Y ; f (S) ⊂ G}, S ∈ S,Gotevřená v Y .
Na rozdı́l od (Y X )S budeme pro tuto chvı́li značit definovaný topologický prostor jako S(Y X ).

Vlastnosti S otevřená topologie

Necht’ X je T3 1
2

prostor a Y ,Z jsou jeho kompaktifikace.

1 Je-li S složeno ze všech konečných podmnožin X , splývá S otevřená topologie s topologiı́ bodové
konvergence.

2 Je-li (Y ,U) uniformnı́ prostor, pak topologie na Y X stejnoměrné konvergence na množinách z S je
jemnějšı́ než S otevřená topologie právě když {U[f (S)]; U ∈ U} je báze okolı́ množiny f (S) pro
každé S ∈ S.

3 Je-li Y uniformnı́ prostor, pak topologie na Y X stejnoměrné konvergence na množinách z S je
jemnějšı́ než S otevřená topologie právě když každé f (S), S ∈ S, je prekompaktnı́ v Y .

4 V následujı́cı́ch přı́padech topologie FS a SF splývajı́ (pro uniformnı́ prostor Y ):

S je složeno ze všech konečných podmnožin X ,F ⊂ Y X ;
S je složeno ze všech kompaktnı́ch podmnožin X ,F ⊂ C(X ,Y );
Y je parakompaktnı́, S je složeno ze všech pseudokompaktnı́ch podmnožin X ,F ⊂ C(X ,Y );
X je uniformnı́ prostor, S je složeno ze všech prekompaktnı́ch podmnožin X ,F ⊂ U(X ,Y ) a
každá prekompaktnı́ podmnožina Y je konečná.
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Vlastnosti S otevřená topologie

Necht’ X je T3 1
2

prostor a Y ,Z jsou jeho kompaktifikace.
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S je složeno ze všech kompaktnı́ch podmnožin X ,F ⊂ C(X ,Y );
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8. Prostory funkcí



DEFINICE (S otevřená topologie)
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Na rozdı́l od (Y X )S budeme pro tuto chvı́li značit definovaný topologický prostor jako S(Y X ).
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každé S ∈ S.

3 Je-li Y uniformnı́ prostor, pak topologie na Y X stejnoměrné konvergence na množinách z S je
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Stejně, jako jsme mı́sto zobrazenı́ (stejnoměrně) spojitých na celém X zkoumali zobra-
zenı́ (stejnoměrně) spojité na daných podmnožinách, můžeme relativizovat i ekviuniformnı́
podmı́nku.

DEFINICE (Ekviuniformní množina vzhledem k podmnožinám)

Necht’ (X ,U), (Y ,V) jsou uniformnı́ prostory. Množina F ⊂ Y X se nazývá S-ekviuniformnı́, jestliže pro
každé S ∈ S,V ∈ V existuje U ∈ U tak, že (f (x), f (y)) ∈ V jakmile x , y ∈ S , (x , y) ∈ U a f ∈ F .

Vlastnosti relativně ekviuniformních množin

1 Každá S-ekviuniformnı́ množina je částı́ SU(X ,Y ).

2 Obsahuje-li S jen uniformně diskrétnı́ množiny, je Y X S-ekviuniformnı́, ale může obsahovat
zobrazenı́, která nejsou stejnoměrně spojitá na X .

3 Každá prekompaktnı́ podmnožina SUS(X ,Y ) je S-ekviuniformnı́.

4 Jestliže S je složen z prekompaktnı́ch množin, pak podmnožina SUS(X ,Y ) je prekompaktnı́ právě
když je prekompaktnı́ v bodové konvergenci a je S-ekviuniformnı́.

5 Je-li S dědičná soustava, tak uniformity bodové konvergence a stejnoměrné konvergence na
prekompaktnı́ch množinách z S splývajı́ na každé S-ekviuniformnı́ množině.

6 Necht’ Y je úplný Hausdorffův prostor, S je složeno ze všech kompaktnı́ch podmnožin X a F je
uzavřená podmnožina SU(X ,Y ). Pak Fc je kompaktnı́ právě když je bodově prekompaktnı́ a je
S-ekviuniformnı́.
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každé S ∈ S,V ∈ V existuje U ∈ U tak, že (f (x), f (y)) ∈ V jakmile x , y ∈ S , (x , y) ∈ U a f ∈ F .

Vlastnosti relativně ekviuniformních množin
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podmı́nku.

DEFINICE (Ekviuniformní množina vzhledem k podmnožinám)

Necht’ (X ,U), (Y ,V) jsou uniformnı́ prostory. Množina F ⊂ Y X se nazývá S-ekviuniformnı́, jestliže pro
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1 Každá S-ekviuniformnı́ množina je částı́ SU(X ,Y ).
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když je prekompaktnı́ v bodové konvergenci a je S-ekviuniformnı́.
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Stejně, jako jsme mı́sto zobrazenı́ (stejnoměrně) spojitých na celém X zkoumali zobra-
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F{f (S)} ∈ S pro každé S ∈ S.
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Nenı́-li X lokálně kompaktnı́, operace skládánı́ naHc nemusı́ být spojitá v bodě (1X , 1X ).
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je stejnoměrně spojité, pokud je F ekviuniformnı́.
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má prekompaktnı́ okolı́ U[A] nebo je F ekviuniformnı́;
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S ∈ S, f ∈ F .

2 Operace skládánı́ ◦ : FS ×FS → XX je stejnoměrně spojitá pokud je F ekviuniformnı́ a⋃
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Nenı́-li X lokálně kompaktnı́, operace skládánı́ naHc nemusı́ být spojitá v bodě (1X , 1X ).
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je stejnoměrně spojité, pokud je F ekviuniformnı́.
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je stejnoměrně spojité, pokud je F prekompaktnı́.
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Pokud jeF ⊂ XX množina bijekcı́ (prostých zobrazenı́ na), lze uvažovat i inverznı́ zobrazenı́
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Stejnoměrně spojitá omezená pseudometrika d na podmnožině A uniformnı́ho prostoru X je
stejnoměrnou omezenou reálnou funkcı́ na A× A a lze tedy rozšı́řit na stejnoměrně spojitou
reálnou omezenou funkci na X × X . Ovšem, toto rozšı́řenı́ nemusı́ už mı́t vlastnosti pseu-
dometriky. Pokud se celý postup provede opatrně s ohledem na axiómy pseudometrik, bude i
ono rozšı́řenı́ pseudometrikou.

TVRZENÍ (Rozšı́řenı́ pseudometrik)

Necht’ X je uniformnı́ prostor a d je pseudometrika na podmnožině A ⊂ X . Je-li d omezená a stejnoměrně
spojitá na A× A, existuje stejnoměrně spojitá pseudometrika D na X rozšiřujı́cı́ d .

Ekvivalentnı́ formulacı́ je tento tvar: Necht’ X je metrizovatelný uniformnı́ prostor a d je pseudometrika na
podmnožině A ⊂ X vytvářejı́cı́ uniformitu podprostoru A. Pak existuje uniformita D na X vytvářejı́cı́
uniformitu na X a rozšiřujı́cı́ d .

Podobná tvrzenı́ platı́ i pro spojité pseudometriky (pak lze rozšı́řit i neomezené pseudomet-
riky).
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U rozšiřovánı́ jsme zatı́m stále hovořili o reálných funkcı́ch. Lze (stejnoměrně) spojitě
rozšiřovat i zobrazenı́ do jiných prostorů, než jsou podprostory R? Do obecných prostorů
to určitě nepůjde (i když Hausdorff sestrojil spojitá rozšı́řenı́ z podprostoru metrického pro-
storu do libovolného metrického prostoru – ale tento libovolný obor hodnot se musel také
rozšı́řit).

DEFINICE (Injektivní prostory)

Uniformnı́ prostor I se nazývá injektivnı́, jestliže každé stejnoměrně spojité zobrazenı́ z podprostoru
uniformnı́ho prostoru do I se dá rozšı́řit stejnoměrně spojitě na celý prostor.

1 Každý injektivnı́ prostor je úplný.

2 Každý injektivnı́ prostor je souvislý (tj. spojitá zobrazenı́ na něm do N jsou jen konstanty).

3 Třı́da injektivnı́ch prostorů je uzavřená na součiny a retrakty.

4 Je-li I injektivnı́, je i (IX )u injektivnı́ (pro libovolnou množinu X ).

5 Injektivnı́ prostor je retraktem každého uniformnı́ho prostoru, do kterého je vnořen.

6 Každý uniformnı́ prostor lze vnořit do injektivnı́ho prostoru.

Jako důsledky předchozı́ch tvrzenı́ dostáváme např., že každý absolutnı́ retrakt (tj. retrakt
mocniny [0, 1]κ) je injektivnı́ (a každý kompaktnı́ injektivnı́ prostor je absolutnı́m retraktem).
Jednotková koule v (RX )u je injektivnı́. (Jednotkové koule v mnoha Banachových prostorech
jsou injektivnı́.) Reálná čı́sla, ani jiné nedegenerované normované prostory, nejsou injektivnı́.
Každý metrizovatelný ježek je injektivnı́. 8. Prostory funkcí
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8. Prostory funkcí



DEFINICE (Injektivní prostory)
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mocniny [0, 1]κ) je injektivnı́ (a každý kompaktnı́ injektivnı́ prostor je absolutnı́m retraktem).
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DEFINICE (Injektivní prostory)
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4 Je-li I injektivnı́, je i (IX )u injektivnı́ (pro libovolnou množinu X ).
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6 Každý uniformnı́ prostor lze vnořit do injektivnı́ho prostoru.
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mocniny [0, 1]κ) je injektivnı́ (a každý kompaktnı́ injektivnı́ prostor je absolutnı́m retraktem).
Jednotková koule v (RX )u je injektivnı́. (Jednotkové koule v mnoha Banachových prostorech
jsou injektivnı́.) Reálná čı́sla, ani jiné nedegenerované normované prostory, nejsou injektivnı́.
Každý metrizovatelný ježek je injektivnı́.
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