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8. Prostory funkci



Zakladni vlastnosti
Ekviuniformni mnoziny
Ekvispojitost a stejna spojitost

Uniformity a topologie prostor(i zobrazeni

Dokazte nasledujici vlastnosti o uniformité¢ a topologii stejnomérné konvergence na
mnozindch. Budeme pfedpoklddat, Ze jsou dany systém S podmnozin mnoziny X a uniformni
prostor Y s uniformitou /.




Zakladni vlastnosti
Ekviuniformni mnoziny
Ekvispojitost a stejna spojitost

Uniformity a topologie prostor(i zobrazeni

Ston

PoUCY xYaScCXjeE(U,S) =YX x YX pravé kdyZje U = Y x Y nebo S = (). Takze
(Y*X)s je indiskrétni pravé kdyz bud’ Y je indiskrétni nebo S = {(}.
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Zakladni vlastnosti
Ekviuniformni mnoziny
Ekvispojitost a stejna spojitost

Uniformity a topologie prostor(i zobrazeni
Ston Nei

ProU,VCYXxYaS, TCXjeE(U,S)DE(V,T)pravékdyzjebud S C T a U D V nebo
U=Y X Ynebo S = 0.

8. Prostory funkci



Uniformity a topologie prostor(i zobrazeni Zék!ad!‘u’ V|aan05ti .
Ekviuniformni mnoziny

Ekvispojitost a stejna spojitost

__________________________________________________________________________________________|
PoUCY xYaScCXjeE(U,S) =YX x YX pravé kdyZje U = Y x Y nebo S = (). TakZe
(YX)s je indiskrétni pravé kdyz bud Y je indiskrétni nebo S = {{)}.

PoU,VCYXxYaS, TcCXjeE(U,S)DE(V,T)pravekdyzjebud S C T aU D V nebo
U=Y X Ynebo S = 0.

Uniformita bodové konvergence splyva s uniformitou mocniny.
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Zakladni vlastnosti
Ekviuniformni mnoziny
Ekvispojitost a stejna spojitost

Uniformity a topologie prostor(i zobrazeni

__________________________________________________________________________________________|
PoUCY xYaScCXjeE(U,S) =YX x YX pravé kdyZje U = Y x Y nebo S = (). TakZe
(YX)s je indiskrétni pravé kdyz bud Y je indiskrétni nebo S = {{)}.

PoU,VCYXxYaS, TcCXjeE(U,S)DE(V,T)pravekdyzjebud S C T aU D V nebo
U=Y X Ynebo S = 0.
Uniformita bodové konvergence splyva s uniformitou mocniny.

1 Usmérmény soubor {f>} 4 konverguje v (YX)s k f pravé kdyz konverguje k f stejnomérné na kazdém
s € S(tj.prokazdé U e U a S € S existuje a € Atak, Ze (fp(x), f(x)) € Uprokazdé b > aa
kazdé x € S).
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Zakladni vlastnosti

Uniformity a topologie prostor(i zobrazeni Sttt monesiing

Ekvispojitost a stejna spojitost

|
ProUC Y xYaSC XjeE(U,S) =YX x YXpravékdyzje U =Y x Y nebo S = (). Takze
(YX)s je indiskrétni pravé kdyz bud Y je indiskrétni nebo S = {{)}.

ProU,VCYXxYaS TCXjeE(U,S)D E(V, T)pravékdyzjebud S C T a U D V nebo
U=Y X Ynebo S = 0.

Uniformita bodové konvergence splyva s uniformitou mocniny.

Usmérnény soubor {f,} o konverguje v (YX)s k f pravé kdyz konverguje k f stejnomérné na kazdém
s€S(f.prokazdé U € U a S € S existuje a € Atak, Ze (fp(x),(x)) € U prokazdé b > aa
kazdé x € S).

(YX)s = (YUS)s x (YX\U S), 1. posledni uvedeny prostor je indiskrétni.
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Zakladni vlastnosti

Uniformity a topologie prostor(i zobrazeni Sttt monesiing

Ekvispojitost a stejna spojitost

ProUC Y xYaSC XjeE(U,S) =YX x YXpravékdyzje U =Y x Y nebo S = (). Takze
(YX)s je indiskrétni pravé kdyz bud Y je indiskrétni nebo S = {{)}.
ProU,VCYXxYaS TCXjeE(U,S)D E(V, T)pravékdyzjebud S C T a U D V nebo
U=Y X Ynebo S = 0.
Uniformita bodové konvergence splyva s uniformitou mocniny.
Usmérnény soubor {f,} o konverguje v (YX)s k f pravé kdyz konverguje k f stejnomérné na kazdém
s€S(f.prokazdé U € U a S € S existuje a € Atak, Ze (fp(x),(x)) € U prokazdé b > aa
kazdé x € S).
(YX)s = (YUS)s x (YX\U S), 1. posledni uvedeny prostor je indiskrétni.
[@ Je-li X topologicky prostora 7 = {S; S € S}, pak Cs(X, Y) = Cz (X, Y).
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Zakladni vlastnosti

Uniformity a topologie prostor(i zobrazeni Sttt monesiing

Ekvispojitost a stejna spojitost

|
ProUC Y xYaSC XjeE(U,S) =YX x YXpravékdyzje U =Y x Y nebo S = (). Takze
(YX)s je indiskrétni pravé kdyz bud Y je indiskrétni nebo S = {{)}.

PoU,VCYXxYaS, TcCXjeE(U,S)DE(V,T)pravekdyzjebud S C T aU D V nebo
U=Y X Ynebo S = 0.

Uniformita bodové konvergence splyva s uniformitou mocniny.

Usmérnény soubor {f,} o konverguje v (YX)s k f pravé kdyz konverguje k f stejnomérné na kazdém
s €S (f.prokazdé U € U a S € S existuje a € Atak, Ze (fp(x), (x)) € U prokazdé b > aa
kazdé x € S).
(YX)s = (YUS)s x (YX\U S), 1. posledni uvedeny prostor je indiskrétni.
Je-li X topologicky prostora 7 = {S; S € S}, pak Cs(X, Y) = Cr (X, Y).

Je-li X tplny uniformn{ prostor, pak (YX)c = (Y*X)pe.
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Zakladni vlastnosti

Uniformity a topologie prostor(i zobrazeni Sttt monesiing

Ekvispojitost a stejna spojitost

|
ProUC Y xYaSC XjeE(U,S) =YX x YXpravékdyzje U =Y x Y nebo S = (). Takze
(YX)s je indiskrétni pravé kdyz bud Y je indiskrétni nebo S = {{)}.

PoU,VCYXxYaS, TcCXjeE(U,S)DE(V,T)pravekdyzjebud S C T aU D V nebo
U=Y X Ynebo S = 0.

Uniformita bodové konvergence splyva s uniformitou mocniny.

Usmérnény soubor {f,} o konverguje v (YX)s k f pravé kdyz konverguje k f stejnomérné na kazdém
s €S (f.prokazdé U € U a S € S existuje a € Atak, Ze (fp(x), (x)) € U prokazdé b > aa
kazdé x € S).

(YX)s = (YUS)s x (YX\U S), 1. posledni uvedeny prostor je indiskrétni.
Je-li X topologicky prostora 7 = {S; S € S}, pak Cs(X, Y) = Cr (X, Y).
Je-li X dplny uniformni prostor, pak (YX)C (YX)pC,

Bl Je-li Z ziplnéni prostoru Y/, pak (ZX)s je ztiplnéni prostoru (YX)s.
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Zakladni vlastnosti
Ekviuniformni mnoziny
Ekvispojitost a stejna spojitost

Uniformity a topologie prostor(i zobrazeni

=/ Zachovavani riznych vlastnosti uvedenych v hlavnim textu mizZeme rozsifit o nékterd dalsi
jednoducha tvrzeni.
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Zakladni vlastnosti

Uniformity a topologie prostor(i zobrazeni Sttt monesiing

Ekvispojitost a stejna spojitost

(YX)s je Hausdorffiv pravé kdyZ Y je Hausdorffiiv a bud | J S = X nebo | Y| < 1. V tomto piipadé
je kanonické vnofeni Y do (Y*X)s na uzavienou mnozinu.

8. Prostory funkci



Zakladni vlastnosti

Uniformity a topologie prostor(i zobrazeni Sttt monesiing

Ekvispojitost a stejna spojitost

(YX)s je Hausdorffiiv pravé kdyZ Y je Hausdorffiiv a bud | J S = X nebo |Y| < 1. V tomto piipads
je kanonické vnoteni Y do (YX)s na uzavienou mnozinu.

Us(X, Y) je Hausdorffiv pravé kdyz je bud X = @ nebo | Y| < 1 nebo je Y Hausdorffival|JS
protind kazdou mnoZinu {x € X; f(x) # g(x)} pro f,g € U(X,Y),f # g.

8. Prostory funkci



Zakladni vlastnosti

Uniformity a topologie prostor(i zobrazeni Sttt monesiing

Ekvispojitost a stejna spojitost

__________________________________________________________________________________________|
(YX)S je Hausdorffiv pravé kdyZ Y je Hausdorffiv a bud | J S = X nebo | Y| < 1. V tomto pripadé
je kanonické vnoteni Y do (YX)s na uzavienou mnozinu.

Us(X, Y) je Hausdorffav pravé kdyz je bud X = () nebo | Y| < 1 nebo je Y HausdorffivalJS
protind kazdou mnozinu {x € X; f(x) # g(x)} pro f,g € U(X,Y),f # g.

Us (X) je Hausdorffiv pravé kdyz je (J S husty v X. Stejné tvrzeni plati pro U (X).
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Uniformity a topologie prostorii zobrazeni ZAldeel o binesi
Yy pologie p Ekviuniformni mnoziny

Ekvispojitost a stejna spojitost

(Y”)s je Hausdorffiv pravé kdyZ Y je Hausdorffiiv abud |JS = X nebo | Y| < 1. V tomto piipadé
je kanonické vnoteni Y do (YX)s na uzavienou mnozinu.

Us(X, Y) je Hausdorffav pravé kdyz je bud X = () nebo | Y| < 1 nebo je Y HausdorffivalJS
protind kazdou mnozinu {x € X; f(x) # g(x)} pro f,g € U(X,Y),f # g.

Us(X) je Hausdorffiiv pravé kdyZ je | J S husty v X. Stejné tvrzenf plati pro U (X).

Jestlize v topologickém prostoru X existuje spocetné mnoho kompaktnich mnozin { C, } tak, Ze kazda
jind kompaktni podmnozZina je uz ¢asti nékteré C, (tj. X je hemikompaktni) a Y je metrizovatelny, pak
(YX)c je metrizovatelny. (Specidlng to plati, je-li X kompaktni nebo je lokaln& kompaktni a
separabilni metrizovatelny, napt. podprostor euklidovského prostoru.)
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Zakladni vlastnosti
Ekviuniformni mnoziny
Ekvispojitost a stejna spojitost

Uniformity a topologie prostor(i zobrazeni

Nejdiive nékolik jednoduchych tdloh.
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Zakladni vlastnosti
Ekviuniformni mnoziny
Ekvispojitost a stejna spojitost

Uniformity a topologie prostor(i zobrazeni

Necht X, Y, Z jsou uniformni prostory. Zobrazeni f : X x Y — Z je stejnom&rné& spojité pravé kdyZ
jsoumnoziny {f(.,y) : X — Z;y € Y}a{f(x,.): Y — Z;x € X} ekviuniformni.

Mnozina konstantnich zobrazeni uniformnich prostori X — Y je ekviuniformni. Tedy, napf., mnoZina
C(R,N) je ekviuniformni.

Je-li F C U(X, Y) ekviuniformni, je kazdd bodové limita usmérnéného souboru z F stejnomérné
spojitd.
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Zakladni vlastnosti

Uniformity a topologie prostor(i zobrazeni ittt sy

Ekvispojitost a stejna spojitost

__________________________________________________________________________________________|
Necht X, Y, Z jsou uniformni prostory. Zobrazeni f : X x Y — Z je stejnom&rné& spojité pravé kdyZ
jsoumnoziny {f(.,y) : X — Z;y € Y}a{f(x,.): Y — Z;x € X} ekviuniformni.

Mnozina konstantnich zobrazeni uniformnich prostori X — Y je ekviuniformni. Tedy, napf., mnoZina
C(R,N) je ekviuniformni.

Je-li F C U(X, Y) ekviuniformni, je kazdd bodové limita usmérnéného souboru z F stejnomérné
spojitd.

Pfipomeiime, pro 7 C YX, zobrazeni jr = {x ~» {f ~ f(x)}} : X — YX.

8. Prostory funkci



Zakladni vlastnosti
Ekviuniformni mnoziny

Uniformity a topologie prostorii zobrazeni
Stoneova-Weierstrassova véta

Ekvispojitost a stejna spojitost

__________________________________________________________________________________________|
Necht X, Y, Z jsou uniformni prostory. Zobrazeni f : X x Y — Z je stejnom&rné& spojité pravé kdyZ
jsoumnoziny {f(.,y) : X — Z;y € Y}a{f(x,.): Y — Z;x € X} ekviuniformni.

Mnozina konstantnich zobrazeni uniformnich prostori X — Y je ekviuniformni. Tedy, napf., mnoZina
C(R,N) je ekviuniformni.

Je-li F C U(X, Y) ekviuniformni, je kazdd bodové limita usmérnéného souboru z F stejnomérné
spojitd.

(o0

Pfipomeiime, pro 7 C YX, zobrazeni jr = {x ~» {f ~ f(x)}} : X — YX.

JF je prosté prave kdyz F rozliSuje body X.
JF(x) € U(Fs, Y) prokazdé x € |JS.

Kazdd mnozina {jr(x);x € S} C U(Fs, Y),pro S € S, je ekviuniformni. Napf.
{ir(x); x € X} C U(Fu, Y) je ekviuniformni.

A jr € U(X,(Y7)7) pravé kdy?Z je kazdé T € T ekviuniformni (kazdé takové T je podmnozina F).
J je vnoteni X do (Y7 )7 pravé kdyZ F rozlisuje body X a X je slab& vytvofeno souborem
{fr : X = (YT)u; T € T}, kde fr je diagondlni sou¢in mnoZiny zobrazeni T.
@ jr: X — (Y7)u je stejnomémé spojité pravé kdyz je evaluace e : X x Fy je stejnomérné spojité,
8. Prostory funkci



Zakladni vlastnosti
Ekviuniformni mnoziny
Ekvispojitost a stejna spojitost

Uniformity a topologie prostor(i zobrazeni

Existuji modifikace ekviuniformnich mnozin pro piipady topologickych prostort. Jednou
moznosti je pouzit ekviuniformni mnoZiny na jemné uniformity. Nedostane se vSak vzdy
totéz.




Zakladni vlastnosti

Uniformity a topologie prostor(i zobrazeni it ronesiing

Ekvispojitost a stejna spojitost

DEFINICE (Ekvispojité mnoziny)

Necht X je topologicky prostor a Y je uniformni prostor. Mnozina F C YX se nazyva ekvispojitd, jestlize
pro kazdé x € X a kazdé uniformni okoli diagonély U v Y existuje okoli G bodu x v X tak, Ze
f(G) C U[f(x)] pro kazdé f € F.
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Zakladni vlastnosti
Ekviuniformni mnoziny
Ekvispojitost a stejna spojitost

Uniformity a topologie prostor(i zobrazeni

DEFINICE (Stejné spojité mnoziny)
Necht X a Y jsou topologické prostory. Mnozina F C YX se nazyva stejné spojitd, jestlize pro kazdé

x € X, Y € Y akazdé okoli H bodu y v Y existuje okoli G bodu x v X a okol{ H bodu y v Y tak, ze
f(G) C H jakmile f € Faf(x) € H.

8. Prostory funkci



Zakladni vlastnosti
Ekviuniformni mnoziny
Ekvispojitost a stejna spojitost

Uniformity a topologie prostorii zobrazeni

Stoneova-Weierstrassova véta

Kazda ekvispojita nebo stejné spojitd mnozina je sloZena ze spojitych zobrazeni.

8. Prostory funkci



Zakladni vlastnosti
Ekviuniformni mnoziny
Ekvispojitost a stejna spojitost

Uniformity a topologie prostorii zobrazeni

Stoneova-Weierstrassova véta

Kazd4 ekviuniformni mnoZina v YX je ekvispojitd. Opak plati pro parakompaktni jemné uniformni
prostory X.

8. Prostory funkci



Zakladni vlastnosti
Ekviuniformni mnoziny
Ekvispojitost a stejna spojitost

Uniformity a topologie prostorii zobrazeni

Stoneova-Weierstrassova véta

Jeli X tpIng reguldrni prostor a Y uniformni prostor, pak mnozina F C YX je ekvispojitd pravé kdyz
je stejné spojita.




Modifikace
Stoneova-Weierstrassova véta Pouziti

Stoneova-Weierstrassova véta je charakteristicka pro kompaktni Hausdorffovy prostory. Pro
2 nekompaktni prostory neplati. V ndsledujicich cvi¢enich jsou uvedeny modifikace této véty.
Prvni modifikace uvadi, co se stane, kdyz zkoumana podalgebra neobsahuje konstantni zob-
razeni (kromé 0). Dal$i modifikace uvadi situaci, kdy podalgebra neoddéluje body. Pokud
misto ,oddélovani bodi” pouzijeme ekvivalentni (pro Hausdorffovy kompaktni prostory)
vyraz ,slabé vytvareni”, 1ze pouZzit tuto vétu i pro nekompaktni prostory.

Jestlize F oddéluje body X, tak F je uzaviend podalgebra C,(X) pravé kdyz
F = {f € C(X); f(A) = {0}} pro n&jakou nejvyse jednobodovou uzavienou mnozinu A C X.
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Modifikace
Stoneova-Weierstrassova véta Pouziti

Stoneova-Weierstrassova véta

Necht X je kompaktni Hausdorffav prostor a F C C(X).
Jestlize F oddéluje body X, tak F je uzaviend podalgebra C,(X) pravé kdyz
F = {f € C(X); f(A) = {0}} pro n&jakou nejvyse jednobodovou uzavienou mnozinu A C X.

Necht F je podalgebra C(X) obsahujici nenulovou konstantu. Pak uzévér F v C,(X) je
{f € C(X); f is constant on every A C X, na které je konstantni kazd4 funkce z F}.

8. Prostory funkci



Modifikace
Stoneova-Weierstrassova véta Pouziti

Jestlize F oddéluje body X, tak F je uzaviend podalgebra C,(X) pravé kdyz
F = {f € C(X); f(A) = {0} } pro n&jakou nejvyse jednobodovou uzavienou mnozinu A C X.

Necht F je podalgebra C(X) obsahujici nenulovou konstantu. Pak uzavér F v Cy(X) je
{f € C(X); f is constant on every A C X, na které je konstantni kazd4 funkce z F}.

V predchozich tvrzenich je moZné misto podalgebry poZadovat podokruh — pak je nutné poZadovat, aby
JF obsahoval vSechny konstanty.

8. Prostory funkci



Modifikace

Stoneova-Weierstrassova véta Pouziti

Jestlize F oddéluje body X, tak F je uzaviend podalgebra C,(X) pravé kdyz

F = {f € C(X); f(A) = {0} } pro n&jakou nejvyse jednobodovou uzavienou mnozinu A C X.

Necht F je podalgebra C(X) obsahujici nenulovou konstantu. Pak uzavér F v Cy(X) je

{f € C(X); f is constant on every A C X, na které je konstantni kazda funkce z F}.

V predchozich tvrzenich je mozné misto podalgebry pozadovat podokruh — pak je nutné pozadovat, aby
JF obsahoval vSechny konstanty.

Je-li X Hausdorffav skoro kompaktni prostor (tj. mé jedinou kompaktifikaci), Pak kazdd uzaviena
podalgebra C,(X) obsahujici nenulovou konstantu a slabé vytvitejici X je rovna C(X).

8. Prostory funkci



Modifikace

Stoneova-Weierstrassova véta Pouziti

Z pouziti Stoneovy-Weierstrassovy véty uvedeme jen aplikaci na souciny a husté
podmnoziny.




Uniformity a topo e prostor(i zobraze Modifikace
Stoneova-Weierstrassova véta Pouziti

Kazda spojita redlnd funkce na soucinu kompaktnich Hausdorffovych prostorti zavisi na spocetné
mnoha soufadnicich (tj. pro f : M;X; — R existuje spoetnd mnoZina J C [ tak, Ze f(x) = f(y)
jakmile pr;(x) = pr(y) — jinymi slovy, existuje spojité zobrazeni g : [1,X; — R takové, Ze
f =gopry).

8. Prostory funkci



Modifikace

Stoneova-Weierstrassova véta Pouziti

Kazda spojitd redlnd funkce na soucinu kompaktnich Hausdorffovych prostorti zavisi na spocetné
mnoha soufadnicich (tj. pro f : [1;X; — R existuje spocetnd mnozina J C / tak, ze f(x) = f(y)
jakmile pr;(x) = pr(y) — jinymi slovy, existuje spojité zobrazeni g : I, X; — R takové, Ze
f=go pr ).

Necht X;, i € I, jsou kompaktni Hausdorffovy prostory a F C C(I1,.X;) je mnoZina vSech zobrazeni
fi opr;,i € I,kde f; € C(X;) (4. uvaZzujeme vSechna spojité redlné funkce na soudinu zdvisejicich na
jedné soufadnici). Pak kone¢né souty z F tvoii hustou mnozinu v C(I,X;).

8. Prostory funkci



Modifikace

Stoneova-Weierstrassova véta Pouziti

Kazda spojita redlna funkce na soucinu kompaktnich Hausdorffovych prostort zavisi na spocetné
mnoha soufadnicich (tj. pro f : [1;X; — R existuje spocetnd mnozina J C / tak, ze f(x) = f(y)

jakmile pr ;(x) = pr,(y jinymi slovy, existuje spojité zobrazeni g : 1, X; — R takové, ze
J pry pr Jinj ) J€ Spoj g I

f=go pr ).
Necht X;, i € I, jsou kompaktni Hausdorffovy prostory a 7 C C(I;X;) je mnoZina vSech zobrazeni

fi opr;,i € I,kde f; € C(X;) (. uvazujeme vSechna spojité redlné funkce na soucinu zévisejicich na

jedné soutadnici). Pak kone¢né soucty z F tvoii hustou mnozinu v C(I1;X;).

Je-li X kompaktni Hausdorffiv prostor a Y separabilni metrizovatelny prostor, je Cy (X, Y)
separabilni.




Modifikace

Stoneova-Weierstrassova véta Pouziti

Kazda spojita redlna funkce na soucinu kompaktnich Hausdorffovych prostort zavisi na spocetné
mnoha soufadnicich (tj. pro f : [1;X; — R existuje spocetnd mnozina J C / tak, ze f(x) = f(y)
jakmile pr;(x) = pr(y) — jinymi slovy, existuje spojité zobrazeni g : I, X; — R takové, Ze
f=gopr)).

Necht X;, i € I, jsou kompaktni Hausdorffovy prostory a 7 C C(I;X;) je mnoZina vSech zobrazeni
fi opr;,i € I,kde f; € C(X;) (. uvazujeme vSechna spojité redlné funkce na soucinu zévisejicich na

jedné soutadnici). Pak kone¢né soucty z F tvoii hustou mnozinu v C(I1;X;).

Je-li X kompaktni Hausdorffuv prostor a Y separabilni metrizovatelny prostor, je C, (X, Y)

separabilni.

A Je-li X hemikompaktni (tj. sjednoceni spo¢etné mnoha kompaktnich mnozin K, takovych, Ze kazda
jind kompaktni podmnoZina X je obsaZena v nékterém Kp) a Y je separabilni metrizovatelny prostor,
pak Cc(X, Y) je separabilni.

(Prostor je hemikompaktni, je-li napt. lokdln€ kompaktni, separabilni a metrizovatelny.)




	Uniformity a topologie prostoru zobrazení
	Základní vlastnosti
	Ekviuniformní množiny
	Ekvispojitost a stejná spojitost

	Stoneova-Weierstrassova veta
	Modifikace
	Použití


