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7. Uplné a prekompakt



Uplné uniformizovatelné prostory

D) Praveé jsme vidéli, Ze topologicky prostor je vytvoren Gplnou uniformitou, pravé kdyz je jeho
i jemnd uniformita dplnd. Parakompaktni prostor ma dplnou jemnou uniformitu, jsou vSak i
neparakompaktni prostory s tplnou jemnou uniformitou.
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Uplné uniformizovatelné prostory

ProtoZe uplné uniformni prostory jsou soucinové a uzaviené dédicné a prechod k topolo-
gickym prostoram tyto operace zachovavd, plati nasledujici tvrzeni:

i prostory




Uplné uniformizovatelné prostory

TVRZENI (Prostory s tiplnou uniformitou)

Trida D vsech topologickych prostorii vytvorenych tiplnymi uniformnimi prostory je soucinovd a
uzaviené dédicnd.
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Uplné uniformizovatelné prostory

TVRZENI (Prostory s tiplnou uniformitou)

Trida D vsech topologickych prostorii vytvorenych tiplnymi uniformnimi prostory je soucinovd a
uzaviené dédicnd.

Trida vSech Ty 1 -prostorii z D je epireflektivni ve vSech T, 1 -prostorech.
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Uplné uniformizovatelné prostory

TVRZENI (Prostory s tiplnou uniformitou)

Trida D vsech topologickych prostorii vytvorenych tiplnymi uniformnimi prostory je soucinovd a
uzaviené dédicnd.

Trida vSech Ty 1 -prostorii z D je epireflektivni ve vSech T, 1 -prostorech.

Prislusnd epireflekce prostoru X je topologie ziiplnéni jemné uniformity na X.

Prirozeny nazev pro prostory ze tiidy D je upiné uniformizovatelné prostory. ‘Pouziva se i
nazev Dieudonné complete spaces.
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Uplné uniformizovatelné prostory

TVRZENI (Uplné uniformizovatelné prostory)

Kazdy parakompaktni (specidlné tedy i kazdy metrizovatelny) prostor je viplné uniformizovatelny.
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Uplné uniformizovatelné prostory

TVRZENI (Uplné uniformizovatelné prostory)

Kazdy parakompaktni (specidlné tedy i kazdy metrizovatelny) prostor je viplné uniformizovatelny.

KaZdy redlné kompaktni prostor je viplné uniformizovatelny.
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Uplné uniformizovatelné prostory

TVRZENI (Uplné uniformizovatelné prostory)

Kazdy parakompaktni (specidlné tedy i kazdy metrizovatelny) prostor je viplné uniformizovatelny.

KaZdy redlné kompaktni prostor je viplné uniformizovatelny.

Diskrétni topologicky prostor méFitelné mohutnosti je iplné uniformizovatelny a neni redlné kompakini.
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Uplné uniformizovatelné prostory

TVRZENI (Uplné uniformizovatelné prostory)

Kazdy parakompaktni (specidlné tedy i kazdy metrizovatelny) prostor je viplné uniformizovatelny.

KaZdy redlné kompaktni prostor je viplné uniformizovatelny.

Diskrétni topologicky prostor méFitelné mohutnosti je iplné uniformizovatelny a neni redlné kompakini.

DENE

Pokud neexistuji méritelné mohutnosti, titda redlné kompaktnich prostorii splyvd s tiidou iplné
uniformizovatelnych prostorii.
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Uplné uniformizovatelné prostory

TVRZENI (Uplné uniformizovatelné prostory)
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DENE

Pokud neexistuji méritelné mohutnosti, titda redlné kompaktnich prostorii splyvd s tiidou iplné
uniformizovatelnych prostorii.
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Je nutné si znovu uvédomit, Ze tato ,iplnost” metrizovatelnych prostort neni totéz jako tplna
metrizovatelnost, tj., Ze dany metrizovatelny prostor je vytvoren tplnou metrikou. Napt. pro-
stor raciondlnich ¢isel neni Uplné metrizovatelny, ale je Gplné uniformizovatelny.
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Usporadani kompaktifikaci

- V kapitole o kompaktifikacich byla nazna¢ena moznost usporadani kompaktifikaci daného
prostoru X. Budeme se zajimat jen o T 1 -prostory X a o jejich Hausdorffovy kompaktifi-
2

kace. Zname-li vztah mezi kompaktifikacemi a prekompaktnimi uniformitami na X, mizeme
dat do souvislosti i usporadani téchto struktur.
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Usporadani kompaktifikaci

DEFINICE (Usporadani kompaktifikaci)

Rekneme, 7e kompaktifikace o : X — Y je jemn&jii (nebo v&tsi) nez kompaktifikace 1 : X — Z, jestlize
existuje spojité zobrazeni f : Y — Z tak,ze f o o = 1.
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Usporadani kompaktifikaci

Jinymi slovy, identické zobrazeni X — X lze spojité rozsifit na Y — Z. Jednoduse 1ze
dokézat ndsledujici pozorovani.
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UplIné uniforn e
Usporadani kompaktifikaci

Proximitni pr

Polosvaz kompaktifikaci

Necht X je T3 1 prostor a Y, Z jsou jeho kompaktifikace.
2

Cechova-Stoneova kompaktifikace je nejjemnéjsi kompaktifikace na X.
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Uplné uniformizovatelné prostory
Usporadani kompaktifikaci

Proximitni prostory

Polosvaz kompaktifikaci

Necht X je T3 1 prostor a Y, Z jsou jeho kompaktifikace.
2

Cechova-Stoneova kompaktifikace je nejjemnéjsi kompaktifikace na X.

Jednobodova kompaktifikace (pokud existuje) je nejhrubsi kompaktifikace na X
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Uplné uniforn r ry
Usporadani kompaktifikaci
Proximitni prostory

Polosvaz kompaktifikaci

Necht X je T3 1 prostor a Y, Z jsou jeho kompaktifikace.
2

Cechova-Stoneova kompaktifikace je nejjemnéjsi kompaktifikace na X.

Jednobodova kompaktifikace (pokud existuje) je nejhrubsi kompaktifikace na X

Y je jemnéjsi nez Z praveé kdyz prekompaktni unifomita piislusna k Y je jemnéjsi nez prekompaktni
unifomita pfislusnd k Z.

Mnozina vSech kompaktifikaci prostoru X je tplny dolni polosvaz (existuji libovolna infima
neprazdnych podmnozin). Tato mnoZina je iplny svaz pravé kdyz je X lokalné kompaktni.
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Proximitni prostory

Je zndmo, ze zobrazeni f : (X,d) — (Y, e) mezi metrickymi prostory je stejnomérné
D) spojité pravé kdyz zachovava blizkost mnozin ve smyslu d(A, B) = 0 = e(f(A), f(B)) =
h 0. Vztah d(A, B) = 0 lze popsat i tak, Ze kazdd r-koule okolo A protind B, neboli, Ze
U/ [A] N B # (. To uz je ale smysluplné i pro libovolné uniformity, kde misto U, bereme
prvky dané uniformity. Ziskany vztah ma jednoduché vlastnosti, které si popiseme.
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Proximitni prostory

DEFINICE (Proximitni prostory)

Proximitni prostor je dvojice (X, p), kde X je mnoZina a p je relace na podmnoZindch X s vlastnostmi pro
libovolnd A, B, C C X:

(0.B) ¢ pANB #£0= (AB) € p
(A,B) € p& (B, A) € p;

(AUC,B) € p&bud (A, B) € pnebo (C, B) € p;

(A, B) ¢ p = existuje C tak, ze (A, C) ¢ p, (B, X\ C) € p.

Relace p se nazyva proximita (nebo blizkost) a vztah (A, B) € p se zna¢i i jako A p B a &te se A je blizké k B
Vv proximité p.
Zobrazeni f : (X, p) — (Y, q) se nazyvd proximdlné spojité, jestlize Ap B = f(A) q f(B).
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Proximitni prostory

Kazda uniformita ¢ na X vytvaii proximitu na X: Ap B < U[A] N B # 0 pro kazdé U € U.
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Proximitni prostory

Mozna je prekvapujici i Castecné obraceny vztah, uvedeny v nasledujicim tvrzeni. Nejdiive
si vS§ak uvédomme, Ze kazda proximita p na X vytvaii na X i topologii:

i prostory




Proximitni prostory

x € A, jestlize {x} pA.

i prostory



Proximitni prostory

TVRZENI

Kazdd proximita p na X je vytvorena uniformitou na X.
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Proximitni prostory

TVRZENI

Kazdd proximita p na X je vytvorena uniformitou na X.

Dvé uniformity vytvdreji stejnou proximitu pravé kdyZ maji stejnou prekompaktni modifikaci.
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Proximitni prostory

TVRZENI

Kazdd proximita p na X je vytvorena uniformitou na X.

Dvé uniformity vytvdreji stejnou proximitu pravé kdyZ maji stejnou prekompaktni modifikaci.
Zobrazeni f : (X, p) — (Y, q) je proximdlné spojité pravé kdyZ je f : (X,Up) — (Y,Uq)
stejnomérné spojité.

Ttida proximitnich prostort se tedy dé ztotoznit s tfidou prekompaktnich prostora. Situaci 1ze
D) vSak chépat i tak, Ze mdme jiny popis prekompaktnich prostord, ktery se nékdy muze hodit.
Napi. diive uvedeny vztah mezi kompaktifikacemi a prekompaktnimi uniformitami piejde
na vztah mezi kompaktifikacemi a proximitami. Jak se popiSe proximita piislusnd k dané
kompaktifikaci Y prostoru X? Velice piirozené:

ApB oA NBY £0.
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Proximitni prostory

TVRZENI

Kazdd proximita p na X je vytvorena uniformitou na X.

Dvé uniformity vytvdreji stejnou proximitu pravé kdyz majt stejnou prekompaktni modifikaci.

Zobrazeni f : (X, p) — (Y, q) je proximdlné spojité pravé kdyZ je f : (X,Up) — (Y ,Uq)
stejnomérné spojité.

. Z tvrzeni o oddélovani mnozin funkcemi v prekompaktnich prostorech plyne obdoba Uryso-
nova lemmatu pro proximitni prostory:

7. Uplné a prekompaktni prostory



Proximitni prostory

TVRZENI

Kazdd proximita p na X je vytvorena uniformitou na X.

Dvé uniformity vytvdreji stejnou proximitu pravé kdyZ maji stejnou prekompaktni modifikaci.

Zobrazeni f : (X, p) — (Y, q) je proximdlné spojité pravé kdyZ je f : (X,Up) — (Y,Uq)
stejnomérné spojité.

TVRZENI (Urysonovo lemma pro proximitni prostory)

Necht (X, p) je proximitni prostor a A, B nejsou blizké podmnoZiny. Pak existuje proximdlné spojitd funkce
f : X — [0, 1], kterd md hodnotu 0 na A a hodnotu 1 na B.

7. Uplné a prekompaktni prostory



	Úplne uniformizovatelné prostory
	Usporádání kompaktifikací
	Proximitní prostory

