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6. Uniformni prostory



Baze a subbaze

Zaklad A H Ay 1o
y Uniformné nuldimenzionalni prostory

Stejnomérné spojita zobrazeni

Protoze uniformita je o néco vice nez jen filtr relaci, ma i baze uniformity dalsi vlastnosti.
D) Podle definice je V bdze uniformity &/ na mnoziné X, jestlize ! = {U C X x X;U D
‘ V pro néjaké V' € V}. Je potieba zodpovédét otdzku, kdy je béze filtru relaci na X bézi
né&jaké uniformity. Odpovéd je snadnd a jednoducha (zv143té kdy?Z se bere bdze filtru sloZzena
z reflexivnich a symetrickych relaci).
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TVRZENI (Charakterizace baze uniformity)

Bdze filtru V relact na mnoZiné X je bdzi uniformity pravé kdyz

Zaklady
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Zaklady Uniformné nuldimenzionalni prostory

Stejnomérné spojita zobrazeni

TVRZENI (Charakterizace baze uniformity)

Bdze filtru V relaci na mnoziné X je bdzi uniformity pravé kdy?
m kaZdy prvek z V obsahuje diagondlu;
m kaZdy prvek z V obsahuje V=1 pro néjaké V € V;
B kaZdy prvek z V obsahuje V o V pro néjaké V € V.

Bdze filtru m (vzhledem ke zjemnéni) pokryti mnoziny X je bdzi uniformity prdavé kdyz kazdé pokryti z n
md hvézdovité zjemneéni v ).

) V uniformité vytvorené pseudometrikou d na X, je tedy bdzi kazdd soustava { U} g, kde
’ inf R = 0. VétSinou se bere za R spocetnd posloupnost konvergujici k 0.
Kazd4 baze filtru ekvivalenci na mnozin€ X je bazi uniformity.
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Je vhodné si uvédomit, ze
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TVRZENI (Filtr vzhledem k hvézdovitému zjemnéni)

Vsechna uniformni pokryti dané uniformity tvori filtr vzhledem k hvézdovitému zjemnéni.
Kazdy filtr n pokryti mnoZiny X (vzhledem k hvézdovitému zjemnéni) urcuje jednoznacné uniformitu, kterd md
za uniformni pokryti prdavé prvky z 1.

Zaklady
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TVRZENI (Charakterizace baze uniformity)

Bdze filtru V relaci na mnoziné X je bdzi uniformity pravé kdy?

Zaklady

Uniformni topologie

m kaZdy prvek z V obsahuje diagondlu;
m kaZdy prvek z V obsahuje V=1 pro néjaké V € V;
B kaZdy prvek z V obsahuje V o V pro néjaké V € V.
Bdze filtru m (vzhledem ke zjemnéni) pokryti mnoziny X je bdzi uniformity prdavé kdyz kazdé pokryti z n
md hvézdovité zjemneéni v ).

To znamend, Ze baze uniformnich pokryti jsou pravé béaze filtru vzhledem k hvézdovitému
zjemnéni.
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TVRZENI (Charakterizace baze uniformity)

Bdze filtru V relact na mnoZiné X je bdzi uniformity pravé kdyz
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Uniformni topologie

B kaZdy prvek z V obsahuje diagondlu;
m kazdy prvek z V obsahuje V' pro néjaké V € V;
m kaZdy prvek z V obsahuje V o V pro néjaké V € V.

Bdgze filtru n (vzhledem ke zjemnéni) pokryti mnoZiny X je bdzi uniformity prdavé kdyZ kaZdé pokryti zm
md hvézdovité zjemnéni v .

Je-li pokryti H dvojité hvézdovité zjemnéni pokryti G mnoziny X (tj. H hvézdovité zjemiuje néjaké
hvézdovité zjemnéni pokryti G), je H silné hv&zdovité zjemnéni pokryti G, tj. {stars,(H); H € H} zjemiiuje
g.

Misto hvézdovitych zjemnéni v popisu uniformnich pokryti 1ze tedy brat silnd hvézdovitd zjemnéni.
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s V topologii tvoii kazdy soubor podmnozin subbazi néjaké topologie. V uniformnich pro-
storech odpovidajici situace neplati. Ne kazdy soubor reflexivnich a symetrickych relaci je
subbazi uniformity (samoziejme je subbazi néjakého filtru). Pro jednoduchost formulace vez-
meme rovnou reflexivni a symetrické relace.
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TVRZENI (Subbaze uniformity)

Soustava V reflexivnich a symetrickych relaci na mnoziné X je subbdzi néjaké uniformity pravé kdyZ pro
kaZdé V' €V existuje konec¢ny pocet V1, ..., Vo € Vtak, Ze(\ Vio [\ V; C V.

Zaklady

'
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Subbéze pseudometrizovatelné uniformity je i jeji bazi.
Kazda soustava ekvivalenci na dané mnoZziné je subbaze uniformity.
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Charakterizujte obdobné subbaze uniformnich pokryti (i pro filtry vzhledem k hvézdovitym
zjemnénim).
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Zaklady Uniformné nuldimenzionalni prostory

Stejnomérné spojita zobrazeni

V praxi se vétSinou vyskytuji subbaze V), které maji vlastnost uvedenou v predchozi charak-
terizacipron = 1,t. VoV C V.
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Zaklady Uniformné nuldimenzionalni prostory

Stejnomérné spojita zobrazeni

Na rozdil od topologie, kde prinik topologii (soustav otevienych mnozin) je opét topologie,
prunik uniformit nemusi byt uniformita, neni to obecné ani béze nebo subbdze uniformity,
protoZe tranzitivita mize zmizet.

Supremum mnoziny U/, uniformit na mnoziné X je mnozina vSech relaci, které jsou prvnim
&lenem posloupnosti normélnich relaci leZicich v (| Ua.
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Zaklady

Uniformni topologi

Predchozi postup je velmi Casty v pripadech, kdy je nutné z dané soustavy relaci vybrat
nejvetsi tranzitivni soustavu.
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Zaklady

Soucin uniformnich prostord je, podobné jako soucin topologickych prostord, sice snadno a
elegantné definovany, ale nesnadno a slozité pfedstavitelny pro konkrétni praci.
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Soucin uniformnich prostord (Xa, ) mé za bazi relace
{({Xa}7 {}’a})x (Xazya) € Ua ) 7va S K} )

kde K je kone¢na podmnozina A a U, € Us,.
Pro piipad mocniny (X, U )A chdpané jako mnozina funkci £ : A — X se tato relace vyjadii jako

{(f.8): (f(x). &(x)) € U,,Va € K},

tj., berou se ty dvojice zobrazent, které na kone¢né mnoziné K jsou U-blizké.
—d
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Pomoci uniformnich pokryti se baze soucinu popise takto:
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Vezme se kone¢nd mnozina indexd, napf. {«, 8, v} a pro kazdy tento index se vezme uniformni pokryti
{Gi}1, {H;}s a {Pm}m prostori Xo, X5 a X, resp. Bazové pokryti je pak tvofeno prvky
G; X Hj X Pm X T A\{«,8,}Xa pro libovolnd i € /,j € J,m € M.

2
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Je to tedy soucin uniformnich pokryti kone¢né mnoha prostort ze soucinu vynasobeny zbyt-
kem soucinu.
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Kazda ekvivalence na mnoziné X je trividlné bazi néjaké uniformity. Kazdy soubor ekviva-
lenci na X je tedy subbazi uniformity. Neni zde nutné ovéfovat tranzitivitu souboru. Tyto
prostory jsou specifické a majf vlastni nazev.
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DEFINICE (Uniformné nuldimenzionalni prostory)

Uniformni prostor se nazyva uniformné nuldimenziondlni, jestliZe md subbazi (nebo bdzi) sloZzenou z
ekvivalenci (ekvivalentné, ma subbazi uniformnich pokryti slozenou z disjunktnich pokryti, tedy z rozkladu).
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3

V prikladech jsou uvedeny zakladni priklady uniformné nuldimenziondlnich prostort.
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néjakého uniformné diskrétniho prostoru.
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uniformné diskrétnich prostorii.

Hausdorffitv uniformni prostor je uniformné nuldimenziondini pravé kdyz se dd vnofit do mocniny

Uniformni prostor je uniformné nuldimenziondlni pravé kdyz je slabé vytvoren zobrazenimi do
néjakého uniformné diskrétniho prostoru.

Trida vSech (Hausdorffovych) uniformné nuldimenziondlnich prostorii je dédi¢nd, soucinovd a
uzaviend na soucty.
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néjakého uniformné diskrétniho prostoru.

Trida vSech (Hausdorffovych) uniformné nuldimenziondlnich prostorii je dédi¢nd, soucinovd a

A Hausdorffiiv uniformni prostor je uniformné nuldimenziondini prdvé kdyz se dd vnorit do mocniny
uzaviend na soucty.
6]

Kazdy uniformni prostor je kvocientem nuldimenziondlniho diskrétniho prostoru.
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B B

Trida vSech (Hausdorffovych) uniformné nuldimenziondlnich prostorii je dédi¢nd, soucinovd a
uzaviend na soucty.

Kazdy uniformni prostor je kvocientem nuldimenziondlniho diskrétniho prostoru.

~ o

TFida vSech (Hausdorffovych) uniformné nuldimenziondlnich prostorii je bireflektivni (resp.
epireflektivni) ve tridé vSech uniformnich prostoru. Prislusnd reflekce se nazyvd (Hausdorffova
uniformné nuldimenziondlnich modifikace.

» Dikaz
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Uniformné nuldimenzionalni prostory
Stejnomérné spojita zobrazeni

Je vyhodné znat nékteré jednoduché ale asto pouzitelné véty o stejnomérné spojitosti. Uve-
deme si nékolik z nich.




Zaklad Baze a subbaze
y Uniformné nuldimenzionalni prostory
Stejnomérné spojita zobrazeni

Stejnomérna spojitost pseudometrik

Necht X je uniformni prostor a d je pseudometrika na X.

Uniformita vytvorend pseudometrikou d je hrubsi nez uniformita prostoru X pravé kdyz je zobrazeni
d : X x X — R stejnomérné spojité. Pak se d nazyva stejnomérné spojitd pseudometrika na X.

Uniformni prostory
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Stejnomérna spojitost pseudometrik

Necht X je uniformni prostor a d je pseudometrika na X.

Uniformita vytvorena pseudometrikou d je hrubsi nez uniformita prostoru X pravé kdyz je zobrazeni
d : X x X — R stejnomérné spojité. Pak se d nazyva na X.

Je-li d stejnomérné spojitd na X a A C X, je funkce d(x, A) : X — R stejnom&rné spojitd.
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Stejnomérna spojitost pseudometrik

Necht X je uniformni prostor a d je pseudometrika na X.

Uniformita vytvorena pseudometrikou d je hrubsi nez uniformita prostoru X pravé kdyz je zobrazeni
d : X x X — R stejnomérné spojité. Pak se d nazyva na X.

Je-li d stejnomérné spojitd na X a A C X, je funkce d(x, A) : X — R stejnomérné spojit4.

Nasledujici vlastnost bude pouzita pfi rozSifovani stejnomérné spojitych zobrazeni.
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Stejnomérné spojita zobrazeni

Stejnomérna spojitost pseudometrik

Necht X je uniformni prostor a d je pseudometrika na X.

Uniformita vytvorena pseudometrikou d je hrubsi nez uniformita prostoru X pravé kdyz je zobrazeni
d : X x X — R stejnomérné spojité. Pak se d nazyva na X.

Je-li d stejnomérné spojitd na X a A C X, je funkce d(x, A) : X — R stejnomérné spojit4.

TVRZENI

Je-li spojité zobrazeni X — Y mezi uniformnimi prostory stejnomérné spojité na husté podmnoziné v X, je
stejnomérné spojité na X.




Uniformni topologie

Poznali jsme nékteré topologické vlastnosti, které 1ze vyjadfit pomoci uniformit, napf. pseu-
dometrizovatelnost: Topologicky prostor je pseudometrizovatelny prdavé kdy? je vytvoren uni-
Sformitou se spocetnou uniformni badzi.

jsou samoziejmé mozné jen pro uplné regularni prostory.
Nejdrive nékolik skoro trividlnich pozorovani.

iformni prostory



Uniformni topologie

TVRZENI (Oteviena pokryti a okoli diagonaly)

Necht X je topologicky prostor vytvoreny uniformnim prostorem (X,U).

Soustava starg (x), kde G probihd bdzi uniformnich pokryti prostoru (X ,U), je bdze okoli bodu x € X.
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pokrytim.

Kazdé uniformni okoli diagondly obsahuje oteviené uniformni okoli diagondly a uzaviené uniformni
okoli diagondly.

Je-li F volny filtr na mnoziné X, vytvaii uniformita vytvorend timto filtrem diskrétni topolo-
gii. Toto pozorovani dava napf. ndsledujici dasledky.

TVRZENI (Diskrétni uniformity)

@1

Nekonecny diskrétni prostor X je vytvoren 2 mnoha uniformitami.
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TVRZENI (Diskrétni uniformity)

@1

Nekonecny diskrétni prostor X je vytvoren 2 mnoha uniformitami.

Metrizovatelny diskrétni prostor je vytvdren i nemetrizovatelnymi uniformitami.
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TVRZENI (Oteviena pokryti a okoli diagonaly)

Necht X je topologicky prostor vytvoreny uniformnim prostorem (X,U).

Soustava starg (x), kde G probihd bdzi uniformnich pokryti prostoru (X ,U), je bdze okoli bodu x € X.

Kazdé uniformni pokryti je zjemiiovdno otevienym uniformnim pokrytim, i uzavienym uniformnim
pokrytim.

Kazdé uniformni okoli diagondly obsahuje oteviené uniformni okoli diagondly a uzaviené uniformni
okoli diagondly.

Je-li F volny filtr na mnoziné X, vytvaii uniformita vytvorend timto filtrem diskrétni topolo-
gii. Toto pozorovani dava napf. ndsledujici dasledky.

TVRZENI (Diskrétni uniformity)

@1

Nekonecny diskrétni prostor X je vytvoren 2 mnoha uniformitami.
Metrizovatelny diskrétni prostor je vytvdren i nemetrizovatelnymi uniformitami.

hrubd uniformita na diskrétnim prostoru je vytvorena tzv. Fréchetovym filtrem (doplriky konecnych
mnozin).

6. Uniformni prostory



Uniformni topologie

TVRZENI (Jednoduché topologické vlastnosti)

Uniformni prostor (X,U) je Hausdorffiiv pravé kdyz U = Ax.
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néco vice k nému v poznamkach.
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Uplné reguldrni prostor X je normdlni pravé kdy? soustava viech konecnych otevienych pokryti na X
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Uniformni prostor (X,U) je Hausdorffiiv pravé kdyz U = Ax.
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Pro kazdy uniformni prostor (X,U) je (U ekvivalence na X. Kvocient (X,U) podle této ekvivalence
Jje Hausdorffova modifikace (reflexe) prostoru (X,U).

druhému tvrzeni se vratime v dalsi kapitole. Treti tvrzeni bude probirdno znovu pozdéji (o
néco vice k nému v poznamkach.

TVRZENI (Charakterizace normality)

Uplné reguldrni prostor X je normdlni pravé kdy? soustava viech konecnych otevienych pokryti na X
Jje bdze uniformity na X.

Uplné reguldrni prostor je lokdlné kompaktni pravé kdy? je vytvoren tzv. hrubou uniformitou

Topologicky prostor je parakompaktni prdvé kdyzZ soustava vsech otevienych pokryti na X je bdze
uniformity na X.
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