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Kompaktnost je velmi důležitá a použı́vaná vlastnost, ale ne vždy může jejı́m podmı́nkám
zkoumaný prostor vyhovět. Může se však stát, že se od kompaktnosti lišı́ jen málo a
některé důležité vlastnosti kompaktnosti sdı́lı́. Cı́lem této kapitoly bude naznačit, jaké vhodné
možnosti mohou nastat. Zavedené modifikace kompaktnosti zde nebudou zkoumány do po-
drobnostı́.

Kompaktnost je možné charakterizovat různými způsoby a v každém tomto způsobu je možné
nějak oslabit charakterizujı́cı́ podmı́nky. Pro různé charakterizace se mohou dostat různé po-
jmy.

Kompaktnost znamená, že se z každého otevřeného pokrytı́ dá vybrat konečné podpokrytı́.
Oslabit tuto vlastnost můžeme jednak tı́m, že nebudeme vybı́rat z každého otevřeného
pokrytı́, nebo tı́m, že připustı́me např. i spočetná podpokrytı́. Uvedeme dvě jednoduché
možnosti tohoto oslabenı́ a jednu složitějšı́

Zobecněné kompaktnı́ prostory nemajı́ tak pěkné vlastnosti jako kompaktnı́ prostory a tedy
existuje hodně tvrzenı́, které dávajı́ podmı́nky, při jejichž splněnı́ majı́ zobecněné kompaktnı́
prostory podobné vlastnosti jako kompaktnı́.
Tato mnohotvárnost nemůže být předmětem podrobného studia tohoto textu a bude proto
uvedeno jen několik základnı́ch tvrzenı́ pro některá zobecněnı́.5. Zobecněná kompaktnost
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DEFINICE (Spočetná kompaktnost)

Topologický prostor se nazývá spočetně kompaktnı́, jestliže z každého jeho spočetného otevřeného pokrytı́ lze
vybrat konečné podpokrytı́.

TVRZENÍ (Vlastnosti spočetné kompaktnosti)

1 Prostor je spočetně kompaktnı́ právě když má každá spočetná množina úplný hromadný bod. (Takže
T1-prostor je spočetně kompaktnı́ právě když má každá nekonečná množina hromadný bod.)

2 Spojitý obraz spočetně kompaktnı́ho prostoru je spočetně kompaktnı́. (Tedy každá spojitá reálná funkce
na spočetně kompaktnı́m prostoru nabývá svých extrémů.)

3 Uzavřený podprostor spočetně kompaktnı́ho prostoru je spočetně kompaktnı́.

4 Součin dvou spočetně kompaktnı́ch prostorů nemusı́ být spočetně kompaktnı́.

5 Metrizovatelný prostor je spočetně kompaktnı́ právě když je kompaktnı́.

6 Existujı́ spočetně kompaktnı́ uspořádatelné prostory, které nejsou kompaktnı́.

Důkaz

5. Zobecněná kompaktnost
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právě když je kompaktnı́. Prostor s jednı́m hromadným bodem je spočetně kompaktnı́ právě
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4 Součin dvou spočetně kompaktnı́ch prostorů nemusı́ být spočetně kompaktnı́.

5 Metrizovatelný prostor je spočetně kompaktnı́ právě když je kompaktnı́.

6 Existujı́ spočetně kompaktnı́ uspořádatelné prostory, které nejsou kompaktnı́.

Důkaz

5. Zobecněná kompaktnost
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DEFINICE (Spočetná kompaktnost)

Topologický prostor se nazývá spočetně kompaktnı́, jestliže z každého jeho spočetného otevřeného pokrytı́ lze
vybrat konečné podpokrytı́.

TVRZENÍ (Vlastnosti spočetné kompaktnosti)

1 Prostor je spočetně kompaktnı́ právě když má každá spočetná množina úplný hromadný bod. (Takže
T1-prostor je spočetně kompaktnı́ právě když má každá nekonečná množina hromadný bod.)

2 Spojitý obraz spočetně kompaktnı́ho prostoru je spočetně kompaktnı́. (Tedy každá spojitá reálná funkce
na spočetně kompaktnı́m prostoru nabývá svých extrémů.)

3 Uzavřený podprostor spočetně kompaktnı́ho prostoru je spočetně kompaktnı́.

4 Součin dvou spočetně kompaktnı́ch prostorů nemusı́ být spočetně kompaktnı́.

5 Metrizovatelný prostor je spočetně kompaktnı́ právě když je kompaktnı́.

6 Existujı́ spočetně kompaktnı́ uspořádatelné prostory, které nejsou kompaktnı́.

Důkaz

Největšı́ rozdı́l u spočetně kompaktnı́ch prostorů oproti kompaktnı́m prostorům je v
součinovosti. Existuje však dost tvrzenı́ popisujı́cı́, kdy součin zachovává spočetnou kom-
paktnost. Nejjednoduššı́m takovým přı́padem je situace, kdy jeden ze dvou prostorů je kom-
paktnı́.
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Nynı́ v definici kompaktnosti necháme výběr z libovolného otevřeného pokrytı́, ale
připustı́me většı́ podpokrytı́.

DEFINICE (Lindelöfův prostor)

Řekneme, že topologický prostor je Lindelöfův, jestliže každé jeho otevřené pokrytı́ obsahuje nejvýše
spočetné pokrytı́.

TVRZENÍ (Vlastnosti Lindelöfových prostorů)

1 Topologický prostor je kompaktnı́ právě když je spočetně kompaktnı́ a Lindelöfův.

2 Spojitý obraz Lindelöfova prostoru je Lindelöfův prostor.

3 Uzavřený podprostor Lindelöfova prostoru je Lindelöfův prostor.

4 Součin dvou Lindelöfových prostorů nemusı́ být Lindelöfův prostor.

5 Prostor se spočetnou otevřenou bázı́ je Lindelöfův.

6 Metrizovatelný prostor je Lindelöfův právě když má spočetnou bázi (neboli je separabilnı́).

7 Lindelöfův regulárnı́ prostor je normálnı́.

Důkaz

5. Zobecněná kompaktnost



Zobecnění kompaktnosti
Lokalizace kompaktnosti

Spočetná kompaktnost
Lindelöfovy prostory
Pseudokompaktní prostory
Sekvenčně kompaktní prostory

DEFINICE (Lindelöfův prostor)
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3 Uzavřený podprostor Lindelöfova prostoru je Lindelöfův prostor.

4 Součin dvou Lindelöfových prostorů nemusı́ být Lindelöfův prostor.

5 Prostor se spočetnou otevřenou bázı́ je Lindelöfův.
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spočetné pokrytı́.

Každý spočetný prostor je Lindelöfův. Každý kompaktnı́ prostor je Lindelöfův. Prostor s
jednı́m hromadným bodem vytvořeným filtrem F je kompaktnı́ právě když doplňky množin
z F jsou nejvýše spočetné. Diskrétnı́ prostor je Lindelöfův právě když je spočetný. R je
Lindelöfův.
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5 Prostor se spočetnou otevřenou bázı́ je Lindelöfův.

6 Metrizovatelný prostor je Lindelöfův právě když má spočetnou bázi (neboli je separabilnı́).

7 Lindelöfův regulárnı́ prostor je normálnı́.
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3 Uzavřený podprostor Lindelöfova prostoru je Lindelöfův prostor.

4 Součin dvou Lindelöfových prostorů nemusı́ být Lindelöfův prostor.

5 Prostor se spočetnou otevřenou bázı́ je Lindelöfův.

6 Metrizovatelný prostor je Lindelöfův právě když má spočetnou bázi (neboli je separabilnı́).

7 Lindelöfův regulárnı́ prostor je normálnı́.
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Řekneme, že topologický prostor je Lindelöfův, jestliže každé jeho otevřené pokrytı́ obsahuje nejvýše
spočetné pokrytı́.

TVRZENÍ (Vlastnosti Lindelöfových prostorů)

1 Topologický prostor je kompaktnı́ právě když je spočetně kompaktnı́ a Lindelöfův.

2 Spojitý obraz Lindelöfova prostoru je Lindelöfův prostor.

3 Uzavřený podprostor Lindelöfova prostoru je Lindelöfův prostor.

4 Součin dvou Lindelöfových prostorů nemusı́ být Lindelöfův prostor.
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Řekneme, že topologický prostor je Lindelöfův, jestliže každé jeho otevřené pokrytı́ obsahuje nejvýše
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TVRZENÍ (Vlastnosti Lindelöfových prostorů)

1 Topologický prostor je kompaktnı́ právě když je spočetně kompaktnı́ a Lindelöfův.

2 Spojitý obraz Lindelöfova prostoru je Lindelöfův prostor.

3 Uzavřený podprostor Lindelöfova prostoru je Lindelöfův prostor.

4 Součin dvou Lindelöfových prostorů nemusı́ být Lindelöfův prostor.
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3 Uzavřený podprostor Lindelöfova prostoru je Lindelöfův prostor.

4 Součin dvou Lindelöfových prostorů nemusı́ být Lindelöfův prostor.

5 Prostor se spočetnou otevřenou bázı́ je Lindelöfův.

6 Metrizovatelný prostor je Lindelöfův právě když má spočetnou bázi (neboli je separabilnı́).
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DEFINICE (Lindelöfův prostor)

Řekneme, že topologický prostor je Lindelöfův, jestliže každé jeho otevřené pokrytı́ obsahuje nejvýše
spočetné pokrytı́.

TVRZENÍ (Vlastnosti Lindelöfových prostorů)

1 Topologický prostor je kompaktnı́ právě když je spočetně kompaktnı́ a Lindelöfův.

2 Spojitý obraz Lindelöfova prostoru je Lindelöfův prostor.

3 Uzavřený podprostor Lindelöfova prostoru je Lindelöfův prostor.

4 Součin dvou Lindelöfových prostorů nemusı́ být Lindelöfův prostor.

5 Prostor se spočetnou otevřenou bázı́ je Lindelöfův.

6 Metrizovatelný prostor je Lindelöfův právě když má spočetnou bázi (neboli je separabilnı́).

7 Lindelöfův regulárnı́ prostor je normálnı́.
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DEFINICE (Lindelöfův prostor)

Řekneme, že topologický prostor je Lindelöfův, jestliže každé jeho otevřené pokrytı́ obsahuje nejvýše
spočetné pokrytı́.

TVRZENÍ (Vlastnosti Lindelöfových prostorů)

1 Topologický prostor je kompaktnı́ právě když je spočetně kompaktnı́ a Lindelöfův.

2 Spojitý obraz Lindelöfova prostoru je Lindelöfův prostor.

3 Uzavřený podprostor Lindelöfova prostoru je Lindelöfův prostor.

4 Součin dvou Lindelöfových prostorů nemusı́ být Lindelöfův prostor.

5 Prostor se spočetnou otevřenou bázı́ je Lindelöfův.

6 Metrizovatelný prostor je Lindelöfův právě když má spočetnou bázi (neboli je separabilnı́).
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DEFINICE (Lindelöfův prostor)

Řekneme, že topologický prostor je Lindelöfův, jestliže každé jeho otevřené pokrytı́ obsahuje nejvýše
spočetné pokrytı́.

TVRZENÍ (Vlastnosti Lindelöfových prostorů)

1 Topologický prostor je kompaktnı́ právě když je spočetně kompaktnı́ a Lindelöfův.

2 Spojitý obraz Lindelöfova prostoru je Lindelöfův prostor.

3 Uzavřený podprostor Lindelöfova prostoru je Lindelöfův prostor.

4 Součin dvou Lindelöfových prostorů nemusı́ být Lindelöfův prostor.

5 Prostor se spočetnou otevřenou bázı́ je Lindelöfův.

6 Metrizovatelný prostor je Lindelöfův právě když má spočetnou bázi (neboli je separabilnı́).
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DEFINICE (Lindelöfův prostor)

Řekneme, že topologický prostor je Lindelöfův, jestliže každé jeho otevřené pokrytı́ obsahuje nejvýše
spočetné pokrytı́.

TVRZENÍ (Vlastnosti Lindelöfových prostorů)

1 Topologický prostor je kompaktnı́ právě když je spočetně kompaktnı́ a Lindelöfův.

2 Spojitý obraz Lindelöfova prostoru je Lindelöfův prostor.

3 Uzavřený podprostor Lindelöfova prostoru je Lindelöfův prostor.

4 Součin dvou Lindelöfových prostorů nemusı́ být Lindelöfův prostor.

5 Prostor se spočetnou otevřenou bázı́ je Lindelöfův.

6 Metrizovatelný prostor je Lindelöfův právě když má spočetnou bázi (neboli je separabilnı́).

7 Lindelöfův regulárnı́ prostor je normálnı́.

Důkaz

Jak je vidět z vlastnostı́, Lindelöfovy prostory majı́ sice některé vlastnosti společné s kom-
paktnı́mi, ale jdou trochu jiným směrem. Spojitá reálná funkce na Lindelöfově prostoru ne-
musı́ nabývat svých extrémů, nekonečné množiny nemusı́ mı́t hromadné body.
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Prostory majı́cı́ vlastnost, že každá reálná spojitá funkce na nich nabývá svých extrémů, jsou
důležité pro aplikace. Spočetně kompaktnı́ prostory tuto vlastnost majı́, ale existujı́ prostory
s touto vlastnostı́, které nejsou spočetně kompaktnı́.

DEFINICE (Lokálně konečné soustavy)

Soustava S podmnožin topologického prostoru X se nazývá lokálně konečná (resp. diskrétnı́), jestliže každý
bod z X má okolı́, které protı́ná jen konečně mnoho (resp. nejvýše jednu) množin z S.

DEFINICE (Pseudokompaktní prostory)

Topologický prostor se nazývá pseudokompaktnı́, jestliže každé jeho lokálně konečné pokrytı́ má konečné
podpokrytı́.

TVRZENÍ (Vlastnosti pseudokompaktnı́ch prostorů)

1 Každý spočetně kompaktnı́ prostor je pseudokompaktnı́.

2 Spojitý obraz pseudokompaktnı́ho prostoru je pseudokompaktnı́.

3 Uzavřený podprostor pseudokompaktnı́ho prostoru nemusı́ být pseudokompaktnı́.

4 Součin dvou pseudokompaktnı́ch prostorů nemusı́ být pseudokompaktnı́.

5 Metrizovatelný prostor je pseudokompaktnı́ právě když je kompaktnı́.

6 Pseudokompaktnı́ normálnı́ prostor je spočetně kompaktnı́.

Důkaz

⇒⇒⇒
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Prostory majı́cı́ vlastnost, že každá reálná spojitá funkce na nich nabývá svých extrémů, jsou
důležité pro aplikace. Spočetně kompaktnı́ prostory tuto vlastnost majı́, ale existujı́ prostory
s touto vlastnostı́, které nejsou spočetně kompaktnı́.

Uvedenou vlastnost má topologický prostor právě když ji má jeho úplně regulárnı́ modifi-
kace. Je tedy vhodné najı́t jinou charakterizaci, která v úplně regulárnı́ch prostorech dá tuto
vlastnost, ale může být odlišná v prostorech majı́cı́ch tutéž úplně regulárnı́ modifikaci.

DEFINICE (Lokálně konečné soustavy)

Soustava S podmnožin topologického prostoru X se nazývá lokálně konečná (resp. diskrétnı́), jestliže každý
bod z X má okolı́, které protı́ná jen konečně mnoho (resp. nejvýše jednu) množin z S.

DEFINICE (Pseudokompaktní prostory)

Topologický prostor se nazývá pseudokompaktnı́, jestliže každé jeho lokálně konečné pokrytı́ má konečné
podpokrytı́.

TVRZENÍ (Vlastnosti pseudokompaktnı́ch prostorů)

1 Každý spočetně kompaktnı́ prostor je pseudokompaktnı́.

2 Spojitý obraz pseudokompaktnı́ho prostoru je pseudokompaktnı́.

3 Uzavřený podprostor pseudokompaktnı́ho prostoru nemusı́ být pseudokompaktnı́.

4 Součin dvou pseudokompaktnı́ch prostorů nemusı́ být pseudokompaktnı́.

5 Metrizovatelný prostor je pseudokompaktnı́ právě když je kompaktnı́.

6 Pseudokompaktnı́ normálnı́ prostor je spočetně kompaktnı́.

Důkaz
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Budeme vybı́rat konečná podpokrytı́, tentokrát z jiného systému otevřených pokrytı́. Nejdřı́ve
budeme definovat velmi důležitý pojem pro soustavy množin.

DEFINICE (Lokálně konečné soustavy)

Soustava S podmnožin topologického prostoru X se nazývá lokálně konečná (resp. diskrétnı́), jestliže každý
bod z X má okolı́, které protı́ná jen konečně mnoho (resp. nejvýše jednu) množin z S.

DEFINICE (Pseudokompaktní prostory)

Topologický prostor se nazývá pseudokompaktnı́, jestliže každé jeho lokálně konečné pokrytı́ má konečné
podpokrytı́.

TVRZENÍ (Vlastnosti pseudokompaktnı́ch prostorů)

1 Každý spočetně kompaktnı́ prostor je pseudokompaktnı́.

2 Spojitý obraz pseudokompaktnı́ho prostoru je pseudokompaktnı́.

3 Uzavřený podprostor pseudokompaktnı́ho prostoru nemusı́ být pseudokompaktnı́.

4 Součin dvou pseudokompaktnı́ch prostorů nemusı́ být pseudokompaktnı́.

5 Metrizovatelný prostor je pseudokompaktnı́ právě když je kompaktnı́.

6 Pseudokompaktnı́ normálnı́ prostor je spočetně kompaktnı́.

Důkaz
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Soustava S podmnožin topologického prostoru X se nazývá lokálně konečná (resp. diskrétnı́), jestliže každý
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4 Součin dvou pseudokompaktnı́ch prostorů nemusı́ být pseudokompaktnı́.

5 Metrizovatelný prostor je pseudokompaktnı́ právě když je kompaktnı́.
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podpokrytı́.
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4 Součin dvou pseudokompaktnı́ch prostorů nemusı́ být pseudokompaktnı́.
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Jako je Lindelöfova vlastnost doplněk spočetné kompaktnosti ve smyslu, že obě vlastnosti
dohromady dávajı́ kompaktnost, doplňujı́cı́ vlastnost pro pseudokompaktnost by byla, že z
každého otevřeného pokrytı́ lze vybrat lokálně konečné podpokrytı́.
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Jako je Lindelöfova vlastnost doplněk spočetné kompaktnosti ve smyslu, že obě vlastnosti
dohromady dávajı́ kompaktnost, doplňujı́cı́ vlastnost pro pseudokompaktnost by byla, že z
každého otevřeného pokrytı́ lze vybrat lokálně konečné podpokrytı́.

To však nenı́ přı́liš vhodná vlastnost a tak se vycházı́ z ekvivalentnı́ definice pseudokompakt-
nosti, totiž že každé lokálně konečné pokrytı́ má konečné zjemněnı́. Doplňujı́cı́ vlastnost, tzv.
parakompaktnost, řı́ká, že každé otevřené pokrytı́ má lokálně konečné zjemněnı́. Tato důležitá
vlastnost bude probı́rána v 10.kapitole. Zřejmě je topologický prostor kompaktnı́ právě když
je pseudokompaktnı́ a parakompaktnı́.
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Metrizovatelné prostory jsou kompaktnı́ právě když jsou spočetně kompaktnı́, což znamená,
že každá posloupnost má hromadný bod. Protože v metrizovatelných prostorech ke každému
hromadnému bodu posloupnosti konverguje nějaká podposloupnost, je metrizovatelný prostor
kompaktnı́ právě když má každá jeho posloupnost konvergentnı́ podposloupnost. To je silná
vlastnost, kterou lze vzı́t za základ dalšı́ho zobecněnı́ kompaktnosti.

DEFINICE (Sekvenčně kompaktní prostor)

Topologický prostor se nazývá sekvenčně kompaktnı́, jestliže každá jeho posloupnost má konvergentnı́
podposloupnost.

TVRZENÍ (Vlastnosti sekvenčně kompaktnı́ch prostorů)

1 Sekvenčně kompaktnı́ prostor je spočetně kompaktnı́. Opak platı́ pro prostory majı́cı́ spočetné báze
okolı́.

2 Spojitý obraz sekvenčně kompaktnı́ho prostoru je sekvenčně kompaktnı́.

3 Uzavřený podprostor sekvenčně kompaktnı́ho prostoru je sekvenčně kompaktnı́.

4 Součin nejvýše spočetně mnoha sekvenčně kompaktnı́ch prostorů je sekvenčně kompaktnı́ (to nemusı́
platit pro nespočetný součin).

5 Metrizovatelný prostor je sekvenčně kompaktnı́ právě když je kompaktnı́.

Důkaz
5. Zobecněná kompaktnost



Zobecnění kompaktnosti
Lokalizace kompaktnosti

Spočetná kompaktnost
Lindelöfovy prostory
Pseudokompaktní prostory
Sekvenčně kompaktní prostory

DEFINICE (Sekvenčně kompaktní prostor)
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podposloupnost.

Diskrétnı́ prostor je sekvenčně kompaktnı́ právě když je konečný. Indiskrétnı́ prostor je sek-
venčně kompaktnı́, stejně tak hrubý T1-prostor, prostory ω1, ω1+1. Prostor βN je kompaktnı́
a nenı́ sekvenčně kompaktnı́.
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platit pro nespočetný součin).
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DEFINICE (Sekvenčně kompaktní prostor)

Topologický prostor se nazývá sekvenčně kompaktnı́, jestliže každá jeho posloupnost má konvergentnı́
podposloupnost.
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Důkaz

5. Zobecněná kompaktnost



Zobecnění kompaktnosti
Lokalizace kompaktnosti

Spočetná kompaktnost
Lindelöfovy prostory
Pseudokompaktní prostory
Sekvenčně kompaktní prostory

DEFINICE (Sekvenčně kompaktní prostor)
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okolı́.
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okolı́.
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Pokud prostor nenı́ kompaktnı́, ale má hodně kompaktnı́ch podmnožin, mohou se některé
vlastnosti kompaktnosti také využı́t. Co však znamená ono slovo ,,hodně”?
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nejvhodnějšı́ je, že všechna vnořenı́ kompaktnı́ch podmnožin silně vytvářejı́ danou topologii
(to je samozřejmě totéž, jako že daný prostor je silně vytvořen zobrazenı́mi z kompaktnı́ch
prostorů (neboli je prvkem koreflektivnı́ho obalu třı́dy všech kompaktnı́ch prostorů).
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pro vytvářenı́ jen uzavřené kompaktnı́ podprostory.
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kompaktnı́ch množin.

TVRZENÍ (Vlastnosti lokálně kompaktnı́ch prostorů)

1 Třı́da lokálně kompaktnı́ch prostorů je uzavřená na uzavřené a otevřené podprostory, součty a konečné
součiny, nikoli na nekonečné součiny. Kvocienty nezachovávajı́ lokálnı́ kompaktnost.

2 Lokálně kompaktnı́ T2 prostory jsou úplně regulárnı́.

3 T3 1
2

-prostor je lokálně kompaktnı́ právě když jeho jednobodová kompaktifikace je Hausdorffova.

4 Hausdorffův prostor je lokálně kompaktnı́ právě když má každý bod kompaktnı́ okolı́.

5 T3 1
2

-prostor je lokálně kompaktnı́ právě když je otevřený v každé (nebo nějaké) Hausdorffově
kompaktifikaci.

Důkaz
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kompaktifikaci.

Důkaz

5. Zobecněná kompaktnost



Zobecnění kompaktnosti
Lokalizace kompaktnosti Lokálně kompaktní prostory

DEFINICE (Lokálně kompaktní prostory)
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kompaktifikaci.

Důkaz

5. Zobecněná kompaktnost



Zobecnění kompaktnosti
Lokalizace kompaktnosti Lokálně kompaktní prostory

DEFINICE (Lokálně kompaktní prostory)
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2 Lokálně kompaktnı́ T2 prostory jsou úplně regulárnı́.
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