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5. Zobecnéna kompaktnost



TVRZENI (Vlastnosti spocetné kompaktnosti)

Prostor je spocetné kompaktni prdavé kdy? md kazdd spocetnd mnoZina viplny
hromadny bod. (Takze T1-prostor je spocetné kompaktni prdavé kdyz md kaZdd
nekonecnd mnoZina hromadny bod. )

Spojity obraz spocetné kompaktniho prostoru je spocetné kompaktni. (Tedy kazdd
spojitd redlnd funkce na spocetné kompaktnim prostoru nabyvd svych extrénui.)

Uzavreny podprostor spocetné kompaktniho prostoru je spocetné kompakitni.

B Soucin dvou spocetné kompaktnich prostorii nemusi byt spocetné kompaktni.

Metrizovatelny prostor je spocetné kompaktni prdaveé kdy? je kompaktni.

@ Existuji spocetné kompaktni usporddatelné prostory, které nejsou kompaktni.
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Druhé a tteti tvrzeni jsou jednoduché, priklad pro Ctvrté tvrzeni je uveden v piikladech,
Sesté tvrzeni je doloZeno prostorem wy .

Dokazme prvni tvrzeni. Je-1i X spocetné kompaktni a S C X spocetnd, kterd nema
uplny hromadny bod, ma kazdy bod x € X oteviené okoli U, obsahujici jen konecné
mnoho bodti z S. Pro kone¢nou podmnoZzinu K C S definujme

Gk = U{Ux; Ux U S = K}. Pak Gk tvori spocetné oteviené pokryti X a md tedy
konecné podpokryti. Nyni se jiZ snadno odvodi spor.

Nechi nyni ma kazd4 spocetnd podmnozina X hromadny bod a {G,} je spocetné
oteviené pokryti mnoziny X. Jestlize pro kazdé n existuje

xp € X\ U{Gi;i =1,...,n — 1}, pak mnozina vSech bodu x, je nekone¢nd a ma tedy
Uplny hromadny bod x, naprt. x € Gi. Pak ale G obsahuje nekone¢né mnoho bodu x, a
tedy i bod s indexem n > k, coZ je spor s vybérem bodu x;,.

Paté tvrzeni vyplyva z tvrzeni, Ze spocetné kompaktni metrizovatelny prostor je
separabilni (jinak by mél nespocetnou uzavienou diskrétni podmnozinu) a tedy ma
spocetnou otevienou bazi. Proto 1ze z kazdého otevieného pokryti vybrat spocetné
podpokryti a tedy i konecné. O
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TVRZENI (Vlastnosti Lindelofovych prostori)

Topologicky prostor je kompaktni prdaveé kdy? je spocetné kompakini a Lindeldfiiv.
Spojity obraz Lindelofova prostoru je Lindeldfitv prostor.

Uzavreny podprostor Lindeldfova prostoru je Lindeldfitv prostor.

B Soucin dvou Lindeldfovych prostorii nemusi byt Lindeldfitv prostor.

Prostor se spocetnou otevienou bazi je Lindelofiiv.

[@ Metrizovatelny prostor je Lindeldfitv pravé kdyz md spocetnou bdzi (neboli je
separabilni).

Lindelofitv reguldrni prostor je normdlni.
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Prvni tii tvrzeni jsou jednoduchd, stejné tak tvrzeni paté a Sesté. Piiklad dokazujici
Ctvrté tvrzeni je uveden v Piikladech. Zbyvd dokazat posledni tvrzeni. Nechi A, B jsou
disjunktni uzaviené podmnoziny Lindelofova regularniho prostoru X. Pro a € A
existuje jeho oteviené okoli U,, jehoz uzavér je disjunktni s B (regularita). Z tohoto
pokryti mnoZiny A vybereme spocetné U, . Stenym postupem dostaneme spocetné
oteviené pokryti Vj,, mnoZiny B s vlastnosti Vi, N A = (). MnoZiny

Un(Uan \ Uk<n Vba)s Un(Vb, \ Ur<,, Ua,) jsou oteviené, disjunkin{ a oddéluji

A, B. OJ
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Druhé tvrzeni je jednoduché, paté tvrzeni plyne z posledniho a tfeti a Ctvrté tvrzeni je
dolozZeno priklady. Dikaz prvniho tvrzeni vyplyva z vlastnosti, ze kazdy lokalné
kone¢né soubor spocetné kompaktniho prostoru X je kone¢ny: je-li {P,} spocetny
lokdln& koneény soubor neprézdnych mnoZin v X, pak {X \ U, >, Pn}« je spocetné
oteviené pokryti X neobsahujici kone¢né podpokryti.
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Ptiklady pro tfeti a ¢tvrté tvrzeni jsou uvedena v prikladech. Ostatni tvrzeni jsou
jednoducha. O
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TVRZENI (Vlastnosti lokalné kompaktnich prostorii)

Trida lokdlné kompaktnich prostorii je uzaviend na uzaviené a oteviené
podprostory, soucty a konecné souciny, nikoli na nekonecné souciny. Kvocienty
nezachovavajt lokdlni kompaktnost.

Lokdlné kompaktni T prostory jsou uplné reguldrni.

T; 1-prostor Jje lokdlné kompaktni prdvée kdyZ jeho jednobodovd kompaktifikace je
Hausdorffova.

A Hausdorffitv prostor je lokdlné kompaktni prdavé kdyz md kaZdy bod kompaktni
okoli.

T; 1 -prostor je lokdlné kompaktni prdavé kdy? je otevieny v kaZdé (nebo néjaké)
Hausdorffové kompaktifikaci.
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Uvedena dédi¢nost a souctovost lokdlné kompaktnich prostor je trividlni, kone¢na
soucinovost plyne z Tichonovovy véty o soucinech. Zbyld dvé tvrzeni vyplyvaji z
prikladi. Druhé tvrzeni je disledkem skute¢nosti, Ze jednobodova kompaktifikace
Hausdorffova lokdlné kompaktniho prostoru je Hausdorffiv kompaktni prostor. Odtud

plyne i jedna cast tfetiho tvrzeni; zbyvajici ¢ast plyne z oteviené dédi¢nosti lokalni
kompaktnosti. Zbyvajici tvrzeni jsou jednoducha. ]
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