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4. Kompaktnost



Pokryti

Kompaktni prostory

Vlastnosti kompaktnich prostorii
Vlastnosti kompaktnich T>-prostorii

Kompaktni prostor

V definici normélnich prostoru se pouzivaji disjunktni uzaviené mnoziny. Uzaviené mnoziny
maji neprazdny prinik pravé kdyz jejich dopliiky tvoii tzv. oteviené pokryti celého prostoru,
tj. jejich sjednocent je cely prostor. Pozdé&ji se dostaneme k vyjadfeni normality pomoci ta-
kovychto otevienych soustav. Nyni se podivime na jinou tfidu prostort, ktera patii k t€ém
nejdulezitéjsim.




Pokryti

Kompaktni prostory

Vlastnosti kompaktnich prostorii
Vlastnosti kompaktnich T>-prostorii

Kompaktni prostor

V definici normélnich prostoru se pouzivaji disjunktni uzaviené mnoziny. Uzaviené mnoziny
maji neprazdny prinik pravé kdyz jejich dopliiky tvoii tzv. oteviené pokryti celého prostoru,
tj. jejich sjednocent je cely prostor. Pozdé&ji se dostaneme k vyjadfeni normality pomoci ta-
kovychto otevienych soustav. Nyni se podivime na jinou tfidu prostort, ktera patii k t€ém
nejdulezitéjsim.

Nejdfive vSak pfesné zadefinujeme pomocné pojmy.




Pokryti

Kompaktni prostory

Vlastnosti kompaktnich prostorii
Vlastnosti kompaktnich T>-prostorii

Kompaktni prostor

DEFINICE (Pokryt)

Soustava S podmnoZin mnoZiny X se nazyva pokryti, jestlize | J S = X.
Je-li X topologicky prostor a v§echny prvky z pokryti S jsou oteviené (resp. uzaviené) mnoziny, nazyva se S
oteviené pokryti (resp. uzaviené pokryti).

Kompaktnost



Pokryti

Kompakini prostor Kompaktni prostory

Vlastnosti kompaktnich prostorii
Vlastnosti kompaktnich T>-prostorii

Je zfejmé, jak se definuje napf. obojetné pokryti nebo pokryti mnoZzinami jinych vlastnosti.




Pokryti

Kompakini prostor Kompaktni prostory

Vlastnosti kompaktnich prostorii
Vlastnosti kompaktnich T>-prostorii

Soustava {(n, n + 2); n € Z} je oteviené pokryti R, soustava {(n, n 4+ 1); n € Z} neni otevfené pokryti R
(ale {[n, n + 1]; n € Z} je uzavfené pokryti R).

4. Kompaktnost



Pokryti

Kompakini prostor Kompaktni prostory

Vlastnosti kompaktnich prostorii

Vlastnosti kompaktnich T>-prostorii

Pro pokryti nebo soustavy mnozin existuje hodné dalSich pojmu a vztaha. Nékteré uvedeme
pozdéji, nyni zadefinujeme vztah mezi soustavami.




Pokryti

Kompaktni prostor Kompaktni prostory

Vlastnosti kompaktnich prostorii
Vlastnosti kompaktnich T>-prostorii

DEFINICE (Zjemnéni pokryti)

Soustava mnoZin S se nazyva jemné&jsi neZ soustava mnozin 7, jestlize | J S = |J S a kazdd mnoZina z S je
obsazena v néjaké mnozing z 7. Potom 7 je hrubsi nez S.




Pokryti

Kompakini prostor Kompaktni prostory

Kompaktifikace
Prost funkci

Vlastnosti kompaktnich prostorii
Vlastnosti kompaktnich T>-prostorii

Misto S je jemné&jsi nez 7 se Casto fikd, ze S zjemiiuje 7 .




Pokryti
Kompaktni prostory

Vlastnosti kompaktnich prostorii
Vlastnosti kompaktnich T>-prostorii

Soustava {(n, n+1); n € Z} zjemiiuje pokryti {(n, n+2); n € Z}. Soustava jednobodovych
podmnozin mnoziny X zjemiiuje kazdé pokryti X.




Pokryti
Kompaktni prostory
Vlastnosti kompaktnich prostorii

Kompaktni prostor

Vlastnosti kompaktnich T>-prostorii

Kompaktni prostory lze definovat mnoha zpusoby. Nasledujici definice patii mezi ty nejob-
vyklejsi, protoZe je z ni vidét vlastnost, kterd v jistém smyslu nahrazuje kone¢nost mnozin.




Pokryti
Kompaktni prostory

Kompaktni prostor

Vlastnosti kompaktnich prostorii
Vlastnosti kompaktnich T>-prostorii

Kompaktni prostory lze definovat mnoha zpusoby. Nasledujici definice patii mezi ty nejob-
vyklejsi, protoZe je z ni vidét vlastnost, kterd v jistém smyslu nahrazuje kone¢nost mnozin.

© Casto se v definici kompaktniho prostoru poZaduje, aby prostor byl Hausdorffiv. To bylo
opodstatnéné dfive pii hlavnim pouziti topologie v geometrii a v analyze. Nyni se topologie
hodné pouzivd i v teoretické informatice a tam pouzivané prostory nebyvaji Hausdorffovy.

4. Kompaktnost



p Pokryti
Kompakini prostor Kompaktni prostory
Vlastnosti kompaktnich prostorii
Vlastnosti kompaktnich T>-prostorii

DEFINICE (Kompaktni prostor)
Rekneme, Ze topologicky prostor je kompaktni, jestliZe kazdé jeho oteviené pokryti obsahuje konetné pokryti.

Kompaktnost



Pokryti

Kompaktni prostory

Vlastnosti kompaktnich prostorii
Vlastnosti kompaktnich T>-prostorii

Kompaktni prostor

DEFINICE (Kompaktni prostor)

Rekneme, Ze topologicky prostor je kompaktni, jestliZe kazdé jeho oteviené pokryti obsahuje konetné pokryti.

Kazdy kone¢ny prostor je kompaktni. Kazdy indiskrétni prostor je kompaktni. Kazdy hruby T -prostor je
kompaktni. Prostor s jednim hromadnym bodem vytvofenym filtrem F je kompaktni pravé kdyZ dopliiky
mnoZin z F jsou kone&né. Diskrétni prostor je kompaktni pravé kdyZ je koneény. R neni kompaktni, [0, 1] je
kompaktni.

4. Kompaktnost



p Pokryti
Kompakini prostor Kompaktni prostory
Vlastnosti kompaktnich prostorii
Vlastnosti kompaktnich T>-prostorii

DEFINICE (Kompaktni prostor)

Rekneme, Ze topologicky prostor je kompaktni, jestliZe kazdé jeho oteviené pokryti obsahuje konetné pokryti.

5 Ne vzdy je uvedena definice kompaktnosti vhodnd. K nékterym postuptim se hodi jiné charak-
terizace kompaktnosti. Prvni z nich dale uvedené jsou jen ptrepisem definice pomoci dopliiku,
i ty vSak byvaji velmi vhodné k pouziti. Dalsi charakterizace jsou jizZ jiného druhu.

4. Kompaktnost



p Pokryti
Kompaktni prostor el presieny
Vlastnosti kompaktnich prostorii
Vlastnosti kompaktnich T>-prostorii

DEFINICE (Kompaktni prostor)

Rekneme, Ze topologicky prostor je kompaktni, jestliZe kazdé jeho oteviené pokryti obsahuje konetné pokryti.

TVRZENI (Charakterizace kompaktnich prostori)

Ndsledujici vlastnosti topologického prostoru X jsou ekvivalentni.

X je kompaktni.

4. Kompaktnost



p Pokryti
Kompaktni prostor el presieny
Vlastnosti kompaktnich prostorii
Vlastnosti kompaktnich T>-prostorii

DEFINICE (Kompaktni prostor)

Rekneme, Ze topologicky prostor je kompaktni, jestliZe kazdé jeho oteviené pokryti obsahuje konetné pokryti.

TVRZENI (Charakterizace kompaktnich prostori)

Ndsledujici vlastnosti topologického prostoru X jsou ekvivalentni.

X je kompaktni.
Kazdy filtr v X s bazi sloZenou 7 uzavienych mnoZin md neprdzdny priinik.

4. Kompaktnost



p Pokryti
Kompakini prostor Kompaktni prostory
Vlastnosti kompaktnich prostorii
Vlastnosti kompaktnich T>-prostorii

DEFINICE (Kompaktni prostor)

Rekneme, Ze topologicky prostor je kompaktni, jestliZe kazdé jeho oteviené pokryti obsahuje konetné pokryti.

TVRZENI (Charakterizace kompaktnich prostori)

Ndsledujici vlastnosti topologického prostoru X jsou ekvivalentni.

X je kompaktni.

Kazdy filtr v X s bdzi sloZenou z uzavienych mnoZin md neprdzdny prinik.

KaZdy filtr v X md hromadny bod.

4. Kompaktnost



Pokryti

Kompaktni prostory

Vlastnosti kompaktnich prostorii
Vlastnosti kompaktnich T>-prostorii

Kompaktni prostor

DEFINICE (Kompaktni prostor)

Rekneme, Ze topologicky prostor je kompaktni, jestliZe kazdé jeho oteviené pokryti obsahuje konetné pokryti.

TVRZENI (Charakterizace kompaktnich prostori)

Ndsledujici vlastnosti topologického prostoru X jsou ekvivalentni.
X je kompaktni.
Kazdy filtr v X s bdzi sloZenou z uzavienych mnoZin md neprdzdny prinik.
KaZzdy filtr v X md hromadny bod.

KaZdy ultrafiltr v X konverguje.

4. Kompaktnost



Pokryti

Kompaktni prostory

Vlastnosti kompaktnich prostorii
Vlastnosti kompaktnich T>-prostorii

Kompaktni prostor

DEFINICE (Kompaktni prostor)

Rekneme, Ze topologicky prostor je kompaktni, jestliZe kazdé jeho oteviené pokryti obsahuje konetné pokryti.

TVRZENI (Charakterizace kompaktnich prostori)

Ndsledujici vlastnosti topologického prostoru X jsou ekvivalentni.
X je kompaktni.
Kazdy filtr v X s bdzi sloZenou z uzavienych mnoZin md neprdzdny prinik.
KaZzdy filtr v X md hromadny bod.
Kazdy ultrafiltr v X konverguje.

Kazdy usmérnény soubor v X md hromadny bod.

» Ditkaz

4. Kompaktnost



Pokryti

Kompaktni prostory

Vlastnosti kompaktnich prostorii
Vlastnosti kompaktnich T>-prostorii

Kompaktni prostor

DEFINICE (Kompaktni prostor)

Rekneme, Ze topologicky prostor je kompaktni, jestliZe kazdé jeho oteviené pokryti obsahuje konetné pokryti.

TVRZENI (Charakterizace kompaktnich prostori)

Ndsledujici vlastnosti topologického prostoru X jsou ekvivalentni.
X je kompaktni.
Kazdy filtr v X s bdzi sloZenou z uzavienych mnoZin md neprdzdny prinik.
KaZzdy filtr v X md hromadny bod.
Kazdy ultrafiltr v X konverguje.

Kazdy usmérnény soubor v X md hromadny bod.

Ve cvicenich jsou uvedeny nékteré dalsi charakterizace kompaktnosti.

4. Kompak



Kompaktni prostor

lastnosti kompaktnich prostort)

Pokryti

Kompaktni prostory

Vlastnosti kompaktnich prostorii
Vlastnosti kompaktnich T>-prostorii

Kazdy spojity obraz kompaktniho prostoru je kompaktni prostor.




p Pokryti
Kompakini prostor Kompaktni prostory
Vlastnosti kompaktnich prostorii
Vlastnosti kompaktnich T>-prostorii

aktnich prostort)

Kazdy spojity obraz kompaktniho prostoru je kompaktni prostor.

Kompaktnost nent zachovdvdna ani podprostory ani jemnéjsimi topologiemi.




p Pokryti
Kompakini prostor Kompaktni prostory
Vlastnosti kompaktnich prostorii
Vlastnosti kompaktnich T>-prostorii

aktnich prostort)

Kazdy spojity obraz kompaktniho prostoru je kompaktni prostor.
Kompaktnost neni zachovdvdna ani podprostory ani jemnéjsimi topologiemi.

Je-li Y kompaktni prostor, pak projekce X X Y — X je uzaviené zobrazeni pro kaZdy prostor X.




Pokryti

Kompaktni prostory

Vlastnosti kompaktnich prostorii
Vlastnosti kompaktnich T>-prostorii

Kompaktni prostor

aktnich prostort)

Kazdy spojity obraz kompaktniho prostoru je kompaktni prostor.

Kompaktnost neni zachovdvdna ani podprostory ani jemnéjsimi topologiemi.

Je-li Y kompakini prostor, pak projekce X X Y — X je uzaviené zobrazeni pro kaZdy prostor X.
B Kazdd kompakini podmnoZina reguldrniho prostoru X md bdzi okoli v X sloZenou z uzavienych

mnoZin. Specidlné, kompaktni reguldrni prostor je normdlni.




Pokryti

Kompaktni prostory

Vlastnosti kompaktnich prostorii
Vlastnosti kompaktnich T>-prostorii

Kompaktni prostor

Kazdy spojity obraz kompaktniho prostoru je kompaktni prostor.
Kompaktnost neni zachovdvdna ani podprostory ani jemnéjsimi topologiemi.
Je-li Y kompakini prostor, pak projekce X X Y — X je uzaviené zobrazeni pro kaZdy prostor X.

Kazdd kompakini podmnoZina reguldrniho prostoru X md bdzi okoli v X sloZenou z uzavienych
mnozin. Specidlné, kompaktni reguldrni prostor je normdlni.

Trida vSech kompaktnich prostorii je uzaviend na souciny, uzaviené podprostory a konecné soucty.

» Dikaz




Pokryti

Kompaktni prostory

Vlastnosti kompaktnich prostorii
Vlastnosti kompaktnich T>-prostorii

Kompaktni prostor

Kazdy spojity obraz kompaktniho prostoru je kompaktni prostor.
Kompaktnost neni zachovdvdna ani podprostory ani jemnéjsimi topologiemi.
Je-li Y kompakini prostor, pak projekce X X Y — X je uzaviené zobrazeni pro kaZdy prostor X.

Kazdd kompakini podmnoZina reguldrniho prostoru X md bdzi okoli v X sloZenou z uzavienych
mnozin. Specidlné, kompaktni reguldrni prostor je normdlni.

Trida vsech kompaktnich prostorii je uzaviend na souciny, uzaviené podprostory a konecné soucty.

Tvrzeni, ze soudin kompaktnich prostort je kompaktni prostor, se nazyva Tichonovova
véta. Uvedené vlastnosti nepozaduji Zadné oddélovaci axiomy. Radu dalSich hezkych vlast-
nosti dostaneme pro Hausdorffovy kompaktni prostory (pro kompaktni To nebo Ty -prostory

zadné dalSi vyznacnéjsi vlastnosti uz neziskame).




p Pokryti
Kompakini prostor Kompaktni prostory
Vlastnosti kompaktnich prostorii
Vlastnosti kompaktnich Tx-prostoril

lastnosti kompaktnich T>-prostori

Kazdy kompaktni podprostor Ta-prostoru je v ném uzavieny.




p Pokryti
Kompakini prostor Kompaktni prostory
Vlastnosti kompaktnich prostorii
Vlastnosti kompaktnich Tx-prostoril

aktnich To-prostoru

Kazdy kompaktni podprostor Ta-prostoru je v ném uzavrieny.

Prosté spojité zobrazeni kompaktniho prostoru do Ta-prostoru je vnoreni.




p Pokryti
Kompakini prostor Kompaktni prostory
Vlastnosti kompaktnich prostorii
Vlastnosti kompaktnich Tx-prostoril

aktnich To-prostoru

Kazdy kompaktni podprostor Ta-prostoru je v ném uzavrieny.
Prosté spojité zobrazeni kompaktniho prostoru do Ta-prostoru je vnoreni.

Spojité zobrazeni kompaktniho prostoru do Ta-prostoru je uzaviené.




Pokryti

Kompaktni prostory

Vlastnosti kompaktnich prostorii
Vlastnosti kompaktnich Tx-prostoril

Kompaktni prostor

aktnich T-prostori)

Kazdy kompaktni podprostor Ta-prostoru je v ném uzavrieny.
Prosté spojité zobrazeni kompaktniho prostoru do Ta-prostoru je vnoreni.
Spojité zobrazeni kompaktniho prostoru do T2-prostoru je uzaviené.

B8 Kompakmi Ta-prostor je reguldrni (a tedy normdini).




Pokryti

Kompaktni prostory

Vlastnosti kompaktnich prostorii
Vlastnosti kompaktnich Tx-prostoril

Kompaktni prostor

aktnich T-prostori)

Kazdy kompaktni podprostor Ta-prostoru je v ném uzavrieny.

Prosté spojité zobrazeni kompaktniho prostoru do Ta-prostoru je vnoreni.
Spojité zobrazeni kompaktniho prostoru do T2-prostoru je uzaviené.
Kompakinit Ta-prostor je reguldrni (a tedy normdlni).

Trida vSech kompaktnich Ta-prostorii je epireflektivni v kategorii Hausdorffovych prostorii. (Prislusnd
reflekce prostoru X se nazyvd jeho Cechovou—Stoneovou kompaktifikaci a znaci se 3X.)

» Ditkaz




Pokryti

Kompaktni prostory

Vlastnosti kompaktnich prostorii
Vlastnosti kompaktnich Tx-prostoril

Kompaktni prostor

aktnich T-prostori)

Kazdy kompaktni podprostor Ta-prostoru je v ném uzavrieny.

Prosté spojité zobrazeni kompaktniho prostoru do Ta-prostoru je vnoreni.

Spojité zobrazeni kompaktniho prostoru do T2-prostoru je uzaviené.

Kompakinit Ta-prostor je reguldrni (a tedy normdlni).

Trida vsech kompaktnich To-prostorii je v kategorii Hausdorffovych prostori. (Prislusnd
reflekce prostoru X se nazyvd jeho a znaci se BX.)

Posledné uvedena reflekce je velmi dulezitd (coz lze usoudit i z toho, Ze ma jméno po svych
objevitelich), a proto ji vénujeme vétsi pozornost. Patfi mezi §irsi tiidu tzv. kompaktifikaci a
ma mezi nimi vyznacné postaveni.




Pokryti

Kompaktni prostory

Vlastnosti kompaktnich prostorii
Vlastnosti kompaktnich Tx-prostoril

Kompaktni prostor

aktnich To-prostoru

Kazdy kompaktni podprostor Ta-prostoru je v ném uzavrieny.

Prosté spojité zobrazeni kompaktniho prostoru do Ta-prostoru je vnoreni.
Spojité zobrazeni kompaktniho prostoru do T2-prostoru je uzaviené.
Kompakinit Ta-prostor je reguldrni (a tedy normdlni).

Trida vsech kompaktnich To-prostorii je v kategorii Hausdorffovych prostori. (Prislusnd
reflekce prostoru X se nazyvd jeho a znaci se BX.)

Kvili jeji dulezitosti zopakujme, co znamena: Pro kaZdy Ta-prostor X existuje kompaktni Ts-
prostor BX a spojité zobrazeni e : X — (X na hustou cdst X tak, Ze pro libovolné spojité
zobrazeni f z X do kompaktniho Ta-prostoru Y existuje spojité zobrazeni f : BX — Ys
viastnosti f = f o e.




Jednobodova kompaktifikace
Cechova-Stoneova kompaktifikace

Kompaktifikace

N Kompaktni prostory maji hodné potiebnych vlastnosti. Neni-li prostor X kompaktni, muze
7 existovat kompaktni prostor Y, ktery je prostoru X néjak blizko a je mozné pro né&jaké

vysetfovani X nahradit kompaktnim prostorem Y. V ruznych situacich maze slovo ,blizko”
mit rizné vyznamy. Velmi Casto vsak staci, Ze Y obsahuje X jako hustou Cast.

4. Kompaktnost



Jednobodova kompaktifikace

Kompaktifikace Cechova-Stoneova kompaktifikace

DEFINICE (Kompaktifikace)

Kompaktni prostor Y se nazyva kompaktifikace prostoru X, jestlize obsahuje X jako hustou ¢ast.

4. Kompaktnost



Jednobodova kompaktifikace

Kompaktifikace Cechova-Stoneova kompaktifikace

DEFINICE (Kompaktifikace)

Kompaktni prostor Y se nazyva kompaktifikace prostoru X, jestlize obsahuje X jako hustou East.

-- Ma kazdy topologicky prostor X kompaktifikaci? Zrejmé ano — staci k X pridat néjaky bod,
jehoz jediné okoli bude cely prostor. To asi nebude pfili§ dobré nahrazeni prostoru X kom-
paktnim prostorem. Lze vSak zvolit vhodnéjsi okoli pfidaného bodu.

4. Kompaktnost



Jednobodova kompaktifikace
Cechova-Stoneova kompaktifikace

Kompaktifikace

DEFINICE (Kompaktifikace)

Kompaktni prostor Y se nazyva kompaktifikace prostoru X, jestlize obsahuje X jako hustou ¢ast.

DEFINICE (Jednobodova kompaktifikace)

Nechf X je topologicky nekompaktni prostor a co je bod neleZici v X. Prostor X U {oo} necht obsahuje X
jako otevienou podmnozinu a baze okoli bodu co jsou dopliiky uzavienych kompaktnich podmnozin X. Pak
prostor X U {co} se nazyva jednobodové kompaktifikace prostoru X.

4. Kompaktnost



Jednobodova kompaktifikace

Kompaktifikace Cechova-Stoneova kompaktifikace

DEFINICE (Kompaktifikace)

Kompaktni prostor Y se nazyva kompaktifikace prostoru X, jestlize obsahuje X jako hustou Cast.

Je nutné si uvédomit, Ze predchozi prostor X U {oco} je opravdu kompaktni.
Co by se stalo, kdybychom vynechali predpoklad, Ze X neni kompaktni?

4. Kompaktnost



Jednobodova kompaktifikace

Kompaktifikace Cechova-Stoneova kompaktifikace

DEFINICE (Kompaktifikace)

Kompaktni prostor Y se nazyva kompaktifikace prostoru X, jestlize obsahuje X jako hustou East.

. Dile je vhodné veédeét, ze tato kompaktifikace nezachovava nékteré dilezité vlastnosti, napr.
) nemusi byt T ani pro metrizovatelné prostory X (pro Q). Je Ty, pokud X je Ti. Mnozina
spojitych funkei na jednobodové kompaktifikaci se miize hodné lisit od mnoziny omezenych

pouziti bude nutné pridat vice bodu nez jen jeden.

4. Kompaktnost



Jednobodova kompaktifikace

Kompaktifikace Cechova-Stoneova kompaktifikace

DEFINICE (Kom fikace)

Kompaktni prostor Y se nazyva kompaktifikace prostoru X, jestlize obsahuje X jako hustou East.

) Poznali jsme, Ze kompaktni Hausdorffovy prostory maji zna¢né lepsi vlastnosti neZ napr.
kompaktni T1-prostory. Je proto Zadouci védeét, které prostory maji Hausdorffovu kompakti-
fikaci. Odpovéd’ vyplyva snadno z pfedchozich tvrzeni:

4. Kompaktnost



mpaktni prostor
ompaktifikace
Prostory funkci

DEFINICE (Kompaktifikace)

Kompaktni prostor Y se nazyva kompaktifikace prostoru X, jestlize obsahuje X jako hustou ¢ast.

Jednobodova kompaktifikace
Cechova-Stoneova kompaktifikace

TVRZENI (Vnoieni do kompaktniho Hausdorffova prostoru)

Ndsledujici viastnosti pro topologicky prostor jsou ekvivalentni:

X je T3 1 -prostor.
2




mpaktni prostor
ompaktifikace
Prostory funkci

DEFINICE (Kompaktifikace)

Kompaktni prostor Y se nazyva kompaktifikace prostoru X, jestlize obsahuje X jako hustou ¢ast.

Jednobodova kompaktifikace
Cechova-Stoneova kompaktifikace

TVRZENI (Vnoieni do kompaktniho Hausdorffova prostoru)

Ndsledujici viastnosti pro topologicky prostor jsou ekvivalentni:

X je 73% -prostor.

X lze vnofit do kompaktniho Hausdorffova prostoru.




mpaktni prostor
ompaktifikace
Prostory funkci

DEFINICE (Kompaktifikace)

Kompaktni prostor Y se nazyva kompaktifikace prostoru X, jestlize obsahuje X jako hustou ¢ast.

Jednobodova kompaktifikace
Cechova-Stoneova kompaktifikace

TVRZENI (Vnoieni do kompaktniho Hausdorffova prostoru)

Ndsledujici viastnosti pro topologicky prostor jsou ekvivalentni:

X je 73% -prostor.
X lze vnorit do kompaktniho Hausdorffova prostoru.

X md kompaktifikaci, kterd je Hausdorffovym prostorem.




Jednobodova kompaktifikace
Cechova-Stoneova kompaktifikace

Kompaktifikace

DEFINICE (Kompaktifikace)

Kompaktni prostor Y se nazyva kompaktifikace prostoru X, jestlize obsahuje X jako hustou ¢ast.

TVRZENI (Vnoieni do kompaktniho Hausdorffova prostoru)

Ndsledujici viastnosti pro topologicky prostor jsou ekvivalentni:

X je 7"3% -prostor.
X lze vnorit do kompaktniho Hausdorffova prostoru.

X md kompaktifikaci, kterd je Hausdorffovym prostorem.

B X je vnoren do BX.

» Ditkaz




Kompaktifikace Jednobodova kompaktifikace

Cechova-Stoneova kompaktifikace

D Cechova-Stoneova kompaktifikace 3X je charakterizovana moznosti spojité roziifovat z X
na BX spojita zobrazeni do kompaktnich Hausdorffovych prostord. ProtozZe dplné reguldrni
prostory jsou slabé& vytvoreny spojitymi funkcemi do kompaktniho prostoru [0, 1], pro cha-
rakterizaci X staci uvazovat jen tato zobrazeni:

4. Kompaktnost



Jednobodova kompaktifikace

Kompaktifikace Cechova-Stoneova kompaktifikace

TVRZENI (Charakterizace BX)

Necht Y je kompaktni Hausdorffitv prostor obsahujici X jako husty podprostor. Pak ndsledujict vlastnosti
jsou ekvivalentni:

Y je (3-obal prostoru X.

4. Kompaktnost



Jednobodova kompaktifikace

Kompaktifikace Cechova-Stoneova kompaktifikace

TVRZENI (Charakterizace /

Necht Y je kompaktni Hausdorffitv prostor obsahujici X jako husty podprostor. Pak ndsledujict vlastnosti
jsou ekvivalentni:

Y je B-obal prostoru X.

Kazdé spojité zobrazeni z X do kompakiniho Hausdorffova prostoru lze spojité rozsirit na Y.

4. Kompaktnost



Jednobodova kompaktifikace

Kompaktifikace Cechova-Stoneova kompaktifikace

TVRZENI (Charakterizace 3X

Necht Y je kompaktni Hausdorffitv prostor obsahujici X jako husty podprostor. Pak ndsledujict vlastnosti
jsou ekvivalentni:

Y je B-obal prostoru X.
Kazdé spojité zobrazeni z X do kompaktniho Hausdorffova prostoru lze spojité rozsitit na Y.

Kazdd omezend spojitd redlnd funkce na X Ize spojité rozsiFit na Y.

» Ditkaz

4. Kompaktnost



Kompaktifik Jednobodova kompaktifikace
ompa ace Cechova-Stoneova kompaktifikace

TVRZENI (Charakterizace [

Necht Y je kompaktni Hausdorffitv prostor obsahujici X jako husty podprostor. Pak ndsledujici vilastnosti
Jjsou ekvivalentni:

Y je B-obal prostoru X.

Kazdé spojité zobrazeni z X do kompakiniho Hausdorffova prostoru lze spojité rozsifit na Y.

KaZdd omezend spojitd redlnd funkce na X lze spojité rozsitit na Y.

Cechova-Stoneova kompaktifikace neni, a7 na vyjimky, jednoducha. Obvykle je nutné k X
o pridat velmi mnoho bodi, Casto vice nez jich obsahuje X. Nékolik specialnich jednodussich
=/ prostort 58X je uvedeno v piikladech.

Konstrukce 58X z obecné véty o epireflekcich (uzaveér vnoreni do souc¢inu) mnoho nefekne o
mnoziné a topologii této kompaktifikace. Existuje popis pomoci maximéalnich filtrd nulovych
mnozin, ktery mize pomoci nahlédnout do struktury 5X.

4. Kompaktnost



Jednobodova kompaktifikace
Cechova-Stoneova kompaktifikace

Kompaktifikace

TVRZENI (Charakterizace 5X

Necht Y je kompaktni Hausdorffiiv prostor obsahujici X jako husty podprostor. Pak ndsledujict viastnosti
Jjsou ekvivalentni:

Y je B-obal prostoru X.
Kazdé spojité zobrazeni z X do kompaktniho Hausdorffova prostoru lze spojité rozsitit na Y.

KaZdd omezend spojitd redlnd funkce na X lze spojité rozsivit na Y.

Jedté na jednu vlastnost Cechovy-Stoneovy kompaktifikace se podivame. Nejdiive vztah mezi
kompaktifikacemi:

4. Kompaktnost



Jednobodova kompaktifikace

Kompaktifikace Cechova-Stoneova kompaktifikace

TVRZENI (Charakterizace 5X)

Necht Y je kompaktni Hausdorffitv prostor obsahujici X jako husty podprostor. Pak ndsledujict vlastnosti
jsou ekvivalentni:

Y je B-obal prostoru X.
Kazdé spojité zobrazeni z X do kompaktniho Hausdorffova prostoru lze spojité rozsitit na Y.

Kazdd omezend spojitd redlnd funkce na X lze spojité rozsitit na Y.

DEFINICE (Srovnani kompaktifikaci)

Nechf Y, Z jsou dv& kompaktifikace prostoru X. Rekneme, Ze Y je jemné&jsi nez Z, jestliZe existuje spojité
zobrazeni Y do Z, které je identické na X.
Obé kompaktifikace jsou ekvivalentni, jestlize Y je jemnéjsinez Z a Z je jemné&jSinez Y.

4. Kompaktnost



mpaktni prostor
mpaktifikace
tory funkci

Jednobodova kompaktifikace
Cechova-Stoneova kompaktifikace

TVRZENI (Charakterizace (3

Necht Y je kompaktni Hausdorffitv prostor obsahujici X jako husty podprostor. Pak ndsledujici vilastnosti
Jjsou ekvivalentni:

Y je (3-obal prostoru X.
Kazdé spojité zobrazeni z X do kompakiniho Hausdorffova prostoru lze spojité rozsifit na Y.

KazZdd omezend spojitd redind funkce na X Ize spojité rozsifitna Y.

- Uvédomte si, co znamena ekvivalence dvou kompaktifikaci Y, Z prostoru X, jestlize jsou
i Hausdorffovymi prostory (viz cviceni).
Nasledujici tvrzeni vyplyva piimo z pfedchozi charakterizace 5X.




Jednobodova kompaktifikace
Cechova-Stoneova kompaktifikace

Kompaktifikace

TVRZENI (Charakterizace 5X)

Necht Y je kompaktni Hausdorffitv prostor obsahujici X jako husty podprostor. Pak ndsledujict vlastnosti
jsou ekvivalentni:

Y je B-obal prostoru X.
Kazdé spojité zobrazeni z X do kompaktniho Hausdorffova prostoru lze spojité rozsitit na Y.

KaZdd omezend spojitd redlnd funkce na X lze spojité rozsivit na Y.

TVRZENI (3X is the finest compactification)

BX je nejjemnéjsi kompaktifikace Ty 1 -prostoru X mezi v§emi jeho Hausdorffovymi kompaktifikacemi.




Prostory funkci

o Kromé topologie bodové konvergence znate na prostorech funkci jesté topologii stejnomérné
~ konvergence (ta bude dikladnéji probrana v kapitole o uniformitach).
Nyni se podivdme na jednu dileZitou topologii na C(X, Y') vytvofenou pomoci kompaktnich
mnozin v X.

4. Kompaktnost



Prostory funkci

Pro mnoziny X.Y a jejich podmnoziny S C X, G C Y oznacime
U(S,G)={f: X = Y;f(S) C G}.

Viz jednoduchd pozorovani o téchto mnoZindch funkei.

4. Kompaktnost



Prostory funkci

DEFINICE (Kompaktné oteviena topologie)

Necht X, Y jsou topologické prostory a G je topologie na mnozing Y X viech zobrazeni z X do Y majici
subbézi {U(K, G); K je kompaktni podmnoZina X a G je oteviend podmnoZina Y }. Tato topologie se

nazgva kompaktné oteviena topologie. Podprostor C(X, Y) prostoru Y s touto topologif se znai
Ceo(X, Y).

4. Kompaktnost



Prostory funkci

Uvédomte si, ze

topologie bodové konvergence na yX
se da vyjadrit podobnym zpusobem: mé za subbazi
{U(K, G); K je jednobodovd podmnozina X a G je oteviend podmnoZina Y'}. Misto
jednobodovych podmnoZin Ize vzit konecné podmnoZiny.

4. Kompaktnost



Kompaktni prostor
Kompaktifil

Prostory funkci

TVRZENI (Vlastnosti kompaktné oteviené topologie.)

Kompakiné oteviend topologie na YX je jemnéjsi nez topologie bodové konvergence. Tyto dvé
topologie nemuseji byt stejné.




Kompaktni g
Kompaktifi

Prostory funkc}

TVRZENI (Vlastnosti kompaktné oteviené topologie.)

Kompakiné oteviend topologie na RX je hrubsi nez topologie stejnomérné konvergence. Tyto dvé
topologie nemuseji byt stejné.

4. Kompaktnost



Kompaktni g
Kompaktifi

Prostory funkc}

TVRZENI (Vlastnosti kompaktné oteviené topologie.)

Je-li Y Tj-prostor (i = 0, 1,2), md i kompakmné oteviend topologie na Y stejnou viastnost.

4. Kompaktnost



Kompaktni prostor
Kompaktifikace

Prostory funkci

TVRZENI (Vlastnosti kompaktné oteviené topologie.)

Je-li Y T;-prostor (i = 3, 3%), md i Ceo(X, Y) stejnou viastnost.

» Dikaz
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