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Charakterizace kompaktnosti
Speciální prostory

Uvedeme nynı́ dvě dalšı́ charakterizace kompaktnosti. Ta prvnı́ by se dala očekávat: v definici
kompaktnosti stačı́ brát otevřené množiny jen z dané otevřené báze. Důkaz tohoto tvrzenı́ však
nenı́ jednoduchý.

TVRZENÍ (Kompaktnost pomocı́ subbáze)

Necht’ B je otevřená subbáze a C uzavřená subbáze prostoru X . Následujı́cı́ vlastnosti jsou ekvivalentnı́:

1 X je kompaktnı́.

2 Každé pokrytı́ množiny X z prvků subbáze B má konečné podpokrytı́.

3 Každá subbáze filtru složená z prvků subbáze C má neprázdný průnik.

Důkaz .

Pro dalšı́ tvrzenı́ potřebujeme nový pojem speciálnı́ho hromadného bodu.
Bod x v prostoru X se nazývá úplný hromadný bod nekonečné množiny A ⊂ X jestliže pro
každé okolı́ U bodu x je |U ∩ A| = |A|.

TVRZENÍ (Kompaktnost pomocı́ hromadných bodů)

Prostor X je kompaktnı́ právě když každá jeho nekonečná podmnožina má úplný hromadný bod.

Důkaz .
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Uvedeme nynı́ dvě dalšı́ charakterizace kompaktnosti. Ta prvnı́ by se dala očekávat: v definici
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Důkaz .
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Důkaz .

4. Kompaktnost



Kompaktnost
Kompaktifikace
Prostory funkcí

Charakterizace kompaktnosti
Speciální prostory
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každé okolı́ U bodu x je |U ∩ A| = |A|.
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Pomocı́ charakterizace kompaktnosti pokrytı́mi ze subbáze se snadno dokáže Tichonovova
věta o kompaktnosti součinu.
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Následujı́cı́ přı́klady jsou obecnějšı́ho rázu. Speciálnı́ jednotlivé přı́klady jsou uvedeny v
přı́kladech.

Metrizovatelné kompaktní prostory

1 Právě uzavřené omezené podmnožiny R jsou kompaktnı́.

2 Z vlastnostı́ kompaktnı́ch prostorů vyplývá, že právě uzavřené omezené podmnožiny euklidovských
jsou kompaktnı́.

3 Předchozı́ postup lze zobecnit na libovolnou mocninu RA: jejı́ podmnožina je kompaktnı́ právě když je
uzavřená a obsažená v součinu omezených intervalů. V zobecňovánı́ lze postupovat i dále pro libovolný
součin ΠXa.

4 Každá kompaktnı́ podmnožina metrického prostoru je uzavřená a omezená. Opak neplatı́.

5 Každý kompaktnı́ metrický prostor je separabilnı́.

6 Kompaktnı́ Hausdorffův prostor je metrizovatelný právě když má spočetnou otevřenou bázi.
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Uspořádané kompaktní prostory

1 Je-li X kompaktnı́ GO-prostor, je topologickým uspořádaným prostorem (LOTS).

2 Topologický uspořádaný prostor je kompaktnı́ právě když je nosný uspořádaný prostor úplný, tj., každá
jeho podmnožina má supremum i infimum.

3 Z předchozı́ho výsledku plyne tvrzenı́ z předchozı́ části, že podmnožina R je kompaktnı́ právě když je
omezená a uzavřená.

4 Kompaktnı́ uspořádaný prostor má vlastnost, že existuje otevřená subbáze taková, že z každého pokrytı́
jejı́mi prvky lze vybrat podpokrytı́ o dvou prvcı́ch.
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2 Topologický uspořádaný prostor je kompaktnı́ právě když je nosný uspořádaný prostor úplný, tj., každá
jeho podmnožina má supremum i infimum.

3 Z předchozı́ho výsledku plyne tvrzenı́ z předchozı́ části, že podmnožina R je kompaktnı́ právě když je
omezená a uzavřená.

4 Kompaktnı́ uspořádaný prostor má vlastnost, že existuje otevřená subbáze taková, že z každého pokrytı́
jejı́mi prvky lze vybrat podpokrytı́ o dvou prvcı́ch.
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klást i pro jiné třı́dy prostorů, např. pro nuldimenzionálnı́ prostory.
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1 Metrizovatelný prostor má metrizovatelnou kompaktifikaci právě když je separabilnı́.
[Návod : Separabilnı́ metrizovatelný prostor lze vnořit do [0, 1]ω .]

2 Čechova-Stoneova kompaktifikace nekompaktnı́ho metrizovatelného prostoru nenı́ nikdy
metrizovatelná.
[Návod :...]

3 Jednobodová kompaktifikace separabilnı́ho metrizovatelného nekompaktnı́ho prostoru X je
metrizovatelná právě když existuje spočetně mnoho kompaktnı́ch podmnožin Cn v X , jejichž vnitřky
pokrývajı́ X a takových, že každá kompaktnı́ podmnožina X je částı́ některé Cn .
[Návod :...]
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metrizovatelná.
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Kompaktifikace uspořádatelných prostorů

1 Každý uspořádatelný prostor má uspořádatelnou kompaktifikaci.

2 Čechova-Stoneova kompaktifikace uspořádatelného prostoru může a nemusı́ být uspořádatelná.

3 Jednobodová kompaktifikace uspořádatelného nekompaktnı́ho prostoru je uspořádatelná právě když je
nosný uspořádaný prostor omezeně úplný a má právě jeden ze dvou krajnı́ch bodů.
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3 Jednobodová kompaktifikace uspořádatelného nekompaktnı́ho prostoru je uspořádatelná právě když je
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Kompaktifikace nuldomenzionálních množin

1 Každý Hausdorffův nuldimenzionálnı́ prostor má nuldimenzionálnı́ kompektifikace a mezi nimi
existuje nejjemnějšı́.

2 Čechova-Stoneova kompaktifikace nuldimenzionálnı́ho T2-prostoru X je nuldimenzionálnı́ právě když
každá nulová podmnožina X má bázi okolı́ složenou z obojetných množin.

3 Necht’ je jednobodová kompaktifikace nuldimenzionálnı́ho prostoru X T2-prostor. Pak je
nuldimenzionálnı́.

Nejjemnějšı́ nuldimenzionálnı́ kompaktifikace bX nuldimenzionálnı́ho T2-prostoru X se
nazývá Banaschewského kompaktifikace a má rozšiřovacı́ vlastnosti (je to epireflekce X v
nuldimenzionálnı́ch kompaktnı́ch T2-prostorech): každé spojité zobrazenı́ X do nuldimen-
zionálnı́ho kompaktnı́ho T2-prostoru lze spojitě rozšı́řit na bX .
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Na této stránce bude X T3 12 -prostor a Z(X ) bude množina všech nulových množin v X .

Vlastnosti nulových množin

1 Soustava Z(X ) je uzavřená na spočetné průniky a konečná sjednocenı́.

2 Jsou-li Z1,Z2 dvě disjunktnı́ nulové množiny v X , pak existuje f ∈ C(X , [0, 1]), která má hodnotu 0
na Z1 a hodnotu 1 na Z2.

3 Dvě disjunktnı́ nulové množiny v X majı́ disjunktnı́ uzávěry v βX .

4 Každá nulová množina v X je průnikem s X nulové množiny v βX .

5 Pro y ∈ βX je {Z ∈ Z(X ); y ∈ Z} báze filtru a to maximálnı́ vzhledem k Z(X ) (takovéto báze se
nazývajı́ Z-ultrafiltry v X ).
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Vlastnosti nulových množin
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nazývajı́ Z-ultrafiltry v X ).

4. Kompaktnost



Kompaktnost
Kompaktifikace
Prostory funkcí

Speciální kompaktifikace
Čechova-Stoneova kompaktifikace
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nazývajı́ Z-ultrafiltry v X ).

4. Kompaktnost



Kompaktnost
Kompaktifikace
Prostory funkcí

Speciální kompaktifikace
Čechova-Stoneova kompaktifikace

Na této stránce bude X T3 12 -prostor a Z(X ) bude množina všech nulových množin v X .
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2 Jsou-li Z1,Z2 dvě disjunktnı́ nulové množiny v X , pak existuje f ∈ C(X , [0, 1]), která má hodnotu 0
na Z1 a hodnotu 1 na Z2.

3 Dvě disjunktnı́ nulové množiny v X majı́ disjunktnı́ uzávěry v βX .

4 Každá nulová množina v X je průnikem s X nulové množiny v βX .

5 Pro y ∈ βX je {Z ∈ Z(X ); y ∈ Z} báze filtru a to maximálnı́ vzhledem k Z(X ) (takovéto báze se
nazývajı́ Z-ultrafiltry v X ).
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Popis βX

Necht’ Y je množina všech Z-ultrafiltrů v X . Množina X bude chápána jako podmnožina Y : bod x ∈ X se
ztotožnı́ s {Z ∈ Z(X ); y ∈ Z}. Otevřená báze v Y je dána množinami {y ∈ Y ; G ⊃ Z ∈ y},G otevřená v
X .
Potom Y je Hausdorffova kompaktifikace prostoru X ekvivalentnı́ s βX .

Napřı́klad βN je množina všech ultrafiltrů na N. Protože βN je separabilnı́, je |βN| ≤ 2(2ω).
Protože Cantorův prostor 2(2ω) je separabilnı́ a lze spojitě zobrazit N na jeho hustou část,
dostává se rovnost |βN| = 2(2ω).
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X .
Potom Y je Hausdorffova kompaktifikace prostoru X ekvivalentnı́ s βX .
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Pro S ⊂ X a G ⊂ Y značı́ U(S ,G) = {f ∈ Y X ; f (S) ⊂ G}.
1 Jestliže S ⊂ T ⊂ X a G ⊂ H ⊂ Y , pak Y (T ,G) ⊂ U(S ,H).

2 U(S ,G) ∩ U(T ,G) = U(S ∪ T ,G).

3 U(S ,G) ∩ U(S ,H) ⊂ U(S ,G ∩ H).

Vlastnosti kompaktně otevřené topologie

Necht’ Y X je opatřen kompaktně otevřenou topologiı́.

1 Prostor Y se dá vnořit do Cco(X ,Y ) (na uzavřený podprostor pokud je Y Hausdorffův).

2 Je-li Y metrizovatelný a v X existuje spočetná množina kompaktnı́ch množin Cn tak, že každá
kompaktnı́ podmnožina v X je částı́ některé Cn , je Y X s kompaktně otevřenou topologiı́
metrizovatelný.

3 Je-li f : X1 × X2 → Y spojitá funkce, je i Φ(f ) : X1 → Cco(X2,Y ) spojitá funkce.
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4. Kompaktnost



Kompaktnost
Kompaktifikace
Prostory funkcí
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4. Kompaktnost



Kompaktnost
Kompaktifikace
Prostory funkcí
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Předchozı́ vlastnosti 2 a 3 lze snadno dokázat i pro průniky libovolně mnoha množin na levých
stranách. Odtud speciálně vyplývá, že U(S ,G) =

⋂
x∈S U(x ,G).
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3 Je-li f : X1 × X2 → Y spojitá funkce, je i Φ(f ) : X1 → Cco(X2,Y ) spojitá funkce.
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