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epimorfizmy
Modifikace Epireflekce

To-modifikace
Ti1 -modifikace

Je vhodné se podrobnéji podivat na epimorfizmy v riznych téidach topologickych prostoru.
Ne vzdy to jsou surjekce.

Cviéeni



epimorfizmy
Modifikace Epireflekce

To-modifikace

T3 1 -modifikace

Surjekce mezi topologickymi prostory X, Y je vzdy epimorfizmus v jakékoli tfidé obsahujici X, Y.



epimorfizmy
Modifikace Epireflekce

To-modifikace

T3 1 -modifikace

Surjekce mezi topologickymi prostory X, Y je vzdy epimorfizmus v jakékoli tiidé obsahujici X, Y.

imorfizmy v tf{dé prostort obsahujicich aspoil dvoubodovy indiskrétni prostor (napf. v reguldrnic
Bl Epimorfizmy v tiidé p i obsahujicich aspon dvoubodovy indiskrétn{ p (napft gularnich
prostorech, tplné regularnich prostorech) jsou pravé spojité surjekce.



epimorfizmy
Modifikace Epireflekce
To-modifikace
modifikace

v T;-prostorec

Surjekce mezi topologickymi prostory X, Y je vzdy epimorfizmus v jakékoli tiidé obsahujici X, Y.
Epimorfizmy v tfidé prostord obsahujicich aspon dvoubodovy indiskrétni prostor (napf. v regularnich
prostorech, tplné regularnich prostorech) jsou pravé spojité surjekce.

Epimorfizmy v tfidé vSech Tj -prostort jsou pravé spojité surjekce.



epimorfizmy

Modifikace Epireflekce
To-modifikace
T

modifikace

v T;-prostorec

Surjekce mezi topologickymi prostory X, Y je vzdy epimorfizmus v jakékoli tiidé obsahujici X, Y.
Epimorfizmy v tfidé prostord obsahujicich aspon dvoubodovy indiskrétni prostor (napf. v regularnich
prostorech, tplné regularnich prostorech) jsou pravé spojité surjekce.
Epimorfizmy v tfidé vSech Ty -prostort jsou prave spojité surjekce.

Epimorfizmy v tfidé vSech T;-prostort, i > 1, jsou pravé spojitd zobrazeni na hustou ¢ast oboru
hodnot.



epimorfizmy
Modifikace Epireflekce

To-modifikace

T3 1 -modifikace

y v T;-prostorec

Surjekce mezi topologickymi prostory X, Y je vzdy epimorfizmus v jakékoli tiidé obsahujici X, Y.
Epimorfizmy v tfidé prostord obsahujicich aspon dvoubodovy indiskrétni prostor (napf. v regularnich
prostorech, tplné regularnich prostorech) jsou pravé spojité surjekce.
Epimorfizmy v tfidé vSech Ty -prostort jsou prave spojité surjekce.
Epimorfizmy v tfidé vSech T;-prostort, i > 1, jsou pravé spojitd zobrazeni na hustou ¢dst oboru
hodnot.

Epimorfizmy v tiidé vSech To-prostori jsou spojitd zobrazeni f : X — Y takov4, Ze prokazdé y € Y
jey e F(X)Ny.



epimorfizmy
Modifikace Epireflekce

To-modifikace
Ti1 -modifikace

Dukazy nasledujicich tvrzeni jsou pfimé a jednoduché. Nenf tfeba pfidavat navody.

Epireflektivni tridy v Top

Nasledujici vlastnosti se vzdy vztahuji k tfid€ Top vsech topologickych prostoru.

Ttida vSech jednobodovych prostort je nejmensi epireflektivni tfida, tfida vSech topologickych
prostora je nejvetsi.



epimorfizmy
Modifikace Epireflekce

To-modifikace

T3 1 -modifikace

Epireflektivni tridy v Top

Nasledujici vlastnosti se vzdy vztahuji k tfidé Top vsech topologickych prostort.

Ttida vSech jednobodovych prostort je nejmensi , tiida vSech topologickych
prostort je nejvetsi.

Kazd4 bireflektivni tfida je epireflektivni.



epimorfizmy
Modifikace Epireflekce

To-modifikace

T3 1 -modifikace

Epireflektivni tridy v Top

Nasledujici vlastnosti se vzdy vztahuji k tfidé Top vsech topologickych prostort.

Ttida vSech jednobodovych prostort je nejmensi , tiida vSech topologickych
prostort je nejvetsi.
Kazda je epireflektivni.

Prinik epireflektivnich tiid je epireflektivni tfida a tedy pro kazdou tfidu topologickych prostort
existuje nejmensi vétsi epireflektivni tfida (tzv. epireflektivni obal).



epimorfizmy
Modifikace Epireflekce

To-modifikace

T3 1 -modifikace

Epireflektivni t

dy v Top

Nasledujici vlastnosti se vzdy vztahuji k tfidé Top vsech topologickych prostort.

Ttida vSech jednobodovych prostort je nejmensi , tiida vSech topologickych
prostort je nejvetsi.

Kazda je epireflektivni.

Prinik epireflektivnich tiid je epireflektivni tiida a tedy pro kazdou tiidu topologickych prostort
existuje nejmensi vetsi epireflektivni tiida (tzv. epireflektivni obal).

Epireflektivni obal tfidy C topologickych prostort je sloZen ze vSech prostora, které se daji vnofit do
soucinu prostort z C.



epimorfizmy
Modifikace Epireflekce

To-modifikace

T3 1 -modifikace

Epireflektivni tridy v Top

Nasledujici vlastnosti se vzdy vztahuji k tfidé Top vsech topologickych prostort.

Ttida vSech jednobodovych prostort je nejmensi , tiida vSech topologickych
prostort je nejvetsi.

Kazda je epireflektivni.

Prinik epireflektivnich tiid je epireflektivni tiida a tedy pro kazdou tiidu topologickych prostort
existuje nejmensi vetsi epireflektivni tiida (tzv. epireflektivni obal).

Epireflektivni obal tfidy C topologickych prostort je sloZen ze vSech prostoru, které se daji vnorit do
soucinu prostort z C.

Je-li epireflektivni tiida C uzaviend na jemnéjsi topologie, pak kazda epireflekce je kvocientové
zobrazeni.



epimorfizmy
Modifikace Epireflekce
Variace oddélovani To-modifikace
T3l -modifikace

Epireflektivni tridy v Top

Nasledujici vlastnosti se vzdy vztahuji k tfidé Top vsech topologickych prostort.

Priklady epireflektivnich obald

Ttida T, 1 -prostort je epireflektivni obal libovolného intervalu v R.
2




epimorfizmy
Modifikace Epireflekce
Variace oddélovani To-modifikace
T3l -modifikace

Epireflektivni tridy v Top

Nasledujici vlastnosti se vzdy vztahuji k tfidé Top vsech topologickych prostort.

Priklady epireflektivnich obald

Ttida Tq-prostort je epireflektivni obal vSech hrubych Tj-prostoru.



epimorfizmy
Epireflekce
To-modifikace
T3 1 -modifikace

Epireflektivni tridy v Top

Nasledujici vlastnosti se vzdy vztahuji k tfidé Top vsech topologickych prostort.

Priklady epireflektivnich obald

Ttida To-prostort je epireflektivni obal Sierpifiského prostoru.



epimorfizmy
Epireflekce
To-modifikace
T3 1 -modifikace

Epireflektivni tridy v Top

Nasledujici vlastnosti se vzdy vztahuji k tfidé Top vsech topologickych prostort.

Priklady epireflektivnich obald

Ttida 0-dimenzionalnich To-prostoru je epireflektivni obal diskrétniho aspoii dvoubodového prostoru.



epimorfizmy
Modifikace Epireflekce

To-modifikace
T3l -modifikace

To-modifikace prostoru X je jednoduchd. Musi se ztotoznit ty body x,y € X, které jako
dvoubodovy podprostor tvoii indiskrétni prostor.

Cviéeni



epimorfizmy
Modifikace Epireflekce

To-modifikace

Ti1 -modifikace

TVRZENI (To-modifikace)

Epirefiekce eg : X — toX prostoru X na jeho To-modifikaci je slabé i silné vytvdrejici a je to oteviené i
uzaviené spojité zobrazeni. Zobrazeni eg je ddno ekvivalenci

X~ y, jestlilex €y,y €X.

Cviéeni



epimorfizmy
Modifikace Epireflekce

To-modifikace
Tgl -modifikace

To-modifikace se tedy ziskd jako kvocient, pii kterém se kazdy indiskrétni podprostor stahne
do bodu. To-modifikace se dé ziskat i pomoci zobrazeni do Sierpifiského prostoru.




epimorfizmy
Epireflekce

To-modifikace
T3 1 -modifikace

TVRZENI

To-modifikace prostoru X rovna diagondlnimu zobrazeni X na sviij obraz v soucinu SC(X:5) kde S je
do Sierpiriského prostor.




epimorfizmy
Modifikace

Ti1 modifikace

TVRZENI

To-modifikace prostoru X rovna diagondlnimu zobrazeni X na sviij obraz v soucinu S€X>5), kde S je
do Sierpiriského prostor.

To-modifikace komutuje se souciny, podprostory, soucty i kvocienty. To znamend, napr. pro souciny, Ze
To-modifikace soucinu je soucin To-modifikact.




epimorfizmy
Modifikace Epireflekce

To-modifikace
T modifikace

TVRZEN

To-modifikace prostoru X rovna diagondlnimu zobrazeni X na sviij obraz v soucinu S€X>5), kde S je

do Sierpiriského prostor.

To-modifikace komutuje se souciny, podprostory, soucty i kvocienty. To znamend, napr. pro souciny, Ze
To-modifikace soucinu je soucin To-modifikact.

T1, T2 a T3-modifikace maji slozitéjsi konstrukci, viz poznamky.




epimorfizmy
Modifikace Epireflekce

To-modifikace
Tsl -modifikace

To-modifikace dplné reguldrniho prostoru je T 1 -prostor, a tedy T;1-modifikace je To-
2 2

modifikaci tplné reguldrni modifikace.

Cviéeni



epimorfizmy
Modifikace Epireflekce

To-modifikace

Tsl -modifikace

TVRZENI (Uplné reguldrni modifikace)

Necht J je interval v R. Uplné reguldrni modifikace prostoru X je hrubsi prostor crX slabé vytvoreny
mnoZinou C(X, J).



epimorfizmy
Modifikace Epireflekce

To-modifikace

Tsl -modifikace

TVRZENI (Uplné reguldrni modifikace)

Necht J je interval v R. Uplné reguldrni modifikace prostoru X je hrubsi prostor crX slabé vytvoreny

mnoZinou C(X, J).
Uzaviend bdze prostoru crX jsou mnoziny tvaru f ~(0), kde f € C(X) nebo f € C(X, [0,1]).



epimorfizmy
Modifikace Epireflekce

To-modifikace

Tsl -modifikace

TVRZENI (Uplné reguldrni modifikace)

Necht J je interval v R. Uplné reguldrni modifikace prostoru X je hrubsi prostor crX slabé vytvoreny
mnoZinou C(X, J).
Uzaviend bdze prostoru crX jsou mnoziny tvaru f ~1(0), kde f € C(X) nebo f € C(X, [0, 1]).

Vzory 0 nebo libovolného bodu (nebo uzaviené mnoziny) v R se nazyvaji nulové mnoziny (tento nizev se
muze plést s terminem z teorie miry a tak se asto fika zero mnoziny). Dopliiky nulovych mnoZin se nazyvaji
konulové mnoziny (nebo cozero mnoziny) a tvoii otevienou bazi prostoru crX.



epimorfizmy
Modifikace Epireflekce

To-modifikace

Tsl -modifikace

TVRZENI (Uplné reguldrni modifikace)

Necht J je interval v R. Uplné reguldrni modifikace prostoru X je hrubsi prostor crX slabé vytvoreny
mnoZinou C(X, J).
Uzaviend bdze prostoru crX jsou mnoziny tvaru f ~1(0), kde f € C(X) nebo f € C(X, [0, 1]).

TVRZENI (Charakterizace tipIné reguldrnich prostorii)

Topologicky prostor X je tiplné reguldrni pravé kdy?Z jeho konulové mnoZiny tvoii jeho otevienou bdzi.




epimorfizmy
Modifikace Epireflekce

To-modifikace

Ti1 -modifikace

TVRZENI (Uplné reguldrni modifikace)

Necht J je interval v R. Uplné reguldrni modifikace prostoru X je hrubsi prostor crX slabé vytvoreny
mnoZinou C(X, J).
Uzaviend bdze prostoru crX jsou mnoZiny tvaru f ~2(0), kde f € C(X) nebo f € C(X, [0, 1]).

TVRZENI (T, 1 -modifikace)
2

T 1 -modifikace prostoru X je diagondini zobrazeni mnoZiny C(X) nebo C(X, [0, 1]) na obraz prostoru X v
2
REX), resp. v [0, 1]€(X:[0.1]),



Urysonovy a Gplné Hausdorffovy prostory

Variace oddélovani Dalsi vlastnosti normalnich prostorti

) V literatufe existuji popisy nekone¢né mnoha ruznych variaci oddélovani bodi a mnozin.
My se zminime jen o dvou dalSich moZnostech oddélovani a to oddélovani pomoci mnoZin i
pomoci funkei.

Cviéeni



Urysonovy a Gplné Hausdorffovy prostory
Variace oddélovani Dalsi vlastnosti normalnich prostorti

DEFINICE

Topologicky prostor se nazyva Urysonuv prostor, jestlize kazdé jeho dva body maji disjunktni uzaviena okoli.




Urysonovy a Gplné Hausdorffovy prostory
Variace oddélovani Dalsi vlastnosti normalnich prostorti

Vlastnosti Urysonovych prostorti

Kazdy T3-prostor je Urysontv, kazdy Urysontiv prostor je Hausdorffiv.



Urysonovy a Gplné Hausdorffovy prostory
Variace oddélovani Dalsi vlastnosti normalnich prostorti

Vlastnosti Urysonovych prostorti

Kazdy T3-prostor je Urysontv, kazdy Urysoniv prostor je Hausdorfftv.

Existuje Urysonuv prostor, ktery neni reguldrni a existuje Hausdorfftiv prostor, ktery neni Urysonav.



Urysonovy a Gplné Hausdorffovy prostory
ace oddélovani Dalsi vlastnosti normalnich prostorti

Vlastnosti Urysonovych prostorti

Kazdy T3-prostor je Urysontv, kazdy Urysoniv prostor je Hausdorfftv.

Existuje Urysontv prostor, ktery neni reguldrni a existuje Hausdorffiv prostor, ktery neni Urysoniiv.

Ttida Urysonovych prostora je sou¢inovd, dédi¢nd a je uzaviend na soucty. Kvocienty nezachovévaji
Urysonovy prostory.



Urysonovy a Gplné Hausdorffovy prostory
ace oddélovani Dalsi vlastnosti normalnich prostorti

Vlastnosti Urysonovych prostorti

Kazdy T3-prostor je Urysontiv, kazdy Urysonuv prostor je Hausdorffiv.
Existuje Urysontv prostor, ktery neni reguldrni a existuje Hausdorffiiv prostor, ktery neni Urysonayv.
Ttida Urysonovych prostort je soucinova, dédi¢nd a je uzaviend na soucty. Kvocienty nezachovavaji
Urysonovy prostory.

DEFINICE

Topologicky prostor X se nazyva tplné Hausdorffav, jestlize C(X) odd&luji body prostoru X.



Modifikace Urysonovy a Gplné Hausdorffovy prostory
Variace oddélovani Dalsi vlastnosti normalnich prostorti

Vlastnosti Urysonovych prostorti

Vlastnosti Gplné Hausdorffovych prostori

Kazdy T 1 -prostor je Gplné Hausdorffiiv a kazdy tpIn€ Hausdorffiv prostor je Urysondv.
2




Modifikace Urysonovy a Gplné Hausdorffovy prostory
Variace oddélovani Dalsi vlastnosti normalnich prostorti

Vlastnosti Urysonovych prostorti

Vlastnosti Gplné Hausdorffovych prostori

Existuje uplné Hausdorffav prostor, ktery neni tplné reguldrni a existuje Urysonuv prostor, ktery neni
uplné Hausdorffav.



Modifikace Urysonovy a Gplné Hausdorffovy prostory
Variace oddélovani Dalsi vlastnosti normalnich prostorti

Vlastnosti Urysonovych prostorti

Vlastnosti Gplné Hausdorffovych prostori

Ttida uplné Hausdorffovych prostort je souc¢inovd, dédi¢na a je uzaviend na soucty. Kvocienty
nezachovavaji Gplné Hausdorffovy prostory.



Modifikace Urysonovy a Gplné Hausdorffovy prostory
Variace oddélovani Dalsi vlastnosti normalnich prostorti

Vlastnosti Urysonovych prostorti

Vlastnosti Gplné Hausdorffovych prostori

Prostor je uplné Hausdorffiv pravé kdyz jeho uplné regularni modifikace je Hausdorffova.



Urysonovy a Gplné Hausdorffovy prostory

Variace oddélovani Dalsi vlastnosti normalnich prostorti

Pripomeneme, Ze podmnozina A prostoru X se nazyva Gs-mnozina (resp. Fo-mnozina),
jestlize je prunikem spocetné mnoha otevienych mnozin (resp. sjednocenim spocetné mnoha
uzavienych mnozin). Prostor se nazyva perfektni, jestlize je kazdd jeho uzaviend mnoZina
Gs-mnozinou (napf. kazdy metrizovatelny prostor je perfektni).

Cviéeni



novy a Gplné Hausdorffovy prostory
Variace oddélovani Dalsi vlastnosti normalnich prostorti

Dalsi vlas i normalnich prostorti

Kazdy prostor s nejvyse jednim hromadnym bodem je normélni.



Modifikace Urysonovy a Gplné Hausdorffovy prostory
Variace oddélovani Dalsi vlastnosti normalnich prostorti

malnich prostorti

Kazdy topologicky prostor je kvocientem T4-prostoru.
[Ndvod: Kazdy topologicky prostor je silné vytvoren zobrazenimi z Ty -prostort s jednim hromadnym
bodem a tedy je kvocientem soucti takovych prostoru.]



novy a Gplné Hausdorffovy prostory
Variace oddélovani Dalsi vlastnosti normalnich prostorti

i normalnich prostorii

Je-li prostor oteviené dédi¢né normdlni (tj. kazda jeho oteviend podmnoZina je normalni), je dédi¢né
normdlni.



novy a Gplné Hausdorffovy prostory
Variace oddélovani Dalsi vlastnosti normalnich prostorti

i normalnich prostorii

Kazda F,-podmnoZzina normdlniho prostoru je normalni.
[Navod: ...]



Modifi Urysonovy a Gplné Hausdorffovy prostory
Variace oddélovani Dalsi vlastnosti normalnich prostorti

malnich prostorti

Perfektni normalni prostor je dédi¢né normalni.



novy a Gplné Hausdorffovy prostory
Variace oddélovani Dalsi vlastnosti normalnich prostorti

i normalnich prostorii

[ Je-li f spojita redlna funkce na uzaviené podmnoZiné A normalniho prostoru X, d4 se psit jako slozeni
spojitych zobrazeni ge’, kde e je epireflekce X na jeho T1-modifikacia e’ : A — e(A) je ziZeni e.
[Navod: ...]




Modifikace Urysonovy a Gplné Hausdorffovy prostory
Variace oddélovani Dalsi vlastnosti normalnich prostorti

Dalsi vlastnosti normalnich prostort

Kazdy GO-prostor je normdlni.
[Navod: ...]
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