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2.Konstrukce



~2 Z mnozin i z algebry znite pojmy jako podmnozina, podgrupa, kartézsky soucin mnozin
nebo okruhti, kvocient grup nebo faktorgrupa, direktni soucet grup. To jsou konstrukce, pfi
kterych z danych struktur vytvofime nové. Podobnym postupem se ziskaji i nové topologické
prostory.
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V algebraickych strukturdch urcuje homomorfismus strukturu na obrazu pomoci struktury na
defini¢nim oboru (napt. je-li f : G — H homomorfismus grup a f je zobrazeni na celé H, je
grupové struktura na H jednozna¢né uréena grupovou strukturou na G a homomorfismem f).
Toto vSak zdaleka neplati u topologickych struktur. Topologii na obraze 1ze ménit s velkou
volnosti a zobrazeni zistava stale spojité.
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~2 Podgrupa, podokruh a podobné struktury vznikaji zizenim piislusnych algebraickych ope-
raci na vhodnou podmnozinu. Co je vSak zizZeni topologie na podmnoZinu? Vezmou se jen
ty oteviené mnoziny, které lezi v oné podmnozin€? Jakou topologii bychom dostali timto
zptsobem z topologie piimky zizenim na raciondlni ¢isla? To neni vhodny postup.




Soucin topologickych prostori by méla byt néjaka topologie na sou¢inu nosnych mnozin
N onéch prostoru. Ale jaka? Pro souciny dvou, ¢i obecnéji kone¢né mnoha, prostoru se zdd byt
¥ odpovéd jasnd: okoli bodd maji za bézi souciny okoli projekci onéch bodi (tak to alespoi
vychdzi v euklidovskych prostorech). Ale pro sou¢iny nekone¢né mnoha prostora uz od-
povéd jasnd neni. Jsou okoli bodu souinu také vSechny souciny okoli projekei tohoto bodu?
Ukadzalo se, Ze to neni vhodné. Trvalo pér desetileti, neZ se vhodna definice nasla.




Postup uvedeny dale bude zaloZen na topologiich vytvorenych pomoci spojitosti zobrazeni.
Uvidime, Ze tento postup dé pfirozené definice vySe uvedenych konstrukci a soucasné budou
@ vidét diivody pro takové definice.

o Nejdrive prostudujeme vlastnosti vSech topologii na dané mnoZziné a pak teprve prikro¢ime ke
konstrukeim. Mnozinové zustdvaji uvedené konstrukce (podprostor, kartézsky soucin, kvo-
cient, soucet) stejné, bude vSak nutné ze vSech moznych topologii na nich vybrat ty nej-
vhodnéjsi, v néjakém smyslu extremdlni.




Svaz topologii

Usporadani topologii
Svaz topologii

Zavedeme usporadani na mnoziné vsech topologii na X. ProtoZe topologie je soustava
podmnozin X, jsou topologie na X usporddané inkluzi. Z jistého hlediska je vSak lepsi vzit
opacnou inkluzi.




Svaz topologii

Usporadani topologii
Svaz topologii

DEFINICE (De topologii)

Mnozina vSech topologii na mnozin€ X je usporfadand opac¢nou inkluzi D.




Svaz topologii Usporadani topologii
Svaz topologii

DEFINICE (Definice usporadani topologif)

Mnozina vSech topologii na mnozin€ X je usporfadand opac¢nou inkluzi D.

Je-li G D H, tikame, Ze G je jemnéjsi nez H a ze H je hrubsi nez G.



Svaz topologii Usporadani topologii
Svaz topologii

DEFINICE (Definice usporadani topologif)

Mnozina vSech topologii na mnozin€ X je usporfadand opac¢nou inkluzi D.

Je-li G D H, tikame, Ze G je jemnéjsi nez H a ze H je hrubsi nez G.

. Misto uvedenych terminu se pouzivaji i terminy slabsi — silnéjsi, 1ze samoziejmé pouzivat i
@ terminy vets7 — menst.

Uveédomte si, Ze podle definice usporadani topologii jsou dvé topologie srovnatelné jen, jsou-
li to topologie na stejné mnoziné. Tedy pokud jsou G, H dvé topologie a G je jemné&jsi nez
'H, pak existuje mnoZina X tak, Ze G i H jsou topologie na X. Zfejmé je X = |J G.




Svaz topologii Usporadani topologii
Svaz topologii

DEFINICE (Definice usporadani topologif)

Mnozina vSech topologii na mnozin€ X je usporfadand opac¢nou inkluzi D.

Je-li G D H, tikame, Ze G je jemnéjsi nez H a ze H je hrubsi nez G.

V Poznamkach a v Prikladech jsou uvedeny rizné zajimavosti o topologiich na kone¢nych
mnozinach.




Svaz topologii

Usporadani topologii
Svaz topologii

Nadale budou topologie chapany dohromady s uvedenym usporadanim.




Svaz topologii

Usporadani topologii
Svaz topologii

MnoZina vSech topologii na dané mnoziné tvori uplny svaz.

» Dikaz




Svaz topologii Usporadani topologii

Svaz topologii

TVRZENI (Uplny svaz ogii)

MnoZina vSech topologii na dané mnoziné tvori uplny svaz.

» Dikaz

= Jak se chovd spojitost zobrazeni pfi supremech a infimech topologii? Nésledujici tvrzeni je
zakladni vétou pro vSechny ddle uvedené konstrukce.




Svaz topologii

Usporadani topologii
Svaz topologii

TVRZENI (Uplny svaz topologii)

MnoZina vSech topologii na dané mnoziné tvori uplny svaz.

» Dikaz

TVRZENI (Spojitost a suprema, infima)

Je-li f spojité zobrazeni (X, Ga) — (Y, Ha) pro kazdé a € A, pak je f spojité i jako zobrazeni
(X,supa Ga) — (Y,supag Ha) a (X,infa Ga) — (Y, infa Ha).

» Ditkaz
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Svaz topologii

Usporadani topologii
Svaz topologii

TVRZENI (Uplny svaz topologii)

MnoZina vSech topologii na dané mnoziné tvori uplny svaz.

» Dikaz

TVRZENI (Spojitost a suprema, infima)

Je-li f spojité zobrazeni (X, Ga) — (Y, Ha) pro kazdé a € A, pak je f spojité i jako zobrazeni
(X,supa Ga) — (Y,supag Ha) a (X,infa Ga) — (Y, infa Ha).

» Ditkaz

'Z Predchozi tvrzeni bude pouZivdno hlavng v piipadech, kdy vSechny topologie bud’ na X nebo

na Y jsou stejné. Napt. pokud je f spojité na topologickém prostoru X do riznych topologii
na mnoziné Y, je spojité i do jejich infima (samoziejmé i do jejich suprema, ale to je zfejmé).




Podprostory, vnoreni
Slabé topologie Kartézské souéiny

Vnoreni do soucinii

Nyni Ize prikrocit k prvnimu obecnému kroku, z kterého vyplynou definice podprostoru a
soucinu prostoru.




Podprostory, vnoreni
Slabé topologie Kartézské souéiny
Vnoreni do soucinii

TVRZENI (Slab4 top. )

Necht X je mnoZina, { Ya} a je soubor topologickych prostorii a pro kazdé a € A je ddno zobrazeni
fa : X — Ya. Pak existuje nejhrubsi topologie G na X takovd, Ze vSechna zobrazeni f5 : (X,G) — Ya jsou
spojitd.

» Dikaz



Podprostory, vnoreni
Slabé topologie Kartézské souéiny
Vnoreni do soucinii

TVRZENI (Slaba topologie)

Necht X je mnoZina, { Ya} a je soubor topologickych prostorii a pro kazdé a € A je ddno zobrazeni
fa : X — Ya. Pak existuje nejhrubsi topologie G na X takovd, Ze vSechna zobrazeni f5 : (X,G) — Ya jsou
spojitd.

» Diikaz

DEFINICE

Topologie G z predchozi véty se nazyva slaba topologie vytvofena souborem (nebo zobrazenimi)
fa: X — Ya,a € A. Soubor zobrazeni f, : (X,G) — Ya se pak nazyvd slabé vytvirejici.




Podprostory, vnoreni
Slabé topologie Kartézské souéiny

Silné topolo Vnoreni do souéinti
Prostory zobraz

Neékdy se pouzivd slova generovand misto vytvorend. Misto topologie slabé vytvorend

néjakym souborem se t€Z iika ropologicky prostor slabé vytvoreny danym souborem.
Dukaz nasledujictho tvrzeni je velmi snadny.




Svaz topol Podprostory, vnoreni
Slabé topolo Kartézské souéiny

Silné topologie Vnoreni do souéinti
tory zobr

TVRZENI (Popis slabé topologie)

Jsou-li G5 topologie prostorii Ya, pak slabd topologie na X vytvoiend souborem f3 : X — Ya,a € A md
subbdzi

{f;YG); G € Ga,ac A}.

=



Podprostory, vnoreni
Slabé topologie Kartézské souéiny

Vnoreni do soucinii

Nyni bude uvedena charakterizace slabé topologie, ktera nepouziva usporadani topologii.




Podprostory, vnoreni
Slabé topologie Kartézské souéiny
Vnoreni do soucinii

TVRZENI (Bezbodova charakterizace slabé topologie)

Ndsledujict viastnosti jsou ekvivalentni pro soubor f5 : X — Ya, a € A, mezi topologickymi prostory:

Topologicky prostor X je slabé vytvoren souborem f3 : X — Y3,a € A

Je-li Z topologicky prostor a g : Z — X, pak zobrazeni g je spojité pravé kdyz kazdé slozeni
fag,a € A je spojité.

» Ditkaz



Podprostory, vnoreni
Slabé topologie Kartézské souéiny
Sil o i Vnoreni do soucinii

Nasledujict vlastnosti jsou ekvivalentni pro soubor f; : X — Ya, a € A, mezi topologickymi prostory:
Topologicky prostor X je slabé vytvoren souborem f3 : X — Y3,a € A
Je-li Z topologicky prostor a g : Z — X, pak zobrazeni g je spojité pravé kdyZ kazdé sloZeni
fag,a € A je spojité.

» Ditkaz

! Jesté jedno obecné tvrzeni o vytvareni slabych topologii bude uzitecné. Jednd se o za-

chovavani slabych vytvareni pii skladani. Jeho dikaz je piimou jednoduchou aplikaci
predchozi bezbodové charakterizace slabé topologie.




Podprostory, vnoreni
Slabé topologie Kartézské souéiny
Vnoreni do soucinii

TVRZENI (Bezbodova charakterizace slabé topologie)

Ndsledujict viastnosti jsou ekvivalentni pro soubor f5 : X — Ya, a € A, mezi topologickymi prostory:

Topologicky prostor X je slabé vytvoren souborem f3 : X — Y3,a € A
Je-li Z topologicky prostor a g : Z — X, pak zobrazeni g je spojité prdavé kdyZ kazdé slozeni
fag,a € A je spojité.

» Ditkaz

TVRZENI (Sklddani slabych vytvareni)

Necht {fs : X — YaYaa{gai: Ya — Zai}i,,a € A jsou soubory spojitych zobrazeni mezi
topologickymi prostory. Pak plati:
Je-li soubor {g, i fa : X — Zsj;a € A, i € la} slabé vytvarejici, je i soubor {fa : X — Ya}a slabé
vytvdrejici.




Podprostory, vnoreni
Slabé topologie Kartézské souéiny
Vnoreni do soucinii

TVRZENI (Bezbodova charakterizace slabé topologie)

Ndsledujict viastnosti jsou ekvivalentni pro soubor f5 : X — Ya, a € A, mezi topologickymi prostory:

Topologicky prostor X je slabé vytvoren souborem f3 : X — Y3,a € A
Je-li Z topologicky prostor a g : Z — X, pak zobrazeni g je spojité prdavé kdyZ kazdé slozeni
fag,a € A je spojité.

» Ditkaz

TVRZENI (Sklddani slabych vytvareni)

Necht {fs : X — YaYaa{gai: Ya — Zai}i,,a € A jsou soubory spojitych zobrazeni mezi
topologickymi prostory. Pak plati:
Je-li soubor {g, i fa : X — Zsj;a € A, i € la} slabé vytvarejici, je i soubor {fa : X — Ya}a slabé
vytvdrejici.

Jsou-li soubory {fa : X — Ya}aa{gai: Ya — Zai}i,,a € A slabé vytvdrejici, je i soubor
{ga,ifa: X — Zajia € A,i € I5} slabé vyrvdrejici.



Podprostory, vnoreni
Slabé topologie Kartézské souéiny

Vnoreni do soucinii

Nyni se pouzije piedchozi pojem slabych topologii na specidlni pfipady. Nejdfive to bude
podprostor topologického prostoru a potom soucin topologickych prostorg.




Podprostory, vnoreni
Slabé topologie Kartézské souéiny
Vnoreni do soucinii

DEFINICE (Podprostor topologického prostoru)

Necht (X, G) je topologicky prostor a Y C X. Topologicky prostor (Y, H) slab& vytvoieny zobrazenim
ly : Y — (X, G) se nazyva podprostor topologického prostoru (X, G).



Podprostory, vnoreni
Slabé topologie Kartézské souéiny
Vnoreni do soucinii

DEFINICE (Podprostor topologického prostoru)

Necht (X, G) je topologicky prostor a Y C X. Topologicky prostor (Y, H) slab& vytvoieny zobrazenim
ly : Y — (X, G) se nazyva podprostor topologického prostoru (X, G).

) Z piedchozich obecnych vét o slabém vytvareni se dostanou snadno nasledujici tvrzeni. Prvni

7 vlastnost ukazuje smysl ziZeni topologie diskutovaného na zacétku kapitoly. Casto se defi-
nuje podprostor pravé pomoci tohoto ziZeni a dalsi dvé vlastnosti se z této definice snadno
dokazuji.




Podprostory, vnoreni
Slabé topologie Kartézské souéiny
Vnoreni do soucinii

DEFINICE (Podprostor topologického prostoru)

Necht (X, G) je topologicky prostor a Y C X. Topologicky prostor (Y, H) slab& vytvoieny zobrazenim
ly : Y — (X, G) se nazyva podprostor topologického prostoru (X, G).

TVRZENI (Vlastnosti podprostorii)

Necht (Y, H) je podprostor topologického prostoru (X, G).
H={GNY;Geg}




Podprostory, vnoreni
Slabé topologie Kartézské souéiny
Vnoreni do soucinii

DEFINICE (Podprostor topologického prostoru)

Necht (X, G) je topologicky prostor a Y C X. Topologicky prostor (Y, H) slab& vytvoieny zobrazenim
ly : Y — (X, G) se nazyva podprostor topologického prostoru (X, G).

TVRZENI (Vlastnosti podprostorii)

Necht (Y, H) je podprostor topologického prostoru (X, G).
H={GNY;G e g}
Zobrazeni prostoru Z do (Y ,’H) je spojité pravé kdyz je spojité jako zobrazeni do (X, G).




Podprostory, vnoreni
Slabé topologie Kartézské souéiny

Vnoreni do soucinii

DEFINICE (Podprostor topologického prostoru)

Necht (X, G) je topologicky prostor a Y C X. Topologicky prostor (Y, H) slab& vytvoieny zobrazenim
ly : Y — (X, G) se nazyva podprostor topologického prostoru (X, G).

TVRZENI (Vlastnosti podprostorii)

Necht (Y, H) je podprostor topologického prostoru (X, G).
H={GNY;G e g}
Zobrazeni prostoru Z do (Y ,’H) je spojité pravé kdyz je spojité jako zobrazeni do (X, G).
Necht Z je topologicky prostor s nosnou mnoZinou lezici v Y. Pak Z je podprostor prostoru (Y, H)
pravé kdyz je podprostorem prostoru (X, G).




Podprostory, vnoreni
Slabé topologie Kartézské souéiny

Vnoreni do soucinii

) Nastdvaji situace, kdy mnozina Y neni podmnozinou prostoru X, ale da se do né&j prosté
zobrazit. Pak je Y ,skoro” podmnozinou X a ¢asto se Y se svym obrazem v X ztotoZiiuje.
Podobnd situace je i v topologickych prostorech.




Podprostory, vnoreni
Slabé topologie Kartézské souéiny
Vnoreni do soucinii

DEFINICE (Vnoreni)

Nechi X, Y jsou topologické prostory a f : Y — X je prosté zobrazeni. Je-li f slab& vytvatejici, nazyvd se
vnoreni prostoru Y do prostoru X. Symbol Y — X znaci, Ze Y je vnofen do X.



Podprostory, vnoreni
Slabé topologie Kartézské souéiny
Vnoreni do soucinii

DEFINICE (Vnoreni)

Nechi X, Y jsou topologické prostory a f : Y — X je prosté zobrazeni. Je-li f slab& vytvatejici, nazyvd se
vnoreni prostoru Y do prostoru X. Symbol Y — X znaci, Ze Y je vnofen do X.

TVRZENI

Je-li f : Y — X vnofeni, pak prostor Y je homeomorfni s podprostorem f(Y') prostoru X.



Podprostory, vnoreni
Slabé topologie Kartézské souéiny
Vnoreni do soucinii

DEFINICE (Vnoreni)

Nechi X, Y jsou topologické prostory a f : Y — X je prosté zobrazeni. Je-li f slab& vytvatejici, nazyvd se
vnoreni prostoru Y do prostoru X. Symbol Y — X znaci, Ze Y je vnofen do X.

Z topologického hlediska je tedy mozné vnofeny prostor do X ztotoznit s pfislusSnym pod-
prostorem v X. Neékdy se misto terminu vroreni pouziva termin vioZeni.




Podprostory, vnoreni
Slabé topologie Kartézské souéiny

Vnoreni do soucinii

Mame nyni néstroj, jak definovat hezkou topologii pomoci souboru zobrazeni. Na kartézském
souc¢inu mnozin mame soubor zobrazeni (projekce), které v jistém smyslu soucin definuji (viz
poznamky, téZ pro oznaceni, které budeme pouzivat). Pouzije se i k definici soucinu prostort

597

(slovo ,kartézsky” budeme vynechdvat).




Podprostory, vnoreni
Slabé topologie Kartézské souéiny
Vnoreni do soucinii

DEFINICE (Soucin topologickych prostorti)

Necht {(Xa Ga)} a je soubor topologickych prostorii a X = M4 X, je soucin jejich nosnych mnoZin.
Topologicky prostor (X, G) slab& vytvofeny souborem projekei {pr, : X — (Xa,Ga)}a se nazyva
souc¢inem topologickych prostort (Xa , Ga).



Podprostory, vnoreni
Slabé topologie Kartézské souéiny
Vnoreni do soucinii

DEFINICE (Soucin topologickych prostorii)

Necht {(Xa Ga)}a je soubor topologickych prostord a X = M4X, je sou€in jejich nosnych mnoZin.
Topologicky prostor (X, G) slabé vytvofeny souborem projekei {pr, : X — (Xa,Ga)}a se nazyva
soucinem topologickych prostort (X , Ga).

Oproti podprostorim neni pochopeni topologie sou¢inu jednoduché. Ve cvicenich je popis
topologie soucinu pomoci okoli a konvergence, a také popis uzavéru nékterych mnozin.

V nasledujicim tvrzeni ve tfeti ¢asti je nutné ztotoznit soucin soucini mnozin se soucinem
jednotlivych mnoZin (viz poznamky ).




Podprostory, vnoreni
Slabé topologie Kartézské souéiny
Vnoreni do soucinii

DEFINICE (Soucin topologickych prostorti)

Necht {(Xa Ga)} a je soubor topologickych prostorii a X = M4 X, je soucin jejich nosnych mnoZin.
Topologicky prostor (X, G) slab& vytvofeny souborem projekei {pr, : X — (Xa,Ga)}a se nazyva
souc¢inem topologickych prostort (Xa , Ga).

TVRZENI (Popis topologie soutinu)

Necht (X, G) je soucin topologickych prostorii (Xa, Ga).
{pra_l(G); G € Ga, a € A} je subbdze topologie G.
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Slabé topologie Kartézské souéiny
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DEFINICE (Soucin topologickych prostorti)

Necht {(Xa Ga)} a je soubor topologickych prostorii a X = M4 X, je soucin jejich nosnych mnoZin.
Topologicky prostor (X, G) slab& vytvofeny souborem projekei {pr, : X — (Xa,Ga)}a se nazyva
souc¢inem topologickych prostort (Xa , Ga).

TVRZENI (Popis topologie soutinu)

Necht (X, G) je soucin topologickych prostorii (Xa, Ga).
{pra_l(G); G € Ga, a € A} je subbdze topologie G.

Zobrazeni topologického prostoru Z do (X, G) je spojité pravé kdyz jsou spojitd vSechna jeho sloZeni s
projekcemi pr .
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DEFINICE (Soucin topologickych prostorti)

Necht {(Xa Ga)} a je soubor topologickych prostorii a X = M4 X, je soucin jejich nosnych mnoZin.
Topologicky prostor (X, G) slab& vytvofeny souborem projekei {pr, : X — (Xa,Ga)}a se nazyva
souc¢inem topologickych prostort (Xa , Ga).

TVRZENI (Popis topologie soutinu)

Necht (X, G) je soucin topologickych prostorii (Xa, Ga).
{pra_l(G); G € Ga, a € A} je subbdze topologie G.

Zobrazeni topologického prostoru Z do (X, G) je spojité pravé kdyz jsou spojitd vSechna jeho sloZeni s
projekcemi pr .

Je-li kazdy prostor (Xa, Ga) soucinem prostorii T, i, i € Ia, je (X, G) soucinem prostorii
Tay,'7 acAié€El,.



Podprostory, vnoreni

Kartézské souéiny

Vnoreni do soucinii
Prostory zobrazeni

DEFINICE (Soucin topologickych prostorii)

Necht {(Xa Ga)}a je soubor topologickych prostord a X = M4X, je sou€in jejich nosnych mnoZin.
Topologicky prostor (X, G) slabé vytvofeny souborem projekei {pr, : X — (Xa,Ga)}a se nazyva
soucinem topologickych prostort (X , Ga).

Z definice soucinu a z véty o skldadani slabého vytvareni nyni snadno vyplyne nasledujici
popis slabého vytvareni pomoci soucinu a slabé topologie vytvorené jedinym zobrazenim.




U
Svaz topol Podprostory, vnoreni
Kartézské souéiny
Vnoreni do soucinii

DEFINICE (Soucin topologickych prostorii)

Necht {(Xa Ga)} a je soubor topologickych prostorii a X = M4 X, je soucin jejich nosnych mnoZin.
Topologicky prostor (X, G) slab& vytvofeny souborem projekei {pr, : X — (Xa,Ga)}a se nazyva
souc¢inem topologickych prostort (Xa , Ga).

TVRZENI (Slabé vytvareni a souciny)

Necht f, : X — Ya,a € A, je soubor spojitych zobrazeni. Tento soubor je slabé vytvdrejici pravé kdyz
diagondlni zobrazeni Afy : X — T4 Ya je slabé vytvdrejici.




Uvod
Podprostory, vnoreni
Kartézské souéiny
Vnoreni do soucinii

DEFINICE (Soucin topologickych prostorii)

Necht {(Xa Ga)}a je soubor topologickych prostord a X = M4X, je sou€in jejich nosnych mnoZin.
Topologicky prostor (X, G) slabé vytvofeny souborem projekei {pr, : X — (Xa,Ga)}a se nazyva
soucinem topologickych prostort (X , Ga).

V piipadé, ze zobrazeni Af; z predchozi véty je prosté, je toto zobrazeni vnofenim (pokud je
uvedeny soubor slabé vytvarejici).




Podprostory, vnoreni
Slabé topologie Kartézské souéiny

Vnoreni do soucinii

29 Pozdgji uvidime, jak je dulezité vnorfeni prostort do soucinu. Na zdkladé predchozich tvr-
zeni muzeme uz nyni vnofeni do soucinu popsat. PouZije-li se nyni popis topologii slabych
vytvareni, dostane se nasledujici dilezitd véta.




Podprostory, vnoreni
Slabé topologie Kartézské souéiny

Silné topologie Vnoreni do souéinti
tory zok

TVRZENI (Vnoteni do souéinu)

Prostor X lze vnorit do soucinu IN ' Ys topologickych prostorii pravé kdy? plati

Pro kaZdé dva riizné body x1,x2 € X existuje spojité zobrazeni f : X — Y, pro néjaké a € A tak, Ze

f(x1) # f(x2).

Pro kazdou uzavienou mnoZinu F C X a bod x € X \ F existuje konecné mnoho spojitych zobrazent
fi : X — Ya;,i < n, aoteviené mnoZiny Gj v Ya;, i < n, takové, Ze fi(x) € Gj,i < na
=il
FnN ﬂ,-Sn f7(G) = 0.



Svaz topo Podprostory, vnoreni
Slabé topologie Kartézské souéiny

Silr i i

Prostory zobrazeni

» Ditkaz » Priklady
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Svaz topol Podprostory, vnoreni
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Silné topolo Vnoreni do souéinti
Prostory zobrazeni

Vlastnosti pouzité v predchozi vété se pouzivaji celkem Casto a maji proto svij nazev.
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DEFINICE (Oddélovani bodii a mnozin)

Rekneme, Ze soustava zobrazeni C na mnoziné X oddéluje body mnoziny X, jestlize pro kazdé dva riizné
body x1, x2 € X existuje zobrazeni f € C tak, Ze f(x1) # f(x2).
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Silné topol Vnoreni do soucinti
Prostory zobrazeni

Rekneme, Ze soustava zobrazeni C na topologickém prostoru X odd&luje body a uzaviené mnoziny v X,
jestlize pro kazdou uzavienou mnozinu F C X abod x € X \ F existuje kone¢né mnoho zobrazeni

fi, ..., fn € C a oteviené mnoziny Gi, ..., Gn v jejich oborech hodnot tak, Ze f;(x) € G;,i < na
FNNi<n 'ciil(Gi) =0.




Uvod
Svaz topol Podprostory, vnoreni
Slabé topologie Kartézské souéiny

Silné topologie Vnoreni do soucinti
Prostory zobrazeni

Pokud v predchozi definici vzdy staci volit n = 1, fikame, Ze C silné oddéluje body a uzaviené mnoziny.
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Prostory zobrazeni

=/ Nejdulezitéjsi aplikaci predchozi véty je vnofeni prostoru X do mocniny néjakého prostoru
Y, tj. X — Y. Pomoci pfedchozich pojmi lIze postatujici podminku napsat jednoduse.




Uvod

Podprostory, vnoreni
Slabé topologie Kartézské souéi

Silné topologie Vnoreni do soucinti
Prostory zobrazeni

DUSLEDEK (Vnofeni do mocniny)

Topologicky prostor X Ize vnoFit do mocniny prostoru Y, jestlize mnoZina C(X, Y') spojitych zobrazeni X do
Y rozlisuje body X a (silné) rozlisuje body a uzaviené mnoziny v X.



Kvocienty

Silné topologie Soucty prostori

Z jistého hlediska dudlni je silné vytvareni topologii. Dualita zde znamena ,otaceni Sipek”,
tj. sméru zobrazeni. Nebudeme pro tento pfipad opakovat rizné podrobnosti a dokazovat
vSechna tvrzeni. Napft. dukaz ndsledujiciho tvrzeni je ,dudlni” k dikazu existence slabé topo-
logie.




Kvocienty
Soucty prostori

Silné topologie

Necht X je mnoZina, { Ya} a je soustava topologickych prostorii a pro kazdé a € A je ddno zobrazeni
fa i Ya — X. Pak existuje nejjemnéjsi topologie G na X takovd, Ze vSechna zobrazeni fa : Ya — (X, G) jsou
spojitd.

» Dikaz



Kvocienty
Soucty prostori

Silné topologie

TVRZENI (Siln4 topologie)

Necht X je mnoZina, { Ya} a je soustava topologickych prostorii a pro kazdé a € A je ddno zobrazeni
fa i Ya — X. Pak existuje nejjemnéjsi topologie G na X takovd, Ze vSechna zobrazeni fa : Ya — (X, G) jsou
spojitd.

» Diikaz

DEFINICE

Topologie G z predchozi véty se nazyva silnd topologie vytvorend souborem (nebo zobrazenimi)
fa: Ya — X, a € A. Soubor zobrazeni 5 : Yo — (X,G), a € A, se pak nazyva silné vytvirejici.




Kvocienty

Silné topologie Soucty prostori

TVRZENI (Siln4 topologie)

Necht X je mnoZina, { Ya} a je soustava topologickych prostorii a pro kazdé a € A je ddno zobrazeni
fa i Ya — X. Pak existuje nejjemnéjsi topologie G na X takovd, Ze vSechna zobrazeni fa : Ya — (X, G) jsou

spojitd.

» Ditkaz

2 Popis silné topologie nelze odvodit z ¢asti o slabych topologii. Je to specificky popis pro
topologie a na rozdil od ostatnich tvrzen{ je ho nutné ukazat zvI4st.




Kvocienty
Soucty prostori

Silné topologie

TVRZENI (Siln4 topologie)

Necht X je mnoZina, { Ya} a je soustava topologickych prostorii a pro kazdé a € A je ddno zobrazeni
fa i Ya — X. Pak existuje nejjemnéjsi topologie G na X takovd, Ze vSechna zobrazeni fa : Ya — (X, G) jsou
spojitd.

» Dikaz

TVRZENI (Popis silné topologie)

Jsou-li G5 topologie prostorii Ya, pak silnd topologie na X vytvorend souborem f5 : Yo — X, a € Aje rovna

{G C X;f;1(G) € Ga,Va € A}.

» Ditkaz



Kvocienty

Silné topologie Soucty prostori

TVRZENI (Bezbodovi charakterizace silné topologie)

Ndsledujici viastnosti jsou ekvivalentni pro soubor {fa : Ya — X} a spojitych zobrazeni:

Topologicky prostor X je silné vytvoren souborem f3 : Yo — X, a € A.

Je-li Z topologicky prostor a g : X — Z, pak g je spojité pravé kdyZ kazdé sloZeni g f5,a € A, je
spojité.



Kvocienty

Silné topologie Soucty prostori

Prostory zobrazeni

TVRZENI (Skladani silnych vytvéien)

Necht {fa: Ya— X}aa{gai: Zai— Ya}i,,a € A jsou soubory spojitych zobrazeni mezi
topologickymi prostory. Pak plati:
Je-li soubor {ga i fa: Zaj — X;a € A,i € Ia} silné vytvdrejici, je i soubor {fa : Ya — X} a silné
vytvdrejici.




Kvocienty

Soucty prostori

Prostory zobrazeni

TVRZENI (Skladani silnych vytvéien)

Necht {fa: Ya— X}aa{gai: Zai— Ya}i,,a € A jsou soubory spojitych zobrazeni mezi
topologickymi prostory. Pak plati:
Je-li soubor {ga i fa: Zaj — X;a € A,i € Ia} silné vytvdrejici, je i soubor {fa : Ya — X} a silné
vytvdrejici.

Jsou-li soubory {fa : Ya — X}a a{gai: Zai — Ya}i,,a € A silné vywdrejici, je i soubor
{fagai: Zai — X;a € A,i € la} silné vytvirejict.



Kvocienty
Soucty prostori

Silné topologie

Budeme nyni dualizovat aplikace slabého vytvareni na silné vytvédreni. Dudlni k prostému
zobrazeni je zobrazeni na. Dudlnim pojmem k vnotfeni bude tzv. kvocient.




Kvocienty

Silné topologie Soucty prostori

DEFINICE (Kvocient)

Necht (X, G) je topologicky prostor a f je zobrazeni X na mnoZzinu Y. Topologicky prostor (Y, H) siln&
vytvofeny zobrazenim f : (X,G) — Y se nazyva kvocient topologického prostoru (X, G) podle zobrazeni f,
které se pak nazyva kvocientové.



z topol
Dé topo!
Iné topologie

Kvocienty

Soucty prostori

Prostory zobrazeni

U slabych topologii jsme rozliSovali podprostor a vnofeny prostor. Vnoreném prostoru od-
povida pojem kvocientu, podprostoru by odpovidal specidlni pfipad, kdy je kvocientové zob-
razeni f dano néjakou ekvivalenci na X (f pfifazuje prvku x mnozinu vSech prvki ekviva-
lentnich s x). Tyto pfipady se vSak nerozliSuji.




Kvocienty

<t tord
Silné topologie Soucty prostori

tory zobrazeni

TVRZENI (Vlastnosti kvocientu)

Necht Y je kvocient prostoru X podle zobrazeni f. Potom

G C Y je oteviend (nebo uzaviend) podmnozina Y pravé kdyz f ~1(G) je otevienou (resp.
uzavienou) podmnozinou X.



Kvocienty
Soucty prostori

Slabé topo

Silné topologie
tory zobrazeni

TVRZENI (Vlastnosti kvocientu)

Necht Y je kvocient prostoru X podle zobrazeni f. Potom

G C Y je oteviend (nebo uzaviend) podmnozina Y pravé kdyz f ~1(G) je otevienou (resp.
uzavienou) podmnozinou X.

Zobrazeni 7 Y do topologického prostoru je spojité pravé kdyz jeho sloZeni s f je spojité.




Kvocienty

Soucty prostori

/ zobrazeni

TVRZENI (Vlastnosti kvocientu)

Necht Y je kvocient prostoru X podle zobrazeni f. Potom
G C Y je oteviend (nebo uzaviend) podmnozina Y pravé kdyz f ~1(G) je otevienou (resp.

uzavienou) podmnozinou X.
Zobrazeni 7 Y do topologického prostoru je spojité pravé kdyz jeho sloZeni s f je spojité.

Je-li g : Y — Z kvocientové zobrazeni, je i sloZeni g f : X — Z kvocientové.



Svaz topo

Slabé topolo Kvocienty

Soucty prostorii

Silné topologie
Prostory zobrazeni

» Priklady




Svaz topolo,

Slabé topol Kvocienty

Soucty prostorii

Iné topologie
Prostory zobrazeni

Predchozi popis topologie je jednoduchy, ale neni vZdy snadné ho pouZzivat. Existuji dva
% specidlni pfipady, kdy lze s kvocientem pracovat snadnéji. Spojitost zobrazeni je definovano
zachovavanim otevienych nebo uzavienych mnoZzin vzory. Je vhodnou vlastnosti zachovavani
otevienych nebo uzavienych mnozin obrazy? Uvidime, Ze ano.




Kvocienty

Silné topologie Soucty prostori

DEFINICE (Oteviené a uzaviené zobrazeni)

Zobrazeni f : X — Y mezi topologickymi prostory se nazyva oteviené (nebo uzaviené), jestlize obraz kazdé
oteviené (resp. uzaviené) mnoZiny v X je otevieny (resp. uzavieny) v podprostoru f(X) prostoru Y.



Kvocienty

Silné topologie Soucty prostori

TVRZENI (Specidlni kvocienty)

Kazdd spojitd surjekce, kterd je oteviend nebo uzavrend, je kvocientovd.

» Dikaz
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Kvocienty

Soucty prostori

Silné topologie

~2 Dualni pojem (opét pomoci obracent Sipek zobrazeni) k souc¢inu mnozin je jejich soucet. Neni
tak dulezity jako soucin, ale nékdy se hodi pii konstrukei pfikladi nebo k popisu topologii.
Nebudeme v tomto piipadé uvadét podrobné vSechny vlastnosti souctu, uvidite, Ze se jednd o
velmi jednoduchou konstrukci.




Kvocienty

Silné topologie Soucty prostord

DEFINICE (Soucet topologickych prostorii)

Necht {(Xa,Ga)}a je soubor topologickych prostori a X = Y~ 4 Xa je soucet jejich nosnych mnoZin.
Topologicky prostor (X, G) silné vytvoteny souborem injekei {inj, : (Xa, Ga) — X} A se nazyvd souctem
topologickych prostort (Xa Ga).



Kvocienty

Soucty prostori

Silné topologie

Nyni by se daly napsat véty obdobné t€m z Casti pro slabé topologie. Doporucujeme Ctenari
tyto véty alesponl zformulovat. My tu uvedeme jen popis topologie souctu prostort, jehoz
duikaz plyne ihned z popisu silné topologie pouZité na tento specialni piipad.




Kvocienty

Silné topologie Soucty prostord

TVRZENI (Popis topologie souctu)

Necht X je souctem prostorii Xa, a € A. PodmnoZina prostoru X je oteviend (nebo uzaviend) pravé kdy? jeji
prinik s kaZdou mnoZinou X, je otevieny (resp. uzavieny) v prostoru X,.

—7




Kvocienty

Silné topologie Soucty prostord

TVRZENI (Popis topologie souctu)

Necht X je souctem prostorii Xa, a € A. PodmnoZina prostoru X je oteviend (nebo uzaviend) pravé kdy? jeji
prinik s kaZdou mnoZinou X, je otevieny (resp. uzavieny) v prostoru X,.

Z uvedeného popisu mimo jiné vyplyvad, ze kazdy X, je obojetnym podprostorem v X.




Prostory zobrazeni

Souciny mnozin byly sice definovdny jako mnoziny jistych zobrazeni, ale vétSinou jsou
chdpany jako mnoziny jistych souborl bodi. V pfipadé mocnin mnozin je vSak vhodnéjsi
D) je chdpat jako funkce. Je-li tedy pro kazdé a € A mnoZzina X, rovna mnoziné Y, nebudeme
o psit M4 Y, ale Y. Tato mocnina je tedy mnoZinou viech zobrazeni A — Y. V piipadg, Ze
ob¢é mnoziny A, Y maji néjakou strukturu, napt. grupovou nebo topologickou, pouZzivaji se
&asto podmnoziny Y4 slozené v téchto dvou piipadech z homomorfizmii nebo ze spojitych
zobrazeni. Nds bude samoziejmé zajimat druhy pripad.




Prostory zobrazeni

DEFINICE (Mnoziny spojitych zobrazeni)

Necht X, Y jsou topologické prostory, C(X, Y') znaéi podmnoZinu mocniny YX slozenou ze viech
spojitych zobrazent. Jestlize se C(X, Y') chdpe i jako podprostor sou¢inu YX, znaéi se Cp(X, Y).



topo!

Silné topo
Prostory zobrazeni

Je-li Y = R, vynechdva se Y v uvedeném oznaceni. Hvézdic¢kou se v tomto piipadé oznacuji piislusné
omezené funkce (napt. C; (X) je mnoZina vSech omezenych spojitych redlnych funkei na X s topologif
zd&dénou z RX).




topol

Slabé topolo
Silné toy
Prostory zobrazeni

Je-li Y = R, vynechdva se Y v uvedeném oznaceni. Hvézdickou se v tomto pripadé oznacuji prislusné
omezené funkce (napi. C5(X) je mnoZina vSech omezenych spojitych redlnych funkei na X s topologii

zd&dénou z RX).

Index p v Cp(X, Y') pochdzi z anglického slova ,pointwise”, protoZe topologie mocniny se
nékdy nazyva topologie bodové konvergence — viz popis této topologie pomoci konvergence.
Pozdéji budou zavedeny dalsi topologie na mnoZinich zobrazent.




topol

Slabé topolo
Silné toy
Prostory zobrazeni

Je-li Y = R, vynechdva se Y v uvedeném oznaceni. Hvézdickou se v tomto pripadé oznacuji prislusné
omezené funkce (napi. C5(X) je mnoZina vSech omezenych spojitych redlnych funkei na X s topologii

zd&dénou z RX).

& Mnoziny YX a C(X, Y) dédi z Y rGzné vlastnosti, napf. algebraické operace a usporadant.
i Pro C(X, Y) je viak nutné ukdzat, Ze vysledkem operace na spojité funkce je op&t spojita
funkce. Nyni uvedeme piislusné dédéni jen pro redlné funkce.




Prostory zobrazeni

Na RX definujeme séitani, ndsobeni a uspofadani bodove:
= (f+8)(x) = f(x) +&(x);
= (f.g)(x) = f(x)-8(x);
m f < gjestlize f(x) < g(x) pro kazdé x € X.




Uvod
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Silné topolo
Prostory zobrazeni

Je-li  konstantni funkce s hodnotou r, piSe se r.g misto f.g a mame tedy nasobeni funkci
realnymi Cisly.

S témito operacemi se mohou zdédit i nékteré algebraické vlastnosti, ale nemusi. Dikaz
nasledujiciho tvrzeni je jednoduchy.




Silné topolo
Prostory zobrazeni

TVRZENI (Algebraické vlastnosti RX)

S uvedenymi viasmostmi je RX algebra a svaz.




Prostory zobrazeni

Pro stejné tvrzeni o C(X) je nutné ukézat, ze C(X) je invariantni vi¢i pouzitym operacim.
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TVRZENI (Algebraické vlastnosti C(X))

S uvedenymi vlastnostmi jsou C(X) a C*(X) algebra a svaz.

» Dikaz
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