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2. Poznamky



Mnoziny topologii

Svaz topologii

Kolik je topologif na dané mnoziné? O




Mnoziny topologii

Svaz topologii

Odpovéd na tuto otdzku nenf sloZitd pro nekone¢né mnoZiny a pro mnoZiny s nejvyse dvéma
body. Ve cvicenich jsou uvedeny pocty topologii pro nejvyse dvoubodové mnoziny. UZ neni
tak snadné zjistit, Ze na 3-bodové mnoZiné je piesné 29 topologii a na 4-bodové je jich 355.
V této chvili je zndm pocet topologii na kone¢nych mnozindch majicich nejvys 18 bodu. Pro
18 bodi je to &islo 1035.2,614..., pro 10 bodi 8977053873043.

2. Poznamky



Mnoziny topologii

Svaz topologii

Kazda topologie na mnoZziné X uréuje relaci {(x, y); y € X. Tato relace je reflexivni a tran-
zitivni, ale nemusi mit druhou vlastnost definice uspofadani. Tato druhad vlastnost dava jistou
oddélitelnost a neni to podstatnd vlastnost. Muzeme reflexivni a tranzitivni relaci nazvat pro
tuto chvili ¢astecné usporadani (terminologie neni v této oblasti jednotnd).




Mnoziny topologii

Svaz topologii

ProtoZe na kone¢nych mnozinéch je uzdvér kazdé mnoziny sjednocenim uzavéra svych bod,
je topologie na téchto mnozinach uréena uzavéry bodu. Topologie na kone¢né mnoziné X
jsou tedy ve vzdjemné jednoznacném vztahu s ¢asteCnymi usporadanimi na X.




Mnoziny topologii

Svaz topologii

Nejdfive pro uplnost zformulujeme definici svazu a nékteré jeho vlastnosti. Vybrali jsme dva
pohledy na svazy: jako specidlni pologrupy nebo uspofadané prostory.
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2. Poznamky



Mnoziny topologii

Svaz topologii

DEFINICE (Svaz jako pologrupy)

Svaz je mnozina (ozna¢me ji X) se dvéma bindrnimi operacemi (tj. zobrazenimi X x X — X),
oznacovanymi jako V, A, které jsou komutativni a asociativni, a navzdjem jsou spojeny vztahy
xV(XAy)=x,x\(xVy)=x.

Operace V se Casto nazyva spojeni a operace A prusek.
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Mnoziny topologii

Svaz topologii

DEFINICE (Svaz jako pologrupy)

Svaz je mnozina (oznaéme ji X) se dvéma binarnimi operacemi (tj. zobrazenimi X x X — X),
oznacovanymi jako V, A, které jsou komutativni a asociativni, a navzdjem jsou spojeny vztahy
xV(xAy)=x,xA(xVy)=x.

Operace V se asto nazyva spojeni a operace A prusek.

—
(*e)

Z této definice neni zcela dobfe vidét smysl obou operaci. Lépe jsou vidét z ekvivalentni
definice pomoci usporadani:
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2. Poznamky



Mnoziny topologii

Svaz topologii

DEFINICE (Svaz jako pologrupy)

Svaz je mnozina (ozna¢me ji X) se dvéma bindrnimi operacemi (tj. zobrazenimi X x X — X),
oznacovanymi jako V, A, které jsou komutativni a asociativni, a navzajem jsou spojeny vztahy
xV(XAy)=x,x\(xVy)=x.

Operace V se Casto nazyva spojeni a operace A prusek.

DEFINICE (Svaz jako usporadany prostor)

Svaz je uspofadand mnozina, kde kazdé dva body maji supremum a infimum.

2. Poznamky



Mnoziny topologii

Svaz topologii

DEFINICE (Svaz jako pologrupy)

Svaz je mnozina (oznaéme ji X) se dvéma binarnimi operacemi (tj. zobrazenimi X x X — X),
oznacovanymi jako V, A, které jsou komutativni a asociativni, a navzdjem jsou spojeny vztahy
XV (xAy)=x,x\(xVy)=x.

Operace V se asto nazyva spojeni a operace A prusek.

DEFINICE (Svaz jako usporadany prostor)

Svaz je uspofddand mnozina, kde kazdé dva body maji supremum a infimum.

Pripomerime, Ze v uspofddané mnoziné X je sup A (pro A C X) nejmensi horni mez
— mnoziny A. Dudlné je inf A nejvétsi dolni mez mnoZiny A.

Tedy z = sup A pravé kdyz z > a pro kazdé a € A a z je nejmensi s touto vlastnosti (tj.,
pokud u 4)_4 z, pak existuje a € A tak, Ze u 4)_4 a). Supremum a infimum jsou tedy urcena jed-
nozna¢né. Napi. v uspordadaném prostoru (exp X, C) je sup{Pa}a = U4 Pa,inf{Pa}a =
Na Pa-

2. Poznamky



Mnoziny topologii

Svaz topologii

DEFINICE (Svaz jako pologrupy)

Svaz je mnozina (ozna¢me ji X) se dvéma bindrnimi operacemi (tj. zobrazenimi X x X — X),
oznacovanymi jako V, A, které jsou komutativni a asociativni, a navzajem jsou spojeny vztahy
xV(XAy)=x,x\(xVy)=x.

Operace V se Casto nazyva spojeni a operace A prusek.

DEFINICE (Svaz jako usporadany prostor)

Svaz je uspofadand mnozina, kde kazdé dva body maji supremum a infimum.

Jak se ptejde od jedné definice ke druhé?

2. Poznamky



Mnoziny topologii

Svaz topologii

DEFINICE (Svaz jako pologrupy)

Svaz je mnozina (ozna¢me ji X) se dvéma bindrnimi operacemi (tj. zobrazenimi X x X — X),
oznacovanymi jako V, A, které jsou komutativni a asociativni, a navzajem jsou spojeny vztahy
xV(XAy)=x,x\(xVy)=x.

Operace V se Casto nazyva spojeni a operace A prusek.

DEFINICE (Svaz jako usporadany prostor)

Svaz je uspofadand mnozina, kde kazdé dva body maji supremum a infimum.

Z druhé definice svazu plyne prvni dosazenim V = sup, A = inf.

2. Poznamky



Mnoziny topologii

Svaz topologii

DEFINICE (Svaz jako pologrupy)

Svaz je mnozina (ozna¢me ji X) se dvéma bindrnimi operacemi (tj. zobrazenimi X x X — X),
oznacovanymi jako V, A, které jsou komutativni a asociativni, a navzdjem jsou spojeny vztahy
xV(XAy)=x,x\(xVy)=x.

Operace V se Casto nazyva spojeni a operace A prusek.

DEFINICE (Svaz jako usporadany prostor)

Svaz je uspofadand mnozina, kde kazdé dva body maji supremum a infimum.

Z prvni definice plyne druhd definovanim x < y, jestlize x A y = x.

2. Poznamky



Mnoziny topologii

Svaz topologii

DEFINICE (Svaz jako pologrupy)

Svaz je mnozina (oznaéme ji X) se dvéma binarnimi operacemi (tj. zobrazenimi X x X — X),
oznacovanymi jako V, A, které jsou komutativni a asociativni, a navzdjem jsou spojeny vztahy
xV(xAy)=x,xA(xVy)=x.

Operace V se asto nazyva spojeni a operace A prusek.

DEFINICE (Svaz jako usporadany prostor)

Svaz je usporadand mnozina, kde kazdé dva body maji supremum a infimum.

V nasem piipadé topologii bude mit svaz jeSté tzv. distributivni vlastnost:
xV((yAz)=(xVy)A(xVz),xAN(yVz)=(xAy)V(xAz).

2. Poznamky



Mnoziny topologii

Svaz topologii

DEFINICE (Svaz jako pologrupy)

Svaz je mnozina (ozna¢me ji X) se dvéma bindrnimi operacemi (tj. zobrazenimi X x X — X),
oznacovanymi jako V, A, které jsou komutativni a asociativni, a navzajem jsou spojeny vztahy
xV(XAy)=x,x\(xVy)=x.

Operace V se Casto nazyva spojeni a operace A prusek.

DEFINICE (Svaz jako usporadany prostor)

Svaz je uspofadand mnozina, kde kazdé dva body maji supremum a infimum.

N
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DEFINICE (Uplny svaz)

Svaz se nazyva tplny, jestlize kazda jeho podmnoZina ma supremum a infimum.

2. Poznamky



Mnoziny topologii

Svaz topologii

DEFINICE (Svaz jako pologrupy)

Svaz je mnozina (ozna¢me ji X) se dvéma bindrnimi operacemi (tj. zobrazenimi X x X — X),
oznacovanymi jako V, A, které jsou komutativni a asociativni, a navzdjem jsou spojeny vztahy
xV(XAy)=x,x\(xVy)=x.

Operace V se Casto nazyva spojeni a operace A prusek.

DEFINICE (Svaz jako usporadany prostor)

Svaz je uspofadand mnozina, kde kazdé dva body maji supremum a infimum.
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D V predchozi definici staci pozadovat existenci jen suprema nebo jen infima (uvédomte si, ze
i napf. supremum prazdné mnoZiny je nejmensi prvek a supremum celé mnoZiny je nejveétsi
prvek svazu).

2. Poznamky




Slabé vytvareni topologii

Souciny mnozin

Vytvéreni slabych topologii bylo definovano jen pro soubory zobrazeni, tedy pro mnozinové
mnoho zobrazeni. Snadno nahlédnete, Ze definice slabého vytvareni ma smysl a je stejnd i pro
vlastni tfidy zobrazeni. Divodem je skute¢nost, Ze topologii na dané mnoziné je mnozinové
mnoho.




Slabé vytvareni topologii

Souciny mnozin

Pro slabé vytvareni a slabé topologie se pouzivaji v literatufe i jiné terminy. Hodné pouzivany
) termin je initial topology nebo projectively generated topology. Dali jsme piednost slovu
e slabd topologie, protoze je tento termin vzity ve funkciondlni analyze. Vznikl z toho, Ze
vznikld topologie pomoci spojitych zobrazeni je obvykle slabsi nez ta pivodni. Slabé topolo-
gie hraji ve funkciondlni analyze velkou roli.

V nasem piipade by vSak vhodn&jsi termin byl jemné vytvdient, jemnd topologie.

2. Poznamky



Slabé vytvareni topologii Seuddiny Frmesi

DEFINICE (Kartézsky sou€in mnozin)

Kartézsky soucin 4 X; mnoZin X5, a € A, je mnozina funkci A — |J 4 Xa, jejichZ hodnoty v bodé a lezi v
Xa, pro libovolné a € A.
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2. Poznamky



Slabé vytvareni topologii Seuddiny Frmesi

DEFINICE (Kartézsky sou€in mnozin)

Kartézsky soucin 4 X; mnoZin X5, a € A, je mnozina funkci A — |J 4 Xa, jejichZ hodnoty v bodé a lezi v
Xa, pro libovolné a € A.

A~
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Podobné jako u posloupnosti je vhodné takovou funkci f popsat jako soubor {xa}a kde
Xz = f(a). Pak se da soucin 14X, chdpat jako mnoZina soubort {xs} a, kde x5 € Xa.

2. Poznamky



Slabé vytvareni topologii Seuddiny Frmesi

DEFINICE (Kartézsky sou€in mnozin)

Kartézsky soucin 4 X; mnoZin X5, a € A, je mnozina funkci A — |J 4 Xa, jejichZ hodnoty v bodé a lezi v
Xa, pro libovolné a € A.

A~
(**)

Soucin M4 X, je prazdny préavé kdyZ existuje a € A tak, Ze X5 = (. Toto tvrzeni je ekvivalentni s axiomem
vybéru. Uvédomte si, Ze soucin pies prazdnou indexovou mnoZzinu je jednoprvkovd mnozina.

2. Poznamky



Slabé vytvareni topologii Seuddiny Frmesi

DEFINICE (Kartézsky sou€in mnozin)

Kartézsky soucin 4 X; mnoZin X5, a € A, je mnozina funkci A — |J 4 Xa, jejichZ hodnoty v bodé a lezi v
Xa, pro libovolné a € A.
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Pro b € A oznaéime pr, projekei M4 Xa do Xp, tj. zobrazeni, které souboru {xa } o pfifadi bod xp.

2. Poznamky



Slabé vytvareni topologii Seuddiny Frmesi

DEFINICE (Kartézsky sou€in mnozin)

Kartézsky soucin 4 X; mnoZin X5, a € A, je mnozina funkci A — |J 4 Xa, jejichZ hodnoty v bodé a lezi v
Xa, pro libovolné a € A.

A~
(**)

Kazdé zobrazeni f : X — [14X, urCuje soustavu zobrazeni {f; : X — X5} 4 danou sloZenim s projekcemi:
fa = pr,f. Naopak, kazda soustava zobrazen{ {fa : X — Xz} uruje jednoznaln& zobrazeni

f : X — MaXa takové, Ze pr,f = f; pro kazdé a € A. Takto uréené zobrazeni f se znati Aaf, a nékdy
nazyvé diagondlni soudin zobrazeni. Ziejmé je f(x) = {fa(x)}a.

2. Poznamky



Slabé vytvareni topologii Seuddiny Frmesi

DEFINICE (Kartézsky sou€in mnozin)

Kartézsky soucin 4 X; mnoZin X5, a € A, je mnozina funkci A — |J 4 Xa, jejichZ hodnoty v bodé a lezi v
Xa, pro libovolné a € A.

A~
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Uvedenym vztahem mezi f a {fz : X — Xa}a je souin MaXs v jistém smyslu uren.
Dostdva se tak bezbodova definice souc¢inu mnozin a nas kartézsky soucin mnozin je vlastné
reprezentace tfidy vSech mnozin z nasledujici definice.

2. Poznamky



Slabé vytvareni topologii Seuddiny Frmesi

DEFINICE (Kartézsky sou€in mnozin)

Kartézsky soucin 4 X; mnoZin X5, a € A, je mnozina funkci A — |J 4 Xa, jejichZ hodnoty v bodé a lezi v
Xa, pro libovolné a € A.

A~
(**)

TVRZENI (Bezbodova definice sou¢inu mnozin)

Necht je ddn soubor mnozin {Xa} a, mnozina X a soubor zobrazeni {pa : X — Xa}a s ndsledujict
viastnosti:

Pro kazdy soubor zobrazeni {f; : Z — Xa}a existuje jediné zobrazeni f : Z — X takové, ze
paf = f; pro kazdé a € A.

Pak existuje prosté zobrazeni p mnoziny X na soucin N X tak, Ze pr,p = pa pro kaidé a € A.




Slabé vytvareni topologii

Souciny mnozin

Je dobré si uvédomit, ze kazdd mnozina X, (pro b € A) se dd pfirozené vlozit do
neprazdného soudinu M4 X, na mnoZinu {{xa} € MaXa; xa = z5 pro a # b}, kde {za} je
libovolny bod soucinu M4 X, (kde potfebujeme, Ze vSechny mnoziny X, jsou neprazdné?).

2. Poznamky



Slabé vytvareni topologii

Souciny mnozin

7N Zda se, ze popis soucinid mnozin zavisi na potadi (napf., kdyz A = N). Pfedchozi bezbodova
= definice soucinu ukazuje, Ze na poradi nezdlezi. Je-li napf. p permutace mnoziny N, pak
existuje prirozené prosté zobrazeni sou€inu X1 X X2 X X3 X ... na mnozinu X, (1) X X(2) X

Xp(3) X ..., podobné jako je tomu u soucind X X Ya Y x X.




Slabé vytvareni topologii

Souciny mnozin

V jistém smyslu jsou tedy souciny komutativni. Stejné lehce 1ze ukdzat, Ze jsou i asociativni
(napf. (X X Y) x ZaX x (Y X Z) jsou isomorfni mnoziny).




Souéty mnozin
Souéty topologickych prostorti

Silné vytvareni topologii Kvocienty topologickych prostorii
Reflekce a bireflekce

Pro silné vytvareni a topologie se pouZivaji v literatufe i jiné terminy. Hodné pouZivany
termin je final topology nebo inductively generated topology.




Souéty mnozin

Souéty topologickych prostorti
Silné vytvareni topologii Kvocienty topologickych prostorii

Reflekce a bireflekce

Silné topologie se (oproti slabé topologii) ve funkciondlni analyze tolik nepouZzivaji. Protoze
jsme zvolili termin slabd topologie, museli jsme pro dudlni termin zvolit termin silnd topolo-
gie.




Souéty mnozin
Souéty topologickych prostorti

Silné vytvareni topologii Kvocienty topologickych prostorii
Reflekce a bireflekce

Nemusi byt zcela jasné, co se dostane, kdyz se v charakterizaci souc¢inu mnozin v jistém
smyslu otoci Sipky zobrazeni, tj. zaméni se u vSech zobrazeni defini¢ni obor a obor hodnot.
Po této uprave bude vlastnost vypadat nasledovné:




Souéty mnozin

Souéty topologickych prostorti
Silné vytvareni topologii Kvocienty topologickych prostorii

Reflekce a bireflekce

Necht je ddn soubor mnoZin {Xa} o, mnoZzina X a soubor zobrazeni {p, : Xa — X} 4 s ndsledujici
vlastnosti:

Pro kazdy soubor zobrazeni {fa : Xa — Z} p existuje jediné zobrazeni f : X — Z takové, Ze fpa = fa pro
kazdé a € A.

Mnozina X se pak nazyva soucet mnozin X5, a € A.




Souéty mnozin
Souéty topologickych prostorti

Silné vytvareni topologii Kvocienty topologickych prostorii
Reflekce a bireflekce

Jakou vhodnou mnozinou Ize reprezentovat vlastni tfidu soucti danych mnozin? Nejlepsi
popis je jako disjunktni sjednoceni mnozin Xa, napf. jako mnozinu {(a, xa);a € A, xa €
Xa}. Zobrazeni p, se nazyvaji injekce a zna¢i inj,. V uvedené reprezentaci jsou popsany
rovnosti inj,(x) = (a, x).




Souéty mnozin
Souéty topologickych prostorti

Silné vytvareni topologii Kvocienty topologickych prostorii

Reflekce a bireflekce

Pfi této reprezentaci nebudou mnoziny X, podmnozinami souctu, ale 1ze je ztotoznit s jejich
kopiemi {a} X X,. V dal$im textu budeme v tomto smyslu hovofit o X5 jako o podmnoZinéch
jejich souctu.




Souéty mnozin
Souéty topologickych prostorti

Silné vytvareni topologii Kvocienty topologickych prostorii
Reflekce a bireflekce

Soucty topologickych prostora nejsou tak dulezité jako souciny téchto prostort. Konstrukce
D) souctu a jejich popis je zna¢né jednodussi nez u soucind. Navic uvidite, Ze soucty zachovavaji
o vice vlastnosti nez souciny. Napf. soucet metrizovatelnych prostort je metrizovatelny prostor,
soucin téchto prostori metrizovatelny byt nemusi (podobna situace je pro usporadatelné to-

pologické prostory).

2. Poznamky



Souéty mnozin
Souéty topologickych prostorti

Silné vytvareni topologii Kvocienty topologickych prostorii
Reflekce a bireflekce

) Snadno se ukdze, Ze soulet Y 4 Xs topologickych prostori se dd vnofit do souCinu
= diskrétniho prostoru A se sou¢inem prostora Xj. Jestlize tedy né&jaka topologicka vlastnost
je zachovédvana souciny a podprostory a kazdy diskrétni prostor ma tuto vlastnost, je tato
vlastnost zachovdvana i soucty.




Souéty mnozin
Souéty topologickych prostorti

Silné vytvareni topologii Kvocienty topologickych prostorii
Reflekce a bireflekce

Na rozdil od souctu patii kvocienty mezi ¢asto pouzivané konstrukce. Pouzivaji se hodné i
jako priklady. Vétsina topologickych vlastnosti, které budeme probirat, neni kvocienty za-
chovavana. Z dosavadnich vlastnosti je kvocienty zachovavéna diskrétnost prostoru a separa-
bilita (ta je vSak zachovavdna i spojitymi obrazy, které nemusi byt kvocientni).




Souéty mnozin
Souéty topologickych prostorti

Silné vytvareni topologii Kvocienty topologickych prostorii
Reflekce a bireflekce

Stejné jako u slabych topologii 1ze dokdzat, Ze silné vytvafeni je ekvivalentni s tvofenim
N souctu a silnym vytvarenim jedinym zobrazenim. Protoze vsak silné vytvareni jedinym zob-
= razenim se dd popsat souctem kvocientu a diskrétniho prostoru, je silné vytvareni ekvivalentni
tvofenim souctd a kvocientd. Analogie tohoto tvrzeni pro slabé vytvéfeni neplati. Je tedy
vidét, Ze nelze kazdé tvrzeni pro topologické prostory ,dualizovat” — dudlni tvrzeni nemusi
platit.




Souéty mnozin
Souéty topologickych prostorti

Silné vytvareni topologii Kvocienty topologickych prostorii

Reflekce a bireflekce

Bireflekce a koreflekce jsou dtlezité proto, Ze modifikuji dany prostor co nejméné tak, aby
nalezel do vhodné tfidy prostoru a pritom se zachovavala spojitost vhodné tfidy zobrazeni.




Souéty mnozin

Souéty topologickych prostorti
Silné vytvareni topologii Kvocienty topologickych prostorii

Reflekce a bireflekce

Ve tieti charakteristické vlastnosti koreflektivni tiidy Ize vynechat slovo ,jemnéjsi” pro X za
piedpokladu, Ze C obsahuje neprazdny prostor.




Souéty mnozin

Souéty topologickych prostorti
Silné vytvareni topologii Kvocienty topologickych prostorii

Reflekce a bireflekce

2 Y

7Zda se, ze v ndzvech ,bireflektivni” a ,koreflektivni
,bi” znamena, ze zobrazeni X — X jsou bijekce (je to zobrazeni 1x). Pak bychom pro kore-
flekci méli pouZivat termin bikoreflekce. Je to mozné, ale neni to nutné, protoZe u koreflekce
nemuze jiny pripad nastat (jak je vidét z predchoziho odstavce), kdezto u bireflekci uvidime
pozdéji, Ze nelze slovo ,hrubsi” v definici vynechat.

neni dualita. Pro bireflekci predpona




Prostory zobrazeni

Pozdéji budeme probirat i dalsi topologie na prostorech spojitych funkei, zvlasté v kapitole
— o uniformnich prostorech. Nyni je mozné se zminit o metrizovatelné topologii na mnoZiné
omezenych redlnych funkei na mnozing€ X vytvorené metrikou d(f,g) = sup{|f(x) —
g(x)|; x € X}. To je zndma topologie stejnomérné konvergence a mnoZina spojitych ome-
zenych funkef se s touto topologii znaci symbolem C;f (X)), kde index u pochézi z anglického
,uniform convergence”. Tuto topologii zavedeme pozdéji i na mnoZin€ neomezenych funkci.

2. Poznamky



Prostory zobrazeni

) R je i obor integrity a téleso. Je vSak ziejmé, Ze tyto dvé vlastnosti se mocninami obecné
nezachovavaji. Kdy bude RX nebo C(X) nebo C*(X) télesem pii zavedenych algebraickych
operacich?

2. Poznamky
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