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DEFINICE (V§j

Nechf X je konvergentni posloupnost {0} U {1/n; n € N} Symbolem V., se ozna¢i mnoZina
{0} U {(k,y);k €N,y € X,y # 0}. Mnozina X se ve V,, vyskytuje ve spocetné mnoha kopiich.
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Na mnoziné V., se definuji oteviené mnoziny jako ty mnoziny, jejichZ prinik s kazdou kopii X je otevienou
mnozinou v X.

S touto topologii se V., nazyva véjit.
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Priklady topologickych prostorii

Mnozina V, se da také chapat jako kvocient mnoziny N x X, ktery ztotozni v§echny body majici nulovou

druhou soufadnici. Topologie vé&jife ma za otevienou bazi vSechny body rizné od 0 a pak mnoziny tvaru
Ur = {0} U {(k,1/n);n > f(k)}
kde f : N — N.
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Je ziejmé, Ze Ize misto nasi volby X pouZit i jiné prostory. Casto se pouZivd uzavieny interval
[0,1].
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Misto spocetné mnoha kopii X lze vzit i jiny nekonecny pocet « — pak se vysledny prostor
znaci jako V.
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Vlastnosti véjire

VEjit je spocetny prostor, ktery v bodé 0 nema spocetnou bazi okoli (a nema tedy ani spocetnou
otevienou bdzi) a neni metrizovatelny a usporddatelny.
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Vlastnosti véjire

VEjit je spocetny prostor, ktery v bodé 0 nema spocetnou bazi okoli (a nema tedy ani spocetnou
otevienou bdzi) a neni metrizovatelny a usporddatelny.

Véjit je FU-prostor.
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Priklady topologickych prostorii

Vlastnosti véjire

VEjit je spocetny prostor, ktery v bodé 0 nema spocetnou bazi okoli (a nema tedy ani spocetnou
otevienou bdzi) a neni metrizovatelny a usporddatelny.

Véjit je FU-prostor.

Véjit je 0-dimenzionalni prostor.
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Priklady topologickych prostorii

Vlastnosti véjire

VEjit je spocetny prostor, ktery v bodé 0 nema spocetnou bazi okoli (a nema tedy ani spocetnou
otevienou bdzi) a neni metrizovatelny a usporddatelny.

Véjit je FU-prostor.

Véjit je 0-dimenziondlni prostor.

BEN

V&jif obsahuje nekonecné uzaviené mnoZiny bez hromadnych bodd.
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Vlastnosti véjire

VEjit je spocetny prostor, ktery v bodé 0 nema spocetnou bazi okoli (a nema tedy ani spocetnou
otevienou bdzi) a neni metrizovatelny a usporddatelny.

Véjit je FU-prostor.
Véjit je 0-dimenziondlni prostor.

V&jif obsahuje nekonecné uzaviené mnoZiny bez hromadnych bodd.

EoEN

Zobrazeni na vé&jifi je spojité praveé kdyz je spojité na kazdé kopii X.
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Na mnoziné V/; lze zavést jinou topologii pomoci metriky. Pro x, y € Vi definujme

. |x —y|, lezi-li x, y na stejné kopii X;
el ) = { x+y, jinak.
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DEFINICE (Jezek)

Mnozina V,, s topologii definovanou pomoci uvedené metriky se nazyva jezek.
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Vlastnosti jezka

Jezek je spocetny metrizovatelny prostor.
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Vlastnosti jezka

Jezek je spocetny metrizovatelny prostor.

Jezek je 0-dimenzionalni prostor.
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Vlastnosti jezka

Jezek je spocetny metrizovatelny prostor.
Jezek je 0-dimenzionalni prostor.

JeZek obsahuje nekone¢né uzaviené mnoziny bez hromadnych boda.
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Vlastnosti jezka

Jezek je spocetny metrizovatelny prostor.

Jezek je 0-dimenzionalni prostor.
JeZek obsahuje nekone¢né uzaviené mnoziny bez hromadnych boda.

Topologie jezka je mensi mnozinou neZ topologie véjite (tedy jeZek je hrubsi nez véjir).
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Priklady topologickych prostorti

Vlastnosti jezka

Jezek je spocetny metrizovatelny prostor.

Jezek je 0-dimenzionalni prostor.
JeZek obsahuje nekone¢né uzaviené mnoziny bez hromadnych boda.
Topologie jezka je mensi mnozinou neZ topologie véjite (tedy jeZek je hrubsi nez véjir).

Na jezkovi existuje nespojita realnd funkce, kterd je spojitd na kazdé kopii X.
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Priklady topologickych prostorii

DEFINICE (Hruba T; topologie)

Topologicky prostor na mnoziné X, jehoz oteviené mnoziny jsou pravé dopliiky kone¢nych mnozin a prazdna
mnozina se nazyva hruby T; prostor (divody pro tento ndzev se poznaji v kapitole o oddé€lovacich axiémech).
Neékdy se uvedend topologie nazyva ko—konecnd (anglicky ,cofinite”).
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Uvedeny postup zavedeni topologie se dd zobecnit. Napr. na mnoziné X muZeme oteviené
i mnoziny definovat jako prazdnou mnoZinu a dopliiky nejvyse spocetnych mnoZin (cocoun-
table topologie). Je zfejmé, jak lze postupovat dale pro vyssi mo

hutnosti.
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Vlastnosti hrubého T prostoru

Nechi X je hruby Ty prostor.

Je-li X kone¢nd mnozina, je prostor X diskrétni. Je-li X nekone¢nd mnozina, nema zadny izolovany
bod a neni metrizovatelny ani usporadatelny.
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Priklady topologickych prostorii

Vlastnosti hrubého T prostoru

Nechi X je hruby Ty prostor.

Je-li X kone¢nd mnozina, je prostor X diskrétni. Je-li X nekone¢nd mnozina, nema zadny izolovany
bod a neni metrizovatelny ani usporadatelny.

X ma za uzavienou bazi v§echny jednobodové podmnoziny X (tedy, je-li nekone¢ny, neni
0-dimensiodlni).
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Priklady topologickych prostorii

Vlastnosti hrubého T prostoru

Nechi X je hruby Ty prostor.

Je-li X kone¢nd mnozina, je prostor X diskrétni. Je-li X nekone¢nd mnozina, nema zadny izolovany
bod a neni metrizovatelny ani usporadatelny.

X ma za uzavienou bazi v§echny jednobodové podmnoziny X (tedy, je-li nekone¢ny, neni
0-dimensiodlni).

Topologie prostoru X je nejmensi topologie na X, ve které jsou vSechny body (a tedy i konecné
mnoZziny) uzaviené.
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Priklady topologickych prostorii

Vlastnosti hrubého T prostoru

Nechi X je hruby Ty prostor.

Je-li X kone¢nd mnozina, je prostor X diskrétni. Je-li X nekone¢nd mnozina, nema zadny izolovany
bod a neni metrizovatelny ani usporadatelny.

X ma za uzavienou bazi v§echny jednobodové podmnoziny X (tedy, je-li nekone¢ny, neni
0-dimensiodlni).

Topologie prostoru X je nejmensi topologie na X, ve které jsou vSechny body (a tedy i konecné
mnoZziny) uzaviené.

Kazda nekone¢na podmnozina X ma hromadny bod.
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Priklady topologickych prostorii

Vlastnosti hrubého T prostoru

Nechi X je hruby Ty prostor.

Je-li X kone¢nd mnozina, je prostor X diskrétni. Je-li X nekone¢nd mnozina, nema zadny izolovany
bod a neni metrizovatelny ani usporadatelny.

>

X ma za uzavienou bazi v§echny jednobodové podmnoziny X (tedy, je-li nekone¢ny, neni
0-dimensiodlni).

=

Topologie prostoru X je nejmensi topologie na X, ve které jsou vSechny body (a tedy i konecné
mnoZziny) uzaviené.

Kazda nekone¢na podmnozina X ma hromadny bod.

(o=

Uzavér nekone¢né podmnoziny v X je cely prostor (tedy X je separabilni).
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Priklady topologickych prostorii

Vlastnosti hrubého T prostoru

Nechi X je hruby Ty prostor.

Je-li X kone¢nd mnozina, je prostor X diskrétni. Je-li X nekone¢nd mnozina, nema zadny izolovany
bod a neni metrizovatelny ani usporadatelny.

>

X ma za uzavienou bazi v§echny jednobodové podmnoziny X (tedy, je-li nekone¢ny, neni
0-dimensiodlni).

=

Topologie prostoru X je nejmensi topologie na X, ve které jsou vSechny body (a tedy i konecné
mnoZziny) uzaviené.

Kazda nekone¢na podmnozina X ma hromadny bod.

Uzavér nekone¢né podmnoziny v X je cely prostor (tedy X je separabilni).

o f o~

Pokud usmérnény soubor v X nema konfindlni konstantni podsoubor, konverguje ke kazdému bodu v
X.
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Priklady topologickych prostorii

Vlastnosti hrubého T prostoru

Nechi X je hruby Ty prostor.

Je-li X kone¢nd mnozina, je prostor X diskrétni. Je-li X nekone¢nd mnozina, nema zadny izolovany
bod a neni metrizovatelny ani usporadatelny.

>

X ma za uzavienou bazi v§echny jednobodové podmnoziny X (tedy, je-li nekone¢ny, neni
0-dimensiodlni).

=

Topologie prostoru X je nejmensi topologie na X, ve které jsou vSechny body (a tedy i konecné
mnoZziny) uzaviené.

Kazda nekone¢na podmnozina X ma hromadny bod.

Uzavér nekone¢né podmnoziny v X je cely prostor (tedy X je separabilni).

o f o~

Pokud usmérnény soubor v X nema konfindlni konstantni podsoubor, konverguje ke kazdému bodu v
X.

Redlna funkce na X je spojitd pravé kdy?Z je bud konstantni nebo tzv. finite-to-one, tj. ma jen kone¢né

vzoi bodii.
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o3 Prostor spocetnych ordinalti wy je vyznacny usporadany prostor vhodny pro rizné piiklady
& specidlnich topologickych vlastnosti, protoze uz jako dobfe usporddana mnozina ma zajimavé

vlastnosti. Z tvrzeni plyne, Ze pro kazdé ordindlni &islo ov < wy je uspofadany prostor [0, o)
metrizovatelny. To vSak uz neplati pro o« = wj.
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Prostor wy je O-dimenziondlni.
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Prostor w1 mé v kazdém bodé spocetnou lokdlni bazi, ale neni metrizovatelny.
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Prostor w1 neni separabilni a nemd spocetnou otevienou béazi. Mnozina jeho izolovanych bodu (tj
izolovanych ordinalnich ¢isel) je hustd podmnozina.
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A Kazdé spodetni podmnoZina ma hromadny bod.
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Kazda spojitd redlnd funkce na wj je omezend a konstantni na néjakém intervalu [a, —).
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Dlouha primka

Dlouhd polopfimka nebo pfimka maji v§echny vysSe uvedené vlastnosti pro wy kromé prvni. Jediné jeji
obojetné podmnoZiny jsou () a cely prostor.
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Priddme k wy prvni nespocetny ordindl a dostaneme usporddany prostor wy + 1. Ten ma
nasledujici vlastnosti.
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Prostor wy + 1 je nuldimenzionalni.
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Prostor w1 + 1 ma v bodé wj nespocetnou lokdlni bazi.
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Kazda spojita redlnd funkce na wy lze rozsitit (tj. prodlouzit) na spojitou funkci na wy + 1 a je tedy
omezend a konstantni na n&jakém intervalu [o, —) pro o < wy.
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B Bod ws je v uzdvéru mnoZiny spocetnych ordinéléi, ale z4dna posloupnost téchto &isel k bodu wy
nekonverguje.
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Necht N je prostor vytvofeny volnym ultrafiltrem na mnoZing N.

1. Priklady



Véjir a jezek
Hruba T; topologie
Priklady topologickych prostorii Py spoEin/en el
Prostor vytvor ultrafiltrem
Nesekvenéni modifikace véjire
Prostor skoro disjunktnich mnozin

ultrafiltrem

Prostor N¢ je 0-dimenziondlni, spocetny (je tedy separabilni), ale v bodé £ nemd spocetnou bazi okoli
(a neni tedy metrizovatelny ani usporddatelny a nemd spocetnou otevienou bdzi).
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Priklady topologickych prostorti

vytvoreny ultrafiltrem

Prostor N¢ je 0-dimenziondlni, spocetny (je tedy separabilni), ale v bodé £ nemd spocetnou bazi okoli
(a neni tedy metrizovatelny ani usporddatelny a nemd spocetnou otevienou bdzi).

Z4dna posloupnost z N nekonverguje k bodu &, takZe topologie prostoru N ¢ neni vytvofena
konvergenci posloupnosti.
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Priklady topologickych prostorti

ny ultrafiltrem

Prostor N¢ je 0-dimenziondlni, spocetny (je tedy separabilni), ale v bodé £ nemd spocetnou bazi okoli
(a neni tedy metrizovatelny ani usporddatelny a nemd spocetnou otevienou bdzi).

Z4dna posloupnost z N nekonverguje k bodu &, takZe topologie prostoru N ¢ neni vytvofena
konvergenci posloupnosti.

V N¢ existuji nekoneéné uzaviené mnoziny sloZené z izolovanych bodi (tyto mnoZiny nemaji Zadné
13 i} y Vi y y Yy
hromadné body).
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Priklady topologickych prostorti

ny ultrafiltrem

=

Prostor N¢ je 0-dimenziondlni, spocetny (je tedy separabilni), ale v bodé £ nemd spocetnou bazi okoli
(a neni tedy metrizovatelny ani usporddatelny a nemd spocetnou otevienou bdzi).

[

Z4dna posloupnost z N nekonverguje k bodu &, takZe topologie prostoru N ¢ neni vytvofena
konvergenci posloupnosti.

V N¢ existuji nekoneéné uzaviené mnoziny slozené z izolovanych bodi (tyto mnoZiny nemaji Zadné
hromadné body).

B ®

Jedind topologie na mnoziné N¢ ostfe vétsi neZ topologie prostoru N je diskrétni topologie.
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Priklady topologickych prostorti

Spocetny prostor vytvoreny ultrafiltrem

Prostor N¢ je 0-dimenziondlni, spocetny (je tedy separabilni), ale v bodé £ nemd spocetnou bazi okoli
(a neni tedy metrizovatelny ani usporddatelny a nemd spocetnou otevienou bdzi).

7Z:4dnd posloupnost z N nekonverguje k bodu &, takZe topologie prostoru N nenf vytvorena
guJ g 3 y
konvergenci posloupnosti.

V N¢ existuji nekoneéné uzaviené mnoziny slozené z izolovanych bodi (tyto mnoZiny nemaji Zadné
hromadné body).

Jedind topologie na mnoziné N¢ ostfe vétsi neZ topologie prostoru N je diskrétni topologie.

Redlnd funkce f na N je spojitd pravé kdyZ posloupnost {f(n)} v R konverguje.
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Priklady topologickych prostorti

Ruznymi kombinacemi konvergentnich posloupnosti lze vytvofit zajimavé prostory. Jednim
z takovych prostort je v&jit nebo jezek. Oba to jsou FU-prostory. Nyni mirné zmodifikujeme
véjit tak, abychom dostali spocetny prostor, ktery neni sekvencni. VE&jit budeme chépat jako
kvocient mnoziny N x X, ktery ztotozni vSechny body majici nulovou druhou souradnici.
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DEFINICE (Pseudo

Na nosné mnoziné V,,, véjite definujme topologii pomoci okoli:
Kazdy bod rtizny od 0 je izolovany. Béze okoli bodu 0 je tvofena mnoZinami

Urm = {0} U {(k,1/n); k > m,n> f(k)}

kdeme N, f: N — N.
Tento prostor nazveme pseudoveéjit.
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Pseudovéjit je spocetny prostor, ktery v bodé 0 nema spocetnou bazi okoli (a nemd tedy ani spocetnou
otevienou bazi) a neni metrizovatelny a usporadatelny.
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Pseudovéjit je 0-dimenziondlni.
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Topologie pseudovéjite je vetsi nez topologie véjite.
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Bod 0 je v uzdvéru svého dopliiku, ale Zddna posloupnost z dopliiku k 0 nekonverguje (tedy prostor
neni sekvencni).

=
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Pseudovéjit 1ze sestrojit i trochu jinym zptsobem. Vezmeme v roviné konvergentni posloupnost
{(1/n,0); n € N} spolu s jeji limitou (0,0). Ke kazdému bodu (1/n, 0) vezmeme posloupnost v roviné
{(1/n,1/m)}m k nému konvergujici.

Body (1/n,1/m) budou izolované, body (1/n,0) maji za bazi okoli mnoZiny

Unk ={(1/n,0)} U{(1/n,1/m)m > k}, pro k € N, bod (0,0) mé za bazi okoli mnoZiny

{(0,0)} UU{Up k,: n > m}, pro m € N a posloupnost {kn } v N. Pseudovéjif vznikne z popsané
konstrukce vynechanim bodd (1/n), n € N (je to podprostor).
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Priklady topologickych prostorti

Pseudovéjit 1ze sestrojit i trochu jinym zptsobem. Vezmeme v roviné konvergentni posloupnost
{(1/n,0); n € N} spolu s jeji limitou (0,0). Ke kazdému bodu (1/n, 0) vezmeme posloupnost v roviné
{(1/n,1/m)}m k nému konvergujici.

Body (1/n,1/m) budou izolované, body (1/n,0) maji za bazi okoli mnoZiny

Unk ={(1/n,0)} U{(1/n,1/m)m > k}, pro k € N, bod (0,0) mé za bazi okoli mnoZiny

{(0,0)} UU{Up k,: n > m}, pro m € N a posloupnost {kn } v N. Pseudovéjif vznikne z popsané
konstrukce vynechanim bodd (1/n), n € N (je to podprostor).

Oznacime-li konvergentni posloupnost jako prostor K1, mizeme oznacit pravé popsany pro-
(@) stor symbolem Kb. Je ziejmé, Ze 1ze postupovat ddle, k bodim (1/n,1/m) piidat posloup-
i nosti v 3-rozmérném prostoru k t€émto bodim konvergujicim — dostaneme prostor K3 atd.
Dostaneme tak prostory K, n € N. Nic nebrani tomu, abychom tento proces ukoncili azZ w
konstrukei prostoru K.
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Vsechny prostory K, i K., jsou sekvencni.
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Prostor vytvoreny ultrafiltrem
Nesekvenéni modifikace véjire
Prostor skoro disjunktnich mnozin

Sekvencni prostory K,

Vsechny prostory K, i K., jsou sekvencni.

Prostor K, je spoCetny a nemé zadny izolovany bod. MnoZina izolovanych bodd v K, je v tomto
Jje sp y y y y J
prostoru hustd, ale pro n > 1 zadna posloupnost izolovanych bodi nekonverguje k nulovému bodu
(tedy prostor neni FU-prostor).
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Sekvencni prostory K,

Vsechny prostory K, i K., jsou sekvencni.

Prostor K, je spoCetny a nemé zadny izolovany bod. MnoZina izolovanych bodd v K, je v tomto
Jje sp y y y y J
prostoru hustd, ale pro n > 1 zadna posloupnost izolovanych bodi nekonverguje k nulovému bodu
(tedy prostor neni FU-prostor).

Zadny prostor K, ani K, neni metrizovatelny.
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Priklady topologickych prostorti

Sekvencni prostory K,

Vsechny prostory K, i K., jsou sekvencni.

Prostor K, je spoCetny a nemé zadny izolovany bod. MnoZina izolovanych bodd v K, je v tomto
Jje sp y y y y J
prostoru hustd, ale pro n > 1 zadna posloupnost izolovanych bodi nekonverguje k nulovému bodu
(tedy prostor neni FU-prostor).

Zadny prostor K, ani K, neni metrizovatelny.
a

Sekvenéni prostor K> obsahuje jako sviij podprostor nesekvenéni pseudovéjif.
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Pomoci skoro disjunktnich soustav se daji sestrojit topologické prostory se zajimavymi vlast-
nostmi. Jednd se také o kombinace konvergentnich posloupnosti.
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Priklady topologickych prostorti

DEFINICE

Nechf P je nekone¢nd mnoZina a S je skoro disjunktn{ soustava podmnoZzin P. Na mnoZingé X = P U S se
zavede ndsledujici topologie pomoci bazi okoli:

Body z P jsou izolované, bod S € S mé za bazi okoli mnoZiny {S} U (S \ F), kde F probihd kone¢né
podmnoziny v S.

Vysledny topologicky prostor se znadi (P, S). Specidlné pro P = N a pro nekone¢ny maximdlni skoro
disjunktni systém S se prostor (P, S) nazyva Mréwkav prostor.
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Mréwkiv prostor

Mréwkuv prostor je separabilni prostor (mnoZina jeho izolovanych bodu je spocetnd a hustd), nema
spocetnou otevienou bazi a tedy neni metrizovatelny ani usporadatelny.
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V Mréwkove prostoru md kazdy bod lokdlni spocetnou bazi.
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MnoZina v§ech hromadnych bodi Mréwkova prostoru je nespocetnd, uzaviend a nemd zadny
hromadny bod.
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