
1. Základy
Nápověda
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Topologické prostory lze chápat jako zobecněnı́ metrických prostorů. To znamená, že každý
metrický prostor (X , ρ) je zároveň prostor topologický.

TVRZENÍ (Tři ekvivalentnı́ vlastnosti v metrických prostorech)

V metrickém prostoru (X , ρ) jsou následujı́cı́ výroky ekvivalentnı́:

(i) Prostor X má spočetnou bázi otevřených množin.

(ii) Prostor X je separabilnı́ (tj. existuje spočetná hustá část).

(iii) Prostor X je Lindelöfův (z každého otevřeného pokrytı́ lze vybrat spočetné podpokrytı́).

Toho se dá využı́t třeba tehdy, když chceme ukázat, že nějaký prostor nenı́ metrizovatelný.
(Má-li třeba vlastnost (ii) ale ne (i), už vı́me, že nenı́ metrizovatelný.)

V obecných topologických prostorech platı́ pouze implikace (i) ⇒ (ii) a (i) ⇒ (iii). Na
ostatnı́ implikace jsou snadné protipřı́klady. Navı́c jediná z těchto třı́ vlastnostı́, která se
(vždy) ,,dědı́ na podprostory” je (i). V metrických prostorech se však separabilita i Lindelöfo-
vost pochopitelně na podprostory dědı́ - právě dı́ky výše uvedené ekvivalenci a faktu, že
spočetnost báze dědičná je.
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(ii) Prostor X je separabilnı́ (tj. existuje spočetná hustá část).
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Dalšı́ důležitou vlastnostı́, s jejı́ž pomocı́ lze dokázat, že některé topologické prostory nejsou
metrizovatelné, je tak zvaný 1. Axiom spočetnosti.

DEFINICE
Řekneme, že topologický prostor (X ,G) splňuje 1. Axiom spočetnosti, pokud každý bod x ∈ X má (nejvýše)
spočetnou bázi okolı́. (Tj. jde o prostor s lokálnı́ spočetnou bázı́ nebo též prvospočetný prostor.)

Pro úplnost ještě připomeňme takzvaný 2. Axiom spočetnosti:

DEFINICE
Řekneme, že topologický prostor (X ,G) splňuje 2. Axiom spočetnosti, má-li nějakou spočetnou bázi
otevřených množin.

Je jasné, že druhý axiom spočetnosti implikuje prvnı́. Abychom si je nepletli, stačı́ si zapa-
matovat, že silnějšı́ axiom má většı́ čı́slo.

Pochopitelně ne všechny metrické prostory splňujı́ 2. Axiom spočetnosti, protože ne všechny
metrické prostory jsou separabilnı́ (napřı́klad diskrétnı́ prostor na nespočetné množině nebo
`∞ - prostor všech omezených posloupnostı́ se supremovou normou).
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Důkaz.
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DEFINICE
Řekneme, že metrický prostor (X , d) je úplný (metrika d je na prostoru X úplná), jestliže každá posloupnost
cauchyovská v metrice d konverguje (k nějakému bodu v prostoru X ).
Řekneme, že prostor X je polský, pokud je separabilnı́ a metrizovatelný úplnou metrikou.

Některé další vlastnosti úplných nebo separabilních m.p.

Necht’ X je metrizovatelný prostor.

1 Je-li X úplný a D ⊆ X je dokonalá, pak mohutnost D je nejméně kontinuum. Dokonce D obsahuje
podmnožinu homeomorfnı́ Cantorovu diskontinuu.

2 Je-li X separabilnı́, pak mohutnost přı́slušné topologie je nejvýše kontinuum. Speciálně mohutnost
samotného prostoru je rovněž nejvýše kontinuum, protože každá jednobodová množina je uzavřená (z
metrizovatelnosti).

3 Je-li X polský prostor bez izolovaných bodů, pak mohutnost přı́slušné topologie je přesně kontinuum.
4 Je-li X separabilnı́ a F ⊆ X je uzavřená, potom lze psát F = D ∪ S , kde D je dokonalá a S spočetná.

Pokud prostor X je navı́c úplný, je tento rozklad určen jednoznačně. Množinu D můžeme definovat
jako množinu všech kondenzačnı́ch bodů v F .

5 Bud’ X separabilnı́. Necht’ (Fα)0≤α<β je ostře klesajı́cı́ posloupnost uzavřených množin v X . Potom
β je spočetný ordinál.

6 Necht’ X je polský. Potom topologický podprostor H ⊆ X je polský, právě když H je Gδ podmnožina
X (tj. H =

⋂∞
n=1 Gn , kde Gn je v X otevřená množina pro každé n ∈ N).

Důkaz
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metrizovatelnosti).
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4 Je-li X separabilnı́ a F ⊆ X je uzavřená, potom lze psát F = D ∪ S , kde D je dokonalá a S spočetná.
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Některé další vlastnosti úplných nebo separabilních m.p.

Necht’ X je metrizovatelný prostor.
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Některé další vlastnosti úplných nebo separabilních m.p.

Necht’ X je metrizovatelný prostor.
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β je spočetný ordinál.
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Metrizovatelnost
Příklady a poznámky

Topologie konkrétního bodu
Hromadné body a uzávěr

Mohlo by se zdát, že když má prostor v každém bodě spočetnou lokálnı́ bázi a je separabilnı́,
musı́ už mı́t spočetnou bázi otevřených množin. Idea důkazu, která se nabı́zı́, je, že vez-
meme nějakou spočetnou hustou část a sjednotı́me lokálnı́ báze přı́slušné prvkům této husté
části. Výsledek by měla být báze otevřených množin celého prostoru. V zásadě přesně tı́mto
způsobem se dokáže, že v metrickém prostoru separabilita implikuje existenci spočetné báze
otrevřených množin.

DEFINICE
Necht’ X je neprázdná množina a necht’ p ∈ X . Otevřené množiny na X definujeme jako právě všechny
množiny obsahujı́cı́ bod p. Tato topologie se nazývá topologie konkrétnı́ho bodu.

TVRZENÍ
Necht’ je prostor X vybaven topologiı́ konkrétnı́ho bodu p ∈ X . Pak platı́:

1 V prostoru X neexistujı́ dvě disjnuktnı́ neprázdné otevřené množiny.
2 Množina {p} je v prostoru X hustá. Tedy X je separabilnı́.
3 Bod p je v prostoru X izolovaný.
4 Prostor X \ {p} je diskrétnı́.
5 Pro každý bod x ∈ X různý od p je {{x , p}} bázı́ filtru okolı́ bodu x .
6 Soustava B := {{x , p} : x ∈ X} je nejmenšı́ bázı́ otevřených množin prostoru X .

Důkaz

Vidı́me tedy, že prostor X je separabilnı́ a má v každém bodě spočetnou lokálnı́ bázi.
Zvolı́me-li však množinu X nespočetnou, bod 6 tvrzenı́ dává, že náš prostor nemá žádnou
spočetnou bázi otevřených množin.

Dalšı́ věc, která stojı́ za povšimnutı́, je, že všechny body prostoru jsou hromadnými body
množiny {p}, tedy jednobodové množiny. Z metrických prostorů jsme přitom zvyklı́, že
každá jednobodová (dokonce konečná) množina je uzavřená a nemá žádné hromadné body.

Je-li napřı́klad bod x hromadným bodem podmnožiny A nějakého metrického prostoru, zna-
mená to, že každé jeho okolı́ nejenže protı́ná množinu A \ {x}, ale dokonce obsahuje ne-
konečně mnoho jejı́ch bodů. Náš přı́klad ukazuje, že tato intuice v topologických prostorech
obecně nefunguje.

1. Základy
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TVRZENÍ
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Důkaz

Vidı́me tedy, že prostor X je separabilnı́ a má v každém bodě spočetnou lokálnı́ bázi.
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konečně mnoho jejı́ch bodů. Náš přı́klad ukazuje, že tato intuice v topologických prostorech
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Tato topologie má celou řadu patologických vlastnostı́, které se lišı́ v závislosti na mohutnosti
nosné množiny X . Abychom demonstrovali, že separabilita společně s lokálně spočetnou
bázı́ neimplikuje existenci spočetné báze všech otevřených množin, budeme potřebovat, aby
množina X byla nespočetná.
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spočetnou bázi otevřených množin.

Dalšı́ věc, která stojı́ za povšimnutı́, je, že všechny body prostoru jsou hromadnými body
množiny {p}, tedy jednobodové množiny. Z metrických prostorů jsme přitom zvyklı́, že
každá jednobodová (dokonce konečná) množina je uzavřená a nemá žádné hromadné body.

Je-li napřı́klad bod x hromadným bodem podmnožiny A nějakého metrického prostoru, zna-
mená to, že každé jeho okolı́ nejenže protı́ná množinu A \ {x}, ale dokonce obsahuje ne-
konečně mnoho jejı́ch bodů. Náš přı́klad ukazuje, že tato intuice v topologických prostorech
obecně nefunguje.
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4 Prostor X \ {p} je diskrétnı́.
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Necht’ je prostor X vybaven topologiı́ konkrétnı́ho bodu p ∈ X . Pak platı́:

1 V prostoru X neexistujı́ dvě disjnuktnı́ neprázdné otevřené množiny.
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4 Prostor X \ {p} je diskrétnı́.
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Necht’ je prostor X vybaven topologiı́ konkrétnı́ho bodu p ∈ X . Pak platı́:
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Jednoduchý přı́klad topologie konkrétnı́ho bodu nám už ukázal, že následujı́cı́ definice dávajı́
v topologických prostorech obecně jiné pojmy, než je už zavedený pojem hromadného bodu .

DEFINICE
Bud’ X nějaký topologický prostor a A nějaká jeho podmnožina. Řekneme, že bod x ∈ X je

(i) ω-hromadným bodem množiny A, pokud každé okolı́ bodu x obsahuje nekonečně mnoho bodů A.
(ii) kondenzačnı́m bodem množiny A, pokud každé okolı́ bodu x obsahuje nespočetně mnoho bodů A.
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v topologických prostorech obecně jiné pojmy, než je už zavedený pojem hromadného bodu .
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Dále se často zavádı́ následujı́cı́ definice:

DEFINICE
Bud’ A podmnožina topologického prostoru X . Definujeme derivaci množiny A jako množinu všech jejı́ch
hromadných bodů, značı́me A′. Dále řekneme, že množina A je dokonalá (též perfektnı́), jestliže A = A a
zároveň A′ = A (tj. A je uzavřená a nemá izolované body).

Je snadné si rozmyslet, že platı́ rovnost A = A∪A′ a že body rozdı́lu A \A′ jsou právě izo-
lované body množiny A (jako podprostoru). Dalšı́ důležitý pojem je rovněž hranice množiny
- viz zde.

Je-li X metrický prostor, lze uzávěr ekvivalentně definovat jako A = {x ∈ X : ∃(xn)∞n=1 :
xn → x}.

Z tohoto faktu lze mimo jiné napřı́klad snadno zjistit, že každý separabilnı́ metrický prostor
má nejvýše mohutnost kontinua. Stačı́ si uvědomit, že je-li H ⊆ X spočetná hustá, konver-
guje ke každému bodu X nějaká posloupnost (xn) ⊆ H a těch je nejvýše kontinuum.
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1. Základy



Metrizovatelnost
Příklady a poznámky

Topologie konkrétního bodu
Hromadné body a uzávěr

DEFINICE
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Přı́klad topologie konkrétnı́ho bodu však ukazuje, že tento popis uzávěru v topologických
prostorech obecně nemá šanci fungovat (jde o separabilnı́ topologii bez ohledu na mohutnost
nosné množiny). Nejjednoduššı́m přı́kladem na tento fakt je však samozřejmě indiskrétnı́
prostor na libovolné množině mohutnosti většı́ než kontinuum (indiskrétnı́ prostor je totiž
triviálně separabilnı́).
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