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1 Kompaktni mnoZiny v R¥

V tomto odstavci pripomeneme oznaceni, které budeme v textu uzivat, a

Pro systém ptirozenych, celych, raciondlnich a redlnych c&isel uzivime
obvyklé oznaceni: N, Z, Q a R. Definujeme Ny := N U {0}.

Je-li X libovolnd mnozina a A C X, pak misto X\A piSeme casto
Ac. Jestlize {A,} je posloupnost podmnozin, pak symbol A, * A (resp.
Ap \( A) znamend, 7ze A, C Apy1 (resp. Apy1 C Ay) pro vSechnan € N a
A=U2, Ay (resp. A=2, Ap). Je-li £ systém podmnozin mnoziny X,
fikdme, ze L je nahoru (resp. doli) filtrujici, jestlize pro kazdé Ly, Ly € L
existuje L € L tak, ze Ly C L a Ly C L (resp. L C Ly a L C Ly).

P¥ipomenme, 7e pro mnozinu K C R¥ jsou nasledujici podminky ekvi-
valentni:

(i) K je uzaviend a omezend;
(ii) kaZdé oteviené pokryti mnoziny K obsahuje konecné podpokryti;
(iii) kaZdd nekoneénd podmnozina mnoZiny K md v K hromadny bod.

Rikdme, 7ze mnozina K C R je kompaktni, jestlize plati néktera z uvede-
nych podminek. Systém viech kompaktnich podmnozin prostoru R* znaé¢ime
Kk, (K podmince (ii) pfipomeiime, ze oteviengm pokrytim mnoziny K rozu-
mime systém O otevienych mnozin v R¥, pro n&jz K C |J O. Pozadavek, 7e
oteviené pokryti O mnoziny K obsahuje konecné podpokryti pak znamena,
ze existuje konecny systém Oy C O takovy, ze K C |JO;.)

Ziejmé O € KF a pro K,L € K* je K U L € KF. Prtnik libovolného
systému mnozin z K* padne do KCF.

Jestlize H # () je systém kompaktnich podmnozin R¥ a kazdy koneény
podsystém H ma neprazdny prinik, pak (H # 0. (Predpokladdme, Ze
NH = 0, polozime O := {H®; H € H} a zvolime Hy € H. Potom je
Hy NN H =0, tedy O je oteviené pokryti mnoziny Hy. To vSak znamena,
7e existuji Hy,... ,H, € H tak, ze Hy C U?Zl Hf. Odtud vyplyva, ze
Hy N Hy N...NH, #, coz je spor.)

Odtud snadno plyne toto tvrzeni: Jestlize L # O je doli filtrujici sys-
tém kompaktnich mnozin v R¥, K = L a V je oteviend mnoZina takovd,
ze K C V, potom existuje mnozina L € L, pro niZ L C V. Je-li totiz
H:={LNVS Le L}, pak YH=KNV® =0, aexistuji Ly,... ,L, € L
tak, ze (LyNVe)N...N (L, NV =0, neboli L1 N...N L, C V. Protoze L
je dolu filtrujici, existuje L € L takové, ze L C Ly N...N Ly.



2 Mira kompaktnich mnozin

V tomto odstavci piiFadime kazdé kompaktni mnozing v RF p¥irozenym
zptisobem jeji ,miru®, tedy ur¢ité nezdporné &islo, které v R? bude intuitivné
predstavovat objem, v R? obsah a v R' délku.

Pro s € Ny oznaime M, systém kompaktnich krychli Q C R, které se
ziskaji s-nasobnym postupnym pulenim hran kompaktnich krychli s vrcholy
v bodech ZF, tedy v bodech s celo¢iselnymi souradnicemi. Podrobnéji: M
je systém vsech mnozin

1 1 .
Q(p):{$:($1, axk) ERk; g(p]_l) S(II] < ?p]a] E{la"' ak}}a

kde p = (p1,... ,px) € Z*.
Necht K € KF. Pro s € Ny definujeme

Zy(K) = card{Q € My; QN K # 0};

zde oviem card znamena pocet prvki, a tedy é&islo (1/2%%)Z,(K) mé in-
tuitivni vyznam souc¢tu objemu vSech krychli Q € Mg, které protinaji K.
V&imnéme si, Ze rozpulenim hran dostaneme z kazdé z krychli QQ € M cel-
kem 2F krychli z M 1. Navic QN K # ), pravé kdyz alespon jedna z téchto
2% krychli protne K. Odtud plyne nerovnost Z,,,(K) < 2¥Z,(K), neboli

1

1
ik Zs+1(K) < 55 Zs(K)

— 9sk

Polozme 1

ANK) = slggo 2WZS(K).
Ziejmé je A\(0) = 0 a A(K) = inf {(1/2°%)Z,(K); s € Ny}. Pokud bude
uziteéné zdtraznit dimenzi prostoru R¥, budeme misto M, Z,(K) a X psat
ME ZE(K) a Ay,

Samoziejmé nas zajima, zda mnozinova funkce A : K¥ — (0, 0c0) m4, vlast-
nosti, které bychom od funkce predstavujici zobecnéni objemu ocekavali. Po-
kud napf. K, L € K* jsou disjunktni mnoziny, plati \(KUL) = A\(K)+\(L)?
Je X invariantni vi¢i posunuti? Pro kompaktni interval I, pocita se A(I) jako
soucin délek hran?

Na tyto otazky v tomto odstavci odpovime. Dokazeme také nékteré dalsi
vlastnosti funkce A; ty ndm pozdéji umozni rozsitit funkci A pfirozenym
zptisobem z K¥ na velmi bohaty mnoZinovy systém.

Poznamka 2.1. Je-li A € K™, B € K", je Apin(A x B) = A (A)A,(B).
Pro kazdou krychli @ € M™*™ totiz existuji krychle U € M™ a V € M"
takové, ze Q = U x V. Ziejmé QN (A x B) # 0, pravé kdyz UN A # 0 a
VN B # (. Proto je Z™t"(A x B) = Z™(A)Z"(B). Nyni je platnost tvrzeni
ziejma.



Tvrzeni 2.2. Necht a = (ai,... ,a;) € RE, b= (by,... b)) € R¥, a; < by,
je{l,... ,k}, anecht K = (a,b)::{x € RF; a; <zj <bj,je{l,... ,k}}
Potom

AMK)=(by —ay)...(bg —ag) .

Dikaz. V disledku (2.1) se sta¢i omezit na piipad k = 1. Nejprve dokdzeme
toto: Je-li (a,b) CR a N :=card(ZnN (a,b)), pak plati

(b—a)—1<N<(b-a)+1.

Jsou-li totiz m,n € Z takové, 7e m — 1 < a < man < b < n+1,
pak N =n—m+ 1. Nyni se vysledek dostane seétenim obou nerovnosti
—a<-m+1<—-a+lab—1<n<b.

Jestlize s € Ny a p € Z, pak Q(p) N {a,b) # 0, pravé kdyz a < (1/2%)p a
(1/2%)(p — 1) < b, neboli 2°a < p < 2%b + 1, takZe podle prvni ¢asti dikazu
je 2°(b—a) < Zs(K) < 2%(b — a) + 2. Rovnost A({(a,b)) = b — a pak plyne
z definice A. a

Poznamka 2.3. Z definice ihned plyne: Jsou-li K, L € K¥ a K C L, potom
AK) < A(L).

Tvrzeni 2.4. Necht L # O je doli filtrujici podmnozina K o K := L.
Potom
AMK) =inf{\(L);L € L}.

Diikaz. V ditkazu nam bude uziteény tento postieh: Je-li V. C R¥ oteviend
mnozina, K CV, pak podle odst. 1 existuje L € L tak, Ze L C V.
Ozna¢me R := inf{\(L); L € L}. Zfejmé A\(K) < R. Budeme doka-
zovat obracenou nerovnost. Zvolme s,t € Ny, s < t, dale pak p € ZF a
Q = Q(p) € M;. Oznacme Q* kompaktni krychli, kterd z @) vznikne zvétse-
nim kazdé hrany na obou stranach o 1/2¢. Tudiz Q* je kartézskym soucinem

intervali
1 1 1 1
g g it )

<%(2t5(pj _1y—1), %(ztspj+1)>, je{l,... k).

neboli

Ziejmé @ C Int Q* C Q* (zde ovSem Int oznacuje vnitiek mnoZiny) a pocet
krychli z My, z nichz se Q* sklada, je roven

k

L@+ 1)~ @y~ 1)~ 1) = (2 +2)".
j=1

Oznatme V = (J{IntQ*; Q@ € M, QN K # 0}. Pak V je oteviena

mnozina a

Kc|J{Q QeM,, QNK#£0}CV.

4



Podle postiehu uvedeného na zacatku dikazu existuje L € L tak, ze L C V,
neboli

LcJimQs Qe M, QNK #0} ¢ J{Q Qe My, QNK #0} .

Napravo v posledni inkluzi je mnozina, kterd je sjednocenim krychli z M, a
jejich pocet je nejvyse (275 + 2)% Z,(K). Plati tedy

1 1

Zi(L) < L, 2

» ¥

Tato nerovnost je splnéna pro vsechna s,t € Ny, s < ¢t. Pro t — oo dosta-
vame odtud pro kazdé s € Ny nerovnost R < (1/2°%)Z(K). Podle definice
A(K) plati R < M(K). O

R<AL) <

< i )kZS(K).

(27 +2)4 2,(K) = (

Domluvme se, ze ¢islo x € R nazveme dyadicky raciondlni, kdyz existuji
pEZan€eN tak, ze x = p/2". Bod v € R¥ nazveme dyadicky raciondin,
kdyz vSechny jeho souradnice jsou dyadicky racionalni.

Pro ) # A C RF a 2 € RF definujeme d(z, A) := inf{|lz —y|; y € A}
(vzdalenost bodu = od mnoziny A). Protoze |d(z,A) — d(y, A)| < |z — y|,
kdykoli z,y € R¥, je funkce z — d(x, A) spojita na RF.

Pro ) # K € K¥ a ¢ > 0 definujeme K(8) := {z € RF; d(z,K) < d}.
Ziejmé je mnozina K (§) omezend a uzaviend, nebot funkce z — d(z, K),
r € R¥ je spojita. Tudiz K(§) € KF a zifejmé K C Int K(§). Systém
{K(d);0 > 0} je dolu filtrujici a N{K(0); § >0} = K.

Pro A C R¥ a v € R¥ definujeme A +v := {z +v; = € A}.

Tvrzeni 2.5. Necht K € K a v € R, Potom
MK +v) = \K).

Diikaz. Lze predpokladat, ze K # (). Je-li v = (vy,... ,v;) dyadicky racio-
nalni bod, pak existuje r € Ny takové, ze 2"v; € Z, j € {1,... ,k}. Pro
kazdé s € Ny, s > r, je pak Zs(K +v) = Z4(K), tudiz \(K + v) = M\(K).

Nyni uvazujme bod v € R¥ a zvolme € > 0. Protoze {K(d); § > 0}
je doli filtrujici systém s prinikem K, existuje podle (2.4) §p takové, ze
MK (69)) < AMK) + €. Zvolme dyadicky racionilni bod vy € RF tak, aby
|v —vp| < dp. Potom K + v — vy C K(Jp), tudiz podle (2.3) plati

MK +v—v9) <MK () < MK) +¢,
a podle prvni ¢asti dikazu pak je
MK +v) = MK +v—vy+vy) = MK +v—v9) <ANK)+e.

Nerovnost A(K +v) < A(K) + € plati tudiz pro kazdé ¢ > 0. Tim je do-
kizano, ze A(K + v) < M(K), kdykoli K € KF a v € R*. Aplikujeme-li
tento vysledek na mnozinu K + v € K a vektor —v € R, dostaneme
AMK) = MK 4+v—v) <MK + ). 0



Tvrzeni 2.6. Pro K,L € KF plati
AMENL)+AMKUL) =XK)+ AL).

Diikaz. Rovnost je ziejmd, pokud K = () nebo L = (). Predpoklddejme
tudiz, ze obé mnoziny K,L jsou neprizdné. Volme s € Ny a oznacme

N :=card{Q € Ms; QNK # 0, QN L # (}. Potom
Zs(KUL)+ Ns; = Zs(K) + Zs(L),

a tedy
1

Necht 6 > 0. Dokazme, 7e pro s € Ny spliujici (1/25)\/E < § plati
nerovnosti
Zo(K N L)< N, < Z,(K(6) N L) .

Prvni nerovnost je ziejma (plati pro libovolné s € Ny). Dokazujeme druhou
nerovnost. Je-li Q € M, takové, 7e K N Q # 0, L N Q # 0, zvolime
r€ KNQay e LNQ. Protoze z,y € Q, plati |z —y| < (1/2°)vVk < 4,
takze y € K(§). Tudiz y € (K(0) N L) N Q. Kazda krychle @ € M, ktera
protne obé mnoziny K, L, protne mnozinu K (§) N L. Tim je druhé nerovnost
dokazana. Dé&lime nerovnosti &islem 1/2%% a pro s — oo dostévime

AMEKNL) < MEK)+AL)—AMKUL) <A(K(0)NL).

Protoze {K(d) N L; 6 > 0} je dolu filtrujici systém s prinikem K N L, je
podle (2.4)

inf{\(K(0)NL); §>0}=XNKNL),
tedy

AMENL) + MK UL) = AK) + (L),

coz je jiz dokazovand rovnost. a

Tvrzeni 2.7. Necht K,, K € K*¥, ne€N, K, /K. Potom

lim \(K,) = MK).

n—00
Diikaz. Oznaéme R := lim,_, oo A(K,,). Ziejmé R < A(K). Zvolme ¢ > 0.
K dikazu nerovnosti R > A(K) sta¢i dokazat, ze existuje neklesajici po-
sloupnost {L,} mnozin z K* takova, ze K, C Int L, a

ML) < MKp)+e(1—-1/2"), neN. (%)

Skute¢né, plati-li (x), je K = U, 2, K, C U,~, Int L, a tedy existuje m € N
takové, ze K C Int L, C Ly,. Potom A(K) < A(Ly,) < A(Kp,) +e < R+e.
Odtud dostavame A(K) < R.



Dokazujeme (x). MtZeme predpokladat, ze K, # () pro vSechna n € N.
Podle (2.4) existuji ¢isla 0, > 0 tak, ze X (K,(0n)) < AMK,) + €/2". Po-
lozme Ly := K;(01) U...U K,(d,). Zfejmé {L,} je neklesajici posloupnost
kompaktnich mnozin splhujicich K,, C Int L,, C L,,. Zfejmeé

)\(Ll) = (K1(51)) < )\(Kl) + 5/2,
takze () plati pro n = 1. Predpokladejme, ze n € N a ze (x) plati pro n.
Ukéazeme, Ze plati pro n + 1. Pfipomenme, ze L,+1 = L, U Kp41(0p+1) a
Kn C Ln ﬂKn+1((5n+1), takze —)\(Ln ﬂKn_H (6n+1)) S —A(Kn) Podle (26)
dostavame pomoci ()
A(LnJrl) - A(KnJrl) = A(Ln U Kn+1(5n+1)) =
= A(Ln) + A(Kn+1(5n+1)) - A(Ln N Knt1 (5n+1)) - A(KnJrl) <
< AMLn) = AMEKn) + A(Enp+1(0n11)) — A(Kn11) <
< e(l—1/2") +e/2n T =g (1—1/27F1) .
Indukci jsme tedy ovérili (x) pro vSechna n € N. a
Tvrzeni 2.8. Necht K|,K, € K¥, K, C Ky. Potom
A(K3) — MK1) = sup{A(K); K € K*, K C K\ K1}
Diikaz. Lze predpokladat, ze K; # 0. Potom K1 U (K \ Int K31(1/n)) 7 Ko,
takze podle (2.7) je
lim A\ (K1 U (K2 \ Int Ky (1/’)’1,))) = )\(KQ)
n—o00
Podle (2.6) plati A (K7 U (K2 \ Int K1 (1/n))) =AK1)+A (K2 \ Int K;(1/n)),
tudiz
lim A\ (K2 \Int K1 (1/’)’1,)) = )\(KQ) - )\(Kl)
n—o0
Vzhledem k tomu, 7e K, \ Int K1(1/n) € K¥ a Ko\ K1(1/n) C K» \ Kj,
dostavame

sup{A(K); K € K¥, K C Ky \ K1} > lim A (K1 U (K> \ Int K1(1/n)))
= A(K2) — A(K1).
Je-li K € KF, K € Ky \ K1, je podle (2.6) a (2.3)
A(K) + A(K1) = MK U K1) < A(K3),
a tudiz
sup{\(K); K € KF, K C Ky \ K1} < A(K>s) — M\(K}),
coz jsme méli dokazat. O

Poznamka 2.9. Na rozdil od (2.4) je v (2.7) podstatné, Ze pracujeme s po-
sloupnostmi. Jestlize totiz K € KF je libovolnad mnozina, pro niz A\(K) > 0,
a L je systém vSech koneénych podmnozin mnoziny K, potom je ziejmé
A(L) = 0 pro kazdou L € L, systém L je nahoru filtrujici, K = |J £ a pfi-
tom A\(K) # sup{A(L); L € L}.



3 Prostor s mirou

Mnozinové funkce X : KF — (0,00) je podle (2.6) a (2.5) aditivni (to zna-
mend, %e z K, L € K, KN L = () vyplyva A(K UL) = A(K) + A(L)) a je
invariantni viéi posunuti. Tvrzeni (2.4) a (2.7) pak vyjadiuji urc¢ité vlast-
nosti spojitosti funkce A. Na druhé strané je defini¢ni obor funkce A\ pfilis
uzky. Pri zachovani zminénych vlastnosti nelze funkci A rozsifit na vsechny
podmnoziny prostoru R¥; srv. s (4.6). V tomto odstavci budeme proto stu-
dovat mnozinové systémy, které slouzi jako vhodné defini¢ni obory pro miry
(to jsou mnozinové funkce, které se chovaji podobné jako objem v R?, obsah
v R? a délka v RY).

Necht X je libovolnd mnozina, P(X) necht znamena systém vSech pod-
mnozin mnoziny X. Pfipomenme, 7e pro A C X piSeme Casto A° misto
X\ A

Budeme Fikat, Ze mnozinovy systém A C P(X) je o-algebra (na mnozingé
X), jestlize plati:

(i) X € A;
(ii) A° € A, kdykoli A € A;
(iii) je-li {A,} posloupnost mnozin z A, pak [ J;>, A, € A.

Je-li A o-algebra na X, nazyvime X mévitelnym prostorem a prvky
systému A méritelnymi mnoZinami. Nékdy bude ucelné zduaraznit, o ja-
kou o-algebru se jedna. Pak za méritelny prostor budeme povazovat dvojici
(X,A).

Jestlize S je libovolny systém podmnozin mnoziny X, potom existuje
na X nejmensi o-algebra takovd, ze S C A (ta je definovana jako prinik
vech o-algeber, které S obsahuji). Tato o-algebra se zna¢i o(S) a nazyva
se o-algebra generovand systémem S.

Je-li X topologicky prostor (spec. X = R*) a je-li S systém vsech otevie-
nych mnozin z X, pak se 0(S) znaci B(X) a prvky této o-algebry se nazyvaji
borelovské mnoziny. Misto B(RF) budeme psét jen B*. Protoze kazda ote-
viend podmnozina v R¥ je spo¢etnym sjednocenim kompaktnich mno#in, je
Bk = o (KF).

Je-li A o-algebra na mnoziné X, pak ziejmé () € A (nebot § = X°).
Déle pro A,B € Aje AUB € A (polozi se A} :== A, Ay := B, A, =10
pron > 3), ANB € A (nebot ANB = (A°U B)¢), A\ B € A (nebot
A\ B = AN B a pro posloupnost {A4,} mnozin z A je (),_; 4, € A,
protoze (o2, A, = (Ur2, A%)".

Je tedy kazdé o-algebra uzaviend vici operaci rozdilu a operacim nejvyse
spocetného priniku a sjednoceni mnozin.

Necht A je o-algebra na mnoziné X. Funkce p : A — (0,00) se na-
zyvéa mira (na A), jestlize 4 neni identicky rovna oo a je o-aditivni v tomto



smyslu: Je-li {A4,,} posloupnost po dvou disjunktnich mnozin z A4, potom
p(Usly An) =302 1(Ay). Je-li p(X) = 1, mira p se nazyva pravdépodob-
nostni.

Prostorem s mirou se rozumi méritelny prostor, na jehoz o-algebie mé-
fitelnych mnozin je definovina mira. (Casto se za prostor s mirou povazuje
trojice (X, A, u).)

Necht p je mira na A. Podle definice existuje A € A tak, ze u(A) < co.
Polozme Ay := A a A, := () pro n > 2. Potom plati

00 2
00 > p(A) =" u(An) > pu(An) = p(A) + p(0),
n=1 n=1

takze p(@) = 0. Odtud vyplyva, %e pro mnoziny A,...,A, € A, které
jsou po dvou disjunktni, plati x(Up—; An) = Doney pu(An). Jestlize A, B €
A a B C A, pak plati u(B) + u(A\ B) = p(A), tedy u(B) < u(A) a
u(A\ B) = u(A) — u(B), pokud p(B) < co. Déle plati

AUB=AU(B\ (ANB)),

takZe za predpokladu p(ANB) < 0o je p(AUB) = u(A)+ u(B) — u(ANB).
Je-li u(AN B) = o0, je u(A) = oo, tudiz vzdy plati rovnost

n(AUB) + u(ANB) = p(A) + p(B).

Odtud dostavame pu(AUB) < u(A)+p(B), obecnéji pro mnoziny A, Ao, ...

z A plati
p(UJ4n) <3 u4,), men.
n=1 n=1

7 nasledujiciho tvrzeni odtud vyplyva

u( G An) < iﬂ'(An)'
n=1 n=1

(Tato nerovnost vyjadiuje, ze mira p je o-subaditivni.)

Tvrzeni 3.1. Necht u je mira na o-algebie A. Je-li A, € A, n € N, a
A, N A, pak limy, oo u(A) = p(A). Jestlize A, € A, n €N, A, \ A a
navic (A1) < oo, potom limy, oo p(Ayp) = p(A).

Diikaz. Necht A,, /' A. Polozme Ay := 0, B, := A, \ 4,1, n € N. Potom
B, € A, mnoziny By, jsou po dvou disjunktni a |J7°; B, = A. MiiZeme
predpokladat, ze u(A,) < oo pro vSechna n € N, jinak je tvrzeni ziejmé.
Pak ovSem

o0

p(A) = 3 u(Ba) = 3 ((A) = p(An1)) = Tim pi(Ay).
n=1

n—0o0
n=1



Necht nyni A, N\, A, p(A41) < oo. Definujme B, := A; \ 4,, n € N.
Potom

By S ALNA, p(Br) = p(A1) — p(An),  p(Ar\ A) = p(Ar) — p(4),

a tedy podle prvni ¢asti plati lim, oo pu(Bn) = p(A; \ A). Odtud plyne
limy, 500 (Ay) = p(A). O

Priklady 3.2. 1. (aritmetickd mira) Necht X je libovolnd mnozina. Pro
nekone¢nou mnozinu A C X polozme p(A) := oo, pro A C X konecnou
definujme p(A) := card A. Potom p je mira na P(X).

2. (Diracova mira) Necht X je libovolnd mnozina a z € X. Pro A C X
polozime €,(A) := 1, pokud x € A, £,(A) := 0, pokud z ¢ A. Potom ¢, je
mira na P(X).

3. Necht p je aritmetickd mirana N, A, = {n,n+1,... }. Potom A4, \, 0
a neplati lim, o (A4,) = 0. V (3.1) nelze predpoklad (A1) < oo v druhé
Casti tvrzeni vypustit.
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4 Lebesgueova mira

Odstavce 4 a 5 jsou vénovany existenci a jednoznacnosti Lebesgueovy miry.
Nasim cilem je dokézat toto tvrzeni: Ezistuje o-algebra B{f obsahujici vSechny
borelovské podmnoziny prostoru RE a ezistuje prdvé jedna mira N\, na Blg
takovd, Ze \,(K) = AK) pro kaZdou kompaktni mnoZinu K C RF. Mira
Ak je invariantni vici posunuti a Uuplnd v tomto smyslu: Je-li \(A) =0 a
B C A, pak B € Bt (a tudiz \p(B) = 0).

Ukézeme, 7e mira )\, zaujima mezi mirami v R¥ prominentni postaveni:
Je-li p mira na B¥, kterd je invariantni vici posunuti a je normalizovand
(tj. p-mira kompaktni jednotkové krychle je rovna jedné), pak p a A\, na B*
splyjvagi.

V tomto okamziku neni viibec zifejmé, Ze existuje o-algebra A obsahujici
K* a mira (oznaéme ji \) na A takova, ze A\(K) = A\(K) pro véechna K € KC*.
Pokud vsak A a A s uvedenymi vlastnostmi existuji, plati podle (2.8)

AMKo \ K1) =sup{\(L); L € k¥ L c K3\ K1},
a protoZe A je mira, je pro kazdou mnozinu A € A
MLNA)+MNLNAY) =XL), LekF.
Tyto postiehy nas vedou k nésledujicim definicim: Pro A C R* polozme
A(A) :==sup{\(L); Le k¥, L c A},
a definujme
A:={ACR; \(LNA) + X\ (LNAS) =\ (L), LeKF}.
Necht A € K* a L € KF. Polozme K| := LN A, K := L a aplikujme (2.8):
MLNA) +sup{\(K); K € ¥, K Cc LN A} = \(L).

Protoze ziejmé ., (K) = A\(K), kdykoli K € K*, plati

(LN A) 4+ A (LNA) = A\ (L),

takze A € A. Vidime, 7e K¥ C A. Vyznam mnozinového systému A a
mnozinové funkce A, je patrny z nasledujici véty.

Véta 4.1. Mnozinovy systém A je o-algebra obsahujici B a restrikce .
na A je mira na A. Je-li A€ A, \i(A)=0a B C A, potom B € A.

Diikaz. 7. definice plyne, Ze mnoZinovy systém A je uzavieny vzhledem k do-
plitku. Nechf nyni 4, C R a Ay C R jsou disjunktni, L, Ly € KF,
Lj C Aj, j=1,2. Podle (2.6) je

A(L1) + A(L2) = A(L1 U Lg) < A (41 U Ag),
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takze
Ac(A1) + Ai(A2) < (41 U Ag).

Odtud pro posloupnost {A,} po dvou disjunktnich mnozin z R* dostdvime

S <o (4.
n=1 n=1
Jestlize A C RF a I € KF, pak LN A a LN A° jsou disjunktni mnoziny, tudiz
A(LNMA) + A (L N AS) < A\ (L). V dusledku toho
A={ACRF; M\ (LNA)+\(LNAS) > \(L), L €K

Dokazeme, 7e A je o-algebra a A, je na disjunktnich mnoZinich z A
o-subaditivni.

Necht {A,} je posloupnost mnozin z A, L € K* a ¢ > 0. DokaZeme,
ze A = U2 A, € A. Protoze A(L) = A\ (LN A,) + M(L N AS), existuji
Kn, L, € KF tak, 7e K, C LN A, L, C LN AS a

(1) ML) < MKy) + A(Ly) +€/2™, neN.
Nésledujici rovnosti plynou pro m € N z (2.6):

() AUt Ka) +A(Kamar 0Usy Kn) = A(Uny Kn) +A0Kmi),

(3) AN L) + A (B UMy L) = ANy ) + At

Definujme K}, := K1 N Uy Kn, L}, == Lmq1 U[)—y Ln. Protoze
K: C LN (Am+1 nyU™, An), L c LN (Aan unm, A;), jsou K* a
Ly, disjunktni kompaktni podmnoziny mnoziny L, takze

(4) AK) + A(Lp,) < A(L).
Sec¢tenim (2) a (3) a uzitim (4) a (1) dostavame
(5) AUt Ka) + A (N5 1) =

= MU Kn) + AN Bn) + A1) + AMTns1) = A(KG,) =
ALE) >

> A( U, Kn> + /\( N, Ln> _efomL

Necht r € N. Se¢tenim nerovnosti z (5) a uzitim (1) pro n = 1 dostaneme
r .
(6) M Upy Kn) +A( Moy L) > ML) =2 30 1/20.
7=1
Podle (2.4) je
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o0

(7) lim MMy Ln) = A(TQI Ly) < A (LN A°)

a déle A ( U -1 Kn> < A(LNA), tudiz z (6) dostavame pro r — oo nerovnost
A(LNA)+ A (LNA) > NL) —e.

Odtud plyne A\, (L N A) + (L N A°) > A(L) pro kazdé L € KF, neboli
A € A. Dokézali jsme, 7e Bf je o-algebra. Protoze KF C A a o(KF) = B,
plati B C A.

Predpokladejme navic, Ze mnoziny A, As,... z A jsou po dvou dis-
junktni a L C A. Podle (7) je limy 00 A((),_; ) =0 a z (6) dostdvame

n=1
ML) —e < lim A | Kn) = lim Y ANEK,) =D AME,) <) A(4y).
700 (nzl ) 700 ne1 n—1 el
Odtud vyplyva A(L) < 3°°  A\.(4,) a

Ae(A) =sup{\(L); Le K*, L c A} < i Ae(Ap) .

n=1

Je tedy A, na disjunktnich mnoZinich z A o-aditivni.
Necht A € A, M\,(A) =0, BC A a L € K*. Potom

AM(LNAY <A(LNBY a A(LNA) <A (A) =0,

takze As(LNB)+ A (LNB) > A\ (LNAS) > A\ (LNA)+ A (LNAS) > N\ (L),
neboli B € A. O

V dal$im budeme znagit tuto o-algebru A symbolem BE. Jeji prvky se
nazyvaji lebesqueovsky meéFitelné mnoziny. Restrikce mnozinové funkce A,
na o-algebru Blg se nazyva Lebesgueova mira (podrobnéji: k-rozmeérnd Lebes-
gueova mira) a znaci se Ag.

Nésledujici tvrzeni charakterizuje prvky o-algebry B’g. Pted jeho formu-
laci zavedeme je§té toto oznaceni: Symbol G* (resp. F¥) znamend systém
viech otevienych (resp. uzavienych) podmnozin prostoru R¥. Rekneme, Ze
A C R* je mnozina typu G5 (resp. F,), jestlize existuji G, € G¥, n € N,
(resp. F,, € F*, n € N) tak, ze A = (02, G, (resp. A = U2, F).
Systém vSech mnozin typu Gy (resp. F,) ozna¢ime G¥ (resp. FF). Ziejmé
Kk c Fk, Ghc gy, F* c FEa FEugE c B~
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Véta 4.2. Necht A C R¥. Potom jsou ndsledujici podminky ekvivalentni:
(i) A€ Bg;

(i) pro kazdé e > 0 existuji mnoZiny F€F* a G € GF tak, 2e FCACG
a M (G\F) <e¢;

(iil) ezistuji mnoziny C € F¥ a D € G¥ tak, 26 C C A C D a \t(D\C) = 0.

Diikaz. Pro j € N definujme Z; := {z € RF; j—1 < |z| < j}. Necht plati (i)
a necht ¢ > 0. Nejprve predpokladejme, Ze mnozina A je omezend. Existuje
F C A, FeKF(cC F*) tak, 7ze A\(F) > A\,(A) —€/2, neboli \y(A\ F) < ¢/2.
Zvolme omezenou mnozinu H € G* tak, aby A C H. Existuje L € KF
takovda, ze L C H\ A a A(L) > A\;(H\ A) —¢/2. Polozme G := H\ L. Potom
GeGFk, ACG a

A(G\NA) =N (H\ L)\ A) = Me((H\ A)\ L) = A (H \ A) = Ap(L) < e/2.
Dostavame tak
A(G\F) = M(G\A) + M(A\F) <e

Necht nyni A € B{f je libovolnd, A; := AN Z;, 5 € N. Potom Aj,
7 € N, jsou omezené mnoziny z Bf, tedy existuji F; € FF a Gj € Gk tak,
7e Fj C A]’ C G]’ a )\k(Gj \ Fj) < 6/2j, j € N. Polozme F := U;)il Fj a
G:=Uj2, Gj. Potom F C ACG, G\F CJ;2,(Gj\ F)) aziejmé G € G*.
Dokazme, ze F € F*. Necht z, € F a lim,, o0 zn = 2. Tvrdime, 7e z € F.
Protoze {z,} je omezend posloupnost, existuje m € N tak, ze z, € Um
pro véechna n € N. Je-li r > m, je F,. N U;nzl = (), takze 2z, € U pro
vSechna n € N. Protoze U;n:l F} je uzaviend mnoZina, je z € U _ F C F.
K dokonceni ditkazu implikace (i) = (ii) sta¢i poznamenat, ze

o0

M (G\F) < Z (G \ Fj)

Necht plati (ii). Potom existuji mnoziny F,, € F* a G, € GF tak, ze
F, C A C Gpa XN(Gp\ Fy) < 1/n, n € N. Polozme C := |2, F, a
D:=(°,Gp. Potom C € F¥, De Gk, CC ACDaD\CCG,\F,
pro v8echna n € N. V dusledku toho je A\(D \ C) < A (F, \ Gpn) < 1/n pro
v8echna n € N, neboli \x(D \ C) = 0.

Necht plati (iii). Potom podle (4.1) je A\ C € Bf, takze plati rovnost
A=CU(A\C) e B O

Poznamka 4.3. Mira A\ je reguldrni v tomto smyslu: Pro kazdou mnozinu
A€ Bf je

Me(A) =sup{A(K); K € KF, KC A}, M(A)=inf{\e(G); G € GF, GDA}.
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Prvni rovnost je ziejmé z definice A, a ;. Druhd rovnost je zfejma, pokud
Ak(A) = co. Necht A\p(A) < 0o ae > 0. Podle (4.2) existuji F € F*¥ a G € GF
tak, z7e F C A C G a \(G \ F) < e. V dusledku toho je \((G\ A) < € a
Me(G) = M (AU(G\ A)) = A (A) + A (G\ A) < A (A) +e. Odtud vyplyva
druhd rovnost.

Véta 4.4. Je-li A € BE av € RE, potom je A+v € BY a \g(A+v) = M\ (A).

Diikaz. Oznaéme A := {A € B¥; A+ v € BF}. Ziejmé GF C A. Jestlize
A, € A, n €N, pak o7 (4, +v) = U2, Ay + v, tudiz U2 4, € A
Odtud plyne, ze B¥ C A. Posunuti borelovské mnoziny je tedy borelovska
mnozina.

Podle (4.2) tedy existuji mnoziny C,D € B tak, 76 C C A C D a
A(D\ C) =0.7Z (2.5) a definice miry A, plyne, ze \p(C + v) = X\t (C) a
A((D\ C) 4+ v) = 0. Protoze (A\ C)+v C (D \ C) + v, je podle (4.1)
(A\C)+wv € B, takie A+v = (C+v)U((A\ C) +v) € BE. Déle
Ae(A+0) = M (C +v) + A((AN C) +0) = A (C) = M (A). O

Pi#iklady 4.5. 1. Necht 2 € R¥. Potom z (2.2) plyne A\x({z}) = A({z}) = 0.
Proto A\ix(S) = 0, kdykoli S C R¥ je spocetnd mnoZina.

2. Na R existuji nespocetné kompaktni mnoziny, které maji miru 0.
Ptipomenme nepominutelny priklad, tzv. Cantorovo diskontinuum.

Je znamo, ze kazdé ¢islo a € (0,1) lze vyjadfit v trojkové soustavé ve
tvaru

a a2
(zépis: @ = 0,a1a2 . ..), kde ,cifry* a, jsou ¢isla 0,1,2. Je-lia = 0,a10as. .. ,
b =0,b1by... an €N je nejmensi ¢islo, pro které a, # b,, potom v pii-
padé b, > a, je b > a, pokud nenastal nésledujici vyjimecény pripad:
p <2, Gpy1 =0pyoa =...=2aby, =a,+1, byp1 =bpyo = ... =0. Pak

ziejmé a = b.

Necht C' je mnozina vSech ¢isel z intervalu (0, 1), ktera lze alespon jed-
nim zptsobem vyjadfit ve tvaru a = 0,a1as . . ., pfiemz a,, # 1 pro vSechna
n € N. Snadno si rozmyslime, Ze C' vznikne postupnym odstranénim pro-
stfednich tfetin (tzv. sty¢nych intervali Cantorova diskontinua): nejprve
se odstrani interval (1/3,2/3), v tomto intervalu totiz lezi pravé vsechna
Cisla, kterd maji nutné na prvnim misté cifru 1. V druhém kroku se ze
zbyvajicich intervala (0,1/3) a (2/3, 1) odstrani prostiedni tfetina, tj. inter-
valy (1/9,2/9), (7/9,8/9). V n-tém kroku se odstrani 2"~! intervali délky
37", atd. Ozna¢ime-li G = (0,1) \ C, je G oteviend mnozina sestavajici
z otevienych interval@ po dvou disjunktnich. Intervalt délky 37" je 2"~!,
proto A\ (G) = >°°° (2771 -37") = 1. Pro kompaktni mnozinu C' je tudiz
A1(C) = 0. Necht S je mnozina téch z = 0,a1a3..., pro néz vsechna a,
s vyjimkou kone¢ného poctu jsou rovna nule. Pak S je spocetné a zobrazeni
¢ : C\S — (0,1), které bodu 2b /3+2bs /32 +. .. piitadi bod by /2+by /22 ...
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(by, je rovno 0 nebo 1) je prosté zobrazeni C'\ S na (0,1). Proto je mnoZina
C nespocetna.

3. Necht m € {1,... ,k}, a € RaH:={z = (z1,... ,7;) € RF; 2, = a}.
Potom Ax(H) = 0. Definujme

H, = {:EE]Rk; lzj| <nproje{l,...,k}\{m}, zm =a}, neEN.
Potom H = J;7 |, H, a A\i(Hy) = 0 podle (2.2). Proto

Me(H) < Mp(Hp) =0.
n=1

Tvrzeni 4.6. Necht A je o-algebra na R, B! C A a pu je mira na A, kterd
je invariantni vici posunuti a kaZdému intervalu pritazuje jeho délku. Je-li
A€ A ap(A) >0, potom ezxistuje BC A, B¢ A.

Diikaz. Ziejmé existuje otevieny interval I délky 1 tak, ze u(ANI) > 0. Pro-
toze p je invariantni vi¢i posunuti, 1ze bez Gjmy na obecnosti predpokladat,
ze A C (0,1).

Rekneme, 7e bod z € R je v relaci s bodem y € R, jestlize z —y € Q.
PiSme z ~ y, jestlize x je v relaci s y. Ziejmé m4 tato relace za nasledek roz-
klad R na t¥idy ekvivalence. Ozna¢me 7 systém tiid ekvivalence. Pro kazdé
0 #T €T jeziejmé TN(0,1) # . Z axiomu vybéru plyne, Ze existuje mno-
zina M, kterd z kazdé mnoziny T'N(0, 1), T € T, obsahuje praveé jeden prvek.
Necht 71,79, ... je prosta posloupnost vsech racionalnich ¢isel z (—1,1). Pro
kazdé n € N definujme M, := M + r,. Potom (J;2, M, C (—1,2). Necht
m # n. Kdyby existoval bod z € M, N M,,, existovaly by body z,y € M
tak, ze z = x4+ r, =y + ry,. Pak by platilox —y =r,, — 7, 20 a z,y by
byly rtizné body z M, pro néz x ~ y. Dokézali jsme, Ze mnoziny M,,, n € N,
jsou po dvou disjunktni. Je-li y € R, pak existuje r € Q a x € M tak, ze
y =z +r. Jestlize y € (0,1), pak |r| = |y — z| < 1, tudiz existuje n € N tak,
ze r =1y ay € M,. Odtud plyne, ze (0,1) C U2, M,.

Definujme A, := A N M,. Predpoklidejme, ze A, € A pro vsechna
n € N; odvodime spor. Protoze A = ;7 A, a p(A) > 0, existuje m € N
tak, ze p(Ay;,) > 0. Definujme S, = A,, — rp, + 1, n € N. Potom S,, € A.
Jestlize z € S, existuje u € Ay, tak, ze z = u — ry, + ry. Protoze u € M,,,
existuje x € M tak, ze u =  + rp,, neboli z = = + r, € M,,. Dokazali jsme,
ze Sp, C M, pro kazdé n € N, tudiz mnoziny S,, jsou po dvou disjunktni.
Ziejmé p(Sy,) = p(Apy) > 0 pro kazdé n € N.

Jelikoz U2, S © USy My, © (~1,2), e p(US, S) < pe((~1,2) = 3.
Na druhé strané, protoze p(Sy) = u(An) > 0 pro vSechna n € N,

o o
/1'( U Sn) = Z/J'(Sn) =00,
n=1 n=1
coz je spor. Existuje tedy n € N tak, ze pro B=A,, je BC Aa B¢ A.
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Poznamka 4.7. 7 minulého tvrzeni plyne, Ze kazda mnozina kladné Le-
besgueovy miry na R obsahuje neméritelnou mnozinu.

Tvrzeni 4.8. Ezxistuje spojitd neklesajici funkce ¢ : (0,1) — R takovd, Ze
© je konstantni na kaZdém stycném intervalu Cantorova diskontinua C a
©(0) =0, ¢(1) =1.

Diikaz. Pro kazdé z z omezeného styéného intervalu Cantorova diskonti-
nua, jehoz koncovy bod ma rozvoj tvaru 2a;/3 + ... + 2a,/3", definujeme
o(z) :==a1/2+ ...+ ap/2" (a; je 0 nebo 1). Déle polozime ¢(0) := 0 a

pro z € (0,1) definujeme ¢(z) = sup{e(y); v € (0,1) \ C, y < z}.
Potom je funkce ¢ neklesajici. Jelikoz pro kazdé m,n € N, m < 27", je
m/2" € ((0,1) \ C), je funkce ¢ spojitd a p(1) = 1. O

Priklady 4.9. 1. Necht ¢ je funkce zavedend v minulém tvrzeni. Polozme
P(z) == (z + o(x)) /2, = € (0,1). Potom v zobrazuje spojité a prosté (0,1)
na (0,1), ¢! je spojita a ((0,1) \ C) je oteviend mnoZina, jejiz mira je
rovna 1/2. Proto A\ (¢(C)) = 1/2. Podle (4.7) existuje A C 1(C) takova,
7e A ¢ B}. Definujme M := 1)~ 1(A). Potom M C C, tudiz M € B}. Z nize
popsané tivahy plyne, ze M & B'.

Oznaéme A := {B € B'; (B) € B'}. Protoze 1! je spojité zobra-
zeni, je vzor kazdé oteviené podmnoziny intervalu (0,1) pii ¢~! otevien4
mnozina, tedy kazda oteviend mnozina padne do A. ProtoZe 1) je prosté, je
obraz sjednoceni spocetné mnoha mnozin sjednocenim obrazi a obraz do-
plitku mnoziny je roven dopliiku obrazu. Je tedy A o-algebra a odtud plyne,
ze B! C A.

2. Existuje kompaktni mnozina K C (0,1) tak, ze Int K = () a A;(K) >0.
Necht QN (0,1) = {ry,r2,...}. Pro § € (0,1) definujme interval

I, = (rp —8/2" ry +6/2"Y) ) nmeN,

a definujme K; := (0,1) \ U2, I,,. Potom K; € K! a

M (Ks) =1 —)\1( U In> >1-Y (5/2") =1-4.
n=1 n=1

Jelikoz K5 N (Q N (0,1)) = 0, je Int K5 = 0.

Definujme jesté L := | 2y Ky/n. Potom A (L) > Ai(Kyy,) > 1—1/n,
kdykoli n € N, n > 2, proto A;(L) = 1. Jestlize M := |J{L +m; m € Z},
N := R\ M, pak M je mnozina 1. kategorie (tj. spoc¢etné sjednoceni ¥idkych
mnozin) a A\;(N) = 0. Tedy kazdad mnozina A C R je sjednocenim mnoziny
1. kategorie a mnoziny miry 0, totiz A = (ANM)U(ANN).

Poznamka 4.10. Mnozina kladné miry tedy nemusi obsahovat (nedegene-
rovany) interval. Plati toto tvrzeni: Je-li A € B}, A1(A4) > 0, potom ewis-
tuje § > 0 tak, Ze (—9,0) C A— A := {z —y; z,y € A}. To lze dokazat
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napi. takto: S odvolanim na (4.3) lze predpokladat, ze A € K'. Podle (4.2)
existuje G € G! tak, z7e A C G a A\(G) < 2X\1(A). Protoze A je kompaktni
mnozina disjunktni s uzavfenou mnozinou R \ G, existuje § > 0 tak, Ze
A+ x C G pro kazdé z € (—4,6). Tvrdime, ze (—0,0) C A — A. Zvolme
v € (—=4,6). Potom AU (A+v) C G. Kdyby AN (A +v) = 0, pak by platilo

2X1(A) = M (A) + M (A +v) = 2 (AU (A+v)) < M (G),

coZ je ve sporu s nerovnosti A\; (G) < 2X1(A). Vidime, ze AN (A +v) # 0,
tj. existuji z,y € A tak, ze x =y + v, neboliv=z -y € A — A.
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5 Jednoznacnost Lebesgueovy miry

V predchézejicim odst. 4 jsme miru \; na B’g ziskali rozsifenim mnozinové
funkce \: K¥ — (0, 00). Ukazeme, 7e takové rozsifeni je hodnotami na KF
jednoznaéné urceno. Dale dokazeme, 7e \; je jedina mira na BF, ktera je
normalizovand (tj. Ax((0,1)¥) = 1) a invariantni viiéi posunuti.

Zatnéme touto motivacni ivahou. Necht X je mnozina, S C P(X) a p
a v jsou miry na o(S) takové, ze u(S) = v(S) pro vSechna S € S. Oznacme
T = {A € o(S); u(A) = v(A)}. Je ziejmé, ze pro Ay, As,... € T plati
Un—, Ay, € T, pokud jsou mnoziny A;, As, ... po dvou disjunktni. Je-li napt.
navic X € S a u(X) < oo, pak také A° € T pro kazdé A € T. V takovém
pripadé se tedy rovnost mér p a v prendsi z & na nejmensi mnozinovy
systém, ktery obsahuje S a je uzavieny viuci dopliku a sjednoceni spocetného
systému po dvou disjunktnich mnozin. Proto je uzite¢né mnozinové systémy
s touto vlastnosti studovat.

Necht X je libovolnd mnozina a D C P(X). Potom se D nazyva Dynkiniv
systém (na mnoziné X), kdyz m4 tyto vlastnosti:

(i) X € D;
(ii) A€ € D, kdykoli A € D;

(iii) je-li {A,} posloupnost po dvou disjunktnich mnozin z D, potom je
U,2, An € D.

Pro kratkost budeme misto Dynkintv systém tikat D-systém. Ziejmé kazdy
D-systém D obsahuje () a pro A, B € D, A C B, je také B\ A € D, nebot
B\ A = (AU B°°. Samoziejmé kazda o-algebra je D-systém.

Je-li n € N a X koneéna mnozina, pro niz card X = 2n, definujme D
jako systém vSech podmnozin sestévajicich ze sudého poctu prvku. Pak D
je D-systém a pro n > 1 neni D o-algebra.

Véta 5.1. Necht D je D-system. Pak D je o-algebra, prave kdyZ prinik
kaZdgjch dvou mnoZin z D je prvkem D.

Dikaz. Vime, ze kazda o-algebra je uzaviend viéi (dokonce spocetnym)
pruniktim. Predpokladdejme, Ze D je D-systém obsahujici s kazdymi dvéma
mnozinami jejich prunik. Je-li A, B € D, pak ANB €D, ANB C A, tudiz
A\ B = A\ (AN B) € D. Z vlastnosti (iii) z definice D-systému plyne,
ze také AUB = (A\ B)U B € D. Necht {A,} je posloupnost prvkt z D.
Polozme By := 0, B, :== AjU...UA,, n € N. Potom

oo oo
UJ4an=JBu\Bu1)eD
n=1 n=1
opét podle (iii) z definice D-systému. Tudiz D je o-algebra. O
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Je-li § C P(X) libovolny mnozinovy systém, potom existuje nejmensi
D-systém obsahujici S (ten je definovan jako prinik vSech D-systémi, které
S obsahuji). Tento D-systém se zna¢i §(S) a nazyva D-systém generovany
systémem S. Ziejmé vzdy plati 6(S) C o(S).

Véta 5.2. Necht S C P(X) obsahuje pranik kaZdych dvou mnoZin z S.
Potom 6(S) = o(S).

Diikaz. Protoze 6(S) C o(S), staci dokazat, ze §(S) je o-algebra. Podle (5.1)
k tomu stac¢i dokazat, ze §(S) obsahuje s kazdymi dvéma mnozinami jejich
prinik. Zvolme A € §(S) a vySetiujme pomocny systém

Dy :={Q eP(X); QN A€ i(S)}.

Ziejmé X € Dy. Je-li Q € Da,je Q° € Dy, nebot Q°NA = A\(QNA) € 4(S).
Sjednoceni posloupnosti po dvou disjunktnich mnozin z D 4 je ziejmé prvkem
D 4. Dokézali jsme tedy: Pro kazdé A € §(S) je D4 D-systém. Necht B € S.
Podle predpokladu o S je S C Dpg, tudiz 6(S) C Dp, nebot Dp je D-systém.
Dokéazali jsme, ze AN B € §(S) pro kazdé A € §(S) a B € §. Odtud plyne,
ze pro kazdé A € 0(S) je S C D4 atudiz 6(S) C Dy, nebot Dy je D-systém.
Jinymi slovy: AN B € §(S), kdykoli A, B € 4(S). O

Véta 5.3. Necht S C P(X) obsahuje s kazdymi dvéma mnoZinami jejich
prinik a necht S, € S, S, /' X. Necht i a v jsou miry na o(S) takové, Ze
w(S) = v(S), pro vsechna S € S, a necht 1(S,) < oo pro vSechna n € N.
Potom p(A) = v(A) pro vsechna A € o(S).

Diikaz. Zvolme nejprve mnozinu B € S takovou, ze pu(B) < oo. Definujme
Dp:={A€o(S); pn(ANB) =v(ANB)}. Potom S C Dp a zfejmé X € Dp.
Jsou-li Ay, Ay, ... mnoziny z Dp, které jsou po dvou disjunktni, potom
p(UpZi AN B) =3200 (AN B) =302 (A N B) = v(Upl, An N B),
takze |J;2 | Ap € Dp. Je-li A € Dp, pak

H(ANB) = u(B\(ANB)) = u(B)—u(ANB) = v(B)=v(ANB) = v(ANB),

tudiz A° € Dp (zde jsme uzili, ze u(A N B) < u(B) < oo). Tak je do-
kizano, ze Dp je D-systém obsahujici S, tedy s uzitim (5.2) dostidvame
o(S) =d6(S) € Dp C o(S). Pro kazdou mnozinu A € ¢(S) a kazdou B € S,
pro niz u(B) < oo, tedy plati u(A N B) = v(A N B). Speciilné pro kazdou
A€ o(S)akazdé n € Nje p(ANS,) =v(ANS,). Protoze S, X, je
u(A) =v(A) podle (3.1). O

Véta 5.4. Necht p je mira na BE takovd, Ze pro kaZdou mnozinu K € KF
plati p(K) = M(K). Potom pro kazdou mnozinu A € B je u(A) = \p(A).

Dikaz. Ziejmé existuji K, € K* tak, 7ze K,  RF. Protoze K,L € KF
implikuje K N L € K* a A\(K,) < oo, plati podle (5.3) u(A) = A\r(A) pro
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kazdou mnozinu A € o(KF) = B. Je-li A € B, existuji podle (4.2) mnoziny
C,D € B takové, ze C C A C D a M\x(D \ C) = 0. Protoze

AN\ C) S p(D\C) = A(D\ C) =0,

je 1(A) = 14(C) + p(A\ €) = M(C) = Me(A). 0
Polozme a = (a1,...,a;) € R¥ a b = (b1,...,b;) € RF. Mnozinu
A={z € RF; a; <xj <bj, j€{l,...,k}} budeme nazyvat polouzaviengm

intervalem. Jsou-li a, b dyadické body, budeme mluvit o dyadickém polouza-
vieném intervalu. Systém vSech polouzavienych dyadickych intervalii ozna-
¢ime JF. Z¥ejmé je J* spoletny systém a I'NJ € J*, kdykoli I,J € JF.
Je-li G C R oteviend mnoZina a z € G, existuje I € J* tak, ze z € I
a I C G. Kazda oteviend mnozina je tedy sjednocenim mnozin ze spocet-
ného systému mnozin J*, tudiz GF C O'(jk). Odtud Bf ¢ o(jk), a protoze
Tk c Bk, je BF = o(JF).

Je-lia € RF dyadicky bod, ¢ > 0 dyadicky racionélni éislo a A = {x € RF;
aj < xzj < a; + c}, nazveme A dyadickou polouzavienou krychli o délce
hrany c. Pro takovou krychli s pfihlédnutim k (2.2) je Ax(A) = c*.

Véta 5.5. Necht pn je mira na B* invariantni vici posunuti a necht
1((0,1)%) = 1. Potom pro kazdou mnozinu A € B¥ plati n(A) = \p(A).

Diikaz. Oznacme a := ({0, 1)%). Ziejmé 0 < a < 0o. Podobné jako v odst. 2
definujeme pro s € Ny systém M polouzavienych dyadickych krychli, které
vznikaji postupnym pilenim hran polouzavienych krychli s vrcholy v Z*,
tj. systém vSech mnozin

Q7 (p) :={z e R¥; (p; —1)/2° <z; <p;/2°, j€{1,... ,k}}

pro p = (p1,...,pr) € Z*. Oznadime-li ¢ = (1,... ,1), pak kazd4 z krychli
Q% (p) je posunutim polouzaviené krychle Q#(q). Dale je interval (0,1)*
sjednocenim po dvou disjunktnich polouzavienych krychli Q# (p) pro rtizna
p = (p1,...,pk) spliujici 1 <p; <2% je{l,...,k}. Pocet k-tic z 2° prvki
je 2°F. Plati tedy a = ({0, 1)%) = 2°%4,(Q#(q)). S ptihlédnutim k (4.5.3) je
A (@#(q)) = 1/2%, a proto

1(Q%(p)) = Q% (q)) = a/2% = aXe(Q¥ (@) = arr(Q¥ (p))

pro kazdé p € ZF. Je-li I € J*, existuje s € Ny takové, Ze I je sjednoce-
nim po dvou disjunktnich polouzavienych krychli z Ms# V disledku toho
pu(I) = aXg(I). Podle (5.3) plati rovnost u(A) = aA;(A) pro kazdou mno-
zinu A € o(J*) = BF. Protoze podle (2.2) je A\x((0,1)¥) = 1, z rovnosti
1 = u((0,1)*) = aXp((0,1)*) = a vyplyva, 7e u(A) = \p(A), kdykoli A € BF.

O
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6 Distribu¢ni funkce a Lebesgue-Stieltjesova mira
Véta 6.1. Necht pi je pravdépodobnostni mira na B'. Definujme

F(z):= p((—o0,z)), z€R.
Potom je funkce F neklesajici, zprava spojitd a F(—oo+) =0, F(co—) = 1.

Dikaz. Ziejmé (—oo,x) C (—o0,y), kdykoli z < y. Proto je F neklesa-
jicl. Je-li z € R a 2, \, z, pak (—o0,z,) \; (—00,z) a odtud vyplyva
pu((—00,xn)) Ny p((—o0,z)). Tudiz funkce F je zprava spojitd v bodé z.
Rovnosti F(—oo+) = 0 a F(oco—) = 1, které zbyva dokdzat, jsou ziejmé,
nebot (—oo, —n) \ 0, (—oo,n) /R a u(R) =1. O

Kazdé pravdépodobnostni miie na B' odpovida tudiz pFirozenym zpi-
sobem definovand neklesajici funkce na R majici dodatecné vlastnosti.

Budeme fikat, ze funkce F' : R — R je distribucni funkce, je-li neklesajici,
zprava spojitd a F'(—oo+) =0, F(oco—) = 1.

Predpokladejme na okamzik, Ze F' je distribuéni funkce, ktera je na-
vic rostouci a spojitd. Neni tézké si rozmyslet, ze F(A) € B' pro kazdou
AeBazep: A— \N(F(A), A € B, je mira, pro niz u(R) = 1
a pu((—o0,z)) = F(z), z € R, nebot F((—o0,z)) je interval o koncovych
bodech 0 a F(x). Tak urcuje tedy v tomto piipadé distribuéni funkce F
pravdépodobnostni miru na B!. UkdZeme, 7e vzijemné jednoznaéné piita-
zeni mezi pravdépodobnostnimi mirami a distribuénimi funkcemi plati zcela
obecné.

Véta 6.2. Necht F je distribucni funkce. Potom existuje prdvé jedna prav-
dépodobnostni mira i1 na B takovd, Ze pro kazdé x € R plati

F(z) = p((—o0,z)).
Diikaz. Nechf p1 a v jsou miry na B!, pro néz plati
F(z) = p((—00,2)) = v((—o0,z)), z€R.

Potom p((a,b)) = F(b) — F(a) = v((a,b)), kdykoli a,b € R, a < b. Systém
J = {(a,b); a,b € R} obsahuje s kazdymi dvéma mnozinami jejich prunik,
tudiz podle (5.3) je u(A) = v(A), pro véechny A € B'. Mira u s vlastnosti
uvedenou ve vété existuje tudiz nejvyse jedna.

Budeme dokazovat existenci miry p. Nasledujici definice, ndzorné receno,
zprostiedkuje vyplnéni pripadnych ,dér* v mnoziné F(R).

Pro z € R definujme ®[z] := {F(z)}, pokud je z bodem spojitosti funkce
F, a ®[z] := (F(z—),F(x)), pokud F neni v bodé z spojitd. Pro A C R
definujeme ®[A] := J, . 4 ®[z]. Oznacme jesté

S :={y €(0,1); F'(y) obsahuje vice nez 1 bod}.
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Pro y € S je F~1(y) nedegenerovany interval, proto je mnozina S spoc¢etna.

Definujme A := {A C R; ®[A] € B'}. Jestlize A € A, pak existuje
S1 C S tak, 7e ®[AC] = (P[R]\ ®[A])U S, tudiz A° € A. Je-li {4, } posloup-
nost mnozin z A, pak @ (U2, 4n] = U, ®[4,], tudiz (J,~, A, € A. Je-li
A otevieny interval, je ®[A] interval. Odtud plyne, ze vSechny oteviené pod-
mnoziny R jsou prvky A. Je tedy A o-algebra obsahujici vSechny oteviené
mnoziny, tudiz B' C A.

Pro A € B! definujeme p(A) := A\(®[A]). Necht A, Ay, ... jsou po
dvou disjunktni mnoziny z B'. Potom pro viechna n,m € N, n # m, je
O[A,] N P[A,] C S, tedy Ai(P[A;;] N P[A,]) = 0. Odtud snadno plyne, ze
(U2 An) =30 1(Ay). Je tedy p mira na B

Protoze pro kazdé z € R je ®[(—o0, z)] interval o koncovych bodech 0 a
F(z), tak p((—o0,x)) = F(x). O

Pozndmka 6.3. Je-liz € Rax, Mz, z, <z, pak
F(z) = F(zn) = p((zn, 7)) .

Odtud plyne, ze u({z}) = F(z) — F(z—). Je tedy pu({z}) = 0, pravé kdyz =
je bod spojitosti funkce F'.
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7 Transformace Lebesgueovy miry pri linearnich
zobrazenich

Necht 7' : R¥ — R* je linedrni zobrazeni. Nagim cilem je vyjasnit vztah mezi
Lebesgueovou mirou mnoziny A C R¥ a mirou mnoziny T'(A).

Nejprve predpoklddejme, e zobrazeni T je prosté. Pak zobrazeni T~ ! je
spojité, proto obraz kazdé oteviené mnoziny pii zobrazeni T' (coz je ovSem
vzor pii zobrazeni T 1) je oteviend mnozina. Oznacime-li tedy

A:={ACRF; T(A) e B},

je A zejmé o-algebra a GF C A, tudiz B C A.

Pro A € B definujme v(A) := M\ (T(A)) a A(T) := v({(0,1)¥). Protoze
T({0,1)*) obsahuje neprazdnou otevienou mnozinu T'((0, 1)), je A(T) > 0.
Polozme p(A) := (A(T))"'v(A), A € B*. Protoze zobrazeni T je linearni
a prosté, snadno se ovéfi, ze 4 je mira na BF, kterd je invariantni vici
posunuti a u((0,1)¥) = 1. Podle (5.5) je u(A) = M\(A), A € B¥, neboli
A (T(A)) = A(T) M (A).

Jestlize jsou Ty, Ty prosté linedrni zobrazeni R¥ na sebe, potom

A(Ty 0 Ty) = A ((T1 0 T2) ({0, 1)¥)) = Xe(T1(T2((0,1)%))) =
= A(T1) M (T((0, 1)%)) = A(T1) A(To) A (0, 1)F) = A(Ty) A(T3).

Je-li T : R¥ — R* libovolné linearni zobrazeni, oznaéme det T determi-
nant matice zobrazeni T vzhledem ke standardni bazi RF.

Uvazujme nyni specidlni zobrazeni. Necht ayq, ... ,ax jsou vesmés nenu-
lové redlnd ¢isla a necht pro x = (z1,... ,zk) je T(z) := (1xq,... ,pzk).
(Matice tohoto zobrazeni ma na diagonéle a,... ,a;, na ostatnich mis-
tech nuly, takze det T je pro toto diagonalni zobrazeni roven aj - ... - ay.)
V tomto piipadé je T'({0, 1)*) kompaktn{ interval o délce hran |as],... ,|osl,
tedy A\i(T((0, 1)%)) = |y - ... - ag|, takze A(T) = | det T|.

Dalsi specialni zobrazeni, které budeme uvazovat, je izometrické linearni
zobrazeni T : R¥ — RF. Podle definice tedy plati |T'(z) — T'(y)| = |z — v,
kdykoli z,y € RF. (Matice takového zobrazeni je ortonormalni, tudiz
det T = +1.) Je-li B = {z € R¥; |z| < 1}, je pro takové zobrazeni T'(B) = B,
takze A\ (B) = \(T'(B)) = A(T) M\g(B). Ziejmé je A\y(B) > 0, protoze B
obsahuje (nedegenerovany) otevieny interval, tedy A(T) =1 = |det T.

Tyto specidlni informace staé¢i k tomu, abychom dokazali nasledujici
vétu. (Uzivime obvyklé definice 0 - co = 0.)

Véta 7.1. Necht T : R¥ — RF je linedrni zobrazeni. Potom pro kaidou
mnoZinu A € BE je T(A) € Bf a

M (T(4)) = | det T| Ax(A). (1)
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Diikaz. Necht nejprve T je prosté (tedy matice zobrazeni T' je regularni).
Podle Dodatku existuji izometrické zobrazeni T a Ty prostoru R¥ na sebe a
diagonalni prosté zobrazeni T, : R¥ — R¥ tak, 7ze T' = T oThoT3. Protoze pro
kazdou mnozinu A € B¥ je A\, (Tj(A)) = A(Tj) \e(4), j € {1,2,3}, a navic
A(T) = A(Ty) A(Ty) A(T3) adet T = det T -det T, - det T3, tak plati rovnost
(1) pro A € B¥. S odvolanim na (4.2) je tieba dokazat (1) pro A € BE,
pro niz \;(A) = 0. Existuje viak D € B*¥, A C D, M\(D) = 0. Potom
M (T (D)) = |det T| Ax(D) = 0, a protoze T(A) C ( ), je T(A) € Bt a
Me(T(A)) =0, takze (1) plati.

Necht nyni T je linedrni zobrazeni, které neni prosté. Potom T(RF) je
podprostor v R*, jehoz dimenze je mensi nez k. Existuje tedy nadrovina
N C R* takova, ze T(RF) C N. Oznaéme nyni H := {z € RF; 21 = 0} a
pripomenme, %e podle (4.5.3) je A\x(H) = 0. Potom existuje prosté linearni
zobrazeni S : RF — RF tak, ze S(H) = N. Ziejmé

Ae(N) = Xe(S(H)) = |det S| A\ (H) =0.
Pro A € Bf tedy plati A\, (T(A)) < A\g(N) =0 = | det T| A (A). O

Pozndmka 7.2. Pro linearni zobrazeni T : R¥ — RF m4 tedy | det T| tuto
geometrickou interpretaci: | det T'| je ,objem“ rovnobé&znosténu T'((0, 1)*).
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Dodatek. Faktorizace linearniho zobrazeni

Lemma. Necht T : RF — R je linedrni zobrazeni. Potom ezistuje e € R,
le| =1, takové, Ze T(z) - T(e) =0, kdykoli z € R¥ a2 -e=0.

Diikaz. Existuje e € R¥ takové, 7ze |e|] = 1 a |T(z)| > |T(e)| pro viechna
z € R¥, |z| = 1 (spojitd funkce na kompaktni mnozing). Necht z € R¥ a
z - e = 0. Definujme o(t) := |T'(e +tz)|?, t € R. Ziejmé

o(t) = |T(e)* +2tT(x) - T(e) +t?|T(x)]*, teR.

Jelliy=e+tz, t R je |y|?> = |e|> +#2|z|> > 1. Pro z := y/|y| plati |z| = 1
a tudiz |T'(y)| = |y||T(2)| > |T(e)|]- Proto plati p(t) > ¢(0), pro vsechna
t € R, takze v bodé 0 nabyva ¢ minima. To znamena, Ze ¢'(0) = 0. Oviem
©'(0) =2T(x) - T(e). 0

Véta. Necht M je regularni (k x k)-matice. Potom existuji ortonormdlni
matice A, B a diagondlni requldrni matice C tak, Ze M = AC B.

Diikaz. Na zékladé lemmatu se sestroji ortonormdlni baze {vy,... ,vx} pro-
storu R¥ tak, 7e M v;-Mwv; =0, i,j € {1,... ,k}, i # j. Necht o := | Muj],
j € {l,...,k}, a C je matice s (kladnymi) prvky «; na diagonale. Déle
necht A je matice o sloupcich w; := (o)~ M vj, B matice o fadcich v;,
j=1,... k. Pak AC je matice o sloupcich M v;, j =1,... ,k, coz je matice
M B' (¢arka znadi transponovanou matici). Je tudiz AC B= M B'B = M.

O
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