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1 Prednaska z 1. 10. 2003

PROBLEM SATNARKY:

Satnéika mé velké problémy. Tak velké, Ze ndm vystaéi na nékolik hodin.

K satnédrce prichazeji hosté (jejich pocet je n) a odklddaji si klobouky
(kazdy host jeden klobouk). Satnifka je nedbale ukladd. A kdyz hosté
odchazeji, d4 kazdému ten klobouk, ktery ji prijde jako prvni pod ruku.
Klobouky jsou ovsem rozlisitelné a kazdy host si dokaze poznat sviij klobouk.
Pro satnarku jsou ovsem nerozlisitelné. Jaka je pravdépodobnost, ze zadny
host nedostane sviij klobouk?

Mame tedy:

mnozinu hostu H ={H,,Hy, Hs,...,H,}
mnozinu klobouku K = {K;, Ky, K3, ..., K,}

a Satnarku, ktera vyrabi zobrazeni H — K

zobrazeni f : X — Y - specidlni relace - V & € X 3 pravé jedno y € Y
tak, ze (z,y) € f A y = f(z)

relace na mnoziné X je podmnozina X x X = {(z,y);x,y € X}
Druhy zobrazeni

f: X —Y zobrazeni mnoziny X do mnoziny Y

prosté x#1' = f(x) # f(a')

na Yy € Ydzr € X tak, ze f(x) =y

bijekce prosté a na zaroven - vzajemné jednoznacné zobrazeni
Mnozina X je konecnd, jestlize existuje bijekce X a mnoziny 1,2,3,---,n

pro néjaké n jednoznaéné urcené, |X| = mn - pocet prvkia (ve-

likost (mohutnost)) mnoziny X.

Kolik je zobrazeni X do Y, jestlize | X|=m a |Y|=n

-n™

Kolik je zobrazeni X na Y, jestlize | X|=m a |[Y|=n
- dozvime se priste...
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Kolik je prostych zobrazeni X do Y, jestlize |[X|=m a |[Y|=n
-(m)(n—1)n-2)...(n—m+1)

Kolik je bijekei X — Y, jestlize |[X|=m a |[Y|=n
-m!lprom=n
-0 prom #n

Vétal nz <nl < (”T“)"

Dukaz 1 Misto n! pouzijeme (n!)?
() = (n)(n—1)...(2)(1))? = fl(” - 1>_ P AW Tk -k+1)

Pozorovani 1 k(n —k+ 1) < (%1)?
Pozorovani 2 k(n—k+1)>n

Dikaz pozorovani 1 Vyrazy na obou stranach jsou kladné, muzeme je

tedy odmocnit a vyjde nam, ze geometricky prumeér je mensi nez aritmeticky,

coz muzeme dokézat:

n+1
2

\/@ a+b

kln—k+1) < k=a;n—k+1=0

<
= 2
2v/ab < a+bd
0 < a—2Vab+b
0 < (Va—vb)?

Dosadime-li meze, které ndm vysli do [[;_, k(n — k + 1), vyjde ndm:

n < JLok(n—k+1) < (%)
oy < (e
n% S 77/‘ S n+1

¥ ‘

Pro presnéjsi odhad n! 1ze pouzit Stirlingovu formuli:

n" = n" =
—n\/27m elzn—1 < pl < —V 27n e12n+l
e e
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Zpét k satnarce!

permutaci 7
"

Uréi pocet s(n) bijekei f: H — K takovych, ze f(i) #iVi=1,23,...,n
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2 Prednaska z 22. 10. 2003

PRINCIP INKLUZE A EXKLUZE
POZOROVANI:
A, B jsou konectné mnoziny:

|AUB| = |A| +|B| — |AN B|

A, B, C jsou konetné mnoziny:
|[AUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANBNC|

Zobecnénim dostaneme

PRINCIP INKLUZE A EXKLUZE

Necht A;, As, ..., A, jsou koneéné mnoziny. Potom plati:

n

|UA1|:Z|Ai|— Z |Az‘ﬂAj|+~~+(—1)nil|ﬂAi|
=1 i=1

i=1 1<i<j<n

obecny k-ty ¢len (—1)11—1 Z | ﬂAZ|

IC{1,...m} i€l
|T|=k

Dukaz: indukci dle n

n=1 4] = 1A
n=2 |AUB| =|A| +|B| - |ANn B
n—n+1

n+1 n n n

n=2
U Al =AU Au | "= Al + [Ansa] = 1 A) N At | =
i=1 i=1 Y i=1 i=1
—— B
A

= [{JAil +1Anaa] — [ JA N Apr)| =
=1 =1
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pouzijeme indukéni predpoklad

=Y A= D JANA+ -+ (D)) Ail+
=1 =1

1<i<j<n

n

HAwal = D140 A+ (D" ) AN A =

i=1 =1
n+1 n+1
=> A= D> JANA 4.+ (=DM ) Al
i=1 1<i<j<n+1 i=1

sectenim obecnych k-tych ¢lenu dostaneme

>IN A+

IC{1,2,---,n} 4€l
|I|=k

> AN Al

IC{1,2,---,n} 4€l
|I|l=k—1

> 1NA

IC{1,2,--,;n+1} <€l
[1]=k
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Satnaika
mnozina M = {1,2,...,n}

Pocitdme pocet permutaci m mnoziny M bez pevného bodu (bez pevného
bodu = 7(i) #i,Vi € M)

X = {rm; mpermutaceM }
Aj={mmre X An(i) =i}

s(n):|X—UAZ-|:|X|—|UAZ~|:n!—ZLAiL%—ZMiﬂAﬂ...:
=1 =1 ( M

n—1)! (n—2)!
— nl— (”) (n—1)!+(”) (n—2)l—. . +(—1)F (”) (n—k)+. . +(=1)" (”) (n—n)l =
1 2 k n
! ~ b
(ng)!k! !
1 1 1 1
:?!<1—ﬂ+5—§+...+(—1) ﬁ)

konverguje k =

Interpretace Principu inkluze a exkluze

mnozina X, vlastnosti(predikaty) Vi, Vs, ..., V,

pocet prvku bez vlastnosti = pocet prvku - Y prvku majicich alespon 1 vlastnost
+ > prvku majicich alespon 2 vlastnosti - ...

X = J Al = X[ A+ AN Ay -
i=1 ~ -~

5 Y . pocet prvku bez vlastnosti(podle PIE)
pocet prvku bez vlastnosti
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Aplikace

Matice k x n se nazyva latinsky obdélnik (pro k = n latinsky ¢tverec), jestlize
a; €{1,2,3,...,n} a

Vi : Q5 #aij/ <~ j}éj/

Vj:aij#ai/j e Z#Zl

Kolik je latinskych obdélniku & x n?

I1xn - nl

2xn - nls(n) = @
nl 3

Ixn < (6'2)

kxn < o
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3 Prednaska z 29. 10. 2003
Vlastnosti relaci:
X je mnozina R(R C X x X) je relace na X
1. Relace R je reflexivnd jestlize (z,x) € R,Vx € X
2. Relace R je symetrickd jestlize (z,y) € R — (y,x) € R
3. Relace R je antisymetricka jestlize (z,y) € R — (y,x) ¢ R
4. Relace R je slabé antisymetrickd jestlize (z,y) € RA(y,x) € R >z =y
5. Relace R je tranzitivni jestlize (z,y) € RA (y,2) € R — (x,2) € R
6. Relace R je uplnd jestlize V,y € X plati (y,x) € RV (z,y) € R

Relace R je ekvivalence na X, pokud spliuje body 1, 2 a 5

Relace R je cédstecné uspordddni (mnozina (X, R) je ¢dstecné usporddand),
pokud splnuje body 1, 4 a 5

Relace R je linedrni uspordddni (mnozina (X, R) je linedrné usporadand),
pokud spliuje body 1, 4, 5 a 6

Inverznirelace - R™'={(y,z): (z,y) € R}
Diagondla -A, ={(z,z) :x € X}
Slozent -RoS={(z,2):yeX:(x,y) € RN (y,2) € S}

Vlastnosti relaci muzeme zapsat tedy i jinak:
1.A,CR 3.ROAR' =10 5. RoRCR
2. R7'=R 4. RNRTCA, 6. RUR'=Xx X

Piiklady:
ekvivalence - shodnost, podobnost, ...

castecné usporadani - linearni uspotradani

-N R:{(mvn)7m|n}



3 PREDNASKA Z 29. 10. 2003 9

Véta:

Pro kazdou konecnou ¢asteéné uspofradanou mnozinu (X, R) existuje linedrni
usporadani L mnoziny X tak, ze R C L

Definice:

(X, R) je castetné uspordadand mnozina. x € X nazvu minimdlni prvek
(X, R), jestlize neexistuje y € X tak, ze (y,x) € RA (y # x).

Dikaz:
Indukef dle | X|

X|=1
n—n+1

Necht =z € X je minimdini prvek X (v(X, R)). Definujeme ¢dstecné
uspofddanou mnozinu (X', R') predpisem X' = X —{z} a R' = RN(X'x X")

| X' =n dle indukce R’ C L' L'—linearni uspotfadani
definujme relaci L predpisem:

(y,2)eLe (y,z) el  x#yr#z
(x,z) €L
(x,y) € L Yy e X'

Je ziejmé, Ze L je linedrni usporadani a ze L O R (protoze x je minimalni
prvek.

Definice:

(X, R) je castecné uspofadand mnozina. x € X nazvu nejmensi prvek
(X, R), jestlize (z,y) € RVy # x,y € X.
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Definice:

(X, R) je castetné uspofddand mnozina. x € X nazvu mazimdini prvek
(X, R), jestlize x je minimaln{ prvek v (X, R™1).

Definice:

(X, R) je castecneé usporddand mnozina. x € X nazvu nejuétsi prvek (X, R),
jestlize = je nejmensi prvek v (X, R71).

Véta:

Kazdéd konetna neprazdnd c¢astecné usporadand mnozina mé minimélni
prvek.

Dikaz:

intuitivni: Zvolz € X
Pokud je x minimalni, konec.
Jinak existuje ' # x, (2/, ) € R. Opakuj tedy pro z’.

sporem: Zvol x € X tak, aby {y; (z,y) € R} méla maximélni pocet prvku
< |X|. Pak tvrdim, ze x je minim&lni.

spor: Kdyby existovalo z # x, (z,x) € R, pak

Hy; (z,y) € R} > {y; (z,y) € R} +1
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Mnozinové znazornéni ekvivalenci a castecné
usporadanych mnozin

Definice:
Mnozina P(X) = {Y;Y C X} se nazyva potencni mmoZina. Znaci se
P(X),%2,2%, exp(X). |P(X)| = 21X

Existuje vzajemné jednoznacéné zobrazeni P(X) a {f: X — {0,1}}

ACX f:X—{0,1} charakteristicka funkce mnoziny - XA
flz)=1 r€eA
fle)=0  z¢A

{z € X, f(x) # 0} - nosi¢ f

Césteéné uspofiddand mnozina

Véta:

Kazda c¢éstecné uspordadand mnozina (X, R) je izomorfni indukovanému
poduspoiadanému Bx = (P(X), C)

Relace (X,R) a (X', R') jsou izomorfni, jestlize existuje vzajemné
jednoznacné zobrazeni f: X — X' tak, ze (z,y) € R < (f(z), f(y)) € R’

(X, R) je indukované podusporadani (X', R') pokud

XCcX A RCR A R=Rn(XxX)

Dikaz:
(X, R) (P(X),9)
Definujme zobrazeni f : X — P(X) predpisem f(z) = {y; (y,x) € R}
f je prosté viz. slabd antisymetrie

(x,y) € R= f(x) C f(y) f je tranzitivni
f(z) C fly) = (z,y) € R f je reflexivni
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O ekvivalencich

(X, R) je ekvivalence

R(z) ={y, (z,y) € R} - tiida ekvivalence obsahujici
Véta: z,ye X = <R(:c) = R(y)) Y (R(:c) NR(y) = @)

Dukaz: Necht R(x) N R(y) # 0 a z € R(z) N R(y)

(x,2) € R (y,2) e R& (r,2) € R (z,y) € R= (z,y) € R
tedy(z,z) € R< (2,y) € R
tedyR(x) = R(y)

Necht X1, Xs, ..., X; jsou véechny ruzné mnoziny tvaru R(z),z € X
t
XinX;=0 v 1<ij<ti#j |[JXi=X
i=1
Nazvéme je rozklad X na casti Xq,..., X}

Je-li Xy,..., X; rozklad mnoziny X, definujme relaci R na X predpisem:
(x,y) € R< Ji tak, ze x,y C X;

R je ekvivalence

Necht je (X, R) ¢dstecné usporddand mnozina

A C X je nezdvisld, jestlize v y € A= (x,y) ¢ RN (y,z) ¢ R
A C X je retézec v (X, R), jestlize (A,R N (A x A)) je linedrne

uspofadand mnozina.

Oznactme «(X, R) maximélni pocet prvku nezévislé podmnoziny a
w(X, R) maximalni pocet prvku fetézce.
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Véta: a(X, R).w(X,R) > |X]| pro kazdou ¢dstecné usporddanou mnozinu
(X, R).
Dikaz: Definujme podmnoziny X, X, ..., X; mnoziny X pfedpisem

X1 = {z,z je minimalni prvek (X, R) £ ()
X5 {z, z je minimdaln{ prvek (X \ X, RN (X \ X7) x (X\ X1))) # 10

Jestlize X1, ..., X; jsou dany

X411 = {z,z je miniméln{ prvek (X\UXZ-, Rﬁ((X\UXi) X (X\UXz))>

i=1 i=1

X1, X5, ..., X, tvori rozklad X
X; jsou nezéavislé mnoziny v (X, R) | Xi| < a(X,R)

Pozorovani: t=w(X,R)

w(X,R) <t -Jeli AC X fetézec = [ANX;| <1
- ruzné prvky A jsou v relaci
- ruzné prvky X; nejsou v relaci
t <w(X,R) - staci dokdzat, ze (X, R) obsahuje fetézec délky ¢
Tio1 € Xi T € X,
- pokud (z;_1, ;) ¢ R, x; nebyl minimalni prvek = SPOR
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Aplikace - Erdos-Szekeres

Necht zi,29,...,7, je posloupnost realnych ¢isel. Potom posloupnost
obsahuje monoténni (neklesajici nebo nerostouci) podposloupnost s [1/n]
prvky.

Dukaz:

Definujeme ¢astecné usporadanou mnozinu (X, R) predpisem:

A je tetézec v (X, R): (i,j)e R Vi,je A

h<...<1 A r1 < ... < xy - neklesajici
A je nezavisla mnozina v (X, R): (i,j) ¢ R

1 <...<1 A r1 > ...> x; - nerostouci

aw>|X|=a>V[X|Vw>VIX|

Priklad:

Mnozina X a podmnozina M C P(X) spolka
Kolik je nezavislych spolka?

To zélezi na zadéni, ale...

Kolik jich je maximalné? a(P(X), Q)

Mnoziny M a M’ (M # M’ jsou zavislé, jestlize M C M’ v M C M).

Véta Spernerova
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4 Prednaska z 5. 11. 2003

Spernertv problém - pokracovani

Dukaz

MCPH{L,...,n}) M je nezavisla v B,
MZM VM eM

Pocitani dvéma zptsoby A = (a;;) fadum x n,a;; € R

3

O ay) = Z O aiy)

i=1 j=1 j=1 i=1
—— N——

fadkové soucty sloupcové soucty

{(M,R); M e M A R jemaximalni fetézec v B,, A M € R}|

(a)
=Y {MeMAM e R} <I|R|=n!

R'eR
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(b) Pocet maximalnich fetézcu obsahujicich M

cesty do m
~ N
= Ml (n—|M])
MeM cesty z M

> Ml (n—[M[)! < nl

MeM
| — |
Z | M|!(n — | M])! <1
n!
MeM
1
< 1

n!
MeM |M[{(n—|M])!

1
2 oy =

MeM \|M]|

IN

]
S| -
A
]
ol

—
> v 3
= — ~—
£ E !
AN VAN VAN
A/ -/ =
~__
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Littlewood-Offordiv problém

Vysledek néjakého déje, jehoz prubéh je ovliviovan ruznymi vlivy lze
vyjadrit:

ai, s, . .., 0y Vie{l,...,n} a;>0 ai,...,a, €R g; = *1
—_———
vlivy

n
E gia; = a pocet moznych vyrazu je 2"
=1

Kolik bude vyrazu takovych, ze a € (x — 1,2+ 1)?
- méneé nez (L%J)
- Tento vysledek je nejlepsi mozny v nasledujicim smyslu:

day,...,an AVi € {l,....,n} a; > 0 Az € R tak, ze pocet vyrazu

v intervalu (z — 1,2+ 1) je (LZJ)
2

Dukaz(Erdos-Szekeres):
Definujme M C P({1,...,n}) predpisem

MCM <~ Zai—Zai€<x—1,a¢+1>

ieM igM

> eia;

Pozorovani:

M je nezavisla mnozina.
Diukaz pozorovani:

sporem: predpoklddejme, ze M, M’ € M, M C M’ = Fip € (M’ \ M)

M C M U {ig} c M

Zai - Zai < Zz‘eMU{io} ai — Zé% a; < Z a; — Z a;

ieM igM ieM’ ig M’
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Zai—Zai— Z ai—Zai:2az~O>2

i€M igM ieMU{io} ig M
i

SPOR!

18
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Grafy

Graf G(V, E) se skldda z konetné mnoziny vrcholi V' a z mnoziny hran E
EC();E={c,eCVAlel=2}

Typy graft:

K, - uplny graf na n vrcholech |V| =n |E| = (I‘;I)
e C, - kruznice (cyklus) na n vrcholech n>3

V=Avy,...on} E = {{v1, v}, {va, 03}, ..., {vn_1, v}, {vn, v1}}

P, - cesta na n vrcholech

V= {Ula s UTZ}) E= {{Ula 1)2}7 {UQa 1)3}7 teey {vn—ly Un}}
— délka cesty P, je pocet jejich hran, tedy n — 1

G1(V1, E1) je podgraf grafu Gy(Va, Es), jestlize Vi C Vo A Ey C By

G1(V1, E1) je indukovany podgraf grafu Go(Vs, Es), jestlize
ViCVaANEL=ENVixV

o G1(V1, E1) a Go(Va, Es) jsou izomorfni, jestlize existuje bijekce
fVi—=VaiVa,y e Vi {z,y} € Br & {f(2), f(y)} € By

Kolik je grafu na mnoziné {1,2,...,n}?

_ 9(5)

pozorovani: 2(3) > onlogan — pn s gl

Izomorfizmus na G(V, E) je ekvivalence =
= Jrozklad G(V, E) na tiidy ekvivalence
Kolik je tiid ekvivalence izomorfismu?

-
neizomorfnich grafu

- Kazdé je mensi nez n!
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5 Prednaska z 12. 11. 2003

Grafy
uplny graf:

K - trojihelnfk &\
K, - X

Ky - T

K, - Kazdy si jisté dokaze predstavit, jak to bude dale pokracovat

Problém:

Kolik nejvice hran muze mit graf s n vrcholy, ktery neobsahuje A?
- nejvyse ().

Ozna¢me tento pocet t(n) a podivejme se na nékolik piikladu:

tn) < (5)
w- 1 - ()
t(3 By-1 =2

> 5 podivame-li se na cyklus délky 5 Q ,ale

)
)
)
4) > 4 podivame-li se na cyklus délky 4 I:I
)
) > 6 podivdme-li se na graf M

Véta:

20
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Dukaz:

o t(n) > ||

Podivame se, jak muze vypadat graf, pro ktery t(n) = | 2|

[¥]

Takovyto graf se nazyvd «plng bipartitni K| n| 12y . V levé césti je [ 5|
vrcholu a kazdy z nich je spojen hranu s kazdym z pravé c¢ésti, kde je

[5] vrcholi.

2

o t(n) =[]

Dukaz indukci dle n

(2 Vv t3) Vv

Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro n . Dokazeme tedy, ze plati i pro
n+ 2.

V indukénim kroku: necht G = (V, E), |V| = n+ 2 je graf neobsahujic{
trojihelnik . Necht {a,b} € E

V' = V—{a,b}

/
E = EnN <V)
2

¢ = (V,E)
2
n
/ < -
2] < ")

E" = {ee E;len{a,b}| =1}
Ve, = {xeV'{z,a} inE"}
Vi, = {zeV'{xb}inE"}

Vi
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— Pozorovani:

VonV, =10
Kdyby = € V, NV}, = abx tvoil A

[E" = Val+IVi|  <n

|E|= 14+ |E'|+|E"| <1+t(n)+n
2
E|l= 1+|E|+|E" <1+ +n

4

2+4 4

Bl= 1+ |E e < T
22
Bl= 1+ |2+ |2 < 22

Cimz je dikaz hotov.

Dodatek véty:

22

Necht G = (V, E) je graf s n vrcholy bez A |E| = L"{j Potom G je izomorfni

Gplnému bipartitnimu grafu K|z rz

Dikaz:

Stejny jako ten ptredchozi, jen se vSude misto < pouzije =
[El=n A |E[=t(n)

G' = Kz

Problém:

Kolik nejvice hran muze mit graf s n vrcholy, ktery neobsahuje K47

=5() =30)
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Problém:

Kolik nejvice hran muze mit graf s n vrcholy, ktery neobsahuje C,?

(MY

<nz2+n

Princip sudosti:

stupen vrcholu v v grafu G

G=(V,E) detv)= |{e,ec EAvEe)

N

-
pocet hran vedoucich z v

dg(v) >0 A dg(v) <n-—1

Véta:

> da(v) =2|E|

veV

Jinymi slovy, secteme-li stupné vsech vrcholu v daném grafy, vysledek bude
2x vétsi, nez pocet hran v grafu.

Dukaz:

Definujme matici I s |E| fadky a |V| sloupci predpisem:

ey =1 vEeE A e, =0 v e
1 e 2
1 100 4% 3
0110 s
I'yy =00 11
0101
1 001

I v kazdém radku je pravé 2 x hodnota 1
“\ v kazdém sloupci je prave d,(v) x hodnota 1

D do(v) =) 2x1=2|E

veV eeE
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Dusledek principu sudosti:

Kazdy graf obsahuje sudy pocet lichych stupnu.

Definice:

G = (V, E) je souvisly , jestlize pro kazdé jeho dva vrcholy existuje cesta(v
grafu G), kterd je spojuje.

cesta: posloupnost zg, ey, x1,cdots, e;, 1, kde x; # x; Vi # jae =
{w;_1,2;} (nesmi se opakovat ani hrany ani vrcholy). Délka cesty z x do y je
pocet hran obsazenych v dané posloupnosti.

tah: posloupnost zg, ey, x1, cdots, e, x, kde e; # e; Vi #£ j ae =
{x;_1,x;} (nesmi se opakovat hrany, ale vrcholy se mohou opakovat).

sled: posloupnost o, e, 21, cdots, e, x4, kde e = {x;_1,2;} (mohou se
opakovat hrany i vrcholy).

Definice:
Definujme relaci ~ na V' predpisem:
x ~y< Jcestazx doyvgrafu G

Tvrzeni
~ je ekvivalence
Dikaz

e~ v

er~vy=>y~z

e r~yy~z=3sledzx doz

Pozorovani: Necht z,y jsou vrcholy, pro néz existuje sled z x do .
Potom kazdy nejkratsi sled je cesta.
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Dukaz: Necht xg,e1, 21, -, e, 2 je nejkratsi sled
Necht existuji i < j takové, ze plati z; = z;
Potom xg, €1, -+, €, T = xj,€j41,- -, €, T je sled, ale kratsi = SPOR!

~ déli mnozinu V' na tfidy ekvivalence.

Podgrafy indukované tiidami ekvivalence ~ nazyvame komponentami

G = (V,E).

Souwisly graf je graf, ktery obsahuje jen jedinou komponentu.
Cyklus je uzaviena cesta délky k.

Definice stromu:

Strom je graf, ktery je souvisly a neobsahuje kruznice.

Lemma (o listech):

List je vrchol stupné 1 ve stromu.
Kazdy alespon dvouvrcholovy strom ma alespon 2 listy.
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6 Prednaska z 19. 11. 2003

Dukaz Lemmatu z predchozi prednasky

Necht xg, 1,21, -, e, 24 je cesta maximdni délky délky. ¢t > 1At < |[V|—1
(Tyto omezujici podminky plynou z predpokladu a souvislosti).

Potom z( a x; jsou listy.

Dokazme sporem. Predpoklddejme, ze di(xg) > 1 = Jy # x; tak, ze
{zo,y} € E. Potom musi nastat jeden z nésledujicich pripadu:

oy € {x9, w3, , 24} : y = x; Vyjdeme-li z tohoto predpokladu, tak
dostavame kruznici

= SPOR!

o y & {xy,x3, -, x;} Potom muzeme cestu rozsitit o hranu {zg,y} a o
vrchol y. Z toho ovSem plyne, Ze cesta neméla maximalni délku

= SPOR!

Lemma (Postupnd vystavba stromu):

Necht G je graf, pro ktery plati, ze dy(z) = 1
Potom G je strom <= G — z je strom

Definice:
G = (V,E)
G-z = (VE)
Vo= V\{z}

E = {eec ENnx&e}
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Dukaz:

= Necht G je strom
— G—x neobsahuje kruznice, protoze uz G (od kterého jsme odebrali
jeden vrchol a jednu hranu) neobsahoval kruznice

— G — x je souvisly:
Necht y,z € V' \ {z}. Protoze G je souvisly, existuje cesta y =

To, €1, T1, -, €, T = z. Zadna takova cesta nemuze obsahovat z,
protoze do x vede jen jedna hrana. Takto tedy dostavame cestu v
G — .

< Necht G — z je strom

— G je souvisly, protoze existuje hrana vedouci z x do y;y € G — .
Podle predpokladu existuje cesta ze vSech vrcholu grafu G — x do
y. Nyni tedy musi existovat cesta i do x, protoze existuje cesta
mezi x a y

— G neobsahuje kruznice:

* kruznice nemuze byt G — x (podle predpokladu).
x kruznice nemuze obsahovat x, protoze x je stupné 1.

Véta (hlavni véta o stromech):
Necht G = (V, E) je graf. Potom ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
1. G je strom.

2. G je minimdlni souvisly graf. (Minimalnim souvislym grafem je minén
graf, ktery je souvisly a libovolny graf (V, £ — e € FE) je nesouvisly)

3. G je mazimdlni graf bez kruznice. (Maximalnim grafem bez kruznice je
minén graf, ktery neobsahuje kruznici a libovolny graf (V, EU{e});e €
() \ B) obsahuje kruznici)

4. G je jednoznacné souvisly. (Pro kazdé x,y € V existuje pravé jedna
cesta z x do y)

5. G je souvisly a |E| = |V] — 1.
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Dukaz:

1=3

3=1

1=5

5=1

Uvaz graf (V, E U {e});e = {z,y}. Potom existuje cesta z z doy v G
(protoze je souvisly) a spolu s e tvoii kruznici.

G je maximalni graf bez kruznic. Staci tedy dokazat, ze je souvisly.
Predpokladejme, ze neni. Vi, V5 jsou komponenty grafu G. Zvolme x, €
Vi a xg € V. Uvazme graf G U {{z1,25}}. Tento graf je souvisly,
neobsahuje kruznice a je vétsi.

G = (V, E) je strom. Postupujme indukef dle |V].

vj=1 . 0=1-1 v
V=2 .. 1=2-1 V
V| =3 2=3-1 V

V indukénim kroku |[V| = n+ 1 > 2. Necht z € V je list. Potom
G’ = G — z je strom (podle Lemmatu o listech). Podivejme se tedy, co

vime: ’ /‘ ‘ /‘
dle ptedpokladu |[E'| = |[V'| — 1

El=|V|-1
B T e =1

Necht G = (V, E) je graf spliwjici 5. Indukef dle |V| ukdzeme, ze G je
strom

Vi=1 v
V=2 — v
Vi=3  — v
V] =4 — v

Necht |[V|=n+1

Pozorovani:

G obsahuje list

Dukaz pozorovani:

Uvazme stupné vrcholi:
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0<dy(z)<n ze souvislosti dostaneme:
1 <dy(x)<n dale vime, ze:
Z dy(z) = 2|E| z druhého predpokladu dostavame, ze:
zeV
> dg(x) =2|E| =2|V] -2

zeV

7 obou ptredpokladi dohromady plyne, ze existuje vrchol se stupném 1.
Necht z je list G. Uvazme graf G' = G —z = (V', E)

G’ je souvisly a |E'| = |V'| -1 = dle predpokladu je G’ strom =
G je strom. (Podle Lemmatu o postupné vystavbeé)

Dusledek:

Maximéloni pocet hran grafu s mnozinou vrcholu V' bez kruznic je |[V| — 1.

Véta:

Maximalni pocet hran grafu bez Cy je < %(n% +n)
Diikaz (pomoci poéitani dvéma zpusoby) :
G=(V,E), V| = n, G neobsahuje Cy = I:I

Uvazme mnozinu M = {({z,y},2);(z,2) € EA(y,2) € EANzx # y}.

Jinymi slovy, uvazme mnozinu vSech

£ B N,
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Z

n ~ =
M| < 2) o1 nevime, kolik je z, ale v fadku je nejvyse 1 x 1
~——
pocet {z,y}
M| = Io(2) cet moznych "vidlicek” s dany
= 5 pocet moznych ”vidlicek” s danym z
v

> (%) =)
2 2
zeV
My chceme ale zjistit néco o |F]|...

Zbavime se kobinac¢nich éisel:

Z (dg(z)2— 1)? < Z <dg;z)) < <Z) < %2

zeV zeV

D (dy(z) = 1) <n?

zeV

Pouzijeme Cauchy-Schwarzovu nerovnost, kterd zni:

n n n
Z"Eiyi < Z%Q Zyzz T,y €R
i—1 i—1 i—1

IS
S|
|
S
A
N
3

3
n2+n
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7 Prednaska z 26. 11. 2003

31

V minulé prednasce jsme pouzili Cauchy-Schwarzovu nerovnost, tak si ji i

dokazeme.

Cauchy-Scharzova nerovnost:

n n n
Z"Eiyi < fo 2%2 T,y €R
i—1 i—1 i—1

Dukaz:

Vyjdéme z néceho, co zcela jisté plati:

n

> (wiyy — w)?
ij=1
Z (2:y;)* — 2 Z (ziy;)(z;y:) + Z(%%‘f
ij=1 ij=1 ij—1
2> =y
ij=1

n
2.2
E LY,

ij=1

n n
2 2
PIEDI

i=1 =1

n n
2 2
i=1 i=1

AV

v

v

v

v

v

2 Z (ziy;)(T5y5)
Z (ziyi) (zy5)

i=1

n
E T;Y;
i=1

Princip sudosti(opakovéani z 5. prednasky):

Kazdy graf ma sudy pocet lichych stupnu.
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Definice triangulace:

Triangulace je nakresleni grafu v roviné tak, ze hrany jsou neprotinajici se
usecky a vSechny oblasti(stény) jsou trojihelniky(maji 3 hrany).

Lemma o duhovém trojihelniku:

Necht (V. E) je graf n&jaké triangulace. Necht V =V,U1,UV3 je libovolny
rozklad mnoziny vrcholu. Potom pocet duhovych trojuhelniku je sudy.
Definice:

Duhovy trojihelnik je trojuhelnik, jehoz vrcholy maji vSechny 3 barvy.

Dukaz:

Necht V' a E jsou vrcholy a hrany triangulace a necht V = V; UV, U V3 je
rozklad. Déle necht Ty, ---, T, jsou vSechny oblasti nakreslen{ (véetné vnéjsi
oblasti)

Definujme graf G = ({1,---,r}, F) predpisem:
{i,7} € F jestlize T; a T; maji spoletné dva vrcholy v,v’ takové, ze
veViav el

dy(i) =0 v 1 v 2 (3 nepfichazi v uvahu, protoze jde o A)

dy(i) = 1 <= 1T, je duhovy

Pocet lichych stupn je sudy (podle principu sudosti) = pocet duhovych
trojihelnika je sudy
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Hra:

Mame ¢tyithelnik G = (W, E) a uvniti jsou samé trojuhelniky. Dva hréci se
sttidaji v oznacovani vrcholu. Hraci I patii body z a v a hraci I body s a j.
Cilem obou hracu je spojit tyto body cestou.

S

Véta:

Hra nemuze skoncit remizou. Pro libovolny rozklad W = W; U W5, kde
z,v € Wy a s,j € Wy existuje cesta P tak, ze bud vrcholy cesty ndlezi do
Wi a je to cesta ze z do v, nebo vrcholy cesty nédlezi do W5 a je to cesta ze
s do j.

Dikaz (sporem):
Necht existuje remiza. W = W; U Wy je vysledek sehravky takové, Ze ani

Wi ani Wi neobsahuje prislusnou cestu.

Definujme rozklad V; UV, U V3 nésledujicim predpisem:
zeVi,seVy
x € V] & existuje cesta hrace I ze z do z
x € Vo & existuje cesta hrace Il ze s do x
Vs =W\ (V1UVWs), v, 5 € Vs (dle predpokladu)

Pozorovani:

Trojuhelniky uvniti nejsou duhové.

Dukaz:

Necht existuje duhovy trojihelnik. Potom hri¢, ktery je na tahu muze
oznacit vrchol v3 € V3 a tudiz hra neskoncéila. - SPOR!
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Uvazme graf G spolu s hranou {s, j}. Oznac¢me jej G'.

S

j
Potom G’ je triangulace a mé jen jeden duhovy trojuihelnik.

- SPOR! (s lemmatem o duhovém trojihelniku)

Véta:
Necht G = (V, E) je souvisly. Potom G m4 kostru.

Definice:

Kostra G je graf (V, E’) takovy, ze £’ C E a zaroven (V, E') je strom.

Dikaz:
Necht (V,E’), E' C E je miniméln{ (vzhledem k C) podmnozina takové,

ze (V, E') je souvisly. Takova podmnozina existuje, protoze (V, F) je souvisly.

Potom je (V, E’) strom. (podle hlavni véty o stromech(viz. 6. pfednaska))

Definice:

Graf G = (V, E),w : E — R*" nazyvdme vézeny graf a w(e) nayvdme véhou
hrany e.

Problém minimalni kostry:

Pro dany vézeny graf G = (V, E),w : E — R™ naleznéte kostru (V, E’) grafu
G tak, aby vyraz ) _p w(e) nabyl minimalni hodnoty.
Tento problém vyresil roku 1926 O. Boruvka.
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8 Prednaska z 3. 12. 2003

Problém minimalni kostry:

Dostaneme souvisly graf G = (V, E), w : E — R*. Nagim tkolem je
nalézt strom (V, £') tak, aby vyraz ) ., w(e) nabyval minimalni hodnoty.

Reseni - Hladovy (greedy) algoritmus:

1. usporddejme hrany ey, ---, e, tak aby tvorili neklesajici posloupnost
(wler) < wlez) < - <wlen))

2. definujme mnoziny FE4, - - -, F, predpisem:

[ El = {61}
o . _d EU {€is1} - pokud (V| E; U {e;41}) neobsahuje kruznici
1T E; - pokud (V, E; U {e;1}) obsahuje kruznici

3. (V, E,) je hledana kostra.

Véta:

Pro kazdy souvisly graf G = (V, E') a ohodnoceni w : E — R* nalezne
hladovy algoritmus néjakou minimalni kostru.

Dukaz:
1. vysledek je kostra

e (V. E,) neobsahuje kruznici = staci dokazat souvislost
e Diikaz souvislosti:

— Ptedpokladejme pro spor, ze V' = V3 UV, je rozklad takovy,
ze Vi,Vo # 0 a zdroven Vi NV, = ) a Ze neexistuje hrana
e = {v,va};0; €V,

— Zvol a € V; a b € Vi, Ze souvislosti grafu G plyne, Ze existuje
cesta a, eq, vy, - -, e, b. Necht v; je posledni prvek cesty, ktery
jesté nalezi do V; anecht v; 4, je ndsledujici prvek, ktery nélezi
do V. Potom existuje hrana e = {vy, vy} takova, ze E, Ue
netvoti kruznici = SPOR!
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2. Vysledek je minimdlni kostra

Necht E, = E’" a necht (V, E”) je minimdln{ kostrou. Nasim cilem je
dokézat, ze ) . pw(e) < ZeeEv w(e)

E'={e,- e} wle)) < <wle,)
Ev:{elvv"'aemv} w(elv)g"'gw<emv)

Dokazeme dokonce, ze:

g
6N
IAIA
=
6

Pro ¢ = plati
Necht ¢ je nejmens{ hodnota pro kterou plati w(e;) > w(e;”)

Definujme déle tyto mnoziny:
Ez{fl = {6/17 Tty 6271}
EZ'V = {elva T 7eiv}

Staci nalézt e € E;” \ E]_; tak, aby E! ; U {e} netvofilo kruznici.

Poznamka:

Potom w(e) < w(e; ") < w(e}), tedy hrana byla podle postupu
algoritmu uvazovana pted e}, ale byla zamitnuta pfesto, ze dokonce
E!_, U{e} neobsahuje kruznici(mnozina hran v momenté rozhodovani
o dalsim osudu hrany e byla podmnozinou mnoziny FE! ), coz by
vedlo k pozadovanému sporu.

Necht Vi,---, Vi jsou komponenty grafu (V,E!_;) a necht
El, ... E* jsou mnoziny hran jednotlivych komponent E/ = {e €
El_;e CVj}

Déle necht E',---,E* jsou mnoziny hrap jednotlivych kompo-
nent, které zdroven pati{ do minimaln{ kostry £7 = {e € E; ;e C V;}

Potom |E’| = |Vj| — 1 nebot (V}, EY) je strom(viz. hlavni véta
o stromech) a | /| < |V}| — 1, protoze graf (V;,E;) nem4 kruznice.
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Z predpokladu ale vime, ze

STIE =BT > B =Y |F|=i-1

Tedy existuje hrana e € E; "\ E]_; takovd, ze e Z V;. Graf (V, E;_1U{e})
tedy nemuze obsahovat kruznici.
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Poznamka(bez dikazu) - Boruvkuv algoritmus:

Pozaduje oproti hladovému algoritmu aby relace w : E — R* byla
prosta. Jinymi slovy zadné dva vrcholy nesméji mit stejnou vzdéalenost. Coz
neni velky problém zafidit. Staci, aby se lisili o néco hodné malého.

1. Kazdy bod je komponenta

2. Kazdou komponentu spojijeme s nejblizsim sousedem

D 9

3. Ze spojenych komponent utvoiime jednu komponentu a pokracujeme
predchozim krokem dokud nezbyde pouze jedna jedind komponenta,
kterd uz je minimalni kostrou.

Pocet koster:

Necht G = (V, E) je graf na mnoziné V. Oznacme ¢(G) pocet koster grafu G.
Potom ¢(n) dostaneme hodnoty:

t(G) = 0 G je nesouvisly

HG) = 1 G je strom

t(n) = t(K,)
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Véta:

t(n) = n"? Vn > 2

Dukaz pouzity pfi prvnim zverejnéni:

t2)=1 — v
t(3) =3 LN v
Z[ N
| |
X XXX
=16 LTINS
Véta:
Posloupnost dy, - - -, d,, je posloupnost vSech stupnu vrcholu néjakého stromu

s n vrcholy(n > 2) prave kdyz d; > 1 Vi =1,---,n a zdroven » . d; =
on — 2 = 2| K.

Definice:

Skore grafu je posloupnost vsech stupnu jeho vrcholu.

Dukaz:
= Vime.

< Pro dané skére splnujici predchozi podminku nalezneme strom
T =({1,---,n}, E) takovy, ze d;(i) = d;
Postupujme indukci dle n - n = 2 — Vv
Predpokladejme, ze plati pro n a dokazujme pro n + 1:
dy,---,dy1 splnuji podminku. Tudiz existuje d; = 1 a protoze n > 2
tak existuje i d; > 2.
Predpokladejme, ze © = n.
Definujme dj, - - -, d;, piedpisem d; = d;\d; = d;—1. Takovato posloup-
nost spliuje podminky a podle predpokladu je strom. Podle Lemmatu
o postupné vystavbé stromu je puvodni posloupnost také strom.
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9 Prednaska z 10. 12. 2003

Véta (Cayleyova):
t(n) = n"?

40

Tato véta byla zminéna jiz v minulé prednésce, ale nebyla dokazana. Nyni
si ji i dokazeme. Dukaz této véty ovSem spociva v dukazu véty nasledujici.

Véta:
(n—2)!
t(dy, - -,d,) =
(dr, -+ dn) (dy — 1)!(dy — 1)!- -+ (dy, — 1)!
Vodyody =10 A di=2n2
Kde d; je skére grafu a t(dy, - - -, d,) je poc¢et stromt na mnoziné {1, - - -

splnujici podminku, ze stupen i-tého vrcholu je d;.

Dukaz dostatecnosti dikazu druhé véty:

> tdy,ee- dy) =n"

Staci dokazat, ze

d;>1
3 d;=2n—2
> o2 oy )
d:>1 <d1 T 1) d o 1 k; >0 k
Zdilzan—Q Zk =n—2

Pouzijeme-li multinomickou vétu, dostaneme:

Multinomicka véta:

n n
(xl_}_l'Z_l_...—f—xm) — Z (k k )xlfl k2,..xf;;n
1,° " "y lvm

n n\(n—k\/n—k —ky n!
Kd = e
) (kla"'akm) (kl)( ko )( ks ) kilks! -k,

-k

,n}

!
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Kombinaéni ¢islo

(Z) je pocet k-prvkovych podmnozin n-prvkové mnoziny

Dukaz:
Pouzijeme pocitani dvéma zpusoby. Oznacime X n-prvkovou mnozinku.

pocet uspotradanych k-tic

(|X|) (=1 (n—k+1)

k k!
~—

pocet usporadani

Uvazme matici, ve ktera budou zapsany jednicky a nuly nésledujicim
predpisem. oznac¢me sloupce uspoiddanymi k-ticemi a radky ()k() A pokud
si sloupec a tadek odpovidaji, umistime na tuto pozici jednicku, jinak nulu.

Timto zpusobem dostaneme v kazdém tadku k! jednicek a v kazdém
sloupci pravé jednu jednicku.
Cili pocet usporadanych k-tic je |()kf) k!

navrat zpét:

Vratme se nyni zpét k dikazu véty, kterouzto jsme pouzili k dikazu Caleyovi
veéty.
Pro upftesnéni:

(n —2)!
(dy — D)(dy — 1)t (dp, — 1)!

t(dla"'adn> =
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Dukaz:
Ozna¢me T = T(dy,---,d,) = {T;dr(i) = d;}
dj: dj=1 n>3
predpokladejme, ze d,, =1
Oznacme T; mnozinu v8ech stromu 7", majici tyto vlastnosti:

d; >2 T;={T";T je stromna {1,---,n}, {i,n} € E'}

TNTy =0  Vitd

|T;| = t(dy,---,d; — 1,---,d,_1) podle Lematu o postupné vystavbé stromu

Postupujme indukci dle n:
Pron =2 an = 3 jsme ovérili jiz minule

|(‘Tz| :t(dla"'ad’i_lv"'vdn—l):

B (n —3)! B
C(dy =D (dy =2 (dpy — 1)
-1
rozsirime cely zlomek zlomkem dz 1

(n—=3)Nd;=1)
(dy — 1) (dp—y — 1!
a jmenovatel vynasobime (d, —1)! =1 (d, =1)
(n—3)(d; — 1)
(dy — 1)+ (dp, = 1)!

|T| = Z|‘Tz| = Z (d1(— 1)|)( (d, —)1)! -

i,d;>1

(n—3)! B (n—2)!
2 (=) ((d1 — Dl (dn - 1)!) C (=D — 1) (d, — 1)

i,d;>1
—_——

n—2
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Jiny dukaz:

Dokazeme, 7Ze existuje jednoznacné zobrazeni mezi danym grafem a
posloupnosti ay, - -+, a, o
Definice posloupnosti:

Méjme vrcholy ocislované popoiadé prirozenymi ¢isly. Necht a; je ¢islo

cv v

tento list a pokracujme stejné az do a,,.

Postup zpétné vystavby:

Vezmeme minimalni list, ktery se nevyskytuje v posloupnosti a spojime
ho s a;. Jeho ¢islo umistime misto a; a pokracujeme, dokud neni strom opét
vystaven.



9 PREDNASKA Z 10. 12. 2003 44
Jesté jiny dikaz:
Pocitejme pocet stromiu s nejvyse dvéma vyznaénymi vrcholy.

Definice obratlovce:

Obratlovec je strom T se dvéma vyznaénymi vrcholy xq, xs. Jeho pdter je
cesta z x1 do xa

7Z kazdé kostry muZeme stvofit pravé n? obratlovet.

Pozorovani

Pocet obratloveu je n”

Pozorovani dokazeme tim, Ze najdeme vzajemné jednoznacné zobrazeni
mezi obratlovei a zobrazenim

f;{l,...,n}ﬁ{lf..?n}

Napisme ¢isla vrcholu patere serazend podle velikosti a pod né poradi v
némz jsou v pateri:
4 6 7
4 7 6
Déle napisme ostatni vrcholy podle poradi, jak vedou do patere.

()G

Dostavame takto nékolik nezdvislych cykli. Slozime-li je dohromady, je
vysledna permutace hledanym zobrazenim.
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Definice:

FEulerovsky graf je graf G = (V) E) pro ktery existuje nakresleni, v némz
existuje tah {zg, €1, -, em, Tm = o} takovy, ze {e1,---,e,} = E. (Z toho,
Ze se jedna o tah vyplyvé, ze se hrany nesméji opakovat, ale mohou se opako-
vat vrcholy)

Véta:

G = (V, E) lze nakreslit jednim uzavienym tahem <= G je souvisly a
ma vSechny stupné sudé.
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10 Prednaska ze 17. 12. 2003

Véta:

G = (V, E) lze nakreslit jednim uzavienym tahem <= G je souvisly a
mé vSechny stupné sudé.

Dukaz
= G je souvisly. Necht v je libovolny vrchol v G. A méjme uzavieny
eurelovsky tah vg, ey, vy, -+, e, v = g
Definice:

Eulerovsky tah je sled, v némz je kazda hrana grafu obsazena préaveée
jednou a kazdy vrchel alespon jednou.

Zjistujme tedy stupen vrcholu v:

fi: ‘{i,’l] = 'UZ}‘ 1)@ € €; A V; € €11 A\ Vit1 ¢ 62
pocet v v eulerovském tahu kazdy vrchol v; je soucasti dvou hran

Tedy dg(v) = 2d
< Necht vy, e, vy, -+, e, v; je tah v G, ktery je nejdelsi. Potom:

— Vo = V¢

Kdyby vy # v potom by [{i,v; € e;}| bylo liché ¢islo, coz je ve
sporu s predpokladem zZe stupen v; je sudy.

_ {61,"',€t}:E

Dokazeme sporem. Necht existuje e = {v,v'},e € E\ {ey, -, e}
Ze souvislosti ale plyne, ze existuje hrana e’ = {v;,v"} pro néjaké
1 takova, ze v"” = v’ nebo v” = v. Potom muzeme tah prodlouzit
o hrany e a ¢’ =SPOR!



10 PREDNASKA ZE 17. 12. 2003 47

Dusledky:
Véta:

Necht G je eulerovsky graf. Potom G nemé most.

Definice:

Most je hrana po jejimz odstranéni ma vznikly graf vice komponent.

Dukaz:

Predpokladejme, ze graf je eulerovsky a je tam most. Uvazme tedy graf
bez mostu. Obé jeho komponenty jsou souvislé a maji pravé jeden stupen
lichy. Timto se dostavame do sporu s principem sudosti.

Véta:

Graf G = (V, E) ma vSechny stupné sudé < F je hranové disjunktnim
sjednocenim kruznic.
Definice:

E' je hranovée disjunktni sjednoceni kruznic pokud

kde E; jsou mnoziny hran kruznic.

Dukaz:

< Kazd4 kruznice piida ke kazdému vrcholu bud’ Zddnou nebo dvé hrany.
7 toho plyne, ze vSechny stupné jsou sudé

Pozorovani: FE # () = (V, E) obsahuje kruznici. Kazdd komponenta
obsahuje strom a navic hranu e = {vy, v;} spojujici listy(z predpokladu,
ze vsechny stupné jsou sudé)

= Necht K je kruznice v G. Uvazme tedy graf G' = (V,E \ K).
G' mé vSechny stupné sudé a tudiz na néj muzeme pouzit indukéni
predpoklad.
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Poznamka:

Pro hledéani eulerovského tahu nelze pouzit hladovy algoritmus!

Problém CDC:

Méjme graf G = (V, E). Uvazme zdvojeny graf G'. Takovyto graf m&
vSechny stupné sudé a je tedy hranové disjunktnim sjednocenim kruznic.

=

Otazka zni, jestli existuji vzdy takové kruznice, které maji délku > 3.

Jiny problém:

Kolik je kruznic v grafu G7 Oznaéme pocet kruznic v grafu G jako K(G).
Potom:

e pocet kruznic v uplném grafu je:

o a K(G)=0<+= G jeles

Definice:

G je les & kazda komponenta G je strom.
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Definice(Eulerovskd mnozina hran):

Meéjme graf G = (V, E). A C E se nazyva eulerovska pravé kdyz mé graf
(V, A) vSechny stupné sudé.

Definice:

Definujme déle charakteristicky vektor v, mnoziny A a to takto:

V=1 & €A

E:{elj...’en} 'Ua:(’Ulj...,fUTJ UZ‘:O =S €Z¢A

Vsechny podmnoziny A C FE tvoii vektorovy prostor V™ dimenze n nad
telesem {0, 1}.

Oznacme ¢ mnozinu vsech eulerovskych podmnozin grafu G. Oznacme &
rovnéz mnozinu vektori odpovidajicich mnozinam z &.

Véta(o prostoru kruznic(Kirhof)):
Meéjme G = (V, E), £. Potom plati:
1. & je vektorovy prostor V"
2. dim & = |E| — |V| + k, kde k je pocet komponent G

3. baze & je tvofena elementarnimi kruznicemi vzhledem ke kostie G

Definice:

Rozsifme nyn{ definici kostry. Necht kostra je:

e sjednocenim koster vsech komponent

e maximalni podgraf bez kruznic

e minimalni podgraf se stejnym poctem komponent

e les koster komponent
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Definice:
Necht (V, E’) je kostra G = (V, E). A necht déle
ec E\E  T+e=(V,E'U{e})

Potom T + e obsahuje pravé jednu kruznici a tato kruznice se nazyva
elementarni vzhledem k 7.

Dtikaz 1:
¢ je podprostor

o l.uy = vy
0.v4 = vy () je eulerovskd

® vy +Up =1c C=(A\B)U(B\ A) - symetricky rozdil - AAB

Pozorovani:

A, B jsou eulerovské = AAB je eulerovsky.

Dukaz:

Zvolme v € V libovolné. Potom

{e,v eeNe e AAB}| =

=NHe,veenec A+ |{e,v €eenec B} —2{e,v €enec AN B}

sudé sudé sudé y
sudé
Dukaz 2:
Necht (V, E’) je kostra G, ddle necht k je pocet komponent. Z vlastnosti
stromu plyne, ze |E'| = |V| — k. Pocet elementérnich kruznic je tedy roven

|E|—|E'| = |E|—|V|+k. Z ¢ehoz plyne, ze nam jiz stac¢i dokdzat pouze tieti
bod.
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Dikaz 3:
Necht £ = {ey,- -, en}

e Dokazme nejdiive linearni nezavislost.

Necht tedy (V, E') je kostra a predpokladejme, ze E' = {ey, -+, e},
kde t = [V] — k

Vezméme e;,7 > t a oznac¢me K., elementarni kruznici obsahujici e;.
Dale oznacme vektor vk, jako v;. Potom kazdy v; ma na ¢-tém miste
jednicku a zddny jiny vektor(odpovidajici elementarni kruznici) ji tam
nema. Z toho tedy plyne, ze vektory v;, - - -, v,, jsou linedrné nezavislé.

e Nyni dokazme, Ze generuji cely prostor.

Necht A C FE je eulerovskd a ma charakteristicky vektor v, € €.

Potom vq = > .., v;.
Definujme A’ predpisem vy = ), A\E Vis kde hrana ktera nelezi
v E’ lezi pravé v jedné elementarni kruznici. Potom A"\ E' = A\ F'.

Uvazme C = AAA'.

C je eulerovska

CCE }C:@ = (A\AUA\A) =0 = A=A

Tudiz v4 = > ., vi pro libovolné A a {vi,---, v} generuji cely
prostor.
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Priklad:

Mame takovyto graf s teckované vyznacenou kostrou. Tudiz vektory ele-
mentarnich kruznic vypadaji nésledovné(pomoci | oddélime(pro nazornost)
¢at znacici hrany néalezici do kostry a hrany, které v kostte nelezi):

12 13

° ® °
1 3§ 4

: ] f v = (1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0] 1,0,0,0,0,0)

- 2ens .. ..... I - vy = (0,071717170’070’0’0’0‘0,1’0707070)

vy = (0,1,0,0,0,1,1,0,0,0,0 | 0,0,1,0,0,0)

" 65 I w5 = (0,0,0,0,1,1,0,1,0,0,0] 0,0,0,1,0,0)

..... Tovederendenne V16 = (0,0,0,0,0,0,1,0,0,1,10,0,0,0,1,0)

' vy = (0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,010,0,0,0,0,1)

Nyni se pokusime nalézt takovou linedrni kombinaci téchto vektoru,
abychom dostali vektor v kruznice s hranami ey, es, €5, €15, €3, €7. SCitame
nad télesem s prvky {0,1}.

v = vy +v15 = (0,1,0,0,1,0,1,1,0,0,0] 0,0,1,1,0,0)

Pokud bychom chtéli zjistit vektor v kruznice vedouci kolem celého grafu,
secteme vektory vSech elementarnich kruznic.

VA = V11 + V12 +v13 + Vg + V15 + V16 + V17
Vg = (1,0,0,1,0,0,0,0,1,0,1|1,1,1,1,1,1)

Dusledek:

Pocet eulerovskych mnozin hran je 2/F1=IVI+* pro kazdy graf G = (V, E)
s k komponentami.
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Rovina

Necht X je mnozina bodti a necht P jsou podmnoziny X - pifmky. Potom
se rovina, ktera splinuje nésledujici axiomy, nazyva projektioni rovina

e Axiom 1: Kazdé dva body urcuji pravé jednu piimku.

Ve,ye X,o#y PP zx,yeP

e Axiom 2: Kazdé dvé primky se protinaji pravé v jednom bodé.

PPeP P+P |PNP|=1

e Axiom 0: existuji 4 body, které kazda piimka protne v nejvyse 2 z nich.

PeP QCX |Q=4 |PNQI<2

Je-li navic X konecna, nazyvame takovou rovinu kone¢na projektivni rov-
ina.

Tvrzeni:

Necht (X,P) je projektivni rovina. Potom |P| = |P’| pro libovolné dvé
piimky P, P' € P.

Dukaz:

Zvolme P, P' € P libovolné. Nejprve nalezneme x ¢ P U P’. Vezméme
Q = (a1, +,a4) a vyberme odtud z. Pokud {ay, as,as,a,} € P U P’ potom
uvazme P, = ajaz' a Py = Gza;. Potom © € PLN P, a v & P U P’ jinak
bychom meéli dvé ptimky protinajici se ve dvou bodech.

Nyni pro kazdé a € P definujme zobrazeni f(a) € P’ jako prusecik azNP’.
Toto ndmi definované zobrazeni f je prosté a zaroven na a tudiz |P| = |P’|.

17y znagime pifmku prochézejici body x a y
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Definice:

Rad konecné projektivni roviny je |P| — 1 pro libovolné P € P.

rad

n=1 neexistuje

n=2 Fanova rovina

n=3-—95 existuje

n=~06 neexistuje

n=7-—9 existuje

n =10 neexistuje
Véta:

Necht (X, P) je projektivni rovina fddu n. Potom plati:
1. Pro kazdy bod = € X existuje n + 1 pfimek jim prochazejicich.
2. [ X|=n*+n+1

3. 1Pl=n*+n+1

Dukaz:

1. Zvolme x € X libovolné. Najdéme P € P, x ¢ P. Zaroven existuje
n+1 bodu na piimce P. Vezmeme-li libovolny z nich, tak existuje prave
jedna ptimka prochézejici x a protinajici P v tomto bodé.

2. Zvolme x € X libovolné a uvazme vsSechny piimky. Existuje n 4 1
piimek prochézejicich z a kazda z nich obsahuje kromé x jesté dalsich
n bodu. Celkem tedy obsahuji n(n + 1) + 1 bodu. Z ¢ehoz plyne, ze
| X|=n?+n+1.

3. Pocitejme dvéma zpusoby:

| X|(n+1)=|{(z,P),zr e X,PeP}=|P(n+1)
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Aplikace:

Pocet grafi na m vrcholech neobsahujicich Cy je < %(m% +m). Ukazeme,
ze tad tohoto odhadu je nejlepsi mozny.

Necht (X, P) je projektivni rovina fddu n. Uvazme graf G = (V, E) defi-
novany piredpisem:

V=XUP E={{z,P},z € PP}

V|=2n*+n+1)=m

Njw

m /m % m
E| = (n? 1 1 :—(—) -
|E|=n"+n+1)(n+1) 5 (3 "

Jediny zpusob, jak by mohla vzniknout Cj je, ze by se dvé piimky
protinaly alespon ve dvou bodech, coz by byl spor.
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