9 Prednaska z 10. 12. 2003

Véta (Cayleyova):
t(n) = n"?

Tato véta byla zminéna jiz v minulé prednésce, ale nebyla dokazana. Nyni
si ji i dokazeme. Dukaz této véty ovSem spociva v dukazu véty nasledujici.

Véta:
(n—2)!
t(dy,---,dy,) =
(i, -+ dn) (dy — 1)!(dy — 1)!- -+ (dy, — 1)!
Vodyody =10 A di=2n2
Kde d; je skére grafu a t(dy, - - -, d,) je poc¢et stromt na mnoziné {1, - - -

splnujici podminku, ze stupen i-tého vrcholu je d;.

Dukaz dostatecnosti dikazu druhé véty:
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Staci dokazat, ze
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Pouzijeme-li multinomickou vétu, dostaneme:

Multinomicka véta:

n n
(xl_}_l'Z_l_...—f—xm) — Z (k k )xlfl k2,..xf;;n
1,° " "y lvm

n n\(n—k\/n—k —ky n!
Kd = e
) (kla"'akm) (kl)( ko )( ks ) kilks! -k,

-k

,n}

!



Kombinaéni ¢islo

(Z) je pocet k-prvkovych podmnozin n-prvkové mnoziny

Dikaz:

Pouzijeme pocitani dvéma zpusoby. Oznacime X n-prvkovou mnozinku.

pocet usporadanych k-tic

~

(|X|) (=1 (n—k+1)

k k!
~—

pocet usporadani

Uvazme matici, ve ktera budou zapsany jednicky a nuly nésledujicim
predpisem. oznac¢me sloupce uspoiddanymi k-ticemi a radky ()k() A pokud
si sloupec a tadek odpovidaji, umistime na tuto pozici jednicku, jinak nulu.

Timto zpusobem dostaneme v kazdém tadku k! jednicek a v kazdém
sloupci pravé jednu jednicku.
Cili pocet usporadanych k-tic je |()kf) k!

navrat zpét:

Vratme se nyni zpét k dikazu véty, kterouzto jsme pouzili k dikazu Caleyovi
veéty.
Pro upftesnéni:

(n —2)!
(dy — D)(dy — 1)t (dp, — 1)!

t(dla"'adn> =



Dukaz:
Ozna¢me T = T(dy,---,d,) = {T;dr(i) = d;}
dj: dj=1 n>3
predpokladejme, ze d,, =1
Oznacme T; mnozinu v8ech stromu 7", majici tyto vlastnosti:

d; >2 T;={T";T je strom na {1,---,n}, {i,n} € E'}

TNTy =0  Vitd

|T;| = t(dy,---,d; — 1,---,d,_1) podle Lematu o postupné vystavbé stromu

Postupujme indukci dle n:
Pron =2 an = 3 jsme ovérili jiz minule

|(‘Tz| :t(dla"'ad’i_lv"'vdn—l):

B (n —3)! B
C(dy =D (dy =2 (dpy — 1)
-1
rozsirime cely zlomek zlomkem dz 1

(n—=3)Nd;=1)
(dy — 1) (dp—y — 1!
a jmenovatel vynasobime (d, —1)! =1 (d, =1)
(n—3)(d; — 1)
(dy — 1)+ (dp, = 1)!

|T| = Z|‘Tz| = Z (d1(— 1)|)( (d, —)1)! -
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Jiny dukaz:

Dokazeme, ze existuje jednoznacné zobrazeni mezi danym grafem a
posloupnosti ay, - -+, an_o
Definice posloupnosti:

Méjme vrcholy ocislované popoiadé prirozenymi ¢isly. Necht a; je ¢islo

cv v

tento list a pokracujme stejné az do a,,.

Postup zpétné vystavby:

Vezmeme minimalni list, ktery se nevyskytuje v posloupnosti a spojime
ho s a;. Jeho ¢islo umistime misto a; a pokracujeme, dokud neni strom opét
vystaven.



Jesté jiny dikaz:
Pocitejme pocet stromiu s nejvyse dvéma vyznaénymi vrcholy.

Definice obratlovce:

Obratlovec je strom T se dvéma vyznaénymi vrcholy xq, xs. Jeho pdter je
cesta z x1 do xa

7Z kazdé kostry muZeme stvofit pravé n? obratlovet.

Pozorovani

Pocet obratlovcu je n”

Pozorovani dokazeme tim, Ze najdeme vzajemné jednoznacné zobrazeni
mezi obratlovei a zobrazenim

f:{l,---,n}—>{1,---,n}

Napisme ¢isla vrcholu patere serazend podle velikosti a pod né poradi v
némz jsou v pateri:
4 6 7
4 7 6
Déle napisme ostatni vrcholy podle poradi, jak vedou do patere.

()G

Dostavame takto nékolik nezdvislych cykli. Slozime-li je dohromady, je
vysledna permutace hledanym zobrazenim.



Definice:

FEulerovsky graf je graf G = (V) E) pro ktery existuje nakresleni, v némz
existuje tah {zg, €1, -, em, Tm = o} takovy, ze {e1,---,e,} = E. (Z toho,
Ze se jedna o tah vyplyva, ze se hrany nesméji opakovat, ale mohou se opako-
vat vrcholy)

Véta:

G = (V, E) lze nakreslit jednim uzavienym tahem <= G je souvisly a
ma vSechny stupné sudé.



