8 Prednaska z 3. 12. 2003

Problém minimalni kostry:

Dostaneme souvisly graf G = (V, E), w : E — R*. Nasim tkolem je
nalézt strom (V, £') tak, aby vyraz ) ., w(e) nabyval minimalni hodnoty.

Reseni - Hladovy (greedy) algoritmus:

1. usporddejme hrany ey, ---, e, tak aby tvorili neklesajici posloupnost
(w(er) S wlez) < - <wlen))

2. definujme mnoziny E4, - - -, F, predpisem:

[ El = {61}
o . _{ EU {€i11} - pokud (V| E; U {e;41}) neobsahuje kruznici
H1T B, - pokud (V, E; U {e;1}) obsahuje kruznici

3. (V, E,) je hledana kostra.

Véta:

Pro kazdy souvisly graf G = (V, E') a ohodnoceni w : E — R* nalezne
hladovy algoritmus néjakou minimalni kostru.

Dukaz:
1. vysledek je kostra

e (V. E,) neobsahuje kruznici = staci dokazat souvislost
e Diikaz souvislosti:

— Ptedpokladejme pro spor, ze V' = V3 UV, je rozklad takovy,
ze Vi,V # 0 a zdroven Vi NV, = ) a Ze neexistuje hrana
e = {v,va};0; €V,

— Zvol a € V; a b € Vi, Ze souvislosti grafu G plyne, Ze existuje
cesta a, eq, vy, - -, e, b. Necht v; je posledni prvek cesty, ktery
jesté nalezi do V; anecht v; 4, je ndsledujici prvek, ktery nélezi
do V5. Potom existuje hrana e = {vy,v,} takova, ze E, Ue
netvoti kruznici = SPOR!



2. Vysledek je minimalni kostra

Necht E, = E’ a necht (V, E”) je minimdln{ kostrou. Nasim cilem je
dokézat, ze ) . pw(e) < ZeeEv w(e)

E'={e,-,e,}  wle)) < <wle,)
Ev:{elvv"'aemv} w(elv)g"'gw<emv)

Dokazeme dokonce, ze:
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Pro ¢ = plati
Necht ¢ je nejmens{ hodnota pro kterou plati w(e;) > w(e;”)

Definujme déle tyto mnoziny:
Ez{fl = {6/17 Ty 6271}
EZ'V = {elva T 7eiv}

Staci nalézt e € E;” \ E/_; tak, aby E!_; U {e} netvofilo kruznici.

Poznamka:

Potom w(e) < w(e; ") < w(e}), tedy hrana byla podle postupu
algoritmu uvazovana pted e}, ale byla zamitnuta pfesto, ze dokonce
E!_, U{e} neobsahuje kruznici(mnozina hran v momenté rozhodovani
o dalsim osudu hrany e byla podmnozinou mnoziny FE! ), coz by
vedlo k pozadovanému sporu.

Necht Vi,---, Vi jsou komponenty grafu (V,E!_;) a necht
El ... E* jsou mnoziny hran jednotlivych komponent E/ = {e €
El_;;e CVj}

Déle necht E',---,E* jsou mnoziny hrap jednotlivych kompo-
nent, které zdroven pati{ do minimaln{ kostry £7 = {e € E; ;e C V}}

Potom |E’| = |Vj| — 1 nebot (V}, EY) je strom(viz. hlavni véta
o stromech) a | /| < |V}| — 1, protoze graf (V;,E;) nem4 kruznice.



Z predpokladu ale vime, ze

STIE =BT > B =Y |F|=i-1

Tedy existuje hrana e € E; "\ E]_; takovd, ze e Z V;. Graf (V, E;_1U{e})
tedy nemuze obsahovat kruznici.



Poznamka(bez dikazu) - Boruvkuv algoritmus:

Pozaduje oproti hladovému algoritmu aby relace w : £ — R* byla
prosta. Jinymi slovy zadné dva vrcholy nesméji mit stejnou vzdéalenost. Coz
neni velky problém zafidit. Staci, aby se lisili o néco hodné malého.

1. Kazdy bod je komponenta

2. Kazdou komponentu spojijeme s nejblizsim sousedem
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3. Ze spojenych komponent utvoiime jednu komponentu a pokracujeme
predchozim krokem dokud nezbyde pouze jedna jedind komponenta,
kterd uz je minimalni kostrou.

Pocet koster:

Necht G = (V, E) je graf na mnoziné V. Oznacme ¢(G) pocet koster grafu G.
Potom ¢(n) dostaneme hodnoty:

t(G) = 0 G je nesouvisly

HG) = 1 G je strom

t(n) = t(K,)



Véta:

t(n) = n"? Vn > 2

Dukaz pouzity pfi prvnim zverejnéni:

t(2)=1 — v

(3 =3 S\ Y

=16 LTINS
Véta:
Posloupnost dy, - - -, d,, je posloupnost vSech stupnu vrcholu néjakého stromu
s n vrcholy(n > 2) prave kdyz d; > 1 Vi =1,---,n a zdroven » . d; =
2n — 2 =2|E)|.
Definice:

Skore grafu je posloupnost vsech stupnu jeho vrcholu.

Dukaz:

= Vime.

< Pro dané skére splnujici predchozi podminku nalezneme strom

T =({1,---,n}, E) takovy, ze d;(i) = d;

Postupujme indukci dle n - n = 2 — Vv

Predpokladejme, ze plati pro n a dokazujme pro n + 1:

dy,---,dy1 splnuji podminku. Tudiz existuje d; = 1 a protoze n > 2
tak existuje i d; > 2.

Predpokladejme, ze © = n.

Definujme dj, - - -, d;, piedpisem d; = d;\d; = d;—1. Takovato posloup-
nost spliuje podminky a podle predpokladu je strom. Podle Lemmatu
o postupné vystavbé stromu je puvodni posloupnost také strom.



