6 Prednaska z 19. 11. 2003

Dukaz Lemmatu z predchozi prednasky
Necht xg, 1,21, -, e, 24 je cesta maximdni délky délky. ¢ > 1At < |[V] —1
(Tyto omezujici podminky plynou z predpokladu a souvislosti).

Potom z( a x; jsou listy.

Dokazme sporem. Predpoklddejme, ze di(xg) > 1 = Jy # x; tak, ze
{zo,y} € E. Potom musi nastat jeden z nésledujicich pripadu:

oy € {x9,x3,---, 24} : y = x; Vyjdeme-li z tohoto predpokladu, tak
dostavame kruznici

= SPOR!

o y & {xy,x3, -, x;} Potom muzeme cestu rozsitit o hranu {zg,y} a o
vrchol y. Z toho ovSem plyne, Ze cesta neméla maximalni délku

= SPOR!

Lemma (Postupnd vystavba stromu):

Necht G je graf, pro ktery plati, ze dy(z) = 1
Potom G je strom <= G — z je strom

Definice:
G = (V,E)
G-z = (V£
v’ VA {z}
E = {eec ENnx&e}



Dukaz:

= Necht G je strom
— G—x neobsahuje kruznice, protoze uz G (od kterého jsme odebrali
jeden vrchol a jednu hranu) neobsahoval kruznice

— G — z je souvisly:
Necht y,z € V' \ {z}. Protoze G je souvisly, existuje cesta y =

To,€1,T1, -, €, T = z. Zadna takova cesta nemuze obsahovat z,
protoze do x vede jen jedna hrana. Takto tedy dostavame cestu v
G — .

< Necht G — z je strom

— G je souvisly, protoze existuje hrana vedouci z x do y;y € G — .
Podle predpokladu existuje cesta ze vSech vrcholu grafu G — x do
y. Nyni tedy musi existovat cesta i do x, protoze existuje cesta
mezi x a y

— G neobsahuje kruznice:

* kruznice nemuze byt G — x (podle predpokladu).
x kruznice nemuze obsahovat x, protoze x je stupné 1.

Véta (hlavni véta o stromech):
Necht G = (V, ) je graf. Potom ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
1. G je strom.

2. G je minimdlni souvisly graf. (Minimalnim souvislym grafem je minén
graf, ktery je souvisly a libovolny graf (V, £ — e € FE) je nesouvisly)

3. G je mazimdlni graf bez kruznice. (Maximalnim grafem bez kruznice je
minén graf, ktery neobsahuje kruznici a libovolny graf (V, EU{e});e €
(V) \ B) obsahuje kruznici)

4. G je jednoznacné souvisly. (Pro kazdé x,y € V existuje pravé jedna
cesta z x do y)

5. G jesouvisly a |E| = |V] — 1.



Dukaz:

1=3

3=1

1=5

5=1

Uvaz graf (V, E U {e});e = {z,y}. Potom existuje cesta z z doy v G
(protoze je souvisly) a spolu s e tvoii kruznici.

G je maximalni graf bez kruznic. Staci tedy dokazat, ze je souvisly.
Predpokladejme, ze neni. Vi, V5 jsou komponenty grafu G. Zvolme x, €
Vi a xg € V. Uvazme graf G U {{z1,25}}. Tento graf je souvisly,
neobsahuje kruznice a je vétsi.

G = (V, E) je strom. Postupujme indukef dle |V].

vj=1 . 0=1-1 v
V=2 .. 1=2-1 V
V| =3 2=3-1 V

V indukénim kroku |[V| = n+ 1 > 2. Necht z € V je list. Potom
G’ = G — z je strom (podle Lemmatu o listech). Podivejme se tedy, co

vime: ’ /‘ ‘ /‘
dle ptedpokladu |[E'| = |[V'| — 1

El=|V|-1
B T e =1

Necht G = (V, E) je graf spliwjici 5. Indukef dle |V| ukdzeme, ze G je
strom

Vi=1 v
V=2 — v
Vi=3  — v
V] =4 — v

Necht |[V|=n+1

Pozorovani:

G obsahuje list

Dukaz pozorovani:

Uvazme stupné vrcholi:



0<dy(z)<n ze souvislosti dostaneme:
1 <dy(z)<n dale vime, ze:
Z dy(z) = 2|E| z druhého predpokladu dostavame, ze:
zeV
> dg(x) =2|E| =2|V] -2

zeV

7 obou ptredpokladi dohromady plyne, ze existuje vrchol se stupném 1.
Necht z je list G. Uvazme graf G' = G —z = (V', E)

G’ je souvisly a |E'| = |V'| -1 = dle predpokladu je G’ strom =
G je strom. (Podle Lemmatu o postupné vystavbeé)

Dusledek:

Maximéloni pocet hran grafu s mnozinou vrcholu V' bez kruznic je |[V| — 1.

Véta:

Maximalni pocet hran grafu bez Cy je < %(n% +n)
Diikaz (pomoci poéitani dvéma zpusoby) :
G=(V,E), V| = n, G neobsahuje Cy = I:I

Uvazme mnozinu M = {({z,y},2);(z,2) € EA(y,2) € EANzx # y}.

Jinymi slovy, uvazme mnozinu vSech

£ B N,
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n ~ =~
M| < 2) o1 nevime, kolik je z, ale v fadku je nejvyse 1 x 1
~——
pocet {z,y}

d
M| = Z < 9;2)) pocet moznych ”vidlicek” s danym 2
ev
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zeV
My chceme ale zjistit néco o |F]|...

Zbavime se kobinac¢nich éisel:

Z (dg(z)2— 1)? < Z <dg;z)) < <Z) < %2

zeV zeV

D (dy(z) = 1) <n?

zeV

Pouzijeme Cauchy-Schwarzovu nerovnost, kterd zni:

n n n
Z"Eiyi < Z%Q Zyzz T,y €R
i—1 i—1 i—1

IS
S|
|
S
A
N
3

3
n2+n




