5 Prednaska z 12. 11. 2003

Grafy
uplny graf:

K - trojthelnik 2\
K, - X

Ky - T

K, - Kazdy si jisté dokaze predstavit, jak to bude dale pokracovat

Problém:

Kolik nejvice hran muze mit graf s n vrcholy, ktery neobsahuje A?
- nejvyse ().

Ozna¢me tento pocet t(n) a podivejme se na nékolik piikladu:

tn) < (5)
w- 1 - ()
t(3 By-1 =2

4) > 4 podivame-li se na cyklus délky 4 I:I
> 5 podivame-li se na cyklus délky 5 Q ,ale
> 6 podivame-li se na graf M

Véta:



Dukaz:

o t(n) > ||

Podivame se, jak muze vypadat graf, pro ktery t(n) = | 2|

[¥]

Takovyto graf se nazyvd «plng bipartitni K| n| 12y . V levé césti je [ 5|
vrcholu a kazdy z nich je spojen hranu s kazdym z pravé c¢ésti, kde je

[5] vrcholi.

2

o t(n) =[]

Dukaz indukci dle n

(2 Vv t3) Vv

Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro n . Dokazeme tedy, ze plati i pro
n+ 2.

V indukénim kroku: necht G = (V, E), |V| = n+ 2 je graf neobsahujic{
trojihelnik . Necht {a,b} € E

V' = V—{a,b}

/
E = EnN <V)
2

¢ = (V,E)
2
n
/ < -
2] < ")

E" = {ee E;len{a,b}| =1}
Ve, = {xeV'{z,a} inE"}
Vi, = {zeV'{xb}inE"}

Vi



— Pozorovani:

VonV, =10
Kdyby = € V, NV, = abx tvoil A

[E" = Val+IVi|  <n

|E|= 1+ |E'|+|E"] <1+t(n)+n
2
E|= 1+|E|+|E" <1+ +n

4
214 4
Bl= 1+ |E e < T
22
2= 1)) < 002

Cimz je dikaz hotov.

Dodatek véty:

Necht G = (V, E) je graf s n vrcholy bez A |E| = L"{j Potom G je izomorfni
Gplnému bipartitnimu grafu K|z rz

Dikaz:
Stejny jako ten ptredchozi, jen se vSude misto < pouzije =
[El=n A |E[=t(n)

G' = Kz

Problém:

Kolik nejvice hran muze mit graf s n vrcholy, ktery neobsahuje K47

=5() =30)



Problém:

Kolik nejvice hran muze mit graf s n vrcholy, ktery neobsahuje C,?

(MY

<nz2+n

Princip sudosti:

stupen vrcholu v v grafu G

G=(V,E) detv)= |{e,ec EAvEe)

N

-
pocet hran vedoucich z v

dg(v) >0 A dg(v) <n-—1

Véta:

> da(v) =2|E|

veV

Jinymi slovy, secteme-li stupné vsech vrcholu v daném grafy, vysledek bude
2x vétsi, nez pocet hran v grafu.

Dukaz:

Definujme matici I s |E| fadky a |V| sloupci predpisem:

ey =1 vEeE A e, =0 v e
1 e 2
1 100 4% 3
0110 s
I'yy =00 11
0101
1 001

I v kazdém radku je pravé 2 x hodnota 1
“\ v kazdém sloupci je prave d,(v) x hodnota 1

D do(v) =) 2x1=2|E

veV eeE



Dusledek principu sudosti:

Kazdy graf obsahuje sudy pocet lichych stupnu.

Definice:

G = (V, E) je souvisly , jestlize pro kazdé jeho dva vrcholy existuje cesta(v
grafu G), kterd je spojuje.

cesta: posloupnost zg, e, x1,cdots, e;, 1, kde x; # x; Vi # jae =
{x;_1,2;} (nesmi se opakovat ani hrany ani vrcholy). Délka cesty z x do y je
pocet hran obsazenych v dané posloupnosti.

tah: posloupnost zg, ey, x1, cdots, e, x, kde e; # e; Vi #£ j ae =
{z;_1,x;} (nesmi se opakovat hrany, ale vrcholy se mohou opakovat).

sled: posloupnost o, e, 21, cdots, e, x4, kde e; = {x;_1,2;} (mohou se
opakovat hrany i vrcholy).

Definice:
Definujme relaci ~ na V' predpisem:
x ~y< Jcestazx doyvgrafu G

Tvrzeni

~ je ekvivalence
Dukaz
e~z V
e~y Yy~ V

e r~yy~z=3sledzzx doz

Pozorovani: Necht z,y jsou vrcholy, pro néz existuje sled z x do .
Potom kazdy nejkratsi sled je cesta.



Dukaz: Necht xg,e1, 21, -, e, 2 je nejkratsi sled
Necht existuji i < j takové, ze plati z; = z;
Potom xg,e1,- -+, €, T = xj,€j41,- -, €, T je sled, ale kratsi = SPOR!

~ déli mnozinu V na tiidy ekvivalence.

Podgrafy indukované tiidami ekvivalence ~ nazyvame komponentami

G = (V,E).

Souwisly graf je graf, ktery obsahuje jen jedinou komponentu.
Cyklus je uzaviena cesta délky k.

Definice stromu:

Strom je graf, ktery je souvisly a neobsahuje kruznice.

Lemma (o listech):

List je vrchol stupné 1 ve stromu.
Kazdy alespon dvouvrcholovy strom ma alespon 2 listy.



