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Sperner̊uv problém - pokračováńı

Důkaz

1. α(Bn) ≥
(

n

bn
2
c

)

(
X

k

)
je nezávislé v P(X)

α(Bn) ≥
(

n

k

)
k = 0, 1, . . . , n

(
n

k

)
je největš́ı pro k = bn

2
c

2. α(Bn) ≤
(

n

bn
2
c

)

M ⊆ P({1, . . . , n}) M je nezávislá v Bn

M 6⊆ M ∀M ∈ M

Poč́ıtáńı dvěma zp̊usoby A = (aij) řádu m× n, aij ∈ R

n∑

i=1

(

m∑

j=1

aij)

︸ ︷︷ ︸

řádkové součty

=

m∑

j=1

(

n∑

i=1

aij)

︸ ︷︷ ︸

sloupcové součty

|{(M, R); M ∈ M ∧ R je maximálńı řetězec v Bn ∧ M ∈ R}|

(a)

=
∑

R′∈R

|{M ∈ M ∧M ∈ R′}| ≤ |R| = n!



(b) Počet maximálńıch řetězc̊u obsahuj́ıćıch M

=
∑

M∈M

cesty do M
︷︸︸︷

|M |! (n− |M |)!
︸ ︷︷ ︸

cesty z M

∑

M∈M

|M |!(n− |M |)! ≤ n!

∑

M∈M

|M |!(n− |M |)!
n!

≤ 1

∑

M∈M

1
n!

|M |!(n−|M |)!

≤ 1

∑

M∈M

1
(

n

|M |

) ≤ 1

∑ 1
(

n

bn
2
c

) ≤
∑ 1

(
n

|M |

)

|M|
(

n

bn
2
c

)−1

≤ 1

|M| ≤
(

n

bn
2
c

)

α(Bn) ≤
(

n

bn
2
c

)



Littlewood-Offord̊uv problém

Výsledek nějakého děje, jehož pr̊uběh je ovlivňován r̊uznými vlivy lze
vyjádřit:

a1, a2, . . . , an
︸ ︷︷ ︸

vlivy

∀i ∈ {1, . . . , n} ai > 0 a1, . . . , an ∈ R εi = ±1

n∑

i=1

εiai = a počet možných výraz̊u je 2n

Kolik bude výraz̊u takových, že a ∈ (x− 1, x + 1)?

- méně než
(

n

bn
2
c

)

- Tento výsledek je nejlepš́ı možný v následuj́ıćım smyslu:

∃a1, . . . , an ∧ ∀i ∈ {1, . . . , n} ai > 0 ∧ x ∈ R tak, že počet výraz̊u
v intervalu (x− 1, x + 1) je

(
n

bn
2
c

)

Důkaz(Erdös-Szekeres):

Definujme M ⊆ P({1, . . . , n}) předpisem

M ⊆ M ⇐⇒
∑

i∈M

ai −
∑

i6∈M

ai

︸ ︷︷ ︸
∑

εiai

∈< x− 1, x + 1 >

Pozorováńı:

M je nezávislá množina.

Důkaz pozorováńı:

sporem: předpokládejme, že M, M ′ ∈ M, M ( M ′ ⇒ ∃i0 ∈ (M ′ \M)

M ( M ∪ {i0} ⊆ M ′

∑

i∈M

ai −
∑

i6∈M

ai <
∑

i∈M∪{i0}
ai −

∑
i6∈M

i6=i0

ai ≤
∑

i∈M ′

ai −
∑

i6∈M ′

ai



∑

i∈M

ai −
∑

i6∈M

ai −
∑

i∈M∪{i0}

ai −
∑

i6∈M

i6=i0

ai = 2ai0 > 2

SPOR!



Grafy

Graf G(V, E) se skládá z konečné množiny vrchol̊u V a z množiny hran E
E ⊆

(
V

2

)
; E = {e, e ⊆ V ∧ |e| = 2}

Typy graf̊u:

• Kn - úplný graf na n vrcholech |V | = n |E| =
(
|V |
2

)

• Cn - kružnice (cyklus) na n vrcholech n ≥ 3

V = {v1, . . . vn}, E = {{v1, v2}, {v2, v3}, . . . , {vn−1, vn}, {vn, v1}}

• Pn - cesta na n vrcholech

V = {v1, . . . vn}, E = {{v1, v2}, {v2, v3}, . . . , {vn−1, vn}}
– délka cesty Pn je počet jej́ıch hran, tedy n− 1

• G1(V1, E1) je podgraf grafu G2(V2, E2), jestliže V1 ⊂ V2 ∧ E1 ⊂ E2

• G1(V1, E1) je indukovaný podgraf grafu G2(V2, E2), jestliže
V1 ⊂ V2 ∧ E1 = E2 ∩ V1 × V1

• G1(V1, E1) a G2(V2, E2) jsou izomorfńı, jestliže existuje bijekce
f : V1 → V2 : ∀x, y ∈ V1 : {x, y} ∈ E1 ⇔ {f(x), f(y)} ∈ E2

Kolik je graf̊u na množině {1, 2, . . . , n}?

− 2(n

2)

pozorováńı: 2(n

2) � 2n log2 n = nn > n!

Izomorfizmus na G(V, E) je ekvivalence ⇒
⇒ ∃ rozklad G(V, E) na tř́ıdy ekvivalence
Kolik je tř́ıd ekvivalence izomorfismu

︸ ︷︷ ︸

neizomorfńıch graf̊u

?

- Každá je menš́ı než n!

-

Ison ≥
2(n

2)

n!


