3 Prednaska z 29. 10. 2003
Vlastnosti relaci:
X je mnozina R(R C X x X) je relace na X
1. Relace R je reflexivnd jestlize (x,x) € R,Vx € X
2. Relace R je symetrickd jestlize (z,y) € R — (y,x) € R
3. Relace R je antisymetricka jestlize (z,y) € R — (y,x) ¢ R
4. Relace R je slabé antisymetrickd jestlize (z,y) € RA(y,x) € R >z =y
5. Relace R je tranzitivni jestlize (z,y) € RA (y,2) € R — (x,2) € R
6. Relace R je tuplnd jestlize V,y € X plati (y,x) € RV (z,y) € R

Relace R je ekvivalence na X, pokud spliuje body 1, 2 a 5

Relace R je ¢édstecné uspordddni (mnozina (X, R) je ¢dstecné usporddand),
pokud splnuje body 1, 4 a 5

Relace R je linedrni uspordddni (mnozina (X, R) je linedrné usporadand),
pokud spliuje body 1, 4, 5 a 6

Inverznirelace - R™'={(y,z): (z,y) € R}
Diagondla -A, ={(z,z) :x € X}
Slozent -RoS={(z,2):yeX:(x,y) € RA(y,2) € S}

Vlastnosti relaci muzeme zapsat tedy i jinak:
1.A,CR 3. RNR' =10 5. RoRCR
2. R7'=R 4. RNRTCA, 6. RUR'=Xx X

Piiklady:
ekvivalence - shodnost, podobnost, ...

castecné usporadani - linearni uspotradani

-N R:{(mvn)7m|n}



Véta:

Pro kazdou konecnou ¢asteéné uspofradanou mnozinu (X, R) existuje linedrni
uspoiradani L mnoziny X tak, ze R C L

Definice:

(X, R) je castetné uspordadand mnozina. x € X nazvu minimdlni prvek
(X, R), jestlize neexistuje y € X tak, ze (y,x) € RA (y # x).

Dikaz:
Indukef dle | X|

X|=1
n—n+1

Necht =z € X je minimdini prvek X (v(X, R)). Definujeme ¢dstecné
uspofddanou mnozinu (X', R') predpisem X' = X —{z} a R' = RN(X'x X")

X' =n dle indukce R’ C L' L'—linearni uspotradani
definujme relaci L predpisem:

(y,2)eLe (y,z) el  x#yar#z
(x,z) €L
(x,y) € L Yy e X'

Je ziejmé, Ze L je linedrni usporadani a ze L O R (protoze x je minimalni
prvek.

Definice:

(X, R) je castecné uspofadand mnozina. x € X nazvu nejmensi prvek
(X, R), jestlize (z,y) € RYy # x,y € X.



Definice:

(X, R) je castetné uspofddand mnozina. x € X nazvu mazimdini prvek
(X, R), jestlize x je minimaln{ prvek v (X, R™1).

Definice:

(X, R) je castecneé usporddand mnozina. x € X nazvu nejuétsi prvek (X, R),
jestlize = je nejmensi prvek v (X, R71).

Véta:

Kazdéd konetna neprazdnd c¢astecné usporadand mnozina mé minimélni
prvek.

Dikaz:

intuitivni: Zvolz € X
Pokud je x minimalni, konec.
Jinak existuje ' # x, (/, ) € R. Opakuj tedy pro z’.

sporem: Zvol x € X tak, aby {y; (z,y) € R} méla maximélni pocet prvku
< |X|. Pak tvrdim, ze x je minim&lni.

spor: Kdyby existovalo z # x, (z,x) € R, pak

Hy; (z,y) € R} > {y; (z,y) € R} +1



Mnozinové zZznazornéni ekvivalenci a castecné
usporadanych mnozin

Definice:
Mnozina P(X) = {Y;Y C X} se nazyva potencni mnoZina. Znaci se
P(X),%2,2%, exp(X). |P(X)| = 21X

Existuje vzajemné jednoznacéné zobrazeni P(X) a {f: X — {0,1}}

ACX f:X—{0,1} charakteristicka funkce mnoziny - XA
f(z)=1 reA
fle)=0 =g A

{z € X, f(x) # 0} - nosi¢ f

Céstecné uspofiddand mnozina

Véta:

Kazda c¢éstecné usporadand mnozina (X, R) je izomorfni indukovanému
poduspoiddanému Bx = (P(X), C)

Relace (X,R) a (X', R') jsou izomorfni, jestlize existuje vzajemné
jednoznacné zobrazeni f: X — X' tak, ze (z,y) € R < (f(z), f(y)) € R’

(X, R) je indukované podusporadani (X', R') pokud

XCcX' A RCR A R=Rn(XxX)

Dikaz:
(X, R) (P(X),9)
Definujme zobrazeni f : X — P(X) predpisem f(z) = {y; (y,x) € R}
f je prosté viz. slabd antisymetrie

(x,y) € R= f(x) C f(y) f je tranzitivni
f(z) C fly) = (x,y) € R f je reflexivni



O ekvivalencich

(X, R) je ekvivalence

R(z) ={y, (z,y) € R} - tiida ekvivalence obsahujici
Véta: z,ye€ X = <R(:c) = R(y)) Y (R(:c) NR(y) = @)

Dukaz: Necht R(z) N R(y) # 0 a z € R(z) N R(y)

(r,2) € R (y,2) e R& (r,2) € R (z,y) € R= (z,y) € R
tedy(z,z) € R< (2,y) € R
tedyR(x) = R(y)

Necht X1, Xs, ..., X; jsou véechny ruzné mnoziny tvaru R(z),z € X
t
XinX;=0 Vv 1<ij<ti#j |[JXi=X
i=1
Nazvéme je rozklad X na casti Xq,..., X}

Je-li Xy,..., X; rozklad mnoziny X, definujme relaci R na X predpisem:
(x,y) € R< Ji tak, ze x,y C X;

R je ekvivalence

Necht je (X, R) ¢dstecné usporddand mnozina

A C X je nezdvisld, jestlize v y € A= (x,y) ¢ RN (y,z) ¢ R
A C X je retézec v (X, R), jestlize (A,R N (A x A)) je linedrne

uspofadand mnozina.

Oznactme «(X, R) maximélni pocet prvku nezévislé podmnoziny a
w(X, R) maximalni pocet prvku fetézce.



Véta: a(X, R).w(X,R) > |X]| pro kazdou ¢dstecné usporddanou mnozinu
(X, R).

Dikaz: Definujme podmnoziny X, X, ..., X; mnoziny X pfedpisem

X1 = {z,z je minimalni prvek (X, R) £ ()
X, = {x,z je miniméln{ prvek (X\Xl,Rﬂ (X \Xy) x (X\ X1))) # 0

Jestlize X1, ..., X; jsou dany

X411 = {z,z je miniméln{ prvek (X\UXZ-, Rﬁ((X\UXi) X (X\UXz))>

i=1 i=1

X1, X5, ..., X, tvori rozklad X
X; jsou nezéavislé mnoziny v (X, R) | Xi| < a(X,R)

Pozorovani: t=w(X,R)

w(X,R) <t -Jeli AC X ftetézec = [ANX;| <1
- ruzné prvky A jsou v relaci
- ruzné prvky X; nejsou v relaci
t <w(X,R) - staci dokdzat, ze (X, R) obsahuje fetézec délky ¢
Tio1 € Xi T € X,
- pokud (z;_1, ;) ¢ R, x; nebyl minimalni prvek = SPOR



Aplikace - Erdos-Szekeres

Necht zi,29,...,7, je posloupnost realnych ¢isel. Potom posloupnost
obsahuje monoténni (neklesajici nebo nerostouci) podposloupnost s [1/n]
prvky.

Dukaz:

Definujeme ¢astecné usporadanou mnozinu (X, R) predpisem:

A je tetézec v (X, R): (i,j)e R Vi,je A

h<...<1 A r1 < ... < xy - neklesajici
A je nezavisla mnozina v (X, R): (i,j) ¢ R

1 <...<1 A r1 > ...> x; - nerostouci

aw>|X|=a>V[X|Vw>VIX|

Priklad:

Mnozina X a podmnozina M C P(X) spolka
Kolik je nezavislych spolka?

To zélezi na zadéni, ale...

Kolik jich je maximalné? a(P(X), Q)

Mnoziny M a M’ (M # M’ jsou zavislé, jestlize M C M’ v M C M).

Véta Spernerova



