
3 Přednáška z 29. 10. 2003

Vlastnosti relaćı:

X je množina R(R ⊆ X ×X) je relace na X

1. Relace R je reflexivńı jestliže (x, x) ∈ R, ∀x ∈ X

2. Relace R je symetrická jestliže (x, y) ∈ R → (y, x) ∈ R

3. Relace R je antisymetrická jestliže (x, y) ∈ R → (y, x) /∈ R

4. Relace R je slabě antisymetrická jestliže (x, y) ∈ R∧(y, x) ∈ R → x = y

5. Relace R je tranzitivńı jestliže (x, y) ∈ R ∧ (y, z) ∈ R → (x, z) ∈ R

6. Relace R je úplná jestliže ∀x, y ∈ X plat́ı (y, x) ∈ R ∨ (x, y) ∈ R

Relace R je ekvivalence na X, pokud splňuje body 1, 2 a 5

Relace R je částečné uspořádáńı (množina (X, R) je částečně uspořádaná),
pokud splňuje body 1, 4 a 5

Relace R je lineárńı uspořádáńı (množina (X, R) je lineárně uspořádaná),
pokud splňuje body 1, 4, 5 a 6

Inverzńı relace - R−1 = {(y, x) : (x, y) ∈ R}
Diagonála - ∆x = {(x, x) : x ∈ X}
Složeńı - R ◦ S = {(x, z) : ∃y ∈ X : (x, y) ∈ R ∧ (y, z) ∈ S}

Vlastnosti relaćı můžeme zapsat tedy i jinak:
1. ∆x ⊆ R 3. R ∩ R−1 = ∅ 5. R ◦R ⊆ R
2. R−1 = R 4. R ∩ R−1 ⊆ ∆x 6. R ∪ R−1 = X ×X

Př́ıklady:

ekvivalence - shodnost, podobnost, . . .
částečné uspořádáńı - lineárńı uspořádáńı

- N R = {(m, n); m|n}



Věta:

Pro každou konečnou částečně uspořádanou množinu (X, R) existuje lineárńı
uspořádáńı L množiny X tak, že R ⊆ L

Definice:

(X, R) je částečně uspořádaná množina. x ∈ X nazvu minimálńı prvek
(X, R), jestliže neexistuje y ∈ X tak, že (y, x) ∈ R ∧ (y 6= x).

Důkaz:

Indukćı dle |X|

|X| = 1
√

n → n + 1

Necht’ x ∈ X je minimálńı prvek X(v(X, R)). Definujeme částečně
uspořádanou množinu (X ′, R′) předpisem X ′ = X−{x} a R′ = R∩(X ′×X ′)

|X ′| = n dle indukce R′ ⊆ L′ L′−lineárńı uspořádáńı

definujme relaci L předpisem:

(y, z) ∈ L ⇔ (y, z) ∈ L′ x 6= y, x 6= z
(x, x) ∈ L
(x, y) ∈ L ∀y ∈ X ′

Je zřejmé, že L je lineárńı uspořádáńı a že L ⊇ R (protože x je minimálńı
prvek.

Definice:

(X, R) je částečně uspořádaná množina. x ∈ X nazvu nejmenš́ı prvek
(X, R), jestliže (x, y) ∈ R∀y 6= x, y ∈ X.



Definice:

(X, R) je částečně uspořádaná množina. x ∈ X nazvu maximálńı prvek
(X, R), jestliže x je minimálńı prvek v (X, R−1).

Definice:

(X, R) je částečně uspořádaná množina. x ∈ X nazvu nejvěťśı prvek (X, R),
jestliže x je nejmenš́ı prvek v (X, R−1).

Věta:

Každá konečná neprázdná částečně uspořádaná množina má minimálńı
prvek.

Důkaz:

intuitivńı: Zvol x ∈ X
Pokud je x minimálńı, konec.
Jinak existuje x′ 6= x, (x′, x) ∈ R. Opakuj tedy pro x′.

sporem: Zvol x ∈ X tak, aby {y; (x, y) ∈ R} měla maximálńı počet prvk̊u
≤ |X|. Pak tvrd́ım, že x je minimálńı.

spor: Kdyby existovalo z 6= x, (z, x) ∈ R, pak

|{y; (z, y) ∈ R}| ≥ |{y; (x, y) ∈ R}|+ 1



Množinové znázorněńı ekvivalenćı a částečně
uspořádaných množin

Definice:

Množina P(X) = {Y ; Y ⊆ X} se nazývá potenčńı množina. Znač́ı se
P(X), X2, 2X , exp(X). |P(X)| = 2|X|

Existuje vzájemně jednoznačné zobrazeńı P(X) a {f : X → {0, 1}}
A ⊆ X f : X → {0, 1} charakteristická funkce množiny - χA

f(x) = 1 x ∈ A
f(x) = 0 x /∈ A

{x ∈ X, f(x) 6= 0} - nosič f

Částečně uspořádaná množina

BX = (P(X),⊆)

Věta:

Každá částečně uspořádaná množina (X, R) je izomorfńı indukovanému
poduspořádánému BX = (P(X),⊆)

Relace (X, R) a (X ′, R′) jsou izomorfńı, jestliže existuje vzájemně
jednoznačné zobrazeńı f : X → X ′ tak, že (x, y) ∈ R ⇔ (f(x), f(y)) ∈ R′

(X, R) je indukované poduspořádáńı (X ′, R′) pokud

X ⊆ X ′ ∧ R ⊆ R′ ∧ R = R′ ∩ (X ×X)

Důkaz:

(X, R) (P(X),⊆)
Definujme zobrazeńı f : X → P(X) předpisem f(x) = {y; (y, x) ∈ R}

f je prosté viz. slabá antisymetrie
(x, y) ∈ R ⇒ f(x) ⊆ f(y) f je tranzitivńı
f(x) ⊆ f(y) ⇒ (x, y) ∈ R f je reflexivńı



O ekvivalenćıch

(X, R) je ekvivalence

R(x) = {y, (x, y) ∈ R} - tř́ıda ekvivalence obsahuj́ıćı x

Věta: x, y ∈ X ⇒
(

R(x) = R(y)
)

∨
(

R(x) ∩ R(y) = ∅
)

Důkaz: Necht’ R(x) ∩R(y) 6= ∅ a z ∈ R(x) ∩ R(y)

(x, z) ∈ R (y, z) ∈ R ⇔ (x, z) ∈ R (z, y) ∈ R ⇒ (x, y) ∈ R

tedy(z, x) ∈ R ⇔ (z, y) ∈ R

tedyR(x) = R(y)

Necht’ X1, X2, . . . , Xt jsou všechny r̊uzné množiny tvaru R(x), x ∈ X

Xi ∩Xj = ∅ ∀ 1 ≤ i, j ≤ t, i 6= j

t⋃

i=1

Xi = X

Nazvěme je rozklad X na části X1, . . . , Xt

Je-li X1, . . . , Xt rozklad množiny X, definujme relaci R na X předpisem:

(x, y) ∈ R ⇔ ∃i tak, že x, y ⊆ Xi

R je ekvivalence

Necht’ je (X, R) částečně uspořádaná množina

A ⊆ X je nezávislá, jestliže x 6= y ∈ A ⇒ (x, y) /∈ R ∧ (y, x) /∈ R

A ⊆ X je řetězec v (X, R), jestliže
(

A, R ∩ (A × A)
)

je lineárně

uspořádaná množina.

Označme α(X, R) maximálńı počet prvk̊u nezávislé podmnožiny a
ω(X, R) maximálńı počet prvk̊u řetězce.



Věta: α(X, R).ω(X, R) ≥ |X| pro každou částečně uspořádanou množinu
(X, R).

Důkaz: Definujme podmnožiny X1, X2, . . . , Xt množiny X předpisem

X1 = {x, x je minimálńı prvek (X, R) 6= ∅
X2 = {x, x je minimálńı prvek

(

X \X1, R ∩ ((X \X1)× (X \X1))
)

6= ∅
...

...
...

Jestliže X1, . . . , Xl jsou dány

Xl+1 = {x, x je minimálńı prvek
(

X \
l⋃

i=1

Xi, R∩((X \
l⋃

i=1

Xi)×(X \
l⋃

i=1

Xi))
)

X1, X2, . . . , Xt tvoř́ı rozklad X
Xi jsou nezávislé množiny v (X, R) |Xi| ≤ α(X, R)

Pozorováńı: t = ω(X, R)

ω(X, R) ≤ t - Je-li A ⊆ X řetězec ⇒ |A ∩Xi| ≤ 1
- r̊uzné prvky A jsou v relaci
- r̊uzné prvky Xi nejsou v relaci

t ≤ ω(X, R) - stač́ı dokázat, že (X, R) obsahuje řetězec délky t
xi−1 ∈ Xi−1 xi ∈ Xi

- pokud (xi−1, xi) /∈ R, xi nebyl minimálńı prvek ⇒ SPOR



Aplikace - Erdös-Szekeres

Necht’ x1, x2, . . . , xn je posloupnost reálných č́ısel. Potom posloupnost
obsahuje monotónńı (neklesaj́ıćı nebo nerostoućı) podposloupnost s d√ne
prvky.

Důkaz:

Definujeme částečně uspořádanou množinu (X, R) předpisem:

(i, j) ∈ R ⇔ i ≤ j ∧ xi ≤ xj

A je řetězec v (X, R): (i, j) ∈ R ∀i, j ∈ A
i1 < . . . < it ∧ x1 ≤ . . . ≤ xt - neklesaj́ıćı

A je nezávislá množina v (X, R): (i, j) /∈ R
i1 < . . . < it ∧ x1 > . . . > xt - nerostoućı

α.ω ≥ |X| ⇒ α ≥
√

|X| ∨ ω ≥
√

|X|

Př́ıklad:

Množina X a podmnožina M ⊆ P(X) spolk̊u

Kolik je nezávislých spolk̊u?
To zálež́ı na zadáńı, ale...

Kolik jich je maximálně? α(P(X),⊆)

Množiny M a M ′ (M 6= M ′ jsou závislé, jestliže M ⊆ M ′ ∨ M ′ ⊆ M).

Věta Spernerova

α(Bn) =

(
n

bn
2
c

)


