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Věta:

G = (V, E) lze nakreslit jedńım uzavřeným tahem ⇐⇒ G je souvislý a
má všechny stupně sudé.

Důkaz

⇒ G je souvislý. Necht’ v je libovolný vrchol v G. A mějme uzavřený
eurelovský tah v0, e1, v1, · · · , et, vt = v0

Definice:

Eulerovský tah je sled, v němž je každá hrana grafu obsažena právě
jednou a každý vrchel alespoň jednou.

Zjǐst’ujme tedy stupeň vrcholu v:

d = |{i, v = vi}|
︸ ︷︷ ︸

počet v v eulerovském tahu

vi ∈ ei ∧ vi ∈ ei+1 ∧ vi+1 6∈ ei
︸ ︷︷ ︸

každý vrchol vi je součást́ı dvou hran

Tedy dG(v) = 2d

⇐ Necht’ v0, e1, v1, · · · , et, vt je tah v G, který je nejdeľśı. Potom:

– v0 = vt

Kdyby v0 6= vt potom by |{i, vt ∈ ei}| bylo liché č́ıslo, což je ve
sporu s předpokladem že stupeň vt je sudý.

– {e1, · · · , et} = E

Dokážeme sporem. Necht’ existuje e = {v, v′}, e ∈ E \ {e1, · · · , et}.
Ze souvislosti ale plyne, že existuje hrana e′ = {vi, v

′′} pro nějaké
i taková, že v′′ = v′ nebo v′′ = v. Potom můžeme tah prodloužit
o hrany e a e′ ⇒SPOR!



Důsledky:

Věta:

Necht’ G je eulerovský graf. Potom G nemá most.

Definice:

Most je hrana po jej́ımž odstraněńı má vzniklý graf v́ıce komponent.

Důkaz:

Předpokládejme, že graf je eulerovský a je tam most. Uvažme tedy graf
bez mostu. Obě jeho komponenty jsou souvislé a maj́ı právě jeden stupeň
lichý. T́ımto se dostáváme do sporu s principem sudosti.

Věta:

Graf G = (V, E) má všechny stupně sudé ⇔ E je hranově disjunktńım
sjednoceńım kružnic.

Definice:

E je hranově disjunktńı sjednoceńı kružnic pokud

E =
⋃

Ei ∧ Ei ∩ Ej = ∅∀i¬j

kde Ei jsou množiny hran kružnic.

Důkaz:

⇐ Každá kružnice přidá ke každému vrcholu bud’ žádnou nebo dvě hrany.
Z toho plyne, že všechny stupně jsou sudé

Pozorováńı: E 6= ∅ ⇒ (V, E) obsahuje kružnici. Každá komponenta
obsahuje strom a nav́ıc hranu e = {v1, vt} spojuj́ıćı listy(z předpokladu,
že všechny stupně jsou sudé)

⇒ Necht’ K je kružnice v G. Uvažme tedy graf G′ = (V, E \ K).
G′ má všechny stupně sudé a tud́ıž na něj můžeme použ́ıt indukčńı
předpoklad.



Poznámka:

Pro hledáńı eulerovského tahu nelze použ́ıt hladový algoritmus!

Problém CDC:

Mějme graf G = (V, E). Uvažme zdvojený graf G′. Takovýto graf má
všechny stupně sudé a je tedy hranově disjunktńım sjednoceńım kružnic.

Otázka zńı, jestli existuj́ı vždy takové kružnice, které maj́ı délku ≥ 3.

Jiný problém:

Kolik je kružnic v grafu G? Označme počet kružnic v grafu G jako K(G).
Potom:

• počet kružnic v úplném grafu je:

K(Kn) =
1

2

n∑

k=3

(
n

k

)

(n− k)!

• a K(G) = 0 ⇐⇒ G je les

Definice:

G je les ⇔ každá komponenta G je strom.



Definice(Eulerovská množina hran):

Mějme graf G = (V, E). A ⊆ E se nazývá eulerovská právě když má graf
(V, A) všechny stupně sudé.

Definice:

Definujme dále charakteristický vektor va množiny A a to takto:

E = {e1, · · · , en} va = (v1, · · · , vn)
vi = 1 ⇔ ei ∈ A
vi = 0 ⇔ ei 6∈ A

Všechny podmnožiny A ⊆ E tvoř́ı vektorový prostor V n dimenze n nad
tělesem {0, 1}.

Označme ξ množinu všech eulerovských podmnožin grafu G. Označme ξ
rovněž množinu vektor̊u odpov́ıdaj́ıćıch množinám z ξ.

Věta(o prostoru kružnic(Kirhof)):

Mějme G = (V, E), ξ. Potom plat́ı:

1. ξ je vektorový prostor V n

2. dim ξ = |E| − |V |+ k, kde k je počet komponent G

3. báze ξ je tvořena elementárńımi kružnicemi vzhledem ke kostře G

Definice:

Rozšǐrme nyńı definici kostry. Necht’ kostra je:

• sjednoceńım koster všech komponent

• maximálńı podgraf bez kružnic

• minimálńı podgraf se stejným počtem komponent

• les koster komponent



Definice:

Necht’ (V, E ′) je kostra G = (V, E). A necht’ dále

e ∈ E \ E ′ T + e = (V, E ′ ∪ {e})

Potom T + e obsahuje právě jednu kružnici a tato kružnice se nazývá
elementárńı vzhledem k T .

Důkaz 1:

ξ je podprostor

• 1.vA = vA

0.vA = v∅ ∅ je eulerovská

• vA + vB = vC C = (A \B) ∪ (B \ A) - symetrický rozd́ıl - A∆B

Pozorováńı:

A, B jsou eulerovské ⇒ A∆B je eulerovský.

Důkaz:

Zvolme v ∈ V libovolné. Potom

|{e, v ∈ e ∧ e ∈ A∆B}| =

= |{e, v ∈ e ∧ e ∈ A}|
︸ ︷︷ ︸

sudé

+ |{e, v ∈ e ∧ e ∈ B}|
︸ ︷︷ ︸

sudé

− 2|{e, v ∈ e ∧ e ∈ A ∩B}|
︸ ︷︷ ︸

sudé
︸ ︷︷ ︸

sudé

Důkaz 2:

Necht’ (V, E ′) je kostra G, dále necht’ k je počet komponent. Z vlastnost́ı
stromu plyne, že |E ′| = |V | − k. Počet elementárńıch kružnic je tedy roven
|E|− |E ′| = |E|− |V |+k. Z čehož plyne, že nám již stač́ı dokázat pouze třet́ı
bod.



Důkaz 3:

Necht’ E = {e1, · · · , em}

• Dokažme nejdř́ıve lineárńı nezávislost.

Necht’ tedy (V, E ′) je kostra a předpokládejme, že E ′ = {e1, · · · , et},
kde t = |V | − k

Vezměme ei, i > t a označme Kei
elementárńı kružnici obsahuj́ıćı ei.

Dále označme vektor vKei
jako vi. Potom každý vi má na i-tém mı́̌stě

jedničku a žádný jiný vektor(odpov́ıdaj́ıćı elementárńı kružnici) j́ı tam
nemá. Z toho tedy plyne, že vektory vi, · · · , vm jsou lineárně nezávislé.

• Nyńı dokažme, že generuj́ı celý prostor.

Necht’ A ⊆ E je eulerovská a má charakteristický vektor va ∈ ξ.
Potom vA =

∑

i∈I vi.

Definujme A′ předpisem vA′ =
∑

ei∈A\E′ vi, kde hrana která nelež́ı

v E ′ lež́ı právě v jedné elementárńı kružnici. Potom A′ \ E ′ = A \ E ′.

Uvažme C = A∆A′.

C je eulerovská
C ⊆ E ′

}

C = ∅ ⇒ (A\A′)∪ (A′ \A) = ∅ ⇒ A = A′

Tud́ıž vA =
∑

i≤t vi pro libovolné A a {v1, · · · , vt} generuj́ı celý
prostor.



Př́ıklad:

Máme takovýto graf s tečkovaně vyznačenou kostrou. Tud́ıž vektory ele-
mentárńıch kružnic vypadaj́ı následovně(pomoćı | odděĺıme(pro názornost)
čát znač́ıćı hrany nálež́ıćı do kostry a hrany, které v kostře nelež́ı):
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v12 = (1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 | 1, 0, 0, 0, 0, 0)
v13 = (0, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0 | 0, 1, 0, 0, 0, 0)
v14 = (0, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0 | 0, 0, 1, 0, 0, 0)
v15 = (0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0 | 0, 0, 0, 1, 0, 0)
v16 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 1 | 0, 0, 0, 0, 1, 0)
v17 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 0 | 0, 0, 0, 0, 0, 1)

Nyńı se pokuśıme nalézt takovou lineárńı kombinaci těchto vektor̊u,
abychom dostali vektor v kružnice s hranami e14, e2, e5, e15, e8, e7. Sč́ıtáme
nad tělesem s prvky {0,1}.

v = v14 + v15 = (0, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 0 | 0, 0, 1, 1, 0, 0)

Pokud bychom chtěli zjistit vektor vA kružnice vedoućı kolem celého grafu,
sečteme vektory všech elementárńıch kružnic.

vA = v11 + v12 + v13 + v14 + v15 + v16 + v17

vA = (1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1 | 1, 1, 1, 1, 1, 1)

Důsledek:

Počet eulerovských množin hran je 2|E|−|V |+k pro každý graf G = (V, E)
s k komponentami.



Rovina

Necht’ X je množina bod̊u a necht’ P jsou podmnožiny X - př́ımky. Potom
se rovina, která splňuje následuj́ıćı axiomy, názývá projektivńı rovina

• Axiom 1: Každé dva body určuj́ı právě jednu př́ımku.

∀x, y ∈ X, x 6= y ∃!P ∈ P x, y ∈ P

• Axiom 2: Každé dvě př́ımky se prot́ınaj́ı právě v jednom bodě.

P, P ′ ∈ P P 6= P ′ |P ∩ P ′| = 1

• Axiom 0: existuj́ı 4 body, které každá př́ımka protne v nejvýše 2 z nich.

P ∈ P Q ⊆ X |Q| = 4 |P ∩Q| ≤ 2

Je-li nav́ıc X konečná, nazýváme takovou rovinu konečná projektivńı rov-
ina.

Tvrzeńı:

Necht’ (X, P) je projektivńı rovina. Potom |P | = |P ′| pro libovolné dvě
př́ımky P, P ′ ∈ P.

Důkaz:

Zvolme P, P ′ ∈ P libovolné. Nejprve nalezneme x 6∈ P ∪ P ′. Vezměme
Q = (a1, · · · , a4) a vyberme odtud x. Pokud {a1, a2, a3, a4} ∈ P ∪ P ′ potom
uvažme P1 = a1a3

1 a P2 = a2a4. Potom x ∈ P1 ∩ P2 a x 6∈ P ∪ P ′ jinak
bychom měli dvě př́ımky prot́ınaj́ıćı se ve dvou bodech.

Nyńı pro každé a ∈ P definujme zobrazeńı f(a) ∈ P ′ jako pr̊useč́ık ax∩P ′.
Toto námi definované zobrazeńı f je prosté a zároveň na a tud́ıž |P | = |P ′|.

1
xy znač́ıme př́ımku procházej́ıćı body x a y



Definice:

Řád konečné projektivńı roviny je |P | − 1 pro libovolné P ∈ P.
řád
n = 1 neexistuje

n = 2 Fanova rovina

n = 3− 5 existuje
n = 6 neexistuje
n = 7− 9 existuje
n = 10 neexistuje

Věta:

Necht’ (X, P) je projektivńı rovina řádu n. Potom plat́ı:

1. Pro každý bod x ∈ X existuje n + 1 př́ımek j́ım procházej́ıćıch.

2. |X| = n2 + n + 1

3. |P| = n2 + n + 1

Důkaz:

1. Zvolme x ∈ X libovolné. Najděme P ∈ P, x 6∈ P . Zároveň existuje
n+1 bod̊u na př́ımce P . Vezmeme-li libovolný z nich, tak existuje právě
jedna př́ımka procházej́ıćı x a prot́ınaj́ıćı P v tomto bodě.

2. Zvolme x ∈ X libovolné a uvažme všechny př́ımky. Existuje n + 1
př́ımek procházej́ıćıch x a každá z nich obsahuje kromě x ještě daľśıch
n bod̊u. Celkem tedy obsahuj́ı n(n + 1) + 1 bod̊u. Z čehož plyne, že
|X| = n2 + n + 1.

3. Poč́ıtejme dvěma zp̊usoby:

|X|(n + 1) = |{(x, P ), x ∈ X, P ∈ P} = |P(n + 1)



Aplikace:

Počet graf̊u na m vrcholech neobsahuj́ıćıch C4 je ≤ 1
2
(m

3
2 +m). Ukážeme,

že řád tohoto odhadu je nejlepš́ı možný.
Necht’ (X, P) je projektivńı rovina řádu n. Uvažme graf G = (V, E) defi-

novaný předpisem:

V = X ∪ P E = {{x, P}, x ∈ P ∈ P}

|V | = 2(n2 + n + 1) = m

|E| = (n2 + n + 1)(n + 1) =
m

2

(m

2

) 1
2

=
m

3
2

2
3
2

Jediný zp̊usob, jak by mohla vzniknout C4 je, že by se dvě př́ımky
prot́ınaly alespoň ve dvou bodech, což by byl spor.


