10 Prednaska ze 17. 12. 2003

Véta:

G = (V, E) lze nakreslit jednim uzavienym tahem <= G je souvisly a
mé vSechny stupné sudé.

Dukaz
= G je souvisly. Necht v je libovolny vrchol v G. A méjme uzavieny
eurelovsky tah vg, ey, vy, -+, e, v = g
Definice:

Eulerovsky tah je sled, v némz je kazda hrana grafu obsazena préaveée
jednou a kazdy vrchel alespon jednou.

Zjistujme tedy stupen vrcholu v:

Ei: ‘{i,’l] = 'UZ}‘ 1)@ € €; A V; € €11 A\ Vit1 ¢ 62
pocet v v eulerovském tahu kazdy vrchol v; je soucasti dvou hran

Tedy dg(v) = 2d
< Necht vy, e, vy, -+, e, v; je tah v G, ktery je nejdelsi. Potom:

— Vo = V¢

Kdyby vy # v potom by [{i,v; € e;}| bylo liché ¢islo, coz je ve
sporu s predpokladem zZe stupen v; je sudy.

_ {61,"',€t}:E

Dokazeme sporem. Necht existuje e = {v,v'},e € E\ {ey, -, e}
Ze souvislosti ale plyne, ze existuje hrana e’ = {v;,v"} pro néjaké
1 takova, ze v"” = v’ nebo v” = v. Potom muzeme tah prodlouzit
o hrany e a ¢’ =SPOR!



Dusledky:
Véta:

Necht G je eulerovsky graf. Potom G nemé most.

Definice:

Most je hrana po jejimz odstranéni ma vznikly graf vice komponent.

Dukaz:

Predpokladejme, ze graf je eulerovsky a je tam most. Uvazme tedy graf
bez mostu. Obé jeho komponenty jsou souvislé a maji pravé jeden stupen
lichy. Timto se dostavame do sporu s principem sudosti.

Véta:

Graf G = (V, E) ma vSechny stupné sudé < F je hranové disjunktnim
sjednocenim kruznic.
Definice:

E je hranové disjunktni sjednoceni kruznic pokud

kde E; jsou mnoziny hran kruznic.

Dukaz:

< Kazd4 kruznice pfida ke kazdému vrcholu bud’ Zddnou nebo dvé hrany.
7 toho plyne, ze vSechny stupné jsou sudé

Pozorovani: FE # () = (V, E) obsahuje kruznici. Kazdd komponenta
obsahuje strom a navic hranu e = {vy, v;} spojujici listy(z predpokladu,
ze vsechny stupné jsou sudé)

= Necht K je kruznice v G. Uvazme tedy graf G' = (V,E \ K).
G' mé vsechny stupné sudé a tudiz na néj muzeme pouzit indukéni
predpoklad.



Poznamka:

Pro hledéani eulerovského tahu nelze pouzit hladovy algoritmus!

Problém CDC:

Méjme graf G = (V, E). Uvazme zdvojeny graf G'. Takovyto graf m&
vSechny stupné sudé a je tedy hranové disjunktnim sjednocenim kruznic.

=

Otazka zni, jestli existuji vzdy takové kruznice, které maji délku > 3.

Jiny problém:

Kolik je kruznic v grafu G7 Oznaéme pocet kruznic v grafu G jako K(G).
Potom:

e pocet kruznic v uplném grafu je:

o a K(G)=0<+= G jeles

Definice:

G je les & kazda komponenta G je strom.



Definice(Eulerovskd mnozina hran):

Meéjme graf G = (V, E). A C E se nazyva eulerovska pravé kdyz mé graf
(V, A) vSechny stupné sudé.

Definice:

Definujme déle charakteristicky vektor v, mnoziny A a to takto:

V=1 & €A

E:{eh...,en} 'Ua:(’Ulj...,fUTJ UZ‘:O > €Z¢A

Vsechny podmnoziny A C FE tvoii vektorovy prostor V™ dimenze n nad
telesem {0, 1}.

Oznacme ¢ mnozinu vsech eulerovskych podmnozin grafu G. Oznacme &
rovnéz mnozinu vektoru odpovidajicich mnozinam z &.

Véta(o prostoru kruznic(Kirhof)):
Méjme G = (V, E), . Potom plati:
1. & je vektorovy prostor V"
2. dim & = |E| — |V| + k, kde k je pocet komponent G

3. baze & je tvofena elementarnimi kruznicemi vzhledem ke kostie G

Definice:

Rozsifme nyn{ definici kostry. Necht kostra je:

e sjednocenim koster vsech komponent

e maximalni podgraf bez kruznic

e minimalni podgraf se stejnym poctem komponent

e les koster komponent



Definice:
Necht (V, E’) je kostra G = (V, E). A necht déle
ec E\E  T+e=(V,E'U{e})

Potom T + e obsahuje pravé jednu kruznici a tato kruznice se nazyva
elementarni vzhledem k 7.

Dtikaz 1:
¢ je podprostor

o l.uy = vy
0.v4 = vy () je eulerovskd

® vy +Up =1c C=(A\B)U(B\ A) - symetricky rozdil - AAB

Pozorovani:

A, B jsou eulerovské = AAB je eulerovsky.

Dukaz:

Zvolme v € V libovolné. Potom

{e,v eeNe e AAB}| =

=NHe,veenec A+ |{e,v €eenec B} —2|{e,v €enec AN B}

sudé sudé sudé y
sudé
Dukaz 2:
Necht (V, E’) je kostra G, ddle necht k je pocet komponent. Z vlastnosti
stromu plyne, ze |E'| = |V| — k. Pocet elementérnich kruznic je tedy roven

|E|—|E'| = |E|—|V|+k. Z ¢ehoz plyne, ze nam jiz stac¢i dokdzat pouze tieti
bod.



Dikaz 3:
Necht £ = {e1, -, en}

e Dokazme nejdiive linearni nezavislost.

Necht tedy (V, E') je kostra a predpokladejme, ze E' = {ey, -+, e},
kde t = [V] — k

Vezméme e;,7 > t a oznac¢me K., elementarni kruznici obsahujici e;.
Dale oznacme vektor vk, jako v;. Potom kazdy v; ma na ¢-tém miste
jednicku a zddny jiny vektor(odpovidajici elementarni kruznici) ji tam
nema. Z toho tedy plyne, ze vektory v;, - - -, v,, jsou linedrné nezavislé.

e Nyni dokazme, Ze generuji cely prostor.

Necht A C FE je eulerovskd a ma charakteristicky vektor v, € €.

Potom vq = > .., v;.
Definujme A’ predpisem vy = ), A\E Vis kde hrana ktera nelezi
v E' lezi pravé v jedné elementdrni kruznici. Potom A"\ E' = A\ F'.

Uvazme C = AAA'.

C je eulerovska

CCE }C:@ = (A\AUA\A) =0 = A=A

Tudiz v4 = ) ., vi pro libovolné A a {vi,---, v} generujf cely
prostor.



Priklad:

Mame takovyto graf s teckované vyznacenou kostrou. Tudiz vektory ele-
mentarnich kruznic vypadaji nésledovné(pomoci | oddélime(pro nazornost)
¢at znacici hrany néalezici do kostry a hrany, které v kostte nelezi):

12 13

° ® °
1 3§ 4

: ] f v = (1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0] 1,0,0,0,0,0)

- 2ens .. ..... I - vy = (0,071717170’070’0’0’0‘0,1’0707070)

vy = (0,1,0,0,0,1,1,0,0,0,0 | 0,0,1,0,0,0)

" 65 I w5 = (0,0,0,0,1,1,0,1,0,0,0] 0,0,0,1,0,0)

..... Tovederendenne V16 = (0,0,0,0,0,0,1,0,0,1,10,0,0,0,1,0)

= vy = (0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,010,0,0,0,0,1)

Nyni se pokusime nalézt takovou linedrni kombinaci téchto vektoru,
abychom dostali vektor v kruznice s hranami ey, es, €5, €15, €3, €7. SCitame
nad télesem s prvky {0,1}.

v = vy +v15 = (0,1,0,0,1,0,1,1,0,0,0] 0,0,1,1,0,0)

Pokud bychom chtéli zjistit vektor v kruznice vedouci kolem celého grafu,
secteme vektory vSech elementarnich kruznic.

VA = V11 + V12 +v13 + Vg + V15 + V16 + V17
Vg = (1,0,0,1,0,0,0,0,1,0,1|1,1,1,1,1,1)

Dusledek:

Pocet eulerovskych mnozin hran je 2/F1=IVI+* pro kazdy graf G = (V, E)
s k komponentami.



Rovina

Necht X je mnozina bodti a necht P jsou podmnoziny X - pifmky. Potom
se rovina, kterd splinuje nésledujici axiomy, nazyva projektioni rovina

e Axiom 1: Kazdé dva body urcuji pravé jednu piimku.

Ve,ye X,o#y PP zx,ye P

e Axiom 2: Kazdé dvé primky se protinaji pravé v jednom bodé.

PPeP P+P |PNP|=1

e Axiom 0: existuji 4 body, které kazda piimka protne v nejvyse 2 z nich.

PeP QCX |Q=4 |PNQI<2

Je-li navic X konecna, nazyvame takovou rovinu kone¢na projektivni rov-
ina.

Tvrzeni:

Necht (X,P) je projektivni rovina. Potom |P| = |P’| pro libovolné dvé
piimky P, P' € P.

Dukaz:

Zvolme P, P' € P libovolné. Nejprve nalezneme x ¢ P U P’. Vezméme
Q = (a1, -+,a4) a vyberme odtud z. Pokud {ay,as,as,a,} € P U P’ potom
uvazme P, = ajaz' a Py = Gza;. Potom © € PLN P, a v & P U P’ jinak
bychom meéli dvé ptimky protinajici se ve dvou bodech.

Nyni pro kazdé a € P definujme zobrazeni f(a) € P’ jako prusecik azNP’.
Toto ndmi definované zobrazeni f je prosté a zaroven na a tudiz |P| = |P’|.

17y znagime pifmku prochézejici body x a y



Definice:

Rad konecné projektivni roviny je |P| — 1 pro libovolné P € P.

rad

n=1 neexistuje

n=2 Fanova rovina

n=3-—95 existuje

n=~06 neexistuje

n=7-—9 existuje

n =10 neexistuje
Véta:

Necht (X, P) je projektivni rovina fddu n. Potom plati:
1. Pro kazdy bod = € X existuje n + 1 pfimek jim prochazejicich.
2. [ X|=n*+n+1

3. 1Pl=n*+n+1

Dukaz:

1. Zvolme x € X libovolné. Najdéme P € P, x ¢ P. Zaroven existuje
n+1 bodu na piimce P. Vezmeme-li libovolny z nich, tak existuje prave
jedna ptimka prochézejici x a protinajici P v tomto bodé.

2. Zvolme x € X libovolné a uvazme vsSechny piimky. Existuje n 4 1
piimek prochézejicich z a kazda z nich obsahuje kromé x jesté dalsich
n bodu. Celkem tedy obsahuji n(n + 1) + 1 bodu. Z ¢ehoz plyne, ze
| X|=n?+n+1.

3. Pocitejme dvéma zpusoby:

| X|(n+1)=|{(z,P),zr e X,PeP}=|P(n+1)



Aplikace:

Pocet grafi na m vrcholech neobsahujicich Cy je < %(m% +m). Ukazeme,
ze tad tohoto odhadu je nejlepsi mozny.

Necht (X, P) je projektivni rovina fddu n. Uvazme graf G = (V, E) defi-
novany piredpisem:

V=XUP E={{z,P},z € PP}

V|=2n*+n+1)=m

Njw

m /m % m
E| = (n? 1 1 :_<_) _
|E|=n"+n+1)(n+1) 5 (3 "

Jediny zpusob, jak by mohla vzniknout Cj je, ze by se dvé piimky
protinaly alespon ve dvou bodech, coz by byl spor.



