
1 Přednáška z 1. 10. 2003

Problém šatnářky:

Šatnářka má velké problémy. Tak velké, že nám vystač́ı na několik hodin.

K šatnářce přicházej́ı hosté (jejich počet je n) a odkládaj́ı si klobouky
(každý host jeden klobouk). Šatnářka je nedbale ukládá. A když hosté
odcházej́ı, dá každému ten klobouk, který j́ı přijde jako prvńı pod ruku.
Klobouky jsou ovšem rozlǐsitelné a každý host si dokáže poznat sv̊uj klobouk.
Pro šatnářku jsou ovšem nerozlǐsitelné. Jaká je pravděpodobnost, že žádný
host nedostane sv̊uj klobouk?

Máme tedy:

množinu host̊u H = {H1, H2, H3, . . . , Hn}
množinu klobouk̊u K = {K1, K2, K3, . . . , Kn}

a šatnářku, která vyráb́ı zobrazeńı H → K

zobrazeńı f : X → Y - speciálńı relace - ∀ x ∈ X ∃ právě jedno y ∈ Y
tak, že (x, y) ∈ f ∧ y = f(x)

relace na množině X je podmnožina X ×X = {(x, y); x, y ∈ X}

Druhy zobrazeńı

f : X → Y zobrazeńı množiny X do množiny Y
prosté x 6= x′ ⇒ f(x) 6= f(x′)
na ∀y ∈ Y ∃x ∈ X tak, že f(x) = y
bijekce prosté a na zároveň - vzájemně jednoznačné zobrazeńı

Množina X je konečná, jestliže existuje bijekce X a množiny 1, 2, 3, · · · , n
pro nějaké n jednoznačně určené, |X| = n - počet prvk̊u (ve-
likost(mohutnost)) množiny X.

Kolik je zobrazeńı X do Y , jestliže |X| = m a |Y | = n
- nm

Kolik je zobrazeńı X na Y , jestliže |X| = m a |Y | = n
- dozv́ıme se př́ı̌ste...



Kolik je prostých zobrazeńı X do Y , jestliže |X| = m a |Y | = n
- (n)(n− 1)(n− 2) . . . (n−m + 1)

Kolik je bijekćı X → Y , jestliže |X| = m a |Y | = n
- m! pro m = n
- 0 pro m 6= n

Věta 1 n
n
2 ≤ n! ≤

(
n+1

2

)n

Důkaz 1 Mı́sto n! použijeme (n!)2
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Pozorováńı 2 k(n− k + 1) ≥ n

Důkaz pozorováńı 1 Výrazy na obou stranách jsou kladné, můžeme je
tedy odmocnit a vyjde nám, že geometrický pr̊uměr je menš́ı než aritmetický,
což můžeme dokázat:

√

k(n− k + 1) ≤ n + 1

2
k = a; n− k + 1 = b

√
ab ≤ a + b

2

2
√

ab ≤ a + b

0 ≤ a− 2
√

ab + b

0 ≤ (
√

a−
√

b)2

Dosad́ıme-li meze, které nám vyšli do
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k=1 k(n− k + 1), vyjde nám:
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Pro přesněǰśı odhad n! lze použ́ıt Stirlingovu formuli:
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Zpět k šatnářce!

Urči počet s(n)

permutaćı π
︷ ︸︸ ︷

bijekćı f : H → K takových, že f(i) 6= i ∀ i = 1, 2, 3, . . . , n




