1 Prednaska z 1. 10. 2003

PROBLEM SATNARKY:

Satnaika mé velké problémy. Tak velké, Ze ndm vystaéi na nékolik hodin.

K satnédtce prichazeji hosté (jejich pocet je n) a odklddaji si klobouky
(kazdy host jeden klobouk). Satnifka je nedbale ukladd. A kdyz hosté
odchazeji, d4 kazdému ten klobouk, ktery ji pfijde jako prvni pod ruku.
Klobouky jsou ovsem rozlisitelné a kazdy host si dokaze poznat sviij klobouk.
Pro satnarku jsou ovsem nerozlisitelné. Jaka je pravdépodobnost, ze zadny
host nedostane sviij klobouk?

Mame tedy:

mnozinu hostu H ={H,,Hy, Hs,...,H,}
mnozinu klobouku K = {K;, Ky, K3, ..., K,}

a Satnarku, ktera vyrabi zobrazeni H — K

zobrazeni f : X — Y - specidlni relace - V & € X 3 pravé jedno y € Y
tak, ze (z,y) € f A y = f(z)

relace na mnoziné X je podmnozina X x X = {(z,y);x,y € X}
Druhy zobrazeni

f: X —Y zobrazeni mnoziny X do mnoziny Y

prosté x#1' = f(x) # f(a')

na Yy € Ydzr € X tak, ze f(x) =y

bijekce prosté a na zaroven - vzajemné jednoznacné zobrazeni
Mnozina X je konecnd, jestlize existuje bijekce X a mnoziny 1,2,3,---,n

pro néjaké n jednoznaéné urcené, |X| = mn - pocet prvkia (ve-

likost (mohutnost)) mnoziny X.

Kolik je zobrazeni X do Y, jestlize | X|=m a |Y|=n

-n™

Kolik je zobrazeni X na Y, jestlize | X|=m a |[Y|=n
- dozvime se priste...



Kolik je prostych zobrazeni X do Y, jestlize |[X|=m a |[Y|=n
-m)(n—1)n-2)...(n—m+1)

Kolik je bijekei X — Y, jestlize |[X|=m a |[Y|=n
-m!lprom=n
-0 prom #n

Vétal nz <nl < (”T“)"

Dukaz 1 Misto n! pouzijeme (n!)?
() = (n)(n—1)...(2)(1))? = fl(” - 1>_ P AW Tk -k+1)

Pozorovani 1 k(n —k+ 1) < (%1)?
Pozorovani 2 k(n—k+1)>n

Dikaz pozorovani 1 Vyrazy na obou stranach jsou kladné, muzeme je

tedy odmocnit a vyjde nam, ze geometricky prumeér je mensi nez aritmeticky,

coz muzeme dokézat:

n+1
2

\/@ a+b

kln—k+1) < k=a;n—k+1=0

<
= 2
2v/ab < a+bd
0 < a—2Vab+b
0 < (Va—vb)?

Dosadime-li meze, které ndm vysli do [[;_, k(n — k + 1), vyjde ndm:

n < JLok(n—k+1) < (%)
oy < (e
n% S 77/‘ S n+1

¥ ‘

Pro presnéjsi odhad n! 1ze pouzit Stirlingovu formuli:

n" = n" =
—n\/27m elzn—1 < pl < —V 27n e12n+l
e e



Zpét k satnarce!

permutaci 7
"

Uréi pocet s(n) bijekei f: H — K takovych, ze f(i) #iVi=1,2,3,...,n






