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Pte d m 1 u v a

Prvni dil "Teor1e miry a 1ntegrelu" vzn1kl pteve!nA ptepaenim mYch pozne
mek k ptedneAce z Matemat1cke analjzy pro poaluchaae MFF KU. Chc1 proto'upozor
n1t, !e ptedlo!e~ akr1pta nema1i v !ednem ptipadA rez uaebn1ce, jaou~
uaebni pomOckou pro atudenty. POvodni rozaah ptad~Aky jaem pro ueely tohoto
textu pon6kud rozAit11; rovne! tak jaB. pt1dal tadu problemO a netr1v1elnich
cV1aani, na n1ch! me atenet mo!noat a1 provet1t, zda letce porozwnAl. NAktere
z n1ch mohou byt pou!1ty te! v Matemat1ckem prakt1ku a1 zadevany jako roanikove
prace.

Dekuj1 na tomto miate RNDr Ivanu Netukov1, ktery cely text pee11vA pteaetl
a avym1 poznemkam1 i ptipominkami ptispel na mnoha jeho miatach k lepAi srozu
m1telnoati. RovnA! tak dekuj1 posluchaai MFF Janu Pachlov1 Za pomoc pti det1ni
t1vni upravA ekr1pt.

Praha, leden 1971
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t1 v 0 d

V tomto kretkem a ne zeela ptesnem uvodu nazna~ime, co ehBpeme pod pojmem
mirs ~i integrel, s jakymi otezkemi se setkeme a jake problemy asi budeme teeit.

Integre l. Cheeme-li definovat integrel, kupt. na intervalu(a,b) , musi..
ptedeveim ur~it ~t!9~ funkei e (definovanYeh na (a,b) ). ktere maji tento
integrel mit a dille musime zadst zobrazen i I (integrlll) mnoHny funkei e do
El ; ptitom po~adujeme, aby jak system &. tak integrlll I mely jiste "rozum
new vlastnostL Uveilme alespon nektere:

( L) f,g E: e, ci"jJ € El ~ 0("f +jlgd} a

I ( IX f + (J g) = 0(, If + ;1 Ig (linearita) ,

(II) ee e f ~ 0, ~ If > 0 (monotonie) ,

( N) je-li f = 1 na (a,b) , potom fd~ a If = b-a •

(S) f n € e , fn-f =9 ree a Ifn - If ("spojitoat·),
•

(AK) f € e =;=!;>' I r] € S ("absolutni konvergenee")

R~zne integrllly splnuji ~i nesplnuji tyto po~adsvky. Tak kuptikladu vAeehny,
s kterymi se setkete, maji vlastnost (L), Rieaann~v integrel navie vyhovuje
(M), (N) a (AK); Newton~v zase pouze (M) a (N), a ~edny z teehto dvou neaplnujs
(S). Lebesguedv integr81 vyhovuje (M), (N), (AK) i (S) (v podatatli), SUeltje
sdv integrel neprat i ·tomu vlaatnost! (M), (N) a (S) name. Toto neni ovAem jedin"
rozliAeni r~znyeh integreld. Jak jsme jiZ tekli, proeea intagraee spo~ive v uree
ni 9!£J!£! (S , I) a rdzne int"grely se take liAi tim, jak "A1roki" je ayatem
integrovatelnYeh funkei e . Obvykle plat! veta (a~ na Stieltjeadv integr'l,
ktery je v jistem smyalu vyjimkou):

jsou-li (e l , II) , (&2' 12 ) dvli dvojice a je-li feSl" 8 2 , potoa

Ilf = I 2f

-.-.-.-.-.-.

Historicky sebrely ddls~itou roli teorie Rieaannova a Ne.tonova integr'lu;
definiee teehto integreld - aleapon pro spojite funkee - JSou valai Dezorne a
pHrozene. Pozdliji as objevily snahy rozliitit ayaUa integrovateln,ten funkci a
tsd1 vybudovat "hodnli obecny· intagr'l. Velai uapokoJivy. vyaladkaa tiehto anah
je definiee Let>e lIl! uaova integr'lu, s kterym as ae.Mmite v Uehto ekripteeh. Miao
tento integr'l byla podllna tads dalAieb dsftnie, ktere vycbllaely ae zainlin,teh
tendenci.

- 7 -



Posleze se nektere teorie integral~ rozs!tily i na obeenejs! prostory ne~

je realna osa. Uvdovala se abatraktn! mno~ina X, 51sty system m jej!eh

podmnoUn, tHda funkc! & II def1novanyeh na mnoHne M€ m ("funkee inte-

grovatelne") a zobrazen! Iy: ell ----- El ("integral"). Nyn! t.edy jU

v teor11 1ntegraee vystupuje ~£2J!£~ (31!, ell' III) e krome obvyklyeh po~a-

davk~ na aystem BII a 1ntegral III .'jakO jSou (L) - (AK) ) by Ly ptiMny

dale!, kupt!kladU

( k)

Iy f,
1

kdykoliv 14 = LJ 111 , posledn! mno~iny jsou po dvou diajuktn! a

i

Lze Hei (velmi enr-uba) ,

(k), Lebesgue~v integral

~e zat!meo Riemann~v integral

j1~ splnuje nav!e i po~adavek

splnuje
( e ).

pouze podminku

!.!!:.!!.:. NaU snahou je - opH tteba v El - naltlzt jistou Urdu mnoUn.Pl" a

kalde mno~ine 1I€.}t ptitadit e!slo fLlI, ktere byehom mohl1 nazyvat m!rou

teto mno~1ny, pti~em~ po~adujeme, obdobntl jako u integralu, splneni j1styeh

ax10m~. Napt!klad

(1) A,B € ...M A E. B =-;>

(11) <a,b> e....M e ~<a,b> = b-g ,

(111) A,B€A, AnB=I1l=;;'AUB€.)(., <"(AVB) =("-A+~B,

00

{Lv ) An€.)t po dvou diajunktn! ;> U An€..Ai a
n=l

00

L ~An·
n=l

Znovu poznamenejme, !e nge!m eHem je najit co nejvtltS! sysUm mnoUn J{; ,

maj!c! ntlktertl z ttlchto vlastnost!, a !e nemua!me uvs!ovat zrovna podmno!1ny El,
ale podmno!iny ntljake obecna mno!1ny X.

-.-.-.-.-.-.

V dslU.. textu se vynaanaUme tee1 t nasleduj!c! dva zak1.adn! 'probUmy:

1. (a) mame-li vybudovan "1ntegral", odvod1t z nej pt!sluenou "m!ru",

(b) ma..e-l1 jU ,zavedenu " .. iru", zkonstruovat z n! "integral",
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2. m'me-li vybudov'n "integr'l" ('i "i ") ,.... t t ' «.t;I t1 e:t c m ru • rOZQ1 ...-J,( en 0 na co nejvcto'':

systllm funkei (~1 mnolin) se zaehovllnim jeho (~i Jejieh) zllkladnieh
vlastnosti.

Zkoumejme nyni podrobnAji jednotliva otllzky.

(la) Ile!eni tato o-tl!zky je veelku anadna. Neeht (e, I)1 Je int.e8i.'~1f '!til, ~oH
nA X. Pololme

lit ={ A C X

(kde eA je tzv. eharakteristieka funkee mnoliny A). Lehko zjistime, Ie
z r~znieh vlastnosti integralu pak vyplyvaji odpovidajiei vlastnosti miry

;J. . Timto zp~sobem odvodime ttebs Jordsn-Pean~v objem z R1emannova
integralu, Lebesgueovu miru z Lsbesgueova 1ntegr4lu, ~i abstraktni miru
z Dsniellova integralu.

(lb) Zde jde 0 obraceni pos t.up , Neeht Ii je mira na eystamu ..;ll podmno!1n mno
liny X, eheeme definovat integrlll I a systam funkei S Postup je
zhruba ollsledujiei: oejdtive definu,jeme ptirozenim zp~sobem integral z funk
cr, ktera lze vyjlldtit jako linearni kombinaee eharakter1etiekyeh funkei
mnol1n ze systamu ~ potom uvazujeme v!eehny lim1ty takovyehto funkei
a pomoei 11m1tniho pteehodu definujeme integral i pro nA. Tohoto poetupu
poul1jeme pfo1 vybudovani Lebesgueova integralu z Lebesgueovy miry ~i

abstraktniho (Lebesgueova) integralu z abstraktni miry.

(2) Veelku jednoduehym zpOsobem vybudujeme tearii Riemannova ~i Newtonova inte
gralu. Dale nam pOjde a to, tento integral rozUtit na obeenAjU eyet4my
funkei. V tAehto skr1pteeh ukaleme pomoei tzv. Daniellovy metody, Ie tento
problam lze uspA!nA klsdnA vyfoe§it. ObdobnA ukllieme, Ie i miru oa ne pfoili!
"bohatam" syetamu mnolin lze vldy rozliiti t na mnohem dtU eyetam mno!in.

-.-.-.-.-.-.

Padotykam, te hlavnim eilem teorie miry a 10tegrlllu je vybudovaoi teor1e
Lebe egue ovy miry e Lebesgueova 1ntegralu (at j1l abstraktni ~i v En)'" tomu
jsau moina, jak jsme v1dA11 - a jak je§tA uvidime - dva zSkladni ptietupy.
Sehematieky znazornAno:

Riemanndv H Lebesguedv Lebe8&ueova
Newtoodv 1ntegral mira
1ntegr41 (Dan1ellova

metoda)

@
- .., .. .

Jordan-~anOv Lebe~\leo.a Lebesguedv
,

objem .~ .ira I1ntegr41
'l

. .
..



Ka!ds z t~chto metod (at ji! prvn!, kters se obvykle t!ks Dsniellovs metoda
roza!ten! funkcionelu, ei druhs - vybudovani integralu na zaklad~ miry) ms avou
vjhodu i nevjhodu a r~zn! matematici - at ji! av~tov!, ale take i u naa -
maji k nim r~zne vjhrady. +) Oeobn~ ae domn!vam, !e k vaeobecnemu matematickemu
vzd~lan! patti znaloat obou techto metod, a proto jaem se ana!il je obe ukazat
v ptedlo!enjcb akriptech. OV8em atac! ai vybrat pouze jednu z techto metod a
aeznamovat ae jen a ni. I to je mo!ne.

-.-.-.-.-.-.

A konecne poaledn! poznemku. Skripta jsem Umyslne nepsal tak, aby se co
nejkratUm a nejelegantn~jaim postupem dosplilo k VYbudovan! teorie miry a inte
gralu. Naopak, sna!il jsem ae vZdy ukezat r~zne metody a porovnevat jejich
vztah. Tak je tomu napt. pti vybudoveni Lebssgueovy miry v El, pti rozaitova
ni abatraktn! miry, pti soucinu m~r a jinde. Otsnet, ktery se zaj!ma pouze
o konstrukci tteba Lebeagueova integraluv El ' si m~ze ptec!st jenom nektere
odstavee. 0 jejieh vjberu by se vaak mel, aleapon ai myal!m, nejdt!ve poradit
s nlkjm zkuaenljaim.

-.-.-.-.-.-.

TUU partie oznacuji hvhdickou ( Jl-) •

+) Uve~e caat polemiky ktera ae objevila v . Bull. Amer. Math. Soc. v roce
1953. "Kdj zavAr podle skutecnoat!, ktere mam doaud po ruee, je, !a autoti
vynalo!ili velke ~8ili. Jaem 8koro na poehybaeh, zda jejieh pojet! bude mit
nAjekj trvaly vliv."
(Paul •• Halmo8 0 knize N. Bourbaki, Integration).
"Nakonec chce recenzent v,yelovit BV' pOhorAen! nad autorovym tvrzenim,
!8 teorie miry (jak je ehapena v teto knize) je zaklad8m t80rie integraee.
To bylo bezpoebYby pravda jeAtA pted nAkolika lety, ale neatAst! tomu ji!
tak nan!, Debot 8tele v!ee metematikd 8e ptik14n! k "funkeionelnimu pt!stu
pu" integroven!. Je v!dy ukvapene delat nAjak6 ptedpovAdij reeenzent si
vaak nutne mU8! IIYslet, is tato knihs ptes sve nektere ptednosti bude odlo
!8na spolu 8 oststn!mi knihami atajn'ho Z8meten! k mnohim jinjm zastaraljm
teori!m na regal v kramku staryeh kuriozit mat8matiky."
(J. Di8udonn6 0 knize K. Keyrhot'er, lnhalt und Ka8s.)

- 10 -
215?{



I. RIEIIANNUV

R 1 e man n d v

INTEGRAL

1 n t e g r a 1

Obaah: A. Def1n1ee R1emannova 1ntegralu.

B. Podlllinky '1ntagrab111ty.

C. Zakladn1 vlaetnost1 R-1ntegralu.

D. R-1ntegral jako funkee 1ntervalu.

E. R-1ntegral jako l1m1ta horn1eh a doln1eh 8Ouctd.

F. R-1ntegral jako funkes horn1 meze.

G. Zmena 1ntegrovana funkee.

H. L1mitn1 pf'eehod za 1ntegracn1m zilamen1m.

1. Cv1cen1 a prob lemy.

A. DEFINICE RIEJlANNOVA INTEGRALU

11.1 I Def1n1ee. Sua <a,b> uzavf'eni 1nterval vEl'
(a,b > rozum1me kddou konacnou (uspoUdanou) mnol1nu

DAlen1m 1ntervalu

D C(a,b> t.,aru

D = { a = Xo < Xl < ... <xn = b } •

IInoUnu vheh delen1 1ntervalu <a,b) znacme symbolem SO «a,b») Sua

f omezena r unkc e na 1ntervalu <a,b) • Pro keds dAlen1

D = { a = Xo ( Xl ( "'<Xn = b}€ iJ «a,b» 1ntervalu <a,b) definujeme
resIna c1sla

n

S (f,D) =L sup f (x) . (x1 - Xl_I) ,
1=1 X€ <Xi-1,Xi)

n

s (f,D) = L- 1nf t ( x) . (x1 - x1-l) ,
1=1 XG <x;_1 xi>,

tzv. horn1 e doln1 soucet funkee f pr1 delen1 D.

Oznac1me-11 II = sup f (x), m = 1nf f (x) , je zf'ejae
"",<c,b> "e;: <a. ~>

m • (b - a) ~ s (f,D) ~ S (f,D) .. II • (b - a) pro l1bovolna DE iff
Tedy mnol1na vheh horn1eh souctd {S (f,D); D Ii: ~ ( ( 8,b) )}

zdola, mnol1na .,heh doln1eh souctd [s (f ,D); D I:: ~ ( <: a, b > )}

- 11 -
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s~ora (tyto mn01iny Jaou

funtee f ptes interval

dokonee omezeni!1. Horni a dolni Riemanndv integrAl

<a,b> definuJeme vztahem

= sup a re,:»
/lE:tl!«a,b»

(R)

"""1 &
(R) J f = inf S (f ,D) , J f

1l£1lI«a., I»
~ ~

V p~ipad6, 1e horni a dolni Riemaondv integral aplyvaJi, rikame, 1e funkee f

Je riemamov9<;/ int~grovatelna p~ea interval <a, b> a apoLecnou hodnotu horniho
a dolniho integralu pak nazyvame Riemannovym integrale" (oi krttee R-integralem)

funtee f pres interval < a,b >. Zavedeme nasledujici znuce,

pro r € R ( < ",b >)

& }...r = (R) I f system v~eeh

Gt.

R(a,b) )df {f; (R) j
'"

ri8mannOV.~ intsgrovatelnjeh funke!,

1&;
(R) J r # (R) j f = (R) J f

a. a. a-
R-integral funtee f pha interv'al <a,b >
Pro zkraeeni piilae nekdy - ,nehroz1-11 ne dor-ozuae nf - m1ato (R)

; J

Jf j a misto f e R « a,b» l'ikejme tU nekdy, 1e If
~ ~

&

/ f pouz'e

Gt.

ext et u.je ,

~l ~oznailky.

(a) 1I0hli byehom definovat horn1 aouHy i pro neoraezen e funtee (ia pr;o

zdola ai shora neomezena funkee) ?

(b) lIoh1i byehom def1novat horni R-intl!gI'al \L1lt,g zdola ne:om~'ze,ne fuijli!ee

(shora neo.ezsne fuokes) ?

!(e)lIoh1i byehoa definovat R-integx'lU k,\pi'ikladu i pro funtee onezene

na intervalu ~ 0, + 00) ?

11.3\ PHk1ady •

(a) Bua f konatantni na interva1u <a,b), f(x) = K pro vaeehna

x € <a, b>' . Potom f € R ( <a, b > )a
J

(R)! r = K • (pi-a) • IDOka!tal

(11) 'Bua a.F 'Dirieh1etova f,unkes na intervalu <3,,~)' ,tJ,.

rex) = 1 Ipro " € <3,5 > rae iona1m"

F(x) = 0 FO x '~ (3,5> 1rae10081ni,.
5 S

Poto. (II) f F = 0 , (R) IF = 2 , tedy FIR <3,5 > ) .
Dokaltel

- .12 -



(e) '1l~finujme funkei G ne intervalu < 0,1> pf'e<l'pisem

a(x) =0 pro 1
x € <0,1> ' x II B

(pro

Hala, je

Pll1l r(x)" 0 ).
f

a'(R) / If " 0 •

o

R ( < 0,1> )

1

P~toa aER « 0,1> a (R)Ja = 0. Dokdtel

Bu~ JV bv. Riemannova funkee 0 v intervalu <0,1 >
x E\O,l) , x = ~ ,kde p,q jeou prirounllneeoudilnll

If ('x) = ~ , pro oetatni x € (0,1)

Doka~te, Ie jV €

( d)

B. PODlltNKY! INTEGRABILITY

Vyevltlete, proe vlak nemilleme poulit nIIeledujic! ~ehUI

(t,D), telly iS (t ,D) ~ e
4

,~(R) It, ..
a,

D € .0 (<a,b >) plat!
T

tj. (R) Jt
a.

,inr S (1' ,D) ~ sup e (t ,D) ,
11, D

V dalli~ odvodiae nikterll nutne a postaeujici pod.inky integrability, tj.
podminky, podle niehl waime rozhodnout, zda funkee f leli ei neleli v eyeteau
R \ < e, b >;). JinYmi elovy, podminky, ze niehl funkee f mil ei nemll IUemannilv
integrlll. ~vodea tohoto odstavee uklllsme, Ie vldyplat! nerovnoet

6 T
(R) J t 'If (R) / t .
~ a.

·prJ kalde dUeni,

!1.4-!Leama.
D,l C D2

Bua f OD"z,nm' llli i'n"tTi'Villll. Z a, b>,buh~ Dl' DZ e:. /d « ll. b >),
(nikdy tel fikllme, Ie dAleni D2 je zje~ini. dilen1 Dl ) .

;Potom S (t, Dl) > s (t, D2),
,s cr, D

l)
-; s (t, D2).

'POkaz: Necht zpoca tim Dl = { a" x <. xl < ... <'x

1
= b } ,

ID2, " f a = Xo < ](1 < <xn = -l U tY } = Dl U {y , y,~ Dl
,rozen.fm uapofllMni).
W~tom exletuje index 1 tak, Ie

(v pH-

sup t (x) • (y - xi_l) + sup t (x) • (Xl - Y)
·.x.lE<Xi.1'Y> xe.<y'·"i>

odtud jll snadno plyne tvrzeni.

Obeene tvrzeni pek jil doetenete neprikled indukei.
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Dl' D2 f: $ « a, b >).
Je v6tA! nebo roven

11.51 Lemma. Bua f omezenll na 1ntervalu <a,b > , buche

Potom S (r ,Dl ) ~ e (f ,D2) (tJ. ka!dY horn! soueet

nel 11bovolni do In! eoucet).

DOokez: PoloU..e D = Dl U D2 . (n6kd,y Hkllme, h d61en! D Je tzv. epo
leen' zJemn6n! d61en! Dl a D2 ) . Potom poul1t!m ptedehoz!ho lemmstu

doetl!vue

11.6\ VUa. Bua f omezen' v <a,b> , pc to ..

~ T
(R) / f <! (R) J f.

~ a
Ddkaz. Plyne z 1.5 - vyev6tlete podrobnel

1.7 V6ta (nutn' a postaeuj!c! podm!nky 1ntegrability),

Bua f omezen' v 1ntervalu ( a, b > . Potom

fER <a,b»<==:>V'C)O

o ,;; S te ,D) - e (f ,D) < [.
3 De Z ( < a,b) ) tak, h

Ddkaz

Bxietuja

1) ptadpokl'dejlla, !a podm!nk& je ,'],~na.

ted,y dilen! D e !lJ ( < a,b > ) tak, !e

Zvollll.e E > 0 •

o "s (f,D) - e (f,D)<C

<10 S (f,D) < a (f,D) + G

r &
O~Jf-/f

a g,
Ale e > 0 bylo l1bovoln',
a t udU f € R ( <a, b >i.

Pato.

r
If
It

<e.

odtud plyne, !e
A

J f =
a.

ted,y

6
/ t (vysvetletel)

.E:

2) .Naehl. nyn! naopsk f e
j! dilen! Dl, D2 e Ja ( <a,b > )

II ( < a, b > ); zvol.e
tsk, !a

£: > 0 • Exietu-

Polo.... D = DIU D2 • Poto.

- G < e
t

+ G > S (f,Dl) ~ If,
Q.

6
Jf
a.
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Tedy k zadaneau e >0 jalle nelezl1 dHeni D E ,f) ( < a.b » tak. Ie

o ~S (r,D) - s (r.D) (2 £.

~iml je drub' ~'at iIlpl1kace z vety dokllz'na.

~ VAta. (poata~ujid podmiokY 1ntegrab1l1ty)

Plati nllaladujici 1mpl1kace:

(a) l' apoj1U na <a.b) -> l' ER ( <a.b > ).
(b) l' 1D0notonni na <a,b) > l' E R ( < a.b >

,[>0 • Uk'lemaDdkaz. Sua l' apoj1tll na 1ntervalu <a.b >. zvollDe
najdrive. Ie eX1stuje dileni

D = t a = Xo <xl <...(Xo = b} 1ntervalu (a. b> tak, la

aup rex)
xC <"'i-1/xi>

in! rex) < t pro dachna 1 (1=1 ••••• n)
"'''<)(;-I/''i>

Ie

Funkca t je apoj1t1i na 1ntervalu <a,b) , tudil 1 atajooairni spoj1t1i

na (a,b) j aX1atuja tedy k naAelDu zvolenellu C)O /lislo d>O tak,

x.ye(a,b),lx-y!<o ~I r(x)-r(y) 1<."
Bull. D = {a = Xo <xl <.,. <xn = b} takovll dilani. Ie

x j - XJ_l<d pro j = 1 ••••• n

V kaidelD 1ntervalu (Xj_l' Xj >ax1atuji t j, Yj tak. la

sup rex) ,

XE.< "J'.1 IXj>

t(Yj) = in! t(x)

JUt¢Cj_tl'i>

( odo.vodnUal ) •

Potoa ovilam I t j - Yj I<£ Ixj - xj_l 1"- s pro kal4' j=l, ••. ,n,

sup t( x) 1nt t(x) = tH j) - r(y j) < [, pro kalIS' j
'KC<~.",,;·) >I.£<X;0."Xj> (J = 1 •••• ,n).

Ptejda.a Olni k vlaatni.u do.tazu.

IIijme 4'no l1bovo In' t > 0 , podla pfoa4eiUho najda" dileni

D £,B « a.b» tak, aby

tu4i1

aup t(x)

xc. ~xi_' ,xi>
Potos

o ~ S (t.D) - • (t.D) • t (aup t(x) -

-15 -
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tech' ~odl.ll' v@'t.y 1. Y je

ol Bua $ heklseajiei v
Necht

1\ .,

f€R«a"b».
,

( a, b > , ~vol.me

(f(b) - f(a»

£ > 0 •

jI>' pl'b'MW eia!Lo. Ilozdlilme int!,rval <a,b > dHenim Il ,na n e te j

I\$etl dilll, tj.

lJ' = { a'" 110 <Xl =a + i (b - a l < .. , <xn = -l ,
p61:61/1'

o ~ S (f,ll) - s (f,D) =

b-a
=--

n

'= 'b ~ ,a, • (f(b) _ f(a» ([. ,

POZ1\illllj;a: POiaoen' tvrzeni v prvni Meti dOkezu mohou posluehaei, znajiei "plUi-c
vii le_a" , do'~zetp'ouUtim tohoto lemmatu, Jestl1ze definuji relaei f
vztaham u f v (d.l') eXietuJe dUeni D = { u = Xo <Xl < ... (Xn = v}
4.!lterval.u <It,v) if;. (a,b> Uk, Ie

Bua ~ relaee ne intervalu (a,b >
pf,!'dp0l!: la~:

(tj. f c (a,b>

aup if(x)
,~,~<xi~11Xi >

IPHhV6' l'ellilla.

,,~uJicJ

in! {(x) < €
X€(Xi_I,)#t>

pro vlieehna i = 1 t ••• r n,

x(a,b»

a~ .~' P. ;b~e ==;> '. 'f' e (tranei tivita),

~'" 1(/'\iI~ (1l.,b~.:J:S'>O Vu, v£ <a,b>

l!)e(~".s,.>, v€ < x,x+">=7> ufv
.( :Icokill<l\i v.,stnost I,

,pO~O. e f b •

e, dKWld YUS'rNOSTl R'-fiiTli:QR.(w
T .__ -.:z __ ~.

- 16 -



~ De1'lnlce.

£luCite A, B C E1 neprll.zdn' mno!1ny, buCi It E. E1
lIefinujae ano!1ny· A + B C El' I\. A C E1 vztehy

A + B dd { e + b ; e € A. b € B} •

it A '!if {A aj a € A }

(pozor ~ nepleite el mno!1nu A + B e mno!1nou A UBI).

11.10I Lemma. BuCite A, B eEl neprll.zdn' a oaezen'
Potoa anollny A + B. A A jeou neprll.zdn'.

mnoUny, bUll. it € E1
omezen' a plet!:

aup (A + B) = aup A + aup B •

ln1' . (A + B) = ln1' A + lnf B.

aup I\. A = A sup A • je_l1 i\. ~ 0 •

=. A- ln1' A, je-l1 A < o •
obdobni pro ln1' .it A.

Ddkaz. Zi'ejmi mno!1ny A + B • il A jeou neprll.zdnll. a OIIezen' (podrobnii
oddvodnii te I ) •

Ukll.leae, Ie Sup (A + B) = eup A + sup B

Kll.ae ukll.zat dvii impl1kace:

1) l< € A + B ==;..".,; G ,

ozna&ae G = Sup A + eup B.

2) ve > 0] "£A + B tak. Ie

1) BI14l ,,€ A +. B =* 8l<letuj! a €
Protole je a ~ aup A • b ~ aup

G-€<"iliG.

A, b e; B tak. Ie a + b =
B je x = a + b ~ G

x •

2) Zvolme £ > 0 .. e"letuj!

aup A - 1- < a ~ eup A ,

oznal!me x = a + b • Potom
Tedy sup (A + B) = G •

a "A ,
sup B

ovliem

bE: B

e-,- <
x € A +

tak. Ie

b " sup B •
BaG -.€< x <lOG •

Obdobni dokalte saml oetatn! tvrzen!.

~ Vita (11nearlta R-lntsgrll.lu).

a

s

===;;> ~1'£ R «a,b»

Plat! nll.sleduj!c! iapl1kaca:

1) t € R <a,b > i , .it € B1
6 I

fA1' = ;tIl'.
a <&

2) t ,& E: R ( < a,b > )==?> l' + & e R ( <a. b > )
I & I

•./ (1'>:&) =I l' + / & •

Ddkaz. 1)' 'Pm il = 0 ja tvrzan! zhjM; bull. il > 0 • Z1I'olaa l1bo1l'olnll.

dilen! D € ftj ( <a. b > i. S poulitia pi'adchoz tho lemastu doatll.vua

27571 P2
- 17 -



s ( Il f ,D) = L sup A. f( x)

= L il sup f(x)

ted,y

inf S (it f,D)
D

= in! A S (f ,D) =
D

A .inf S (f,D)
D

T

= A.It
CI

obdobnA dok4leme, Ie

jAf =

Odtud plyne

Fro A. < 0

1 ~

liI.f=7L If
a. a.

s DE. iJ ( <s,b > ) pak dokalte, Ie

, odtud j1l vyplyva tvrzen!.

vldy

f ,

A • s (f ,D) =

E (E C < a, b >.) plat!

x € E} + tg(x); x t E}
rovnost tAchto mnolin), ted,y

inf

a
= A. /

a.
= II sup s (f,D)

~ ( It f,D) = it s (f,D) ,
I

J A. f = inf S (~ f ,D) =
e:t

{f(X) + g(x); x €E } C{f(x) ;

(dokaltel Ukalte, Ie nemns! naetat

tedy

obdobnA /il. f = if.} f

.E!. a
2) Je ztejm~, Ie pro Iibovolnou mnolinu

aup (f(x) + g(x» ~ sup f(x) + sup g(x)
x€£ XEt XE:E

int (f(x) + g(x» ~ int t(x) + inf g(x)
leE:" X E:£ XEE

Bua D E: III ( <a, b > ), poto. podle ptedchoziho je

S (t + g,D) ~ S (t,D) + S (g,D),

odtud plyne, Ie pro Iibovolna

D € ~( <s,b > ) (kupt!kladu

D1' D2 € I1J (
D = Dl U D2)

(a,b>,
tsk, Ie

mdleme naUzt

Tsdy

- 18 - 27~71 Z2



/f + g) ~ inf S (f + g,D) .., inf S(f,D) + inf S(g,D) =
a. D. ~

= I: + Jg
a a

(Podr-obne odo.vodn~teI) Obdobn~ dokliteme, te
~ ~ ~

J(f + g) .::,. J f + I g •
g, a <t-

5pojenim veech ne r-ovnce t.i pak dostaneme

Jf J ~ r
+ I g ~ !( f + g) 1£ I (f + g) ~

tl. Q. Gl. Q,

o Veta (monotonie R-integralu)

tedy f + g € R ( (a, b > a
~I (f + g) ~

a

BuClte f ,g € R (. <a, b >i, f ~ g na <a, b > .
~ ~

Potom I f,f I g •
a a..

Dllkaz: Tvrzeni je bezproetredni do.eledek definice.

~ Definice.

BuCl f : X- El funkce na mnoHn~ X.

Definujme funkce f+, f- : X_ (0, + (0) vztahy

f

x -- maX (f(x), ,0) ,

x __ max (-f(x),O),

x € X

X e x

Funkce f+ t f- nazveme kladnou 8 zApornou ~~st! funkce t.

Vleetnoeti funkci

Nechl f je funkce na mnoHn~ X ( f I X --- El) .
Potom

1) f+ ~ 0, f - ~ ° X (zapornli ~liet je nezlipornli funkcel) ,ne

2) f ~ f+ - f - Xne

3) Ir] = f+ + f - Xne

Dilkez. Proveata eami

- 19 -



110141 Lemma. Hecht f je funkce na mno!in~ M, potom

sup f+(x) - 1nf f+(x) ~ sup f(x) - inf f(x)
1l.e.ff x€,., }(£o/'f "E,.,

Di\kaz. Bull. f:l 0 na M, potom f+ = f ( a f- = 0 a tvrzeni je

zrejme. Stejn~ tak pro f £ 0

Hecht nyni existuji xl € M, x2 € II tak,!e f(xl) > 0, f(x2) < O.

Potoll sup f(x) = sup f+(x) , inf f+(x) = 0, inf f(x) £, 0 (oduvodne te
XI;.,.., X£.I"f X~N X~H

podrobn~!) a tvrzeni opAt plati.

1.15 VAta ("absolutni konvergence" R-1ntegralu)

Bull. fER ( <a,b) i. Potom I rl E It( < a,b» a

Dl'>kaz. Zvolme [.;>0 Podle vA ty 1. 7 ex1stuje DE.RJ

h
o £ S (r ,D) s(f,D) <[

Vzhledem II: predchozimu lemmatu dostavame

o .. S (f+ ,D) - a (1'+ ,D) £ S (f,D) - a(f,D) < C

« a,b > ) tak,

(odl'>vodn~ta podrobnA!),

Ze vztahu f- = r+ - f

tedy opH podle 1.7 je

a z vHy 1.11 plyne r " E R( <a,b) •

(a,b» •

Druhou ~aat tvrzeni doataneme j1! lehko:

(A) He to.to lliet6 bycholl chtA11 upozorn1t na analog11 mez1 teorii rad a

teorii 1ntegraluo Ozna~e aymbolem X mno!1nu vhch konvergentnich

red a symbolem .AX system v6ech abao Lutne konvergentnich f-ad , Pro

v~t6i jasnost rozli~ujeme nyni dva pojay:

rade un' co! je vleetn6 posloupnoat {un}'

sou~et rady r(un) , co! je re61na ~ielo.

-Jaou znamy naaledujici vlestnoat1.

e) AXcX I X -.AX ~;r (uveate priklad),

b) t(un)€AX t(vn)€A.x~r (un + vn)€AX e

(obdobn6 pro syatell ~ ),

- 20 -



c) l'( Un) € .AX , A € El ===;. l'( i\ un) € AX aE A Un = ALun
(obdobnA pro aysttlm X ) ,

d) NUn)' l'(vn) eX , '" V n =P L. Uu ~ L.. vn 'un - vn

e) l'(un)€.AX =;> Nlunl) €AXa IEunl ~L I~I.
Posledni vlaatnost neplati pro aysttlm oK ,tJ.

t(un)€~~ l'( I un I) EX (unlhe pHklBdl).

Je prsvA vidAt, !e Riemanndv integr81 m8 obdobntl vlastnosti Jako absolutni
konvergentni tsdy (srovneJte tuto vlsstnost s obdobnou vlsstnosti He.tonova
integrtllu - viz 3.7.a e ttl! 10. 0, ktery Je vlastni "neabsolutni kon
vergentni" , a Lebesgueova integrilu - viz 9.43.f ~i 18.23.D, ten Je
"absolutni konvergentni"l. Ostatntl tady a sou~ty JS mo!no v Jiattlm slllyslu
chtlpat Jako funkce a intBgr81 - viz cvi~sni 9.J.

Porovnejte kuptikladu ttl! analogicktl vity pro tady a integr81y.

(B) Vitu 1.15 nelze pbr8tit, neplati tedy tvrzsni

Ifl€ R « a,b» ;> fER « a,b)

(opet porovneJte e tad...il).

Uvecme ptiklad

t f(x)
pro

pro

x €-<O,l) r-ac t onaLnf e

x € (0,1> iracionalni.

uveata pHk ladl) •

(e) Uka!te sami, !e plati implikace

f,g€R( < a,b» :> max (f,g), min (f,g) € R( <a,b».

11.171 VHa. Bu,he f,g €R «a,b) i, poto. f.g€ R «a,b»

(ale niko11v JU /6f.g =jf. /:
... a-

Ddkaz. Sta~i dokazat tvrzeni

f e R( ( a;b» ~ f2 € R( <a,b > ),
nebot

f.g = ~ [(f+g)2

a vyuUJelllS vet u 1.11.

2 oJ- (f-g)

Il Necht f ,1lo U, t e R

II C < a,b> plaU

« s,b > ). Potom pro 11bovolnou anoUnu

SUp
II

inf
II

- 21 -



(x € It =;>0 '" f(x) ~ sup f(x) =9>0 '" i(x)

=9>sup f2 '" (sup f)2 ).

2
'" (sup f) ='"

Funkce f je na int.ervslu <s,b> omezena, eXistuje tedy IC > 0 tsk,!e

If(x}! '" IC pro vllechns x e <s,b) •

Zvolme £>0 I'od Le 1.7 existuje D E ii5 ( < s,b > ) ,
D = { 8 = X o < Xl < ... <x n = b } tsk, !e

o -= 5 (f ,D) - s (f,D) < --.L---
2 IC

potom ovAem

0 "'5 (f2,D) - s(f2,D) = L. (sup f2 inf f2) (x
i-xi_1)

,;;
x€.<xt•11 xi> X€(Xi.!1 Xi>

'" L(sup f)2 -(inf 2f) i. (xi - x i_1) =

=L(SUPf - inf f) . (sup f t inf f) (xi - x
i_1) '"

~ 2 IC • L (sup f _ inf f) • (xi - x
i_1) = 2K (5 (f,D) -

- s(f,D» < [. ,tedy podle 1.7 je f2 E. R ( < a,b .> i.

II) Bud nyni f € R ( < a, b > ) libovolna, potom podLe 1. 15 je

Ir] E R ( (a,b> ) a podle pteddH ~_~." ddkazu je

r fj2 E R « a,b > ). Ale ze vztahu f2 = 11'1 2 plyne naile tvrzen1.

D. R-IJlTEGR.(L JAKO FUNKCE INTERVALU

Dopoaud jam. vyiet~ovali vlastnosti R-lntsgralu

valu <a,b> v dvls10stl na intsgrovane funkcl. Nyni

v z'vlalosti na oboru lntegrace.

t-

If...
budeme

p~l pevnem lnter

zkoumat R-lntegral

11.181 V6ta. BuC!. re a «a,b », nschl. c E(a,b). Potom

fER ( <a,c > i, fER ( < c ,b » a

"" .6 4-If: IttJt
(apravnl :;'chom :11 PU~ fL<a c)€ R ( (a,c> ) atd.,
dovoliae el zde menii nekore tno~tl.

Ddkaz. Zvolae E.>O. Podle 1.7 existuje dAleni D e.fiJ ( < a,b > ) tek,b

o .. S (t, D) - • (f ,D) < (;

- 22 -



Polo!ime-l1 De = D U { c }, dostllvllme podle 1. 4

BuCl

0" S (f',De) - a(f',De) .. S(f',D) - a (f',D)<<S

D = De/<a,e> (tj. Ii = De n <a,e> ), potom IiE. ~ « a,e > )

0" S (f,ii) - a (f,D) .. S (f',De) - s(f,De) < [; ,

a

tedy r e s « a,e > ). Obdobne dokll!eme,!e fER (

Buche nyn! Dl € .9' ( (a, c > ), D2 €.9' ( < c , b» ,
Potom ztejme D s .0 ( < a,b» a

l-
S (f, Dl) + S (f, D2 ) = S (f,D) ~ If'.

<L

odkud preehodem k lnf'lmu doatllvllme (proveClte podrobnA) nerovnost

Z doln!ch aou~td pak vyplyne obrllcenll nerovnoet

c 4- l-f f' + / f' <: If', ~!mi je nalie tvrzen! dokllzllno.
a. c a

fE.R«a,c», rE.R «c,b».

l- e I-

a J f' = / t + Jf
a. <L c

f'ER«a,b» (rovnoat

Potom f' E. R ( < a, b »
Ddkaz. Sta~! dokllzat, ie

I- c I-

If' = / r + "; r pak vypl,Yvll z preden, vAty).
a. a. C

Zvolme tedy f. > 0 EXlstuj! dAlen! Dl € IiJ ( < a,c > i,

D
2

E »( ( c, b » tak, is

/1.191 veta. BuClte a < c < b ,

PoloU.a-l1 D = Dl U D2 • ja D € f{) ( <a,b> ) a
)~~F

- S(f',Dl) - a (f',D2 ) < £ ,

tedy podle 1.7 je f' € R ( ( a,b > i.

~ Def'lnlce.

Pro 11bovoln' a € El a pro 11bovolnou funkcl f def'lnovanou v bode a

poloime
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....
(R) Jf = a j

....
pro a,b EO El, b < a ,pro f definovanou ~v <b,a > polo!me,. ....

(R) J f = - (R) J f ,
... .6-

pokud r e R «b,a».

Doka!te aemi, fa

jf=/f T if,
a. .... c

kdykoliv a,b,c € El a kterekoliv dva 1ntegraly exiatuj!.

E. R-INTEGRAL JAKO LIMITA HORNicH A DOLNtCH SOU~TU

~ Definice.

BuCi D = { a = X o < "l < ... delen! intervalu <a, b>, . ~! alo

II (D) = ,max (xi - x1_1)
'-/,.o,1It

nazyvame normou dilen! O.

f € R ( <a,b >) ==91111 a(f,Dn) = 1111 S(f,Dn)
,~ trZ. __oo "Z.-toOO

11.231 Vita. BuCi

a vlaatnoaU

tOn}££}( (a,b)

lim V (On) = a •..-- ) poaloupnoat delen! 1ntervalu
Potom

<a,b)

Odkaz. PfedpokladeJme,!e
Necht f(x) < M (x E <a,b) r ,
0 1 = { a = X o < xl < '" <xn =

f ~ a v <a,b)
Nalezneme delen!-l tak, aby

a zvolllle

0 1 E '" (

C;> 0

<a,b> i.

(Ya' Ya+l) obaahuJe bod dAlen! 01 a v aouHu

- 24 -

kde v prvnl. eou~tu

a =---.L-
2Mn

= Yo < Yl <

a

• PotomlJ (D) < "
II

+ L ....

takova, £e 1nterval

ptea vAechne oatatn!

avAachna
hL. .. ,

me tu vlaatn08t, £e

Necht dAlen!

<Y. = b }

aup f(x)
x~<Yi·,'Yj>

L. t
. . • ae a~!ta pl'ea

t
J=l

S(f,O) =

Polo!me

o = { a



Potom

Ir ...<-f- a

.t.

Te<ly 5(1',D) - It' < C; • odkud jiZ plyne tvrzen1. Je-li nyn! t: Lf bovcLna ,

"" (prove;he! ).

(Uvedomte si, 1e jeme dokazali vlaatne 0 neco vice, ne1 po1adovala veta 1.231)

BuChe Dn ~ RJ ( < a.b »
a = "n < x~ < <xk

n = bo· n

Pro kaMa delen! Dn
zvolme body r

nechi.'

8 ;;; %0 ~ ) ~ ~ x~ ~ §
a ozna~me

= b

6: = 6' ( f' D .n t n '

Potom plat!

l' € R ( <. a. b> ) -> lim 6"'n =
"1_""

DOkaz. Pro ka1de n piat!

odkud vzhledem k predchoz! ve te 1.23 doatavalle tvrzen!.

~ Poznamka.

ve t u 1.24 lze tH obratit v nasleduj!c!m smyelu:

"Necht pro ka1dou poeloupnost dUen! D E: fj} ( <a ,b» s vlsstnost!
" n

lim )} (Dn ) = 0 a pro kddy vyber bod~ f,.' .... f~ (splnuj!c! ner~v-

noati z vety 1.24) existuje vlsstn! lim f!) (f;Dn; r f")..... 7- 1 , ••• , ).t1'J •

Potom r E R( <a.b > i , hodnota limity lim 6"'(f,D; t" •...• en )
{

. ft .. - ) 1 " ),It.
nez!ivls:! na volbi poeLoupnce t L D} a na volbi bodo. .' f ..... "f" a

n 'h
plat! n

.....
.t.

) = (R) J r ..
....

Tuto ve-tu nebudeme dokazovat; poznameneJme pouze, Ie t:!mto zpdsobem

definovat SY8tem funkc! R ( j(a,b» a R-integral na <a,b)

dit jejich zakladn! vla8tno'!ti. Zajemce odkszujeme n8 cvieen! l.J.

- 25 -
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F. R-INTEGRAL JAKO FUNKe! HORN1 IIEZE

x c < a,b)

Poto. plaUI

Neeht l' € R (<:'a,b,) i , neeht
x

F'I x ---- if ,
<L

(podle vAty 1.lB )1' existuje pro kaldll x € (a,b) ) •
CO;

1) F je apoji~ v <a,b),

2) t epoji~ v Xo e. <a,b) ;, exiatuje F '(xc) a F,'(xo) ; f(xo)
(v krajn!eh bodeeh zl~,va ~i zprava).

Ddkaz. Ad 1) Oznal!ae II ; eup I 1'( x) \ • Budte x, Xo € < a,b)
pOtOIl . XE:<A,I)

X x

IF(x) - F(xo) I ; I J1'1
~ J 11'\ 611 .I X - Xo I

x. x.
odtud jit vypljvll tvrzen! (proveate podrobnil).

Ad 2) x € (a,b) Io zvol•• [~O • IIxistuje talc,

x e. (xo - S I Xo + d ) C (a ,b)==7! 1'(x) '- 1'(xo) I<Eo •

POtOIl oviell

F(x) - F(xoi

x - xo

1
J(

" I (1'(t) - 1'( Xo») dt ~
e Ix - Xo I = [ .

x - x I x - Xol0
)( - I .•

Pro Xo = a Ii Xo = b proveate ddkaz eell1.

B Poznlla!<y.

(A) Bua I C III interval l1bovolnol!>o druhu, bUa" l' epojitll na I I zvol.a

a € I • Podle vAty 1. B.a e:detuje (R) J l' pro katdll x E I a podle

ptedeli14 vity ja t'ilnkee F a-
x

F x_ Jt' I X E I
a-

pri.itivn! 1'unke! k tunkei l' DB intervalu I. Dokllzali j ..e tedy tvrze

n!, Ie ke kaldll apojitll funkei ne intervalu I existuje prillit1vn!

t'unkee.

DB intervalu < a I b >. Bua F prillit1vn! funkee k funke i
<a,b) (podle ptedchoz!ho F exietuJel). Poto.

apojitll

intervalu
~

(R) / t'. F(b) - F(a)...

(B) Bua t'

t' na
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(timto jame tedy pteved1i vypoeet R-integr'16 - prozatim u epoJitych

funkcl - na vYpoeat rozdi1u hodnot primitivni funkce; viz tet obeenAJsi

vAtu 1.28).
x

IlOkaz: Bud G: x - J f Pod1e 1.26 Je G primitivni funkci k f na
,.,<a,b>, exiatuJe tedy C € E1 tak,!e

F(x) = G(x) + C pro veechna XE. <a,b>

Pro x = a doat'v'me C = F(a) - G(a) = F(a); pro x = b potom

F(b) = G(b) + C = G(b) + F(a) tJ.
4-

G(b) = J f = F(b) - F(a) •

'"
(C ) Ve vAU 1.26 Jame dok'zal1, h (za phdpokladu f Eo R ( < a,b > ) )

(fr)' =
apoJiU. "

Uvedame pi'ik1ady:

f(x) pro veachna x € < a,b) , v nichl Ja runkce f

a) f : rex) = 1 pro x E (0,1)

f(x) = ° pro x E. (-1,0)

potom t € R( < -1,1» (ukaitel - zi'eJmA r € R( < 0,1) ),

f € R( <-1,0 >) - viz obdobn$ pi'ik1ad 1. 3.c - a pod1e vHy 1.19

i t € R ( <. -1,1 >),
x

F x~Jr >
0

F( x) = x pro x E <0,1 >
F( x) = ° pro XE. <-1,0 )

tedy F'(O) neaxiatuJe.

b) r I f(x) = ° pro
1 1

x E. <0, "2 ) u ( "2 ,1) ,

potom t € R( <0,1 >) (viz pi'iklad 1.3.c) a
x

F : x- Jr ~ F(x) = ° pro xe. (0,1) ,
o

tedy F' (~) = 0. aekol1v r(1)=1.

c) Je molno aeatroJit pi'ik1ad runkc e r € R( < a,b > ), aby r by1a neapo

Jit' v bodA Xo € (a,b) a
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x
F'(xo) = f(xo) (F(x) = J f ) 1

'(D)" Uka!te, Ie nemuai plaUt 1mpl1kaee:

<",b>

xE. < b>.
G na L ~,.:.::' ee Lu

f me pr1m1t1vn! funke1 v <a,b> " f E. R « a,b».

Bude plat1t tato 1mp11kaee, pt1deme-li podm!nku, aby f byla omazena na

<a,b> (tHH problem - viz tteba [V], pt. 8.54)1

x

11.281 veta. Hecht f E. H( <a,b »1 F: x-...Jf ,
Hecht k funkei faxietuje primiti.ni fu~ee

(podetatnj ptedpoklad J ! ). Potom

G(x) = G(a) + Fe'!') = G(a) + J\
a,

= f(x)

je primiti!ni funkee k funkei

x E. <a ,b > • SpeeiSlne tel

<arb> r t j ,naf

pro ve8chna

x€.<a,b).
x

Jf
a,

pro vAechne

Ted)' fllnkee

ted)'

= x}€iJ«a,x>~

-

rovnost G(x) = G(e) + F(x), bua

Zvolime-li dolleni D = { a = Yo < Y1 <. " <Yn

n

G(lt) - G(a) = L
1=1

xE.(a,b>
poto.

S-

If =G(b) - G(a)
...

Dllkaz. Pro x = a plat!

=LG'(f1)(Yi-Yi-l) -Lf( ~1)'(Yi-Yi-l) =O(f;D; ~l" "' 5n ) '

kde 5i € (Y1-1' )'1) (poulili jeme vAtu 0 ptiruetku fllnkee).

BllCl nyn! DnE. '" ( < a,lt» poaloupnost dnen! e 11m V (Dn) = 0

poto. pro pt!eluAnou poaloupnoat ern plat! podle 1.24

G(lt) - G( a)--ted)'

11m 6" =n

I-

Jt ,

'"' x
= If

'"
Oatatn! tvrzani jeou j1! enadnt_ ddslsdkem.

(A) Rovnoat CR)

~

Jt = F(b) - FCa)... plat! ,tedy za tAchto ptadpoklsdd:

_ 28 -



1) fGR( (a,b»,

2) F je primitivn! funkce k f na < a,b>.

(B) Hecht F' exiatuje v intervalu <a,b >, poto.

x E (a, b) • Doka! te a p,ol'ovnej tef(x) pro v$echna

O(a) = lim O(X).
X - a..-r

.or I

a tedy (J f) =
a 1.281 ....

K

F(x)=F(a)+R /F'( >F'ER«a,b>)l!... ~

Necht f € R( (a,b», F: X-....jf , x E (a,b) • Hecht k funkc: f
exiatuje primitivn! funkce 0 na otavtanem intervalu (a,b) , necht

eXiatuj! vlaatn! lim Gfx ).; lim O(x) Pololme O(b) = lim O(x),
X - a.. + X-,S- J( _.1-_

Potom G(x) = O(a) + F(x) pro vAechna x e <a,b > ,

(C)

~~!2~' Zvolte atejny poatup jako pti d~kazu 1.28.
&-

(D) Vyelovtevety obdobna vetllm 1.26, 1.28 tel pro J f
X

G. ZIIl!:HA INTEGROVANg FUNKCE

~ Formulace problemu

Je Mna funkce f E. R( <a,b» a Ilno!1ne A C <a,b > . V bodech '.noUn,y

A za4n.e 11bovoln~ hodnoty funkce ~ a takto nove def1novanou funkci oanaaae
fA • Hledll.e n,yn! nutne a poate~uj!c! podll!nky k tomu, aby platila implikace

&- &-

e c at <a,b> )-9fAE. R( (a,b») a I f= JfA
Q. ...

Ztejme nutnou podm!nkou je, ally funk"e fA byla omezen' na intervalu <a,b >

A = { xo} je jednobodovll

Necht. funkce 'l je defino

<a, b> - {xo}. Potomv

<a,b>
f = 'l

11.311 Veta. Bua f€ R( <a,b»), xo€.

dna v inhrvalu <a, b> a necht

f€.R«a,b»a
&- .t,.

If = I;
Q.. a.

(V teto vete jame tedy vy$ettovali pt!pad, kdy

Ilnol1na) •

a

v (a,b>

<a,b:> )

g = 0

g E. R(

v < a,b>, je
zjiatime, h

D~az. Ozna~!me-li f - f = g

a obdobne jako v pt!kladu 1.3.c
~

J g = 0 •
"-

Tedy dle vety 1.11 je f = f - g € R( (a,b» a
~ . ~ ! I- l-

ll=: £r~-'/g. ! r,
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(A) Induke! md!eme zrejm~ roz6!rit tvrzen! predehoz! v~ty 1.31 ne priped

kone ~n' mno! iny A.

(B) Tvrzen! zrejm~ neplat!. jH pro 1ibovo1nou spccetncu pcdmnoz Lnu

A c<e.b)

PHklad:

A :. reeionA1n! ~!sle v <0.3),(a.b) : (0,3).

f : ° V (0.3>.

/0 pro
«, : fA(x) :"1 pro

x E-<0.3)

xEA

- A.

3

j f : ° .
(C)

Potom f E. R( <0.3 >
"3

/ fA
o 0

K tomuto prob1'mu viz

i, fAr/- R«0.3».
3

: 3. JrA : ° i.
o

t~! evi~eni 1.Q.

H. LIIIITNt PrlECHOD ZA INTEGRAONfiI ZNAMENfiI

~ Forau1aee prob1'mu. V tomto odetsvei se budeme zsbjvst nasledUj!e!.

prob1'aem.

Je dans pos1oupnoet

P~ae se. za jakYeh

fnE-R( (s,b»,
podm!nek plst!. !e

neeht f -fn . ns (s,b> •

(1) t €R «a.b».
I- . I-

(11) J f n - / f • ~ ~
a. '" J JBod (ii) .dleme prepsat jako lim f n: lim f n • odkud ji! je vid't,

... '"pro~ m1uv!me 0 "limitn!m preehodu za integra~n!m znsmen!mo.

Uk'ieae. !e obeen' nemus! plat it ani (i) ani (ii),

(Al Lehee seatroj!te pos1oupnost funke! f n € R( <0,1» s f'unkc t f ns

< 0.1) tak, aby f n - f ns (0.1> a funkee f neby1a omezena ns

(0.1>. Provedte,

Nemd!e tudU bit f e R( <0,1> ).

(B) Uk'hme. Ie ani v pHpad' olllezenosti funkee f na <0.1) nemus! bit

t e R( <0,1 >i. HechT. {rn}-n:l js posloupnost vAeeh raeionA1n!eh

Potoa

intsrva1l1 (0,1), definujae

___ 1 • jestl1le x drl".' .1'n} •
f(x)=----. ~t {

n --"""0 pro x€<O,l) - r 1 ••••• r n}.

t n € R( <0,1» pro ka!d' n Eo H (pro~7), f n - f.
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f(x)
1

=/
-----'0

pro

pro

xE<O,l>,

x E. (0,1> ,

x racloDllloi,

x lraclonaloi;

f je tedy Dlrlchletova funkce. Vi .... jU, ie f ¢ R( <0,1) i.

PozMlDka. PovUmo~te al, Ie f o / f na (0,1)

(konverge oce je dokcnc e monotoooi I ) •

(C) Sestrojte posloupoost f o E R( <0,1> ) (oejUps na zaklad~ obrazkul)
$-

tak, aby fo_O v (0,1> a ffo = 1 pro kaid' 0 EN. V tOIDtO

'"ptipad~ buds tedy splo~no (1), ale nlkoliv jl1 (11).

PotOlD f € R( <a,b >
11. J41 VHa. Necht f E. R(

n v <a,b).

Js tedy 8tejooID6rM koovergeoce posta~ujici podJD!nkou prO platoost (1) a

<11l.

Ddkaz. PodalDe oazoak ddkazu, podroboostl zpracujta 8..U Zvolae £> 0

a oala z06ma no E. N tak, aby

+ [;

f

Ifn(x) - f(x) 1< e
a v§echna x E (a,b> •

je na (a,b) omezao'. Ja-l1 totll x€ (a,b) ,

pro v§echna n ~ no

Ukaieme, Ie f'unkce

je

( a)

a funkc e f 0 j8 OIDazana.
o

(b) Bud n ~ no ,poloi.e go = f - ,fn • Poto. pro l1bovoln' dilen!

D Eo.0 ( (8,b) ) js

a navic
S (fo + gn' D) ~ S (fn, D) + S (go' D) ,

s (fn + gn l D) ~ s (fn, D) + s (gn' D) .

Z podminky fnER«a,b» plyne existence dineni Do E.li'J«a,b», pro nU

Tedy

S (f, Do) - 8 (f, Do) =S (fo + gn' Do) - 8(tn + gn' Do) ~

~ S (to' Do) - 8(tn , Do) + S(gn' Do) - 8(Sn' Do) ~

"" G +2e (b - a) '" £ (1+2(b - a) >,
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c 01 dohromedy e ve tou 1.7 dllvl! f € R ( ( e ,b »
(c) Bua n ~ no ' potoml f n - fl E. R «e,b» a

jgr-jfn: j8-(r_f
n)

,,/ f-f
n

~ &(b-e),
a.. c1. Q.. ~ Q.,

odkud .jH enedno plyne t.vr-aen f ,

~ Poznl!mke. Hlevni obti1 ptedchoziho d~kezu spoeivala v tvrzeni, 1e

f E. R( c a,b >). D~kaz (11) je pak jH enadny ,

Sami dokdte (be z pouHti vety 1.341) nae Ledu j f c I ve tu .

• Hecht f n € t ( ( e, b > ), f n =: f na (a, b >. Potom
I- J,.

f € L ( < a,b >) a J f n ~ j f

"" ""
~ .. Poznllmka. Uvedeme jellte dall!i dye vety pro limitn! ptechod u Rc-Lnte g.r-eLu ,

Jejich d~azy jeou snedoymi d~eledky vet 10.13, 9.37 a 9.38 (oi 18,25,
18.26) pro Lebesgue~v integrlll, m~tete ee k nim tudiz vrlltit po prostu

dovl!n! pt1e1u4ne teorie L-integrll1u.

•

PotOIl

(A)" Hecht

f E. R(

fnE. R( < e,b» , necht fnl' f na <e,b >
( e, b > ) (poe1edn! ptedpok1ed neni zbyteeny,

I- ~

J fn-/f
a. a.

Hllvod k ptillemu d~azu.

a necht

viz 1.33.BI).

a) K~leme ptedpok1l!dat,
l-

lia / f n = O. Hecht
a.

Bua K = eup { 1'1 (x) ;

Ie f n""- 0 , f n E H( ( e, b > ); st90! dokllzet, 1e

limfln = c> 0

x€. (e,b>} ,jest II> O. Po10He

{ x E. <a,b>

e ne1eznete dHeni Dn E. ~ ( <a,b > tak , aby

c
D)(

3

obsahuje sjednoceni
• c

a1eepon 3M
Uka1te, 1e ka1d!1 ..n01ine An

nich interva1~ ce1kov8 dll1ky

ziekllte epor. D~az.tvrzen1, Ie

poulit buata 9.47.f anebo tzv.

Doklilete-1i, Ie -n An.,E. 0
n=l

koneene Ilnoha diejunkt-

( ne zapome nte, 'e A C. A) 1ehko j H
6 n+1 n'-nn=l An.,E. 0 je ovllem obt1lnej!1 (lze

Arze10vu vetu - viz dille).

(8)'" Hecht fn' f € H(

Hecht poe10upnoet

(e,b»,

{f~}
fn-f ne (e,b>.

je etejne ollezenll, tj. nechtexietuje

- 32 -



Navod k primemu d~kazu.

Provedete-11 negac1 vyroku

ptedpokla-

= 0 .

staci opet
~

11m J f n
a-

lze opet (neni n1kterak

Necht ne nf

o •

Ir

k ne r-ovno e t t I! f n -

f n ,)0, 0 na <a , b > 'dati te

Vzhledem

snadne!) pou!1tim Arzelovy vety ziskat spor.

Necht F je posloupnost konatnych sjednoceni
n k

v (a,b> , Fn_ = l~U ..• Ulnn a necht

VOl(l~) >c pro ka!da n +). Potom

disjunktnich interval~ obssfenych

;n=ex1stuje c:> 0 tak,!e l?T

A r z e 1 0 v a vet a :"---"-"

ex1stuje x E (a ,b >
tUje posloupnost nk

lim sup Fn " III ).

nale!ejici j1ste podposloupnost1 Fn

tak, !e n Fn " III ,j1ny.1 slovy
k

(tj. exie-

I. CVl1::EN1 A PROBWY

~ Def1nujme funkce

f(x) = x,

f,g ne <0,1)
2g(x)=x.

pf'edp1sem:

Ukdte pHmo

11 f = ~
o

pomoci def1n1ce, !e

I

J 1"g = ) •
o

f,gER«O,l> ) a

Navod. Ukdte,!e s(f,D)':; ~ .,;; S (f,D) pro kdde DE: Jr ( < 0,1 >i,

Dale vyuUjte" toho, h pro deleni Dn 1ntervslu <0,1) Da D etejn$ch

dilkO je S(f,Dn) = ~ + 2~ s(f,Dn) = ~ - 2~

Js-l1 P polynom ne 1ntervalu <: a, b> ' poto..
kjch pi'edpokladO mOh racionalni funkce v <: a,b >

P EO R( <: a,b>
Idet v R (

). Za ja

(a,b»?

); pf'edpokladejme, ze

c E (a,b> spojita

fE:L«

( a, b > .

Bua f E R( <a,b >
f je v jistam bode

S-f f :> 0 , dokdte !
a.
Specialne, ja-li

poto.. f = 0 v

a,b> ),

f ~ 0

a kladna

f ~ 0

v <. a, b:> a necl> t. funkes

( f(c) > 0 ). Potom

o ,

-
+) vol I znamena delku inter,..alu I

21571 P3
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Il.DI Hecht funkee f je epoj1 til e kladnll v 1ntervalu <a, -> . Potom funkee

F I x~If x € (a,b) je v 1ntervalu <a,b) roetouci, dokaltel...
ll.E! Necht r c r: « a,b». Potom ex1etuje Ct <: a,b> tak,"

t,.I f = f( c) (b - a)...
Doultel (vis UI vetu 3.16).

Plet! toto tttzeni 1 pro f € R( < a.b > )7

~ Zkouaejte otllzku 11m1tn1ho p~echodu za 1ntegre~n1m znamen1m (v1z 1.33) pro
nlleleduj1c1 poeloupnoet1 funkc1:

n

(a) fn(x) = L.
1=1

xE(O,l) ,

(b) x E.(O,l) ,

, je-11

, je-11

x EO; <:°,1) rae1onllln1,

xE. <0,1) irac1onllln1,

Il.GI Necht fnE. L( (a,b,», fn=f na (a,b).

(a) Daf1nujeme-11
J(

Fn(x) = I f n •

"
je Fn=:: F DB

)(

F(x) = / t ,...
<a,b) • Ukaltel

~x e.<a,b),

z ).je celli ~IIatx€(O,l>([z)

/

I f I
o

pro

pro x = °

f € R( <: 0,1 >) a epo~Uta

(b) Je-l1 navie g EO L ( <a,b > i, potom

I.

f fg....

Ukalte, Ie

t,.

11. If'" =
n_ ... ....

Il.HI Hecht
/1

f(x) =
'---x

11. II (a) Bu! t E. r: ( <a.b » nedpornll. polol.e
S.

"0- (I fn/"

Dokelte, Ie 11& an = eup { f(x) ;

I
Plat1 tvrzen1 1 pro nezllpornou f E

xE. <a,b>}

R( <: 0,1» 7

- 34 -
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f E R( < 0,1> ),mMe, ale nemuai

konvergovat ..

f (~)
,

= 1f. Neni-li
o

Uka~te, ~e lim b

p()aloupnos~ {bn}

Uvaata ptikladyt

(b) Pro f t R( (0,1» pold..e

n

L
Le L

~ Jine definiee R-integrelu

V eelem odatavei ptedpokledejme, Ie

<a, b > . J a-li D =! a =Xo < Xl
<a,b) , ozna~ma aymholem I(D)
takovyeh, la

f je omezane funkea na

<... <xn = b} dUeni
ayatem v§ach n-tie ~ :

lntervalu

intsrvalu

(f 1'" • ,

X '"o Dlila polo~me

n

6' (f,D,~) : ~l f( 5i) • (xi - Xi_I) •

(a) Veta. FUnkee t € H( ( a,b >), prave kdy! exiatuje KEEl tak,

!e je aplnena podminka.

(,,) "Ke kddemu €. >° axiatuje dUeni Do € :zJ « a,b» tak, aby

~ E. I(D)".a

tak, abyleD)

K I ".,.f;

f l' J2

!6'(f,D'f)
kdykoliv dAlani D

[. > 0, naleznAte

je zjemneni Do (Do C D
6

Je-ll podminka aplnena, potom K: ~ f.
... 6-

Hllvod k d~k8zu. Je-li f € R( < a,b > ), polo!ta K: J f a uka!ta, !e

podlllinka (,,) je aplnena (uddomte al,!e a(f,D) '" 6"' tr,D, ~ ) "S(f,D)

pro f € I(D) a pou!ljte 1.4 a 1.7). Hecht naopak podminkJ (,,) plati.
) . ~

Ubl'te, Ie fE.R( <a,b» a K: Jf (ja-li D€.s!( <a,b»,...

S(f,D) < t + f) (f,D, 51) , a(f,D):> B' (f,D, ~ 2) - [.

te (,,».
a pou!1j-

(b) Vita. Funkee t E R( <a,b > ) , prllvl kdy! exlatuje L E El . tak, !a
je aplnena podminka:

(... ) "K. kaldeau [. > 0 exiatuj. S» ° tek, !e

16' (f ,D, ~ ) - L 1< E

kdykoliv Ii (D) < a , ~ E rtn) "

Nevod k d~kazu. p~a:~te obdobnA jako v (a), pou!l~t~ 1.23, reap. d~kaz

vtty 1.23. ..iJ
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Uvidomte s~ v ~em tkvi rozdil vit (a),(b)!

(c) Dokszte vitu z poznamky 1.25!

(d) PouHjte
def1n1ce

podminek (x) s (KK)

odvoate niktere jeho
k def1n1c1 R-1ntegralu s ns zaklsde teto
zakladni vlas tnostll

~* R-1ntegral jako 11mita zobecnenych posloupnosti

Uvedeme jeeti jednu zajimavou defin1c1 R-integralu. K ni vsak potrebujeme
yYbudovet teor11 tzv. zobecMnych posloupnosti.

( e) Def1n1ce. Uemern6nym souborem naz >Ie me dvoj1ci (A, ..2. ) , kde A je
mno!ina a .::',. je binarni relace usporadani (usmerneni) ne A teko-
va, ze:

( 1) a,b,c € A, a ~ b, b -'. c ~>s =:!< c ,
( 11) a € A ;> a ~ a ,

( 111) a,b € A ". ex1stuje c € A tak. h a -< c, b ..... c .

PHklady

(1) Knozine veech pr1rozenych ~isel s "normalnim" usporadBnim.

(2) Knoz1ne realnych ~isel e "pr1rozeny." usporadanim.

/ C) KnoHns veech okoli tu< (x) i E. > o} bodu x v me tr1ckem prosto-
ru s usporadBni. danYm 1nklusi.

C4) KnoHne vaech deleni 1ntervslu <: s,b) s ueporadBnim:
def.

Dl -< D2 <=) D2 je zjemnenl Dl tj. (Dl C D2) •

(5) KnoHns veech deleni 1ntervalu <s,b) s usporadami.

Dl
-4"'- def. >V (Dl)

~ V (D2).- D2 <
(b) Defin1ce. Zobecninou posloupnosti nszyv4ae troj1c1 CF,A, ..... ), kde

je usmirnlnY aoubor- a F:A ~ E l je realna funkce ns A

PHklady

(1) KaZda realna posloupnost je zobecnine posloupnost.

(2) Bua f omezena funkce ns <s,b> ,necht F(D) = SCf ,D) znamena hor
ni sou~et funkce f ptisluen! deleni D, potom

jsou zobecnena posloupnosti, definujeme-l1 ~

v predchozim odstsvc1.

(F, ~ « s,b », .... ) (F,!OC<s,b >),
H

.... *)

->. * jako

Definice. BUG
h CF ,A, do )

"Ke kdd4mu

s € A ,

(c) (F, A, d zobecnena posloupnost, y E E l
konverguje k y (pUeme lim CF ,A, .... ) =
E> 0 ex1stuje So € A tnk , Ie pro kdda

So =i a plsti I F(a) - y I< € ."

-;16 -
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Odvodte saml z~klsdni vlastnostl zobecn~nYch 11.lt (exlatence, jednozns~

nost, 11mlts sou~tu etd.). Uka!te,te!, !e teorle 11mlt zobecn~nych poaloup
nosti v sob~ zahrnuje specl~ln~ teorll 11mlt posloupnosti 1 teorll 11mlt
funkci (at jl! jednostrannYch ~1 oboustrannYch, ale 1 11mlt v nevlaatnich
b odech) ,

mno!l.l-uspoi'~Mni na
D2, jestlHa

(S(f,D),11m

Bua f omezen~ .f'unkce na lntervalu <a, b > . Definujme
ne vhch deleni ~ ( < a,b >) podle a.4, (tj. Dl ~

Dl C D2).
Potom z

11m (S(f,D), !ZI «a,b) ), ::!.)= (R) J f ,

"-
I

,fjJ « a,b»,.J., )= (R) J t

~

D~la uka!ta,!l.e feR ( < a,b > ), pr~ve kd,y! zobecnena posloupnost
(S(f,D) - a(f,D) , flJ ( <a,b> i, ~) konvarguja k nule.

( d)

(a) V~ta. Hecht r je omezaM fu"\,,ce

D c ~ ( <a,b > i, 5E I(D) 1
na <a,b). Bua
(vlz 1.J).

Daflnujeme re lac 1 =i. na mno!1n~ A vztahe.. 1

[Dl' ~]::!. [ D2, t], jest11!1.e Dl C D2

D~le deflnujame funkcl Ff na mno!in~ A vztahem

l-

i e.:...

(opet vlz l.J).Ff([D, 0)
Uka!te,!e (Ff,A, =i

pr~v~ kdy!l. (Ff,A, =i

) =

=6(f,D,~)

je zobecn8n~ poaloupnost a f € H(
) konverguje. (V tomto pi'ipad~ pak

(a,b> i,

lIavod. PoU!ljte dtu z 1.J.a,

(f) Veta. Buate op~t f, Ff' A jako v predchozim odstavcl.
Definujme na ..no!lne A uspoi'~Mni .J., * predplse.

~ " [D2, r] ,jestl1!1.e Y (D2) ~ )) (Dl)·
...... ) je zobecnen~ poaloupnost e f e R( <, a,b >
..... It) konverguje (a op6t lim (Ff,,,;, ::!."/ =

[Dl,n
Uka!l.ta,!l.a (Ff,A,
pr~ve kd,y!l. (Ff,A,

S
= J f i.

Q.

N~vod. Pi'i dOkszu pou!ijte v~tu z 1.J.b.

) ,

(g) Uvedomta sl rozdH mezi vl!t8Dll z odstavcO (e) a (f) !

(h) Pou!ljte v6t z odatavcO (e) ~1 (f) k deflnlcl R-lntegralu a poaoci oi od

vodte nektare jeho z~kladni vlastnostll

( 1) Deflnujae ano!l.lnu A a ralace
Bud F re~ln~ tunkce na A (ne...
Jaat11!e lim (F ,A, ~ ) = y

=i H =i'" Jako v (a) H (f).

nutn6 funkca 6" (f ,D, 5) I i,
, potoa 1 11a (F,A, ~ ) = y • Doka!l.te !
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( j) Bua (a,b > = <0,1> I definujme funlcci F = F ( [D, n)
(D = { 0 = "0 <"1 <•.. <"n = l} , ~ = (hI' " I ~ n) f. l(D~

( )
_ /' 1 jeetlHe "i = 1 pro ne jake i,l" i .,

F [D, 0 -'''---0 v ostatnlch pf'ipadsch.

vztahem

n-1,

Ukdte, Is lim (F ,A, .... ) = 1 a Ie (F lA, ~ .. ) nekonverguje.

Uvidoats s i , !e 'Ie specialnlm prlpade
(F ,A, ~ ) jH vyplynula konvergence

F = 6 (f ,D, ~ ) z konvergence
(F,A,~*)1

•

@l lIulove mnoHny

Pre potrsby dalMho odstaYce je nutne zavest pOjem tzv. (lebesguovsky)

nulovych mnoHn. Podrobneji se s timto pojmem setkBts a! v teor11 L-integra

lu (viz 9.25 ~i kap.14). IIno!1na II EEl se nazyva .!!rova, jestl1!e ke ka!-
demu t: > 0 mil.leme nalezt posloupnost intervalil. (an' bn)} tak, aby

-.( i) II C U (anlbn) I
n=l

00

( 11) L (b - a ) < E. •
n=l n n

Dokazujte n8s1edujicl tvrzenl.

(A) Ka!da konetna mno!ina v El je nulova.

(B) IInolina racionaln1ch ~isel je nulova.

(C) Interval (114) nenl nulova mnolina.

(D) Je-li II nulova, lieN, potom i II je nulova.

(E) Je-li {Nn } posloupnost nulovych mnoHn. je i mno!1na N=
nulova.

-U
n=l

je apo~stnY a vyhovuje pod-

!!~!2~:. Zyolte £ >0 ; ke kaldeau n nalezne te posloupnost intervalil.

{(a~ I b~) }~=l tak, aby

00

"" L -.Llin C U (a~ t bn ( b~ - a~) <:,
2ni=l i=l

POtOIl ayatem v!ach intervalil. {Ian bn)}oo1\ i' i i,n=l
ainklla (i) , (11).

(F) hUe apo~atn8 anol1na je nulo"'.

(G) Centorovo diskontinuUII js IInozina nsspo~etn8 a nulova ( viz [~J

~.. Existence R-integrelu

Viae jiZ, Ie kald8 spojiU funlcce v intsrYalu <a,b > js rismannoysky

integroYe telna. lIa druhe atrene existuji nespojite tunlcce leUcl Y s,yatellu
R( (a, b >). Jak dalece aohou b,Yt neapojite I ukazuje n8s1edujlci "Ha.
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If(a) - f(t)l> ~}tak, Ie

exiatuj!

,x+d) n(a,b)

; ke ka1demu

Uka1te, 1e

(a) V~ta. 6ua f omazena funl<ca na intervalu <a,b> ' necht Cf je mnoUna

vaech bodd neapojitoati funl<ca f v < a,b > • Potom

r s R( <a,b» , prav~ I<d,yl mnoUna Cf je nulova.

!!!~d_! 2~~!'!:_

(A) Pro n E N bua

An={XE<a,b)

a,t € (x-,f

(6) Mn01ina Cf je nulova, prav~ kdy1 ka1da mno1ina An je nulova.

(C) Ka1da

Mat!

mn01ina An je kompaktn! (uka1te, 1e mn011na hromadnich bodd An

An ; odtud vyplyne, 1e An je uzavtena).

je

(D) Bua n € N; £;;> 0 a f € R( < a, b ) ).

Podle v~ty 1.7 nalez~te ~len! D = { a = xo <xl < ••• (Xk = b}

k

L {aup f(x) 
i =1 XE<xi_, 'I>

Nalezn~te nyn! ~,~ e I(D)

(viz oznaaen! v 1.J) tak, aby

tak, aby

(E)

f ( ~ i) .. f ( ! i) pr 0 l<a1da i = 1, ••• , k,

f~ f i) ~ t (1Z i) + ~, jeatlUe (xi_l,xi) () An F 0 ,

~ (f ( ~ i) - f ( ~ i»' (xi - x i=l) < ~ .
Odtud ji1 1ehko vyp1yne, Ie mn01ina An je nu1ova.

Necht mno1ina C
f

je nu'l.ova , Ptedpok1adejme, 18 K = { aup I rex) I:
x €(a,b>})O. Zvorte £)0 Na1eznHe n> 2(ta l a poa1oupnoat

interva1d {(al'b i)} tak, aby

...
U (al'b i ) ::> An '
i=l

Vyul1jte kompaktnoati An a na1ez~te body Yo ( Y1 c ... <Y2p <Y2p+1

tak, aby ,.
L
j=O (Y2j - Y2j-1 I < iK

"Na1eznite nyn! dHen! mnoUny <a,b> - ~O (Y2j' Y2j+l1 tak, abyate

jeAU pti~n!1l bodo. {yo •••••y2P+1} Obdrl;l1 dHen! DE: i> «a,4»

a v1aetnoati, S(f,D) - a(f,D)( E:.
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(b) Jiny ddkaz teto vHy Je popsa n v (11"] , dodatek D III.

(c) Pomoci tetO vety dokazte nektere vety pro R-integrAl, kupt.

f,g € R( <a,b> ) ==7f + g c R «a,b»

(d) Bua f € R«a,b) ) , f"" 0 v <.a,b) , nechl:.

H = { x € (a,b> i f(xl > o} Je nulovA.
Dokazte (viz tez obecneJ6i vetu 1.Q.f).

~'!Q2~ Uka!te, ze H C Cf •

~

~ f ~ 0 • Potom mnozina
4.

~ 1: ( <a,b » a R « a,b > jako metriCke proatory

(A) Pro f ,g E t' ( ( a,b> ) polozte

6" (f,g) ~ max { jf(X) - g(x) I x € <a,b>}.

Ukazte, Ie (C « a, b >i, (5) je upln,j metrickj proator.

(5) Pro f .s € L (<a,b) ) dAle poloZte

~

f(f,g)~ Ilf-g~.

Ukazte, Ze definice {J (f,g) .ie, korektni, a!e (r « a,b) i, )') je metric

ki proetor, ktery vAak jiZ neni upln,j.

(C) Studujte vlaatnoet1 1dentickeho zobrazeni (epoJ1toet, epoj1toet 1nverzniho

zobrazeni) proetoru « « a,b», 0) na ««a,b», r) .
(D) Pro f,g E R «a,b» poloHe

4.

f (f ,g) ~ J \f - g I·
C:L

Opet uka!te, ze definice . f (f ,g) mA &myal, a !e funkce f mA n'aledujici

vlaatnoeti

( i) ~ (f,g) ?! o ,
( 11) f ~ g => f (f ,g) ~ 0

( 11i) Cf (f,g) ~ r (g,f)

( 1v) f (f ,g) ,; r (f,h) + r(h,g),

(v) r (f,g) ~ 0 #>f~g.

Tedy (R «a,b», f ) neni JiZ metr icky proetor (funkce r Je pouze

tzv. peeudometr1ka na R «a,b) ) ) .
(E) Def1nujlle ralac1 rv na R « a, b » vztahem

f"'g, jeatl1ze mnoZina {x~<a,b>; f(x) # g(x)} je nu Lova ,

Ukalte, Ze vztat> rv je vztahem ekv1valence na R « a,b »
NAvod.

pak 1

ZtBjlle

g AJ f

frvf prokazdou fE R«a,b» ajeatliZe frvg,

Je-11 kone~ne f rv gag rv h, potom ze vztahu
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{Xi f(x) # ntx) } C { Xi f(x) # g(x) } U { xi g(x) # hex) }

a Z vlaatnost! nulovych IInoHn plyns, Ie f rv h.

(F) Pro f € a «a,b» oznaalle symbolell

g-ov f • ~'le polo!lIe a" «a,b) ) =
" "(0) Uka!te, Ie pro t € [1'), g€ (gJ

~ J

fir - g 1= Jlt-g! .... ...
1I11Ie_e tedy pro [f), [g] €. a"« a,b)

~

d([r] , [g]) = fir - gl·...

[fJ mnoHnu vlleeh g c a « a,b) i.

{ [f) t € a « a,b» }

(f, g q a « a,b» plat!

poloH t

Ukdte, Ie (a" ( <a, b >), d) je metrieky pro stor (pou!1jte 1.II.d I).

(H) Ukdte, Ie (a" «a,b) ),d ) neni I1pln,y.

N'vod. Uva!ujte posloupnost
1

=~fx
~o

pro

pro

xe<i,l),

xE:(O, i)
pro (a,b> = (0,1).

(1) Buate r,g € l:'«a,b»,

(J) Ukdte, !e mno!1na I: II

V (a" ( <a, b ) ), d ) •

g € [f] . PotOIl f = g

={ [1'] e s ((a,b)

v (a,b) , dokdtel

PozMua. Nel1plnost prostoru (a" « a,b» ), a tedy i ·prostoru a« a,b» •
MS vede v dalAi_ k vybudov'ni teorie Leba lIllueova 1ntegr'lu. Nejde vlastnl!
o n1e j1n'ho, ne! 0 zl1plnl!n! proatoru a «a,b» • Zhruba lze He1, Ie
r1ellanovaky 1ntegrovatelnol funkee jSou k leba agueovsky 1ntegr ovateln,y_ runk
eill v podobnol_ vztQhu, jako rae10nollni aisla k re'ln,yll aialdm.

~ CYiaeni. Bua t € a( <a, b »r , Potom anoHna bodll neapoj1tosU funkee f
je v 1ntervalu <s,b) 1. kategor1e, a tedy mnoUna bodll spoj1tost1 je hus

U v <a,b) • Dokdtel

E2!e4~!~ Nevyplyv' Diktarol z tl!ehto tvrzeni j1! ze ev1aani 1.11 ?
Tam jsllS tot1! ukoIza11, !e ano!1na bodll nespoj1tost1 funkee f ja nulov'.
A lIusi j1! nulov' mno!1na byt 1. kategor1e, a1 jeji doplnik husty? Ujasnl!te
s1 to I (V1z tol! cv1aeni 10.H).

~4!2!h

Polo!lIe pro nEON

Fn = { x~E (a,b) 11m sup f(x) - f(xo)\x...x.
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Uka!ta , !a mno!lny Fn jsou ridke (v opacnem pripade by totl!

lntarval <0<- /1> c <a.b > s vlastnosti t ~ R( <"",I!»
lahko dojdata k zaveru.

aXlstoval
i. Nyni jU

~ .. Cvlcani. BuCl t omszana tUMes na lntarvalu (a,b) • Pro

x E: <a,b > polo~me

Mt(x) =11a (sup t(x'»
.f.... O Ix'... 1,"0'•

mt(x) = 11m (lnt t(x') ) •
tf..O.. Ix'·xl" tf

FUMea Mt , mt (ktare jaou na eaHm (a,b) koraktne datlnovllny) nazyvalla
horni a dolni Balraovou tUMei (prisluAnou k tUMel t).

Ukdta, Ie

(a) lit" t "Mt na (a,b) •

(b) tunkea Mt (reap. mt ja polospojlta ahora (resp. zdola) na <a,b)

(e) t ja spojlU v bode x< ,)mr(x) = Mt(x).

Dala polotta

G(t) = { [x,y ] € E2

a dokdta, Ie

x e <a,b >. mt(x) ~ y "Mt(x) }

(d) mnoUna G(t) ja uzavrenll v Ei'

(a) t E R «a,b» (; >i\2G(t) = 0 (kda Il. 2 ja Leballiluaova aira v E2).

~~!29~ Pou~ljta Fublnlovu vetu, obdr~ita

Pokusta sa z (e) a (a) odvodit dtu (a) v 1.M I (Vlz U~ [T], dodatak
D.III.).

X

F(x) = J t
~a

(R) ~ f = O. Potom...
nulova I jak jema ultazal1

( a,b> '

> 0 } je

BuCl tER «a,b», t~O v

mnoUns Ht = {xe <,.,b>; t(x)
jU v 1.II.d.

(e) V kspitola 0 Leballiluaod lntegrlllu doka!eme vetu:
I-

"t E ~«a,b»,- t" 0 • (1.) jt = 0 =l> Ht ja nulod" •...

( b)

~ Cvlcani

(a) BuCl t E R «a,b», t >0 v6uda v (a.b> , potem

,S.

(R) J t >O. Doka!tal...
~~!29~ Pou~ljta 1.C a 1 •• cl uva!ujta tunkel
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( d) Plat! takovato v~ta:
I-

«e e R«a,b», ~~ 0, (R) J f =

objem nula"? 4

o =-> mno!1na H~ ~ Jordan-Peandv

Md!e mit v tomto pf!pad~ mno!1na H~ !!!~~t Jordan-Peandv objem ?

(e) V kap1tole 0 Lebeagueov~ 1ntegralu dale dok8!eme v~tu:

I
"~E:£ « a,b»), ~'" 0, H~ nulova ~ (L) J t = 0"

a.

plat! analog1cka v~ta pro R-1ntegral a Jordan-Peandv objem?

(~) Doka!te v~tu:

"Bua ~ € H( (a,b», ~"'O. Potom
$.

(R) J ~ > 0 (=> mnof.ine H~ obaahuje interval ...
a.

!!~!l?~~ Necht <c,d> C Hf • Potom pouU tim ( a)

4- d.

J~:.J~>o.
a.. C .I-

Necht naopak (R) J t >0 a necht mnoUna Zt = { x E. <a,b) ;
a.

~(x) = -I je husta v <a,b > . Ozna6!me-l1 Kr ..noHnu bodd spoj1tos-

t1 ~unkce ~ ,je <a,b > - Kr nulod a' K~C. Z~ Tedy lOnoHna
(a,b > -Z~ je nulova a pouUjeme-l1 teor11 L-1ntsgralu, dostaneme

4- 4-

(R) Jt = (L) J r = (L) / ~ + (L) I t = 0 •

a. a. Z, (IL,I->-Z;-

Podaf! se vam vymyalet ddkaz'bez pou!1t! t-1ntegralu?

(g) Bua ~e R«a,b) ), ~ ~ O. Poto .. (R).! ~)O pro kaldi interval

. '"<oe,,;4>C.(a,b) ,prav~ kdy! mnoHna Zt je Hdka. Dokaltel

~ Problolm. V·l-l.b jsme ukazal1, !e plaU lIOpl1kscs:

"tE. R( <0,1» !,>l1mi
/1 .... _

n

L
1=1

4

t( i ) = (R) J ~
D

"

o
Zkouaejte vlastDOst1 sysUmu R « a, b >)

•
De~1nujme nyn! syaUm ~unkci R « a,b» takto:

ban
II « a,b » = ..{ f;ex1stuje vlastn! lim 7.L f(a+17/...... 1=1

b~a )}

.I.

tell « a,b » ozna6lOs hodnotu poalsdn! l1a1ty (~) f f

a "1ntesr81u" (~) It
.4,
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(vztah k R-1ntegralu, 11near1tu, monoton11, ad1t1v1tu, ab801utn! konver
gene1 a j.). Zkusta 81 tat 8pof'it8t nil j8U pf'!k18dy, kupf'.

(~) I D, kde D je D1riehletov8 tunkee.
e
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2. J 0 r dan - Pea nOv Objem\

Obeah: A. Charakterietick4 runkee mnoliny.

B. Jordan-PeanOv objem.

C. Cvi~eni a prob16my.

A. CHARAKTERISTICKA FUNKCE IIN02I1lY

~ Detiniee charakterlstlck6 runkee

Necht je Mna l1bovold mnoHna P. Kald6 poclmnoUn6 II C P pf'if'adi
me relllnou runkel ell derinovanou na mnoUdl P (tj. ell: P - 11') vztahem

pro

pro

x Ell

xEP-1I

Funkel ell nazveme eharakterlstlckou runkci mnollny II i tato runkce je tedy
derinovllna tak, Ie v bodech mnoliny II nab$v' hodnoty 1 a v bodech mimo mnollou
II hodnoty O. Ukllieme, Ie runkce clI akute~n6 "charaktarleuje" mnollnu II.

Pf'edevAim pro Ilbovomn6 mnollny II,N C P plati

II = N< ~ = eN '

kteroulto ekvlvalenel jist6 sami lehko doklltete.

Na drube stran6,
jiei pouze hodnot 0

ne) mnotlny II. sta~i

l1bovoln4 rellln4 runkee ¥' derinovad
a 1 je charakteriatlekou tWlkei o6jak6
tout poloU t

na P a nab$va
(jednozna~n6 ur~a-

II = { x € P i If '(x) = 1 }

potom zh jm6 If = ell •

PodIe pf'edellaho exlstuje tedy (v""jemn6 jednozns~n6) proeta zobrszeni eyst4
mu vlech poclmnolln dane mnoliny P na syatem vlech re41n$eh tunkei na P , nab$
vaJicieh hodnot 0, 1 , realieovena vztehem

II

~ Vlaetnostl clI

Buche II, N, lin C

a) IIr It <->ell

II C P.

P • potom

~
eN '
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b) cil U N = max ( clI ' cN) , C III)N = m1n (cil ' cN) , C
II_N = ~ - Cll n N ,

- /c) III C 112 C ••• , u: = U II >c clIn=l n lin-d) Ill:> 112 :> ••• I II = n .n -'> cil ----.... cil .
n=l n

n ,

x Ell, ex1stujeJe-11

C~(x) = 1 a

= 0 pro veechnacil (x)
n

x Ii; P

potom ovilemn ,

x Ell, jeNoni-11

11m cil (x) = cll(x) •
n

pro v§echna k ,'lit

cil (x) = cll(x).
n

a opH telly

1111ltsdy

11m cil (x)
n

n tak, ie

Ddkaz. a) Necht lieN ; je-11 x € II , je 1 x € N a clI(x) = cN(x) = 1.

Neni-11 x € II ,je clI(x) = 0 a nerovnoat clI(c) ~ cN(x) plati. Obracen~, bua

cil ~ c N a zvolme x € II • Potom clI(x) = 1 a telly te~ cN(x) = 1, tj. x € N.

b) lIamo dokazat rovnost dvou funkci, clI U N = max (cII ' cN) , musimo tody

ukazat, ~o cIIUN(x) = max (clI(x), cN(x) ) pro ka~di x € P. RozlHenim jednot11

v:/ch pt:(padd (x E IIUN , x ¢ M UN) doatanome lehko tvrzeni.

c) Podle pfadchozi ~ast1 je clI ~ cil ~ '" ~ cil • Mame ukazat, ~e
1 2

= cll(x). pro ks~de x € P • Zvolme

•
B. JlJmAli - PKAIIUV OBJEII

Uvaiujae uzavhn;1 1nterval (a,b). Kddemu 1ntorvslu (a1' bl>C (a,b>

umime pf1fad1t ur~1ta ~islo - jeho delku - miru, kterou ozns~1me symbolem

vol « a1' b l >) = b l - sl • ChUl1 bychom nyni pHrozen;1m proz6nenim pojmu del

ka pfifad1t 1 j1n;1m podmnoiin8m <s,b > ~islo, ktere by odpovidslo jej1ch

"dalkaa" ~1 "miram". J1n;1m1 slovy, chcome vybrst mez1 dom1 podmnoUnsm1 <s,b)

j1stou tfidu mnoUn n s kaide IIlnoiine A E;t chceme pf1fadit re81ne ~islo

VA tek, aby platilo:

V A ~ VB I

AUBE.Jt,

o
AEB ~

, A () B = riI ===l>

A€n ~

At BEn

A, BEn

( I)

( II)

(III)

)I (A U B) = V A + VB,

(IV) I C «a,b) Je 1nterval (uzavhn;1, otevl'en;1, polouzavl'en:/) =ol>

:;> I € n. a )/ I = vol I •

PovUantme a1 faktu, ie pro j.nterval I C <a,b) je c I E. R «a,b» a

.&.
(R) ~ c I =vol I (ukaitel) •...
Tento'fa" nB8 vede k nB81eduJici deflnlcl.
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§1 Deriniee :n « a,b» a V.

Neeht je d~n uzavteny interval < a,b) C El • Ozna~me aymbolem

Jt « a,b » syatem vAeeh podmno!1n z <a, b > ' pro nU jsjieh eharakteris-

tiekS funkee je riemannovsky integrovateln~ v <a, b > , tj.

3t«a,b»~{ Ac<a,b); eAER«a,b»}

Pro ka~dou mno!1nu A E n (( a, b» polo~me

l-

VA ~ (R) J eA •

a.

Systemu mnoUn It « a, b » budeme tikat system vAeeh ,t~~!n..:~!..n~'!..s~~.!!~.!-

~!-l!'t,,-h_mnoUn v <: a, b> a zobrazeni II ()J: J7. « a, b > ) -.,.. El ) pak :l2,,-d~!!.-

~e~.!'.~_~,tem, ~islu V A (pro A En « a,b» Jordan-Peano.v objem mno!1ny A.

~ Pozn~mka

Oislo V A a system

sledujicim smyslu: je-li

i A E rc (( a2 ' b2 » a

n (a,b»

A C <al'b l )

"nedvisi" na intervalu <a,b)

n <a2' b2 >, A E. 3t (<a l, bl >)
v M
, je

I;
(R) J eA •.

a.
Doka~te semi toto tvrzeni pou~itim vet 1.18 a 1.19.

II daHim ptedpokl~~me. ~e je pe vne d~n interval (a, b>C El •

~ Vlastnoat1 n «a.b >)

D~le ayatem

l1bovolneho

Ddkaz.

A.8€i!t«a,b» ;>AnB.AUB,A-BCi/t.

1t « a,b » obaahuje vAeehny podintervaly intervalu

dr-uhu a rovnA~ vAeehny jednobodove mnoUny v (a, b> •
<a,b)

(In) Funkee eiJ je identieky rovna nule v

identieky r-ovna jedne, oM tedy leU v syatemu R
<a,b> ' runkc e

«a,b».

( IIn) Bull.te

plyne z vet 2.2,

A,Ben«a,b» • potom e A, eB € R«a,b>

1.16.C a loll.

a tvrzen:i

Sami doka~te (viz obdobne ptiklady 1.3), ~e eharakteristiek~ funkee intervalu

~i jsdnobodove mno!1ny leU v R «a,b».

- 47 -



[IIl Poznamky

Systemu mnotin, ktery splnuje po!sdsvky In' lIn' se nekdy i'ika te~

algebra mnoUn (viz odstavec l3.l). System:lt « a,b» je tedy algebra IIno-
!in (v lntervalu (a,b> ).

~ Vlastnost1 V,

AcB

1.(\ B

(I V )

(II lI )

( III)I )

(IV V)

I.E. n ~VA ~

li fIl = 0 ,

A,BE.n,

A, B € n ,

o ,

> VA ~ VB,

= III >V (A U B) = li A + II 8 •

Navic VI = vol I pro ka!dY lnterval Ie (a,b) a l/({X}) = 0 pro kdde
xE. <a,b) •

Dl1kaz.
Tvrzeni plyne lhned pomoci vety 2.2

(poutij 1.12, 1.11, 1. 3).
ze znamYch vlastnosti R-lntsgrelu

~ Deflnlce.

I.E. Jt
je system veech omezenYch
a V je Jordan-Peano.v objem.

Pro ka!dou mno!inu

Uvedomte ai , !e system n j1Z

Ka!de omezene mno!lne A C.E l mo.!eme - pokud jeji Charakterlstlcke funkce
je rlemannovsky lntegrovatelne v nejakem uzavtenem lntervalu <a,b)
obsahujicim A - ptltadlt rsalne eislo, Jordan-Peano.v objem A , nezevlsle
na volbe (a,b) (Viz poznamku 2.4).

Oznaeme tudi! n. = Ql n: ( <-n,+n) )

meme dsflnoveno Hslo II A. System n
jordan-psanovsky metltelnYch mno!ln v El

Odvoate saml zakladni vlastnostl n a V
netvoti algebru, ale pouze okruh

~ Poznamka.

Systemy It
a pro.nlko.. Naprotl
Ptesneji - neplat!

a n « a, b » jsou uzavteny na tvoteni koneenych sjednoceni
tomu jl! nejsou uzavteny na operacl nekoneenaho sj8dnoceni;
nasledujici lmplikace

An E. n « a,b» =)
00

U An E. n (<a, b ».
n=l

charak
neni

Oznaeime-ll symbolell Q mnoUnu veech raclonalnich Usel v <0,1) , je
sjednocenim spoeetne mnohs mnoUn z n « 0,1» a Q f. n «0,1) )
terlstlcka funkc8 c Q js totl! Dlrlchletova funkce a ta (vlz pt. 1.3)

R-lntegrovatelna.
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c. CVI~ENt A PROBLtKy

~ Horn! a doln! objem

Bua A C El omezen~ mnoHna. Exiatuje interval <a,b > talc, h
A C(a,b).

Definujme

~A doln!m a horn!m Jordan-Peanovym objemem mno!iny A.

v,.A ~ JI.. B •

a nazv~me ~!s la l{. A ,

UkaHe, !e,

(a) definiee V" A, V* A nez~via! na volb~ intervalu <a,b) ,

(b) 0'; v,. A ~ J!' A < + 00 pro kddou omezenou mnohnu 1 C El •

(e) A € Jt <: VJ{j. = V*A

(d) jsou-li A, B omezene mno!iny. A C B. potom
V*A <f )I*B ,

(e) j eou-eLt. A, B omezene a diajunktn!, potom plat! nerovnoati

l{,A + V...B'; V.. (1 U B) .:; V.. A + J!' B ~ V"(1 U B) ~ y* A + v*B.

(f) je-li A C (a,b> , potom

),I.. A + !J" « a, b) - A} = b - a'.

(a) Bua A C El omezene , potom

J1'A = inf {t vol Ii; U Ii:J A , Ii
i=l i=l

doka!te I

jaou uzavi'ene intervalY}

N~vod. Jsou-li uvedenou vlastnoati, je
n

II" Ii = L vol Ii •
i=l

Dele pou!ijte definiee horn!ho R-integr~lu.

(b) Uke!te, !e vztah (*) plat! i v pi'!pad~. kdy

valy. D~le dokaHe, !e v ( .. ) ae mo.!eme omezit

po dvou diajunktn! ,I

Ii jaou otevrene inter

ns 1ntervaly, ktere jaou

M Jiml definiee n e V,

Bua A C El oaeaene mnohna. Definujte horn! objem y" A podle

vztehu (>t)v 2.B, d~le def1nujte doln! objem !J.. A podle 2.A.f (UkaHe.

!e definiee !J.. A nez~via! ne volb~ intervelu <e, b) I}.

PoloHe

n ={ A C El; A je omeze na , v.. A = V' A} ,

27511 P,f.
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pro A € n bua

odvoate vlastnoat1
VA= l1.A

J'l a V
"= V A) Na z~klade techto def1n1c

Pozn~mka. IInozi autor1 pr~ve timto zp~sobem definuji objem omezenych mno~in v El
a nepotrebuji k tomu tudi~ teorii R-integr~lu.

~ Charakterist1ka at

(a) Bua II € n: , E C El
ot .-

)I E; V (E n 14) +

omezerui. Potom

V'(E - II ).

Doka~te!

...
.li(EnM).)} II +

N~vod. Ze vztahu E; (E () II) U (E - II) pOllZitim 2.A.e doatanete
)I"E!f )lot(E n II) + V"'(E - M).

Na dr-uhe strane (opet poutItim 2.A.e)

* fIE. * _ItV E + V II ~ V (E U II) + V (E n II) ~ l/ (E - M) +

(b) Bua 14 C El
mDo~inu E J

omezena , Necht vztah (....)

potom II € fJt • DokaHe I

plati pro ka~dou omezenOll

N~vod. Necht lie <a, b) , potom z(-) ;llyne (volime E = <: a, b) )

b - a = V"II + V"( (a,b) - II),

tudU lJ.. 1I = /11 (pouHl1 jsme 2.A.fl.

Pozn~.ka. Ume te dy vy sledek:

II ~ at ,pr~ve kdy~ vztah (KX) plati pro

Def'1nujte horni objem VI< pod1e 2.B a syst~m

z Uto def'in1ce z4kladni vlastnost1 systemu ?t

)I'" uva~ovan~ pouze na sysUmu?t (viz U~

ke~dou oaez enou mno~inu E eEl'

at pou~itim (••). Odvoate

a z~kladni vlastnosti funkce

c vLeen f l).J.c)

~ Cv1cen!,

jSou po dvou d1sjunktni uzavrene 1nterva1y takove, ~e

A ).

(pouHjte 2.B).

je uz~ver

TudH

dokdtel

n

I.e U
1=1

ztejd.

A E. n.A IE ;n • PotomNecht( b)

(a) Bua A CEl omezen~ mno~1na. Potom

Dokdte I

N~vod. Necht {I}....
1 i'1n

A C U Ii' Poto.
i=l

Obr~c.M nerovnost je

N~vod. Pou~1jte nerovnosti

V.-A !f VitA !f v."'r .. lJ"'A

( c ) Plati impl1kace: A e: ?t =9 A e: It ?

(d) Bua C C (0,1 > Cantorovo diskontinuUIB. Potom C E n
Dokdtel

a .liC = 0 •
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(e)" Bud B € n perfektni, Hdka mnoUna. Potom VB = O. Dckaz t.e I

(f)" Lze nektery z ptedpoklad~ 0 mnofine B v (e) (B ~ It ,perfektnoat.

Hdkoat) vynechat'l

~ CViceni.

Necht KeEl

Potom Je K EO:

Je kompaktni nulova mnofina (viz 1.L).

iJ1., a V K = O. DokaHe

~~~o~~ PoufiJte definice nulove mnofiny, Borelovu pokryvaci vetu a 2.B.

12.G"1 Jeete charakteriatika R « a, b».

Bua f omezena funkce v intervalu <a,b > ,necht Cf Je mnoUna veech

bodo. nespojitoBti :funkce r v intervalu <arb>. Potom

f E: R( (a. b » , prave kdyf existuJi uaavfe ne mnoUny

objemu Dula tak, ~e

00

U F
n=l n

~~~~d_~~~~z~: PoufiJeme cviceni 1.M. Tam Jame ukazali, fe Cf
kua An Jsou kompaktni mnofiny. Ma-li kafda mnofina An nulovy

obJem, Je tef nul.ova a tudH i Cf Je nu l cva , Obrac e ne , Je-li

va, Je kafdtl mnofina An nulova. Nyni ataci pouzit 2.F.

~ Problem.

Cf nulo-

V souvialosti a ptedchozimi cvicenimi lze formulovat nasleduJici problem:

"Je kafda nulova mnofina v El (viz 1.L) aJednocenim epocetne mnoha

mno~in objemu Duls?"
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II. NEW TON U V INTEGRAL

Newton~v i n t e g

Obsah: A. Definiee N-integralu.

B. Zakladni vlastnosti N-integralu.

C. Metody vypoetu N-integralu.

.D. Integral a ploeha.

E. Vety 0 sttedni nodno t e •

F. Existence N-integralu.

G. CviCeni a problemy •

A. DEFINICE NEWTONOVA INTEGRALU

Q.;2] Definiee. Neeht funlcee f je definovana v Lnt erv a Lu (s,b) C E l •
Necht
(i) existuje primitivni funkee F k funkei f v (a,b),

( 11) ed st, uji vlastni limity

NewtonOv integral funkee f

~

(N) J f = ~~;:(x)
" -

lim F(x) , lim F(x)
x _1-_ x_a+

pres interval (a,b)

lim F(x)
x....., Q+

definujeme vz t.af-eru

J nehrozi-li nedorozumeni; tikejme takepUme tetJUsto

System veech funlcci
~

(H) J
"

splnujieieh (i) a
~

J...

(11) znaeme N«a,b»).

~ Poznamky.

(A) Ukalte. te definiee

~

(H) ~ f nezavisi na volbe primitivni funkee F.

"
poutivame tet symbolOlim F(x)

..x....... a.,.
(B)

(C)

Miato vyrazu lim F(x)
••s- ,,~'"

[F (x) ] • [Ft- .
x-a a.

Je-li F primitivni fuTee k funkei f

f c H«a,b» a (N) 1 f = F(b) - F(a).

"
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(D) Je-li f spojita v (a,b) , potom f E N«s,b» • UkaHe!

~ Poznamka. Ma-li funkce f mit v (a,b) N-integral, muai mit ptedeveim

v tomto intervalu primitivni funkci. Tudi1 (viz [Re-PrJ ' referat 1, od.t.3)

(A) funkce f musi byt na intervalu (a,b) darbouxov.ka,

(B) funkce f musi byt na intervalu (a,b) funkci Baireovy prvni ttidy,

e pe c t aLne :

mnozina bod~ spojitosti funkce f musi byt v intervalu (a,b) husta.

Podminky (A) a (8) jsou tedy nutnymi (ale nikoliv postacujicimi) podminkami

k tomu, aby funkce f lozela v systamu N«a,b». Zkoumejte exiatenci N-inte

gralu pro funkce z odstavce 1.3!

13.41 VHa (vztah R a N-integr81u),

Je-li f E: R( <a,b» () N«a,b» , je (R)

J.

= (N) J r

"

Ale podle nasi definice je

je primitivni funkce k

Podle 1. 29. c je

F(b) - F(a).

v (a,b);dodefinujme F apojite v bo-f

( N)

- F (a)F'(b)

Ji

a.

D~kaz. Neoh];

dech

Poznamka.

Uvedomte 8i,!e N-integral mft~e existovat i pro neomezene funkce (rovnA~

t ak ptipoustime i ne omeze ne intervaly). Neni tedy N«a,b)) c. R« a.b », stac!

vzit kupt-, funkci 1 intervalu (0.1). Potomna

V 2l-x 1
1 EN«O,l» (cemu je (N)I 1 7 ) a at dodefinujemeraven ,

V l-x2 o V l_x
2

f'unkc L

mu

1

Vl_x2

R«O,l» •

v bodech 0,1 jakkoliv, nikdy nem~ze tato fUnkce lezet v syste-

Lze dcka aet , ae e x Le't u j I i oreoa ec e f'unkc e na intervalu <0,l> J ktere tam

maj! N-integral a nemaji R-integra1. Ala to jejH tHe!. viz kupt. [:7T] ,
pt. 8.54.

Obrecen~ I neni ani

z 1.3.c ci 1.3.d.

R «a,b» C N«a,b» • Jako ptiklad poslouH funkce
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B. ZAKLADNt VLASTNOSTI N-INTEGRALU

~ Veta (linerita N-integralu).

Necht e,« EN«a,b) ,oV, jl E. EI

o(,f+ Il g E. N«a,b» a

Potom

4.

J (tXf + 11 g) =

"
(V~echny integraly - i v dal~im - chapeme pochopitelne jako Newtonovy).

Dllkaz. Buate F,G primitivni funkce k f,g v (a,b) splnujici podmf nku (11)

z defLnt.c e 3.1. Potomfunkce p =o(,F +;3G je primitivni f unkcf k f'unkc L

tXf + J.g v (a,b) ate! splnuje podminku (11).

Tvrzeni plyne ze vztabO

11m if> ( x) = tJfv 11m F(x) + ;J lim G(x)
x.. a+ x -. d+ X_Q+

11m cj {x} = ,;;(, 11m F(x) +1 11m G(x).x.... k x-k_ x_*
~ Veta (monotonie N-integralu),

Necht f,g E. N«a,b» , f ~g na (a,b) Potom
J.

Specialne J f ~ 0, jestlUe f'" 0 v (a,b)

'"

t-

ff
"-

a fE.N«a,b».

Dllkaz. Necht f E. N«a,b» ., f ~ 0

na ( a, b) • Potom F' = f "' 0

Odtud plyne,!e lim'F(x) ~

" -..6-_
dokezane na funkci g - f

v (a,b). Bua F

v (a,b), tudH F

lim F(x). V obe cnea
)( ~a+

primitivni funkce

je nekle sajici v

ptipade aplikujte

k f

(a,b).

prave

~ Poznalllky.

Poznamenejme, !e neplati (na rozdil od R-integralu) nasledujici implikace:

(a)

(b)

~ Veta

f€.N«a,b» \>1 r ] E: N«a,b» (ptiklad uvedeme p oz de j L, viz

3.21), lze tedy tici, h N-integrel je neabsolutne konvergentni,

t , g E. N«s,b» -) f.g E: N«a,b» (poloHe f(x) = g(x) = /x

na (0,1) i,

(N-integral jsko funkce intervslu).

c

= 1 f..
Necht f e: N( (s,b», a(c (b

J~..
Potom f E N«a,c», f E N«c,b» a

(Viz poznalllku 0 korektnoeti v 1.18!).
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fEN ( (a, c ) ). ObdobnA fEN ( (c , b » a

Dllkaz. Necht F je primitivni
F primitivni funkci k

funkce k f v
f i v (a,c)

(a,b) splnujici (ii). Potom je
a lim F(x) = F(c). Tedy

x ... a:

e
= Jf +...

I-

Jf
e

3.9 VAta (N-integr41 jako funkce intervalu).

Bud f E N«a,c» , f E N«c,b» , necht funkce f je spojit4 v bodA c.
~ c I-

PotOll f E N( (a,b» a J f = J f + J f
... ... '"

Pozn4mka. Ptedpokled spojitoati funkce
UveClte ptikladl Tento trochu neptijemn$
zobecnAn4ho N-integr41u v kapitole 4.

f v bodA c nelze vynechat,
ptedpoklad odstranime at zavedenim

Dllkaz. Sta~i pouze dok4zat, te f E N«a,b», rovnost integr'ld pak vyplyne
z ptedchozi vAty. Necht Fl (resp. F2 ) je primitivni funkce k f
v (a,c) (z-e ep , (c,b», necht r:. = lim Fl(x) , r = limF2 ( x )
Pololme 1 x -po f!_ 2)("" c.

v intervalu (a,c),
v bodA c ,

+ i r: - 1: v (c,b).
I 1 2.

Potom F'= f ur~itA v (a,c) U (c,b) • Ale

= lim F'(t) = lim f(t) = f(c)
't-c!_' t ...(!'_

(kterych vAt poutiv'me?), obdobnA F;(C) =
Odtud jU snadno vypIyne, te f E N«a,b»

f( c). Tedy F' = f v

(provedte do·koncel).
(a,b).

~ VAta (N-integr4l jako funkce horn! meze).

x E.(a,b).

je prilli-

pro

pro

tj.

x
.i.],...

f v (a,b),

BuCl f E N«a,b» , p
tivn! funkce k funkci

x e: (a,b) POtOll

(on l fY= f(x)

(Porovnejte obdobnou vlaetnoat R-intagr41u, viz vatu 1.26).

Dllkaz. Necht F je primiti voi funkce t v (a,b). Poto.
J(

Jf = F(x) - lim F(t)
... t ....a •

J(

pro kdd4 x €(a,b) . Tudn J t je priaitivoi funkce k t " (a,b)....
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C. METODY VtpO~TU N-INTEGRALU

V tomto odstavei uke!eme konkr-e t.nf metody pro vypocet New t onovy ch integrelu.

Jaou vicemen~ zaloteny os zakladnich vlastnostech primit1vnich funkci.

(j.nj Veta (integraee per partes pro N-integrely).

Neeht f'unkc e f,g maji v intervalu (a,b) primitivni funkce f, G •

Potom
~ "- 6-

( N) JFg = [ F G] - (N) If G (,,) ,
a. a. a.

maj!-li v t e t o rovnosti alespon dva ze tfi vyrazu smys1.

Dukaz. 1. Ptedpokledejme zprvu, !e Fg, fG E N «(a,b».

Fg, fG v intervalu (a,b) primitivni funkee 1f ,
vlastni limity v krajnieh bodeeh intervalu (a,b).

e 'El (proc7) tak, aby

v (a,b) •

EXi stuji tedy k funkcim

1> a tyto funkee maji

Dale mu!eme nalezt

2. Ptedpok18dejme nyn!, !e prave strana uva!ovane rovnosti (,,) ma smysl.

Neeht 8 je primitivni funkee v (a,b) k funkei fG. Lehko zjistime, !e

funkee FG - 8 je primitivni funkei k funkei Fg v ittervalu (a,b)

(FG - 8).' = fG + Fg.- s ' = fg) a!e vyraz [FG - B1. ma smyal (co ae

tim vlastne rozumi7) Tudi! Fg £ N «(a,b» a podle prvni caati dUkazu plat!

(,,) .

~ (substitucni metoda pro N-integraly).

Neeht funkee 1 je apojita a ryze morotonni v intervalu «(1(,;1) ,
ne eht 'I (U;(, J ) = (a, b) • Dale pf-edpok Lade jme, !e exiatuje vlastn!

derivaee f' v U;(,;1) a yJ '(x) f. 0 pro kaZde x E. (0(,/ ) (neplyne

tento po!adavek ji! z ptedpokladu ryzi monotonie yo 7) • Neeht F je

funkee na (a, b).

Fotom
t.. -t1

(N) JF = (N) / (j,' * t) . It'l,
a. 0<.

existuje-li jeden z napeanyeh integralu.

DUkaz. 1. Phdpok18dejme, !e F E N((a,b». a pro urcitoat ta!, !e funkee tf je

roatouei v (tJG, (1 ) . Exiatuje tedy primitivni f'unkc e <} k funkei F

v (a,b) a vlaetn! lim 1> (x) , lim..! {x ) • Ze zakladnieh vet 0 primitiv-
x.... at x-..l-

n fch funkcieh vime, !e funkee I*" t je primitivni funkci k funke1
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,
[p~ -r-(F .. f ) . r v (o(,!), vyraz smysl s

tX.

/~
$. ~ I!

I

= [ p] = [f ..r] = J (E ~'!)·f·
a. a. t( II<-

If
U na s p «a.b» = (0(,.;.0 •

2. Neeht "Ifni
=5')-1

(s,b)

(E" if )
inverzni

I
;,0 E: N(s.b)

.runkc e k funkei
) ( )P op~t rostouei). Bud

p . Potom r je rostouci, spoji
pf'icem1

I 1
W (t) =~~--
T )p'er (t»

pro ka1de t € (a, b)

Pou1ijeme-li ji1 dokazanou prvni cast. obdr1ime

,4 .l-

I (Fff if) t/= ! (~' *11f If ) .Y~7f' 1~~

D. INTEGRAL A PLOCHA

=

~ V tomto odstavei uka1eme, jak zkoumani pojmu "ploehy· vedlo k definiei

intsgralu. at ji1 Newtonova ci Riemannove. V kepitole 0 R-integralu jsme

vidUi, jek,Ym nazornym zpOsobem (pomoei vepisovani a opisovll.n! ·obdelnakO")

se doAlo k definiei tohoto integralu.

Bua f spojita a ne sap or na runkce na uzevtenem intervelu <e.b >.

c

f
D

A
a

·8

Zajidme se 0 ·ploehu" obrazee ABCD. tj. 0 ploehu

o ,;; y .: f( x) } •

Neeht ka1de mnozine tohoto typu (tj. vlestne kezde spojite nezaporne funkei

ne libovolnem uzevtenem intervalu) umille ptitedit realne cislo P(fja.b)

("ploehu· mnoziny lI(fja,b)) tak, Ie jSou splneny nasledujiei eXioJDy:
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(P 1)

(P 2)

(P 3)

Pro kaZde c;" 0 je P(c;a,b) = c l b-ea ) ("plocha" obdelnika!).

Pro a(c <b je P(f';a,c) + P(f';c,b) = P(f';a,b).

Je-l1 M(f'; d,(1) C M(g;a,b) (tj.(t>::,;$> C (a,b> a

o ,;; f' ,;; g na <sc ,J» je P( f'; o; '/ ) ~ P(g;a, b) .

Poznamky •

(A) Je-li f' apojita a nezaporna f'unkc e na <a,b) a poloZime-li

4-

P(f';a,b) = (R) If'.
a.

vyplyva z vlaatnosti R-integralu, to f'u nkc e P(f';a,b) splilUje pozadavky

(P 1) - (P 3).

Uka~te naopak z axiom~ (P 1) - (P 3), ~e

s.
P(f'; a,b) = (It) J r .

a.

l'~'!..0E~ BUd D "-~«a,b», potom

s(f',D) ;;, P(f';a,b) ;;, S(f',D) •

(B) Z (P 1) a (P 3) plyne, ~e P(f'; e jb ) ~ 0 •

)3.141 Veta. Je-li f' spojitl! a nezaporna v <a,b > a poloUme-li

F x ---- P(f; a,x) , x E <e,b>

(F(a) = 0) , je F' = f v<a,b).

Jinyml slovy ·plocha": x_ P(f';a,x) je prlmitivni f'unkci k f'

v (a,b).

D~az. BUd X o Eo (a,b) Potom pro b-x ><:»0o je

P(f'; a, X o + Do (podleP2).

Zvo lme 'E > 0 a nale aneme d > 0 t.ak , aby pro

x e: (xo ' Xo + J" > (C < a, b > )
platilo

f'(x
o)

- E < f'(x) < f'(xo) + E •

Potom podle (P ) je pro kaMe h €. (0, ,f )

x + h) ,;; P(f'·xo I 0 I

Odtud podle (P 1) dostavame
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tJ.

Tim Jeme dokaze1i, ze

der-Lvac L z Leva a pro
F';(xo) = f(xo)'

bodY X o = 8. X o =-
Obdobne tvrzeni dokazete pro

b.

Jina pr1m1tivni funk-

f> = F + f (a)

F(b) • Je-11 fuakee sO
<a, b > ,vime j iZ, h

\3.151 Poznamky.

(A) V1dime tedy, ze P(fia,b) =
ee k funkei f v interva1u

v <a,b> ' a tudiZ

P(fi a,b) = f (b) - f (a).

V poaledn! formulce je vlastn~ obs8~en "geometrickj vyznam" NewtonoVB

integra1u.

(6) Shrnme nyni uvedena vya1edky a uvedomme a1 prob1ematiku zavadEini inte

gra1u.

Vys1i Jame z nazornaho pojmu p10ehy P(fia,b) (f apoJ1ta (a nezaporna)

v <a,b > ) a pomoc f vepiaovani a opisovani "obd81nikd" Jeme dosli k de

finiei Riemannova integra1u. Na druho atrane, jak jame prave vidEi1i,

·p1ocha" nas taz vsde prirozenym zpd50bem k definiei integra1u pomoei

primitivni funkee. Jiz vime, ze pro spoJite funkee davaJi obe dafiniee

tutez hodnotu 1ntegra1u. Rozsirime-1i nyni definiei R- a N-integra1u

i n a sirsi ttidy fUakai, nez jeou funkee apojiU, doataneme JiZ ptis1ueno

ayet8my • integrovate1nyeh· funkci rdzne.

E. V~TY 0 STnEDN1 HODNOT~

~ 1. veta 0 stredni hodnote

~

tak , ze I fg = f (5)
a

g ,. 0<a, b>' nechtv intervalujeou spojite

e xt e tuje

Necht funkee f,g

v <a, b >. Potom

(Je1ikoz fuakee

integraly ehapeme

f,g jeou apoJite v

jako Riemannovy ci
<a, b > ' je
Newtonovy. )

jedDo, zda uvedene

Ddkaz. Tvrzeni Je zrejme v ptipadEi g = 0 v <a, b >. Neeht tedy exiatuje

to £ <a,b> pro nU g(to) > 0 OznaCime-li
s:

A = j g ,je A > 0 (viz tteba eviceni 1.C). Fuckee f je v interva...
1u <a, b > omezene (proc?), po1ozi.e
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m = min f, II. = max f v (a,b) •

Potom mg ~fg "JI.g v <a,b> ,odlmd plyne

./.. .4- .4

m J g ~ J fg " II. J. g
a. a. a.

.4

a m ~ i I fg ~ II. •
...

EXistuje tudH rE(a,b)

v <a,b>!) tak, Ie f( f)
(funkce f

f.

= i / fg
<l

je spojita, a tedy darbouxovska

~ 2. vita 0 sttedni hodnoU.

Necht funkce f ,g jsou spojiU v intervalu <a, b) , necht funkce g je

v intervalu <a,b) monotonnL Potom eXistuje fE<a,b> tak, ~e

4 f .l-f fg = g(a) I f + g(b) / f

a. a. f
Dllkaz. Sua F primitivni funkce k funkci f v <a,b) , F(a) = 0 (exiatuje?l.

Potom
I.J fg =

a.

4-

-jFg'
...

(Vlechny funkce jsou spojita v

nemlni na intervalu <a, b >
chozi l.vltu 0 sttedni hodnotl,

nost!

<a,b> I, lze uUt vHy ).11). Funkce g

sve znsmenko (pro~?); pou~ijeme-li pted

obdrUme existenci f (; <a,b > s vIast-

Tedy

,I.

I Fg' = F
...

4

(f) / g' =F (t) (!l.!b) - g(a) ) •

4 ,tJ fg = [FgJ - F( >) (g (b) - g(a) ) =
a.a.

g (a) (F (5) - F (a) ) - F'f) )= + g(b) (F (b)

t

Tim je tvrzen! dOkSz4no, nebot F( t) = J f pro k~de tE (a,b>
(podle ktere vlty?). co.

F. BXISTENCi N - INTEGR.<LU

V tomto odstavci budeme vylettovat podminky , za jakjch existuje

Podls definice vime, !e mueeji bjt &plnlny dve podminkY:

(_) eXistuje primitivni funkce F k funkci f v (a,b) ,
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(~) eXlstuji vlastni limity 11m F(x) ,
x-.s+

me nutnou s postseujici Bolzsno-Csuchyovu podminku:

Vime jl1 (vlz 1.27.A), 1e ~E2j~~2~! funkce f je E2!1!£~ji£i podminkou k spln~

ni (~); omezime ae proto v dsl~im pouza ma spojlte funkce v (a,b) a budeme zkou

mat, kdy je ep Lnene p odmfnka (!Nt) • Pro exlstencl vlastni 11mlty lim F(x) zml
x.... s+

BC (v p!'!psde

Ke kddemu

kdykoliv

a € El):

C > 0 e x Ls t u j e S:» 0

x', x" € (a, a + ~)

tak, 1e I F(x') - F(x")I< [. ,

BC (v pH psd~ a = - 00 )

Ke ka1demu C") 0 e xt s tu je Xo tak, 15 IF(x') - F(x") 1< e
kdykoliv x s , x" € (-00 J xo).

13.1s[ VHa.
f € N(

Bua f

(a,b)
spojita a omezena na omezenem intervalu

) . (a, b) • Potom

(a,b). Jsou-livDdkaz. Necht F je prlmltlvni funkca k

md1eme nalbt 5€ (a, b) tak, 15

IF(x') - F(X")! =IF' (p . (x' - x") I = If(f) •

Z teto rovnostl, z ptedpokladd a z BC-podminky plyne

X', x" E. (a,b),

(x' - x") I
tvrzeni.

13.19\ Veta. Bua r spojltl\ funkce v lntervalu <a,b). Potom v pt1pade e c El :

f E N«a,b»< >VE>03li> 0 V x',x" (x',x"E (b- .r,b) ;>

IJ: 1< £) ,

x'
v ptipade b = + 00 :

f € N( (a. +00) )<i >VC > 0 3 Xo V x', x"

xH

(x',x">xo l>!/f!<E).

,,'
Ddkaz. Necht b E El • Je-li

t

F:t-- J f , t E<a,b) , je F prlmltlvni funkce k funkcl f v <, a,b) a
a

f E N( (a,b», prave kdy1 exlstuje vlsstni lim F(x).
x..b_

Nyni staei pou1it BC-podminku a uv~domlt sl, 1e

x. H

!F(X')-F(X")! =I!f!

/3.201 Veta. Buate f,g spojlte funkca v lntervalu <a,b), necht 0;;; f,£ g

na (a,b). Potom
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(a) g € N«a,b» > fEN «a,b» ,

(b) f ~ N«a.b» =9' g" N «a,b».

Dukaz. Necht b € E1 • Zvol!me-l1 x t , x" € (a,b) (x'<x"), jest

x. I ' x "

o~jf,.;;/g
J<' x I

Odtud lehko plyne tvrzeni pomoci BC-podminky (proveote podobne!) •

(A) Uke!eme,!e

.,.,

(N) JS1~ x

a
exlstuje, tj. sin x

x ,;: N( (0,+ 0<) ».

Je-li toti~ x',x" € (0, +00), x'< x" , je

xl!

J sin x
I x

X
[ ]

x"

:::; - ~ COB X

x'

'fud!! pro ka!de x', x" f (0,+ 00) je ap Lnsn a nerovnost,

..< 1- x' I ~ 2 ( 1x' + ~,,)

Nezapomente,

muhme proto

pouUveme7

spojlU a

(kterych vet

lu <x' ,x" >

nerovnost

!e funkce Bi~ x je os lnterva-

pou!ivat vlastnosti R-lntegrelu).

Zvolme nyni E: > 0 • Polo!ime-Il Xo = t ,buds pro x' ,x" > X o sp Lne na

IiN 8~n x 1< *= t:

tud!! 1 BC-podm!nka.

00

(B) Ukehme,!e (N) J181~ x I neexletuJe

o l,,!lI

Nejdtive odvodime. h (N) J I 81~ x I ~ -iF pro kaMe n EN

2(~.')1i

(ln~egr'l eXlstujel pro~ 7).

Z1'ejme

J$'" J" tn1'Is1~ x I dx.Ol 1;~n7l"xl dx =2n~ JIsln x I dx =-tr
2(,,·')1i 2(".,)'ii 2(,,·.)1r
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PtedpokUdejme, tel sin :x
!EN«O,+OO». Pro kez<l~ n E. N polo!mex

=/1
sin xl pro x E (0, 2n 11") ,

gn(x) x

~O pro x ~ 2n W •

Podle 3.20.a je gn E N( (0 ,+00)) pro ka!de n e: N a

00 00 2n'fl n /"Yi

1\ sin
x I ~ J gn = J = E 2(1)~\sin

x Idx ~x gn
i=l x

0 0

n,. L 2 (kterych vAt uUvlime?).
- i =1 """""IF

TudH

00 00

11 sin x dx ~
2 L 1

= + 00 •x T i=l 1
0

(Viz te! cvHen! 3. B. )

~ Dirichletovo a Abelovo kriterium

Necht fUMce f ,g jBOU Bpojite v intervalu (a,b), nechl fUnkce g je

v <a,b) monotonn! a mil tam Bpojitou derivac!. Necht. dli1e buiho

t

(I) fUMce F t------ / f (t € (a,b» je omezenll v (a,b)

a.

a lim get) = 0
t-b

anebo

(Dirichlet)

Po1o!me pro tE (a,b)

(II) f €. N((a,b» a g je omezenll v <a,b) (Abel).

Po to.
I-

(N) J fg existuje, tj. fg E N((a,b» •

a.
(porovnejte s obdobnjm kri teriem pro tady I) •

Ddkaz. Nechl napt!klad b = + 00

t

P (t) = J fg

"-
(pro~ integrlll existuje?) • Potom bude
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fg IS N«a,b» <=> existuje v1astni lim p (t) <->
t-b_

x"

< >V e> 0 3 Xo V x' ,x· (x' ,x· > X o ) I / fg 1< e ).
x'

Zvo1me E> 0 a bu'l.te x:x· E < a, b), x' <
hodnot~ (viz 3.17) existuje f E <x' ,x· >

x" • Podle 2. vHy 0 sttedni

tak. ze

f
= g(x') J f + g(x")

x'

X'I

J fg
x'

x'

if
f

Ptedpokllldejme, !e jsou sp Lneny podminky z (I). Existuji tedy

x e <a, b) t.ak , h
0

Ii I~K pro kaMe te < s,b),

\g(y)!<€ pro kaMe y > x
0

Potom ovi\em pro x',x" > Xo je

x'

1fg .. 4K €- •
x'

Je-l1 epLnenc (II) , existuji C € El' X o E. < a,b) 't ak , :le

I g( t) 1 ,r, C pro ka!de t E <s,b),

XU

I/f I< c pro ka!de x ", x" > Xo

TudH op~t pro x', x· > X o je

II'fg \.. 2C e .

13.231 PHklady.

(A) Vol!lle-li (a,b) = (0, +00), f(x) = sinx, g(x) = ~, plyne ihned z Di....
richletova kriteria,!e (Nl J Si~ x eXistuje.

IJ

(B) Zkoumejte existenci (N)
;

00 x slnx

1 + x 2

o
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a. eVI~EN1 A PROBIDY

(A) Necht funkce f ,g jsou definovllny v jistllm redukovsnllm okoli bodu

Xo ~ El • nekneme,!e f,g jsou slab~ srovnatelne v bode Xo (pi§eme

f X g, x -xo)' jestlUe

existuje tf> 0, K > 0, C> 0 tsk, h K Ig(x)\';\ f(x)1 ,. Clg(x)1

pro ka!dll x E (xo -" , X o + t5' ), x '" xo'

Sami definujte slabou srovnatelnost v bod~ zlevs, zprava s slabou srovna
telnost v nevlastnicB bodech !

(B) Necht existuje lim ...i.iAL = A necht 0 < A < + co. Potom--g(iT
x-a

f>< g,. x ~xo' Dokdtel Lze toto tvrzeni obrlltit?

(C) f,g epojitll a nezllporne

g, x -.. b_ • Potom
funkce v intervalu <a,b) • Necht

f € N«a,b» < ;> g€N«a,b» ,

dokdtel

neexistuje (viz te! 3.21.B).Cvi~eni. Ukll!eme,!e

~!!!.02; Ztejm~ I sin

Potom z nerovnosti I

00

(N)~ Si~ x I
x l;lo sin2 x (x CO E l ) ;

sin x \ ~ sin
2x

=
x x

necht

1 -

x Ie N«O.+OO».

a z v~ty 3.20 plyne, !e 1-cos 2x EN( (0,+00».
x

00

Obdobn~ jako v J.2l.A lze ukllzat,!e (N) ~ COSx2X exietujei tudi! muei
1

bit ~ E N«l,+oo» (pro~?). Lehko V§ak vipo~tem zjietime. !e toto nemO!e

bit.

[l;£1 Cvi~eni.

(A) Bua f epojitll funkce v <a,+ 00 ), necht lim f(x) = 0 •
x....+ClIO

Bua dille c > 0 a polo!me

a+nc

an = J f

a+(n-l)c

an • Dokaitel

Ptedpokltldejme I ie tada
... GO

(N)/f = L
n=l...

21:;71 P5

konverguje. Pote. t E N«a.+ ....»
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(B) Na z~klad~ (A) ukazte, ze (N)

00

/ 81n x
x exiatuje 1

~ Vjpo~et

00

(N) Jai~ x

o
(A) Bull. 1: apojiU v <a,b > • Potom

.l- I-

lim ~ 1:(x) coa n x dx = 11m ~ 1:(x) s1n nx dx = o .n...._ n_..... '"
!!!o_d~ Vyuzijte atejnom~rn~ spojitosti 1:unkce f s odhsd

I/cos nx dx I ~ 2
ii .

0< f t -
(B) Ukazte, ze 11m ~sinxnx dx = 11m Jsin (2n+l) x dx =J sin x dx.

n_oo n"'oo x x
0 0 0

N~vod. UkaZts, zs
r r: 111 ~z 00J sinxnx dx =/ sin y dy a uv~domte si, Ze (N) J 1: =1111. /1:y t ...._
0 0 0 0

v ptipsdi 1:EN«O, +00 ».

(C) Ukazte, Ze Jsin (2n+l)x dx
Ji

sin x = -2-'

0

!~v_~~ VyuZijte rovnosti (pro (I(, F 2k !if):

~ + cos pV + cos 2 {X; + ••• + cos n (IV =

(D) UkaZte, Ze

00

(N) j Si~ x

o

!if
dx = -2-'

sin (n+ ~ ) (I(,

(IV
2 sin 2

sin (2n+l)x dx =

ain (~n+l)x )

N~vod. Podle (A) dokazts, ze----- f
1111. J(Sin (2n+l)x

ain xn_oo

o 11m I x - sin x
= x Ain xn__ 0

a pouZijte (C) s (B).
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Cvi~en!.

v bod6
funkci 7

Polozme

x = 0

f(x) = sin],x
(s jak 7) tak,

pro x # O. Lze dodefinovat funkci f

aby m61a v celem E1 primitivni

[L!] Cvi~eni. Polozte n = { A C (a,b)

vlastnosti systemu Jt
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I 4. Z 0 b e c n ~ n y Newtonllv integral

Obeah : A. Definice a zakladni vlaetnoati.

B. Cvieeni a problemy.

A. DEFINICE A Z~KLADNt VLASTNOSTI

V tomto odatavci zobecnime definici Newtonova integralu a pOkuaime ae tim
vyhnout n~kterym poti!im, ktere a eebou tento integral ptinaAel. Vzhledem k tomu,
!e ae nejdna 0 nijak podatatne zobecn~ni N-integrelu (jak uvidime kupt. v 4.6),
ktere ani po atrance teoreticke neptinaH mnoho novych myAlenek, oae afae ae aku
teenA pouze na definici a nejzakladn~jAi vlaetnoeti tohoto integralu.

Necht funkce f je definovana v intervalu
F je zobecn4na primitivni funkce k funkci

[fIl Definice.
!e funkce
jeatl!!e

(I) F je epojiU v I,

Ie El • nekneme,
f v intervalu I

( II) exiatuje koneena mno!ina K C I tak,!e F

koneen4 mnoho bodll exiatuje derivace funkce
ho bodll plati rovnoet F' = fl ).

= f v I-K (tedy a! na
F a a! na kOneeD~ mno-

B PoznBmky.

(A) Podotkn4me, !e mno!ina K mll!e byt pochopiteln~ prazdna.

funkce je
fu nkce F

= 0 pro
v (0,3).

(B) Tudi! ke!dR primitivni
ale naopekl Kuptikladu
k funkci f, kde f(x)
primitivni funkci k f

te! zobecn~nou primitivni funkci. Ne ji!
= 0 je zobecn4nou primitivni funkci

x E. (0,1) U (1,3), fel) = 4 , ale nen f

(e) Z definice vyplyva, !e neni tteba ea vllbec eterat 0 krajni body intervalu
I (pokud k tomuto intarvalu patti), mll!eme ee proto v dalAim omexit pouxe

na otevtene intervaly.

(D) Rovn~! tak neni nutne ptedpokladat, !e funkce f je definovana y_£!!~!

intervalu I i ataei ptedpokladat (co! dRle budeme v!dy einit), !e funkce
f je definovana e vy J imkou kone ene mnoUny vAude v I.

1.,31 Veta. Bu,he F ,G
Potom 88 funkce

!e F=G+c v

xobecnAne primitivni funkce k funkci f !_!g~!£!~!~ I.
F,G lUi 0 konetantuj ptee~Ji - exietuje c EEl tak,

I •
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DOkaz. Necht I = (a.b) • Exlstujl zl € I. zl < z2 <... (Zn_1 )
Zo = a. zn = b tak. ia F' = G' = f v kaildem lnterva1u (zl_l' zl) •
MOieme tudlll na1ezt c l € E1 (1 = 1 •••• ,n) tak. ie F = G + c l v (zl_1.z1).
Nynl stael vyul1t spojltostl funkcl F ,G; obdriime rovnost c1=c2=••• =cn •

~ Deflnlce. Necht funkce t '"' v lnterva1u (a. b) C E1
nl funkcl F • Necht exlstujl !!!!~bi 11mlty 11m F(x)

x~a+

zobecn6nou prialt19
, 11m i(xl.

x"'b_

Potom deflnujeme zobecnAny NewtonOv lntsgrel (tretce ZN-lntegre1) funkce f
rovnosti

J.

(ZN)J f =

(1;.

11m F(x) - 11m F(x)
x~b_ X-8+

a system vlech funkcl f, pro ktere je tento lntegre1 deflnoven. oznaeae
eymbo1em ZN «a,b».

~ Poznemky.

(A) Deflnlc. ZN-lntegre1u neze.ls1 na vo1bA zobecn6ne prlmltlvnl funkce F
jak ukazuje phdchozl vita 4.3

(B) ztejmA N«a,b» C ZN«a,b) a

J. ~I-

(N) j f = (ZN)J f

a. '"

pro kaidou funkcl f £ N((a, b». Rozmys1ete 1

(e) Ink1use &ystemO N«a,b» a ZN«a,b» je ostre. I1ustrujte toto vipoetem
lntagrlllO

+1

(ZN) Jsign x ,

-I

s
(ZN)flOg x

2

(D) ixistence anl hodnota

v kone~n6 aDoha bodech

sa ne~nl, za6nlme-11 hodnoty funkca t

a

(i) Souvls1ost N-lntegrelu a ZN-integrelu ud've nes1eduj1c1 vita. Pod1. n1 je
tei vid6t, ie ZN-intBgrel nen1 pH1U valkim "zobecn6n1a" N-intBgre1u
(vysv6t1etel) •

14.61 Vha. Necht f £ ZN«a,b». Potom exill1tujl zi E: (a,b) , zl<z2<···<zn_l'
(k1adame jeit6 Zo = a, zn = b) tak, ia f E: N«zi_1,zi» pro kaide
1 = 1 ••••• n

S z·

(ZM) [, = t (M) J;
<I. Z;_I
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DOkaz. Proveate podrobne aami 1

14.7 IProble•• Plat! tel obrecene veta? Tj. eXiatuje-li
Zi

(N) J f pro kslde i, jest jil f E ZN«a,b» a

Zi-~ZN) J~f _t (N) JZ; ?
i=l

<l Zi _ 1

14.6 IVeta (vlastnosti ZN-integrelu).

(ZN)

(A) f,g e ZN«e,b» =9>f+gfZN«a,b» a

.l. S

(ZN) J (f+g) = (ZN)Jf +
4. ...

g ,

~

(ZN) Jg

<l

aEZN«a,b»

S

(a,b) ~ (ZN) Jf ~
...

v

, c E li:l => cr
S

= c(ZN) If,
""

ZN«a,b»
~

(ZN)Jcf
....

(B) f E

(e) f, g E ZN«a,b», f ~ g

(Il) je-l1 e <c < b , potom

~ e.

(ZN)Jf = (ZN)If +... ...

~

(ZN) / f ,

e

existuje-li buato integrel vlevo snebo oba integrely vprevo (porovnejte
s vetami 3.6 e 3.9 I),

(E) je-l1 f. ZN«a,b» a p
~

x -.. (ZN)Jf
<l

je funkce p zo be cnenou

. I

primitivn! funkc! k~ f ne (a,b), pri~eml p - f v tech bodech,
v nichl je funkce f spojite.

(Dale! vlastnoti ZN-integrelu jsou va cvUen!ch.)

Ildkez. Proveate sami (odvo!te si nejdr!ve zekledn! vlaetnosti zobecnenYch
primitivn!ch funkc!).
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B. CV lOEN f A PROBI£My

~ Integrace per partea pro ZN-integraly.

Necht
(a,b)

F,G jeou zobecnene primitivni funkce k funkcim
Potom

f,g v intervalu

l- I- s:

(ZN) j Fg = [FG] - (ZN) Jf G
4- '" '"

mBji-li alespon dva vyrazy v teto rovnost 1 &myel (viz tel 3.11). Doke!tal

~ Cvi~eni. Vyalovte pro ZN-integral vety obdobm! veUm 3.12, 3.18, 3.20 , 3.22

a doke!te ja I

~ J-integral

V tomto cvi~eni uka!eme jeste jedno, a to ji! doat podatatna zobecneni
Newtonova integralu.

(A) ~ekneme, !e funkce F je skoro primitivni funkc! k funkci f DB interva
lu (a,b) , jeatli!a

(1) F je apojita v (a,b),

(II) existuje spoce tna mno!ina S C (a,b) tek,!e

F' = f v (a, b) - S •

(B) Jsou-li F,G
ji! v (a,b) 0

dye akoro primitivni funkce k funkci
konatantu. Doka!te !

f v (a,b), lUi aa

kdeS ,

(a,b) takovjch, !e

c = aup A , lehko
(rozliete pt!pady

<d,jJ>-

na

v

t

necht S = { an}

.r.
{n;an <-J

ozna~me system veech funkci

<d./); t'{x ) - f(pVl ~ - [(x -tc:

X€(tX-,y>}.

A # 0 a!e A je interval. Polo!ite-li
c E A Zaverem ate~i dokazat,!e c = I

c = ~).

J«a,b»

{ Y.(A =

pro ka!de

Uka!te, !e
uka!ete, !e
c € S a

!!!!:!!!~. Sta~i dokSzat toto tvrzeni (pro~7):

Je-li F spo jita v <o; ,;1 > a .,' ~ 0

S je apo~etna, potom F("').~ F(;1) •
Poeledni tvrzeni doke!te tekto. Zvolte e. >0;

Ozna~te

(e) Symbolem

(1) maji skoro primitivni funkci F v (a,b),

( II) existuj! vlsstni limity lim "(x) ,
x....a...
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Pro f £ J«a,b»

s.

(J) Jf =

'"

definujme J-integral predpisem

lim F(x) - lim ~'(x)

x-Pb_ x-I"a+

N, ZN a J-integralu. Nejdtive se
f v (e , b) , prHemz se pozaduje,

(D) Ukszte, ze dsfinice J-integralu je korektni (vysv~tlete, co se tim mini).

(E) UksZte, ze ZN((S,b» c. J((a,b)) a

,4. J-

(ZN) / f = (J)J f

"- w
J

pro kazdou funkci f € (ZN) ~ f .
....

_.2

(F) Ukszte, ze (J)~ D = 0, kde D znamena Dir ichletovu r unkc t ,
o

(G) :l:koumejte zakladni vlastnosti J-integralu!

~ Poznamks.

Pokusms se shrnout typicka ryey definic
definuje pojem "primitivni funkce" k funkci
sby (alespon)

(I) dvA takova "primitivni funkce" k funkci f se liHly v intervslu (s,b)
vZdy 0 konstantu (toto zarucuje korektnost definics integralu),

(II) "primitivni funkce" k Ltnea r-nt kombinaci funkci byla linearni kombinaci
"primitivnieh funkci" k t~mto funkeim (toto zsrucuje pozdAji linsaritu
intagralu) •

Nyni uVaZujems tridu vsecn konecnyeh funkei f v (a,b) , Hara maji "primit1vni
funkei", pricemz tsto me vlastni limity v krajnich bodech intervalu (a,b). Inte
gral pak definujame prayS jako rozdil t~ehto limit.

V naaam konkratnim pripade jame uvazovali tyto pripady:

"primitivni funkee" F k funkci f byla vzdy !e2J!!!, s krome toho

F' = f y~!!g! v (a,b) (N-integr&l) ,

F' = f duda v (a,b) az na !2e!~nQY mno!inu (~N-integral),

F' = f vAude v (a,b) aZ na spocetnou mnozinu (J-intagral) •
---------

Jde nyni 0 to, zda m61ame jeatA dale zobeenovat pojem "primitivni funkes",
Jakim zpOsobsm toto zobeenAn' vlastnA prov8et a kam al m61eme dojit (pri zaehova
ni podminek I, II). Ukazuje ee, Ie v podetatA lze zobeenovat dvojim zpOeobem.

(a,b) e vyjimkou
8p lnAni podminky

(a) rovnost F' = f polado.vat v6ude v
mnolin , priceml je ovlem nutoo - pro
na epojitoet fUnkce F zeeilovat ,
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(b) lIiato oby~eJntl derlvace uvdovat Jlate "zobecn~nE! derlvace" •

Tak kupt. podle bodu (a) lze vybudovat teoril Lebeagueova integrtllu (tam roll
"malych" mno!in hraJi tzv. nulovtl mno!iny - viz cvi~eni 1.L - a apoJitoat F ae
nahradi tzv. abaolutni apoJitoati) a podle bodu (b) zase DenJoy-Chin~inOv inte
grIll (a pou!itim tZV.aproximativni derivace) ~i aymetricky lntegrtll (viz k tOllU
[Re-prJ • praktikum 9, odatavec 9). 0 n~~ell z toho ai odell poville at v II.di

leo Poznamene,jlle pouze ztlvtlrell, !e def'inicill integr,llu poaoc t "prillltivn!ch
funkci" ae tiktl obvykle deakriptivni def'lnice lntegrtllu (na rozdil od !2g!Sr~:

!!Yn!£h_definlc, JeJlch! typlckyll ptikladell Je deflnlce Rle.annova lntegrtllu).
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III. DALSt DRUHY INTEGIIALU

Obsah:

I 5. Fun k c a k 0 n e a n e

A. Def1n1ce a z'kladni vlastnost1.

B. Jordanova vita 0 rozkladu.

varlace

ver1aci funkce f na 1ntervalu

C. DalAi vlastnost1system\l BV «a,b) i.

D. Cv1aeni a proble~.

A. DEFINICE A Z(KT.ADNt VLASTNOSTI

Def1n1ce. Bua f: <a,b> - E, re'ln' funkee def1novan' na uzavf'enea

1ntervalu <a, b) • Pro l1bovo Ine dAle ni D = { e = "0 <"1 <... ( "n= b } 6
6'lj( <a,b > ) pololae

~ t: IT (f, D) =T (f,D) =
4 1=1

(ae sle te 1 ) •

Pololime-11 dele

l-
V f = sup T (f ,D)
4 Del' (4,,1»

I- ,
naz,1vue aislo V t (0 " V f ~ + -... ...<a,b) •

Syabolea BV « a,b» oznaame system vlach funkei f na 1ntervalu <a, b) •,.
pro nil V f . <+ 00 • Funkee ze systeau BV « a. b >) budeme naz,1vat funlr:ee..
s koneanou var1aei na <a,b) •

~ Pfiklady.

( a)

(b)

Bua f monotonni na intervalu (a,b) • Poto.. T (f,D) = I f(b) - f(a) I
pro kald<l D £ SlJ « a,b>"), odkud ! f = If(b) - f(a) I 51stolm

BV «a,b» obsahuJe vaaehny aonotonni funlr:es na (a,b) •,.
Funkea f Ja konstantni na <a, b> ,pr''Ii kdyl V f = 0 •

4
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(c) Def1nujlll8 funlcc1 f na inter"alu <O,-?-) "stah.

f(O) = 0, f(x) = x • a1n ~ pro x £ (O,+- >
Ztej.~ f je apoj1tl1 na <0,-/-)'

Zvolille-l1 d6leni Dn £ III « 0, ;.) )

Dn ={ 0 <xn <xn_ l ( '" (xl <Xo = ;. } •

2
Xi = (21 + l).l'i ,je

4-
V f = aup T (f,D) = + 00 •
D

Seatroj1l1 jame ptiklad 8poj1t~ funlcce s nakoneC!nou variac!.

(d) !\eknbe,!e funkce f je l1pach1tzovak' na <a,b), jeatliZe ex1atuje
K € i:l tak,!e

If(x) - fey) I " K I x - y I
pro vhchna x,y £ (a,b). Oznsaime-l1 symbolem L1Pl ( <a,b » ayat'm
vhch l1pschitzoval<$ch funkci na (a,b) , jest L1Pl «a,b» CBV( (a,b».

Doka!tel Nalezn~te t't ptiklad funlcce a koneanou var1aci, kter' neni 11p

ech1tzovsk'.

15.31 V6ta, (vlastnosti eyat4mu BV « a, b> ).

(a) t £ BV( (a,b» ~ t omezen' ns (a,b).

(b) f,g € BV( (a,b» ll' f + g € BV«a,b» a

.4 .1..1-
V(f + g) " V f + V g ,
tL tL ...

(c ) f E BV ( <a, b» , c E El ~er €. BV « a, b» a

I .l-
V cf = Ic I V t •
tL ...

D6kaz. a) Zvolae x E (a,b)

Potom I f(x) - f(a)

, bud D dAleni (a,b) obeahujici

I~ T(f ,D), tsdy If(x) I,:; If(a) I +

bod
.I.
V f.
tL

X •

b) Bull D € I1J ( (a, b) ), potom
;,.
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So S.
T (f + g, D) ~ T (f,D) + T (g,D) ~V f + V g ,

... a.

tedy
I>
V...

So I-
(f + g) ~ V f + V g

... a

(e) Dokaite eem1.

B V6ta (da1U v1astnosti BV «a,b> ).

(a) f,g E BV «a,b» ~ f.g €. BV «a,b» ,

(b) t€. BV «a,b» ~ ItlE.BV «a,b»,

(e) f ,g E BV « a, b» ~ max (f ,g), m1n (f ,g) E. BV (<.a, b>).

Ddkaz. a) Buche s,e €BV«a,b» • Fod1e 5.3 j50U f,g omezene na <a,b),

neeht I t I~ Kt ' I g I ~ Kg •

Zvolae D = { a = "0 <xl <'" < xn = b } €. .$ « a, b » , po tom

T (t.g,D) = f-I £(x1) • g(x1) - £(x
1_1) g(x

1_1)
I =

~
n

= ) \t(X1)(g(X1) - g(x1_1»+ g(x1_1) (£(x1)- £(x1_1»1"
t.w.

I- ..
~ Kt V g + Kg V t •

Iial-I:II" I
...

b) Ze vztahu a - b I 1ahko odvodima, Ie

(I tl,D)
. :l-

T ~T (£,D) " V t
A ..

pro kdd4 D €.tJ « a, b » • Tedy X I t l
..

~ V e.
II.

e) F1,yne 1hned z ptedehozieh vit a ze vztahd

..x (a,b) =, (a + b + I a - b I ) ,

m1n (a, b) =, (a + b - \ a - b I i.

~ Vita (BV jako tunkea 1nterva1u).

(a) t «;; BV «a,b» , (0<,,11> c <a,b)

> t € BV(<0(, ,~» ,
(b)a(e(b, t€BV«a,b»

s. e ..
~Vt=Vt+Vt,

a .. e
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(c) a (c <b , f € BV « a,c) »)f€ BV «c,b> )

> t EO BV «a.b»

JJllkaz • a) Tvrzani je ztejd.

b) Sua D€.E?«a, b) ), ozna~lle Dc=DU{c}.

Potom
J .:.J. 4
T (f,D) - T (f.Dc) = T (f.Dc)... .. ...

J. 4 J.
odkud plyne; Ie V f ~ V f + V f •

.. A •

Zvolme nyni C > 0 • exietuji dUeni Dl £ fD ( (a.c ». D2 £ ~ ( «c,b »)
tak, Ie

ddkazu Ollat1 b), kde jame dokllzal1, Ie vtdy plat!

~ I.
V f + V f.. "

plyne 1hned z

e e " "I (f.Dl )> ~f-G ~ (f,D2» If-E..
PoloUme-l1 D = Dl U D2 , je DE ~ «a.b·) ) a

I. 4 " c"
T (f,D) ~ ...T (f.Dl)"'T (f,D2 ) > V f + V f - 2[.
'" a Cl C

" C "Tedy V f > V f + V f - 2 G • Ale G> 0 bylo libovolne. odkud koneOnl!.. ... c
doatllveme

I.
Vf~..

(c) Tvrzeni

" c "V f ~V f + V f
... .. e

B. JORDANOVA VITA 0 ROZICLADU

15.61 Vita.

Bua f E BV (<. a, b» a def1nujme funkc1 F vztahem

F(a) = 0, F
x

x-V f
do

x € (a,b).

Potom funkce F
zprava. apoj1 tlI
zleva) v bodi

je nekle aajici DB
zleva) v bodi x E

x •

(a.b) • Hade F je epoj1U (apojitll
<. a,b) ,je-l1 f apojitll (zprava,

Dllkaz. Buate x, y E <a,b), x < y • Potom

F (y) = ~ t = ~ f + ~ t ~ V f = F (x) •
4. Q. J( 4

f
11m V f

.1__ 1(_ A

Hech~ nyni funk••
Ie

f j. apoj1tll v bod'

..
= V f

4

x E (a,b> zleva. Cb••me dokllzat,
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Zvolae t. > 0 , k n~mu md!eme nelezt dUeni D € Ii) ( <a,x» tak, aby

"T (1',D) ) F(x) - e..
Dille .d!eme nejit takove y, a <y < x , Ie

!1'(x) - 1'(y) 1< €

a !e mezl bodY y a x jl! nele!i !IIdni bod d~leni D.

PoloHme-l1 Dy = D U{ y} ,je Dye III « a,x» a

tedY

"T.. "T (1',D) ,..
"I 'I )(

F(y) =~ l' ~ .i (1', Dy) =l (f,Dy) -I f(x) - fey) I > "(x) - 2 e ,
co! nlIm sta~llo dokllzat (nezapomente,!e F je neklesajicil).

~ Jordanova vHa 0 rozkladu.

Bua l' funkce na <a, b > . Potom

l' E BV « a,b» <-) exlstuji neklesajic:( funkce 1'1' 1'2 v lntervalu

<a,b) tak,!e t = 1'1 - 1'2 v <a,b) •

Ddkaz. l. Buate 1'1' 1'2 nekle aajici, l' =1'1 - 1'2 •

Potom 1'EBV«a,b) ) podle 5.2 a. a 5.3.

Hecht "2. naopak l' E BV « a,b) ). Polo!ma f 1(x) = V l'...
xE <a,b) ( ~ l' df 0) , 1'2 = 1'1 - l' •..
Potom 1'1 je neklesajiC:( v < a,b) podle 5.6, l' = 1'1 - 1'2 a sta~i

ukllzat, Ie 1'unkce 1'2 je nekleeajici.

Zvolae tedy x, y €(a,b) x < y • Potom

1'2(y) - f 2(x) =! l' - fey) - if + f(x) =! l' - (1'(y) - f(x» ~ 0 •

~ Poznllmky.

(e) Je-l1 l' apojltl1 v bod' x (spOjltl1 v <a,b) ), lze vol1t 1'unkce 1'1'
1'2 spojlte v x· (v <a,b». Toto tvrzeni plyne lhned z tvrzeni 5.6.

(b) Je-l1 l' E BV«a,b», mil l' v ka!dem bod~ (a,b) l1mitu zleva 111ml

tu zpreva a mno!lna bodd nespojltostl funkce l' je spo~etnll. Doka!tel

(c) Vyjlldi'eni l' = 1'1 - 1'2 neni zdsleka jednozns~ne (uveate ptikladl).
Jak v6ak uvldime v da16im, lze v tomto vyjlldi'eni vol1t "mlnlm111ni"

1'1 a 1'2 •

- 78 -



~ Definice. Bul1 f E BY( (a,b». Pro ka!de x ,"(a,b) polotae

.. x
f(x) = v f

a

15.1°1 V'ta (vlastnost1 funkce

..
(f(a) = 0).

(n6kdy U!
- v jistea
5 .J) •

..
Funkci f nazyv4ae variac! funkce f na intervalu <a,b) ..

pou!!v4ae n4zvu tot41n! variace ~i neur~it4 variace). Funkce f
~alu - ptipo8!ne pri8itivn! funkei k funkci f (viz t6! cvi~en!

..
f ) .

..
f€

f v (a,b). Potoa
...

,necht f je variace funkce

(A)
it

funkee f je neklesaj!c! v intervalu (a,b> (specUln6
BV« a,b»)).

(B) je-l1 funkce f spojiU (zleva, zprava) v bode x e <a,b) , je..
i funkce f spojit4 (zleva, zprava) v bodA x,

Bul1 t e BV« a,b »
plat!

(C) je-l1(t.(,;f> C <a,b) , je

II .. ..
V t z f (~) - f (0" ,

"'"
(D) je-l1 ,1

c<a,b)

stantn! v

takov4 funkee v <a,b) , !e pro kazd$ interval <a:.,~>c
A

plat! V f = 'I (il) - r; (IX-) , je funkee : - f kon
DC<a, b) .

DOkaz. DOkaz tvrzen! (A), (8), (C) je obaa!en ve vAtA 5.6. Hecht jsou spln6ny
pf'edpoklady (D), bull x e (a,b> • Potoa

'1(x) = 'f (a) +
x ..
V f = '! (a) + f(x)
a

..
15.111 Def'1niee. Bul1 f neurHU variace funkee f E BV «a,b»' • Polo!ae

+ ..
f = i (f + f) ,

..
(f-f).

+
Funkce f, f nazYve.e positivn! a negativn! variac! funkce f na inter-

valu <a,b)

Pozn4aka. IInod auto!'i nazyvaj! neur~1tou variac! (reap. positivn! .~i negativn!
variac!) celou~ funke!, l1A!c!ch se ad t (resp. t ~i f) pouze okon
stentu. 'Jiai auto!'i tuto konatantu specifikuj! a nazyvaj! pak neur~itou,

positivn! ai nesativn! variac! funkce
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..
f

+ 1
f - ~ f(a) •

(ktere ee tedy anuluj1 v bode, x = a ). My ae veet v dale1m budeme dr!et
naUeh definie.

15.12\ VAta (vlaatnoati fUnke1
+ -
r , f ).

+
Funkes f, f llaj1 "'aleduj1e1vleatnosti'

+
(A) funkes t , f jeou nskleaaj1e1 v intsrvalu < a,b).

(B) je-li funkes f apoji tll (zleva, zprave) v bode x£<a.b) , jaou i
+

fUnkee e, t spojiU (zleva, zprava) v bod6 x

'"
+ +

(C) f = f + t f = f - f v <a,b> (porovne jte ae vztahy

Ifl= f+ f-, f + -+ = f - t ),
+

(D) fUnkee f (reap. f ) je konat.. tn1 na (a, b> , prllve kdy! r je ne-
roatoue1 (reap. nskleaaj1e1) na (a, b> •

15.131 Vita. Bull f E BV «a,b», t = f l - f 2 ,kde f1' f 2 jaou nskleeaj1e1
v <a,b) • POtOIl sxiatuje nekleeaj1e1 funkee g v intervalu (a,b>
tak. Ie

v (a,b) •

+
Ddkaz. Polo!lle g = f l - t (= f 2 - f) Sta~1 dokllzat,!s g je nekleeaj1e1.

BuClte tedy x, y E < a,b) , x ( y • Potom

(pou!ili jalle 5 • .I.b, 5.3.e), ale

y " II + +
V f = f (y) - f (x) = f (y) + fey) - f(x) - f(x)
x

Tud1! 2 g(x) ~ 2 g(y).

15.141 Poznllllka. Z pledelle v6ty vyplyvll tvrzen1 0 "minimlllnoati" rozkladu
f = f l - f 2 ' Jeou-li fuDl<es fl' t 2 nekleaaj1e1 v (a,b).

+
f = f l - f 2 a flea) = f(a) 1 - 1= 2 f(a», f 2(a) ; f(a) (= - ~ f(a», jeat
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+ -
tl.t. t2~t na<a.b).

+
(Nebot exiatu,je nuleea,j1e1 tuDkee • tale. Ie t l = t + ., t 2 " t + •

a.(a)=O.)

c. 1lA1A:t VLAS'lN06U Syst6lu BV (.(a, b>)

V 4Ioli1•. ee poleua1.. hilt pl'obl_, .a,jalc,teh pfedpolclad6 platt 18plllcaee

b b
tn-t aa<a,b)~Vtn-vt.

a a

Na pl'1leladech _1 llIcalte. Ie .dle.. nal'.t po81oupnoet tllDke1 t n € BV « a,b) )
talc. aby tn. _ t na <a,b) (<!-oleonee t n ~ t aa .( a,b) ) a aby

b b
V t n ~ Vt. U~Ie_ d'le, Ie do proetoru tuDke1 BV( <a,b» l.e ..v'at
a a

taleovou ..trileu f . Ie platt

b
V t •
a

Ne,jdi'he el viall: odvo~ ,jednodllCh' le....

15.151 lAo_a. Buche Cn• t CllDkee na intervalu <a,b) ,

Cn - t v <.a.b) Poto..

b
VC611m int
a ......

Jl6lca •• 'lvr..D1 ,je ai'e,jM v pf'1padl 118 lat
b
Vtn"+oo.
a

• .dle.. nal'.t vybranou poeloup-

Pro l1b""olnol dllen1 D Ii KJ « a.b >) platt
b
'l (t ,D)"
ia nle

b
Neeht ted)' 118 int V t n " C <00 +

e

Duet {Cnle} • poeloupnoaU {tn} tale. aby 118
b
V t "C
a ~.

b
V t. ~

(proll') •

, ted)' 1

b
118 'l

a

b b
(t~.D)" : (t,D) ~ li•. : t~ " C

neehode. Ie aupre.u pfea "echna D £ fb « a,b» obdrU.e nerovnoet
b
V C ~ C •
a
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Ilr~~ I f(a)1 +

15.161 Vha. Pro fEBV «a,b» pO,lo~me

b
s» . (Zrej..~ ~fll ~ 0 .i ,
a

Poto.. plat! :

( 1) nf I = 0 <-> r = 0 na <a, b>,
(11) BafD = lal • IfD, je-l1 '\ EEl'

(111) If+gl~ If'+hl·

Jlny.. lalovy j,funll:ca t"-lf I je'Dorma, na 'proatorufunl<ci aV'( <a, b>)
a dvojlce (BV «a,b», I, ... 1 ) ja norllOvan,Y l1nallrni prostor.

DOkaz. Snad pouze ov6i'eni "trojUhelnill:ove nerovnostl" je obti~nejei, ale

Ir+g ~ = If(a) +'g(a) I +, ~ (f+g) ~ If(a)1 +1 g(all +

,15.171 Veta (zavedeni metrll<y do BV«a,b»).

Pro f ,g E BV « a, b» p010~.~

f (f,g) = ~ f - g I .
Poto.. '

,b b
V f '+ V g =
a a

(A) (BV «a,b», f) je metrlck)' proetor,

(B) f,fn E. BV«'a,b» , fn.f.. t =;> fn::::' f v <a,b>,

b b
Vfn-Vf,
a a

(e)- proetor (BV( <a,Ii», f) je (dokonce) I1plny, tj. normoveny proetor

(BV ( (a,b» I I ... I ) je Banachdv.

Ddkaz. (A) ~vrzeni plyne lhned z vlaetnoeti noray v 5.16.

(B) Hecht f n~ f'; tj.necht

11m' ( I fn(a) - f(e)1 +
/1 .. -

b
V (fn - f» '= 0 •
a

b
SpecUlnl! rn(a) ---: f(a) , ~ (rn - f) - 0

Zvolme 11bovolne x E <a, b >. Poto..

27571 Z6
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(neboi I fJl (x)\ ~ 19' (a) 1+ '~f - v~z kupr. dOkaz5.3.a), odkud plyne,

:te f n =: f v (a,b> (proveiite podrobnll).

Zbytek tvrzeni dokUeme 'p';';od rierovnosu'; .

I~ f n
b b
V f " V (tn - f) .:
a a

(nebot
b rp;;" b

pro V V If plati
a a

1!9'-~~+
b (1+lf-Y b b b b
V -VIf" V (}p-yn +: r - ~ y =
a a a

b r- If ~.= V
a

(e) Nechi poaloupnoat {fn} C BV((a, b» Je f -cauchyovakli. LBhko zJ1a-

time (obdobnli Jako pr1 ddkazu (B», Ie poaloupnoat { f n} Je cauchy
ovak' vzbledem ke ate Jnomlirne konvergenc1 na <a, b >. EX1atuJe tud!!
funkce f tak, Ie

f n --; f na (a,b> (proa?).

Obdobnli zJ1et!me, Ie poeloupnoet t ~ f,n}

poaloupnoet rel!.lnjch aieell), eX1etuJe tedy

Je cauchyovsk4

vlaatni 11m

(Jakolto

b
V f na

Ddkaz ukonaiae, podai'!-11 ae Mm doklizat e , Ie f £ BV( <a, b » a

f .f. f • Ale pocll e lemmatu 5.15 Jen

b
V f ~ 11m in!
a

tedy t Ii BV( (a,b>

5nalme ee dokl!.zat, Ie
Potom

b'
V f n = lim
a

) .
t ..f- f • Bua tedy n" Nn a ~ > O.

tudH (oplit podle 5.15)
b
V (f - f )" 11m 1nf
a n It-oo

Naleznlime nyni M tak, aby pro 1,J ~ M bylo

Podle pi'edeUeho pak bud.
v,yplyne z rovnoet1

b
V (f - f

J)
.. e pro J ~ M a tvrzeni

a
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(dokonaete d~ka,. podrobol _11).

~ Prob16a. ZJ1eUte, ada 1aplikaci " ~.17.B lze obrlitit, tJ. ,.411 plaU

1'0 E BY( < a,b) ), f n~ l' v (a,b) ,

Co k~1 pf'1clliae Jdtl phdpoklad l' E BV( (a,b) Vt

D. CVIllBM1 A PROBL6n'

f(x) = x"" sin -1..;- , x E (0,1> ,
x

(l( > 0 , !> 0 ,~ CYiaen1. BuClte

1'(0) = 0 •

Uraete (v ,",vieloeti na ~,f ), k~ l' E BV( <0,1» I

IbID Cv1aen1. Je-l1 l' E BV( < a,b) )

Je 1 € BV( (a,b» Dokaltel
vlechna x E <a,b) Y

a int {If(x) I ; x E <a,b> } >
Staailo by pf'edpokllidat, Ie f(x)

o ,
> 0 pro

~ Cv1aen1.

(A) Mud eloleali t'unkce ze dvou funkc1 kllneano! 'l8riace bit funkc1 konean8
var1ace? (ForauluJte pf'eeniJil)

(B) Mecht 'If E BV( ( a,b », It' « a,b» C. <()( ,4>, necht funkce 11
Je l1pech1tzovekli na <()( '!> (viz 5.2.4). POtOIl

y.J*jt'EBV«a,b» •

(C) Je'-l1 l' EBV( <a,b », P lit 1 , POtoll IflP E BV( a,b».

~ Cviaen1. Je-l1 l' E LiPl( (a,b» (viz 5.2.4), Je 1€. LiPl( (a,b».

~ Cviaen1. BuCl ~ epoJiU: b~46 xe(a,b) (f~BV«a,b»). Potollifunk
ce l' (a tedy i funkce 1', l' ) Je epoJiU v x. Dokalte a porovneJte
e 5.10.B.

!~!2~L VyuliJte nerovnoet

/f(X) - fey) I ~
y .. ..
V t = fey) - f(x)
x

II + 
1', 1', 1', t

Plat1 t"r,.en1 1 pro epoJitoat zleva ai zprava? Jeet eprlivnli iaplikace:
+
l' epoJiU v x ~ l' epoJiU v x?

Shrnte vAechna tvrzsn1 0 eouv1eloatech epoJitoeti funkc1
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.x1stene 1 f •(x) a .x1stenci

•

~ ProbUm. V 5.10.B a

f apOjltii 'f

Zkoua.jt. 'fztab ..zl

'fe c'fl11eni..
x< >f

5.& ja•• ut,..ll platnoat ak'fl'falenc. I

apojltii 'f X.

.. ,
(f) (x).

.. X nane.. llhtel!nta uspol"'c14n1m, jestll-

~ Bua *C'fl11.n1. fE BV«a,b» , A =f«a,b».

b
Ilokelt., Ie V t =dl_ A.

a

~ Systa BV ( <a,b» jako Bvaa.

(A) Bua X ..noUna. Relacl ...(
Ie platt

(1) x:!.. y, y =. z --s> x ~ z ,

(11) x::! y, y d.. z ~ x = y

(111) x::!x.

Metellni uapol"'dan6 .noUna, necht Ill,. A ~ X •
je aupremem mnollqy X (pi~eae G = aup A), je-ll

(B) Necht (X, ~ ) je

llekne.e, Ie G € X

apln6no:

(l) pro v~echna x E A platt x =G ,

(2) jestlUe pro vAechna x e A je x ~ G '(0 'e X) • poto. G ~ G '.

Obdobni definujeme infimum.

(C) Ukelte, Ie sup A nemusi vl~ exieto'fat. lxiatUje-li sup A , je jedno
znallM urlleno.

(Il) e'stsllni uspol"'danou .nolinu nazveme s'fazem, jest111e kaldA dvouprv~v'

mnolina m6 supremum a infinum.

(E) Udejte p1"1klad l!'stel!ne uspol"'dane mnoliO)', kter' neni svaze. I

(F) Pro e, g E BV ( <: a. b » pololae

def
f £ g <-> fIx) 0!6 g{x) pro kBld4 x Eo <a,b) (p1"il'ozen' uspo-

pl"irozen' uspol"'c14n1 funkcil).

Ukalte, Ie (BV«a,b». 0!6 ) je avaz.

!6!2~~ Poul1jte 5.4.c.

(O) Oznal!me X = { f E BV( < a, b » ; fIe) = o} a deflnujme (f ,g e X)

def
f ~ g < >g - f je nekle saj1c1 funkce ns ( a, b) • Ilokalte, Ie

(X, ~ ) je evsz.

~~!2~~ Ukalte, Ie v to.to p1"1padi (f € X)
+

sup (f,O) = f , inf (f.O) = - f

a vyul1jte poznatku, Ie
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sup (f ,g) = g + sup (f - g " 0 ) ,
int (f ,g) = g + inf (f ,. 'g , 0 ) .

Cvi~sn:! s problem.lIJJL..- -'--__
(A) Uka!te,!e BV«s,b»C R«a,b» •

~~Y2~~ Pou!ijte Jordsnovu vAtu a 1.B.b.

(B) Do proatoru BV( <a,b» md!eme zsvAst kromA metriky f' z 5.17 tU tad,y

"integrAln:!" metriku a podle 5.3.a i "supremovou" metriku. Zkoumejte ,vzA

jem.,y vztah techto metrikl

~ Cvi~en;(.

(A) Bu! f apoJitll v (a,b>
Potom FE.BV«a,b» a

~

b
JIllV F = (R)

a ..

x

• Polo!me FI x~jf, x E <a,b) •

a.

Doka!te I

~~!2~~ PouHjte Lagrangeovu vAtu 0 sti'edn:! hodnote.

(B)" Tvrzen:! z (A) zdatl!iv!l v platnoati i pro f € R«a,b». Pokuste se 0 dd

kaz, tanto vAak Ji! nen:! nikterak 8Oad.,y.
• x

~~Y2~~ PUta F(x) '"Jf+ - Jf-

a a.
(C) Specilllne z (A)

derlvaci. potom

pl,yne: 1Ill-11 funkce

'IE.BV( (a,b» a

90 na intervBlu (a,b) apojitou

•
Cvi~en;(. Funkce f mil kone encu variaci na (a,b) , prllve kd,y! ke ke!dAmu

x E <a, b > sxistuj:! t?( x' f! x ( «. =0 pro x = a , ~ x = 0 pro X = b ,

v ostetn1ch ptfpedech (J( x ' ~ x kladnll) tek, !e (x - <. ' x + ;$ x )c

C (a,b> a f E BV( ( x - (J(x' x + ISx >). Jinymi slovy, funkce f

mil kone~nou variaci na < a,b >' prllve kd,y! f je "loklllne" kone~ne

variace na <a,b) .

Doka!tel

~~!2~~ Pou!ijte 5.5 a Borelovu vetu.

15 .L*I Cvi~en;(.

(Al Definujme uamArnAn1 DB mnoHnA if «a,b» jako v l.K.a.5 (tj •......
Dl - D2 (=> V(Dll ~ J) (D2)l. Bua f spojitll funkce na (a,b). Potom

11m (T(f ,Dl ; /iJ ( <a, b >l , ~*) =
b
V f
a
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(auto to pUe.e

DokaHel

b
l1Jll T (f,D)' = -v f ) •

II (0)-.0 a

tak, aby T(f,Do » A •

f naleznAte d > 0 tak, aby

b

!!~!2~~ Zvolte A < V e . najdHe ,DoEll) «a,b» ,
a

Do = { a = Xo<xl <... <xn = b }

Vyu!iti.'stejnomirnA apOjltostl

I 'I X(f ,Do) - A
f(x) - fey) .( ---4-"-n--' kdykoliv I,x-y I< ~ •

KoneanA ukatte, Ie pro' kaM.i D EfI}{(a,b»' , pro kterA V(D) < d ,
plati X(f,D) >A •

(B) Uka!te, Ie pro nespojitA funkce tvrzeni neplaU.

~ CViaeni. Jak vypad" line"rni obel mno!iny veech narostoucich (resp. ros
toucich, reap. aonotonnich) funkci v <.a,b) 7

!'2~i~k2~ Bua .. vel<taro~.1 prostor,' A c W • lie jaenAi vaktorovipodproator W
obaahujici ano!i'nu A (lze ukllzat, !e vldy, aXiatuje a je jednoznaanA
uraen) nazveme linelirnim obalam mnoUny A. V oeliam ptipadl voH.. sa W
systA. vlech funk7i na intervalu<.a;b >' Ii ob"ykl:f.i operaceai).

~ Cv1aani. Bua lfI R1emannova funkce na intervelu <0,1> (via 1.3.d).
RozhodnHa, zda If €. BV« 0,1», resp. trochu obeco6ji - pro jakll k
je If· Eo BVe< 0,1»7

Cviaeni. Buche f n E BV( <a,b) )

(i) existuje K tak,!e

a ptedpokl"dejma, !e
b

V t ~ It pro ,!<a!dA n (tunkce t n ma
a n

z posloupnosti

( 11)

Potom

ji atejnA omezeoA variace),

poaloupnost re"lnich Hael {fn(a)} je omezeo".

existuja tEBV( (a,b» a vybranli posloupnoat

tak, Ie

lim t~ (x) = f(x) pro katde x E: <. a ,b > .

!'2!g4~!~ UvedenA vAtA se obvykle tikll Hellyova vAta. Porovnajte j1 sa znliaou
Bolzano-We1arstrassovou ritou pro re"lmI aisla (z ka!dA OIlezene poaloup
noati ra"lAtch aisel lze vybrat koovsrgeotoi posloupooat).

!!4!2~_!!_~~~!Y.. Ptedpokllldajte, Ie vlachny tunkce to jaou v iotervalu <a,b)
neklesajici (jinak pouUjte Jordanovu vitu 0 rozkledu). Kechi {xn}
je apoaetnli huat" pod.noUoa v <. a,b) obaahujici body a.b (axistuje
vdbec7) •

- ~ -



(a) Ukalte, Ie exi8tgje poalogpnoat {~l tak, Ie pro kalde i E N je

konvara-ntn1 (poglijt. Bol"ano-Weieretraaaovg

x ~ (a,b) • ZfejaA( b)

(c)

~oalogpnost {t~ (xi) }

vttg a dlqoneln1 _todg) •
.-

O"naate t(x) = lia agp t n (x) pro
A k
t(x l ) = lia t~ (Xl) pro kUde i •

...
\ikaite ~le, Ie t(x) = lia t~ (x)

tgnkce t apojlU. Zvolte E>
tak, abl

v keld_ bodl

o , na lunAte

x , va kter'. je

xp' xq, xp<X(Xq

a no tak, abl

kdykol1v nk > no •

(d) Fgnkce r je n..pojlt8 nejv,fii. v epoaatn' anol1nl bodd {In } (proa7).

Poalogpno ..U re41n,tch a1a.l {t
nk

()'i)} jaou opit _zed a 8tejnl ja-

ko v (a) jeiiti jednou vlberll8 poalogpnoat. { t.,;} "p08logpnoaU

{t
nk}

tak, abl lia t.,; (x) .xlatovela pro vii.chna x E <a, b>
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16. R 1 a • ann - S t 1 a 1 t j a a d v 1 n t a a; r , 1

Obaah: A. llat'1n1ca a Zllkladn! vlaetnosU RS-1nt8a;r'lu (" nekleaaJ!c!l.

B. RS-1ntea;r'1 vzhladem k tunkc!m s koneanou ...ariac!.

C. "'Zobecnin4 poaloupnoeti a 11811;y.

D.... SUeltJead... 1ntea;r'1 Jako zobecniM lie1teo

i. CY1aan! a problllmy.

A. DiFINICi A ZAKLADNt VLASTNOSTI RS-INTiGa.(W (fJJ nekleaaj!c!)

Rdzn' t'yz1knn! pro bUllY , jako! 1 a1ati teo... tick' otuky nh ...edou pI'lrc

zentm zpdeobe. k zobecnin! dat'1n1ce R1emannoya 1ntea;rlllu. V to.to od.t....c1 vybu
duJeme teor11 R1e.ann-St1eltJeso...e 1ntea:rlllu. Pfesne Jako tomu bylo u R-1ntea:r'
lu, kde Jame .A11 ao!noat volby cel' fady ekY1...alentn!ch det'1n1c ( ...1z 1.1, 1.2~,

1.J, 1.K), ".e 1 pro det'1n1c1 RS-1ntaa;r'lu rdzn' Yar1anty det1n1ce. Pf1klonil
Jaem sa k jedn4 z n1ch, oatatn! zpdeoby za...eden! RS-1ntea;~lu JSou ... od.t....c1 D
(6.21, 6.26) a1 ...e c ...1aan! 6.S. Pf1 tom J1! nen! zfeJ.4, zda rdzn' de1'1n1ce
RS-1ntea;rlllu jaou ekv1yalentn! (a tak4 tomu tak nen!1 ).

l' bull oaezeM
dilen! 1nter....-

na uzavfen'm 1nteryalu ~a, b >,
a = X o<xl <... <xn = b J bua

1'unkce

D = {

~ Det1n1ce RS-1ntea;r'lu.

Bua 'fJ neklesaJ!c!
1'unkce na <a, b> a
lu <a,b).

Utvofme tZY. horn~ a doln! aouaet,

n

Sf) (1';D) = L aup 1'(x) (9'(x1) - !J(x1-1» ,
1=1 xE¢<1_1,xt>

a, (t',D) = ~ 1nt' 1'(x) (st'(x1) - 5"P(x1_1» .
x6(x1_1,xV

StaJniJako ... 1.5 be doUzat (pro...IldiJt8I), Ie e JP (t';Dl) ti S" (1' ,D2) ,

kdykol1v Dl' D2 e/iJ « a,b» •

IId!eme tedy det1no...at horn! a doln! RS-1ntagrn vztahy
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,.
(RS)/ t d1 = 1nr{ S9'(1;D); D€0 «SIb»} ,

...

Zfejm~ je vldy spln~na nerovnost

(t;D) ; DE 0 ( (s,b> )} •

~ ~

(RS)/ t d 17 * (RS) J t d J'
!! •

SyaUm vliech tunko! s. , pro nil (pH dan4 tunkc1 ? I)

.1- I-

(RS) / t- d f = (RS) J1 d fJ zneeme symbolem RJ1 « a,b» .. spoleenou
~... ,.

hodnotu horn1lo a doln1ho 1ntegr41u znaeme v tomto pr1pad~ (RS) / t d fP '

e1 krlltce .; t d f' a r1kejme tomuto e!slu R1emann-St1eltjeS~1ntegrlll..
tunkce t podla tunkce" prea 1nterval <a, b>

o Poznllak;y •

(A) R1e.ann6v 1ntegrlll je tedy spec1ll1n1m pr1padem RS-1ntegrlllu a obdrl1me jej
volbou tunkce . , (x) = x •

(8) 8ylo by vhodn4,. kdybyete a1 jll nyn1 vyreUl1 n~kterll ze cv1eeni 6.A, kde
•jaou udllny konkr4tni ptiklady RS-1ntegrlllu. ~

(e) P1'1 v,yilatf'ovlln:! vlaatnosU RS-1ntegrlllu ..dleme zkoumat lntegrlll ! t d f :
(a) v zllv1s10at1 na tunkc1 t ...

(b) v zllv1alost1 na tunke1! '

(c) v z6v1s10st1 no 1ntervalu (s,b>

Nejdrive s1 ovllem

v dalliill, Is tJ
tunkee v (a,b).

odvodime n~kter4 ex1eteneni podminky •. P1'edpokllldejme.
je nekleaajic;1 tunkce v 1ntervalu (a,b> ,t omezen6

16.31 V6ta (nutnll a postaeuj1ci podminka ex1stence).

,'unkce t E. R1 « a,b», prllv6 kcl;yl ka kald4IRu £ > 0 lze najH dUeni
D«;S«a,b» tat, Ie S, (t;D) - e1' (t;D)<~.

D6kaz. Pro....;he e..1 podle d6kazu vhy 1.7.

16.41 V6ta (postaeuj1ci pod.1nka 1ntegrab111ty).

Xaldll apoj1t6 tunkea v 1ntervalu (a,b> leU v syat4mu RfJ «a,b» ,
tady t: «a,b» C R, «a,b».
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Do.kaz (obdobny do.kazu v~ty 1.8.a). Zvolme €. >0 • K n~mu nalezneme dBeni

D;; { a = Xo <xl c... <x n = b} tak, aby

sup f(x)
xE<x i_l,x1)

lnf f(x) <£
XE<x1_ 1,x1)

pro vsechna 1 (1 = l, ••• ,n) • Potom ovsem

Sf (f;D) - s1 (f;D) < c. . (f(b) -!l(a»
odkud jlz plyne podle 6.3 tvrzeni.

16.51 V~ta (vlastnostl RS- integrelu v ·zevls1ostl os funkcl f·).

Plsti nesledujic i lmpl1ksce:

(A) f ,g E Rf! « a , b >)~ t + g E

S S-

J (f + g) d1 = J f d f
... ...

Ry «s,b»
S-

+!gd1,...

a

a

o .
~

f~ 0 v <a'b>->jf d1 ~..

f E RSI' «a,b», A € El ~itf E. R9"< a,b»

s- . S-

Jlt r d 1 =.il J s d 1 '... ....

(C)

(B)

DO-kaz. Tvrzeni dokazte saml. Pouzljte analoglcke dO-kBzy v~t 1.11, 1.12.

~ (daIs; vlastnostl RS-lntegrelu).

PlaU nesledujic i lmpl1kace:

(A) fE Rf«a,b».:91 fiERy «a,b»

-'" s
IJ f d f \ ~ /1 f I df '... ...

a

(8) f,gE: R9"(a,b» =>max (f,g), mln (f,g) E Ry « a,b» ,

(C) f,g E Rf/«a,b» ~ f.g E Ry« a,b»

Do.kaz. Op~t dokazujte saml podle 1.15, 1.17.

16.71 V~ta (vlastnoatl RS-lntegrlHu v ·zevls1ostl na funkcl 1 .).
Plati lmpl1kace:
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(Al r e af( <a,b) 1n a,( (a,b» ~ f Ii a" +¥' «a,b» a

;$ t d (f + If) = I f d Y' + /~f d Y'
4 A

(B) r e ay « a,b» ,

Jf d (e ~ ) =
4

a

Do.kaz.

(Al Bua DEB ( (a,b) 1 , potom

SS1+1(f,D) =Sf' (f,D) + SJP (f,D) •

Tedy. nerovnoat

s
j f d ( !J + If! ) "Sy (f,Dl) + S" (f,D2 )...

plaU pro kddol D1' D2 E B «a,b» , (proVlld~jte podrobne , viz ta!
ddkaz v~ty l.lll, tudi! 1

$ 4 4

jfd(9'+1fl ~ /fd$' +j fd¥,
.. a. ...

Obdobno! nerovnoBt Be dOko!!e pro dolni integroll a jejieh spojenim obdr
liae do.kaz (A).

(B) Dokazujte aamil

16.SI V~ta (Vlastnosti as-intsgrollu v "zlivialosti na <a,b) ").

(Al fEa,(.(a,b», a<e(b~fEa!l«a,e).l, fEay«e,b» a

~ G ~

j f d1 =j f dl + j f dl
a e

(viz pozn4aku v 1.lSI).

(B) f 40 ay( (a,e) "

e ...

jfd1+j f
.... e

f E a,,«C,b» ==;
J.

d1 .. jfd?
Go

a

Do.kaz. provsats .ami podle ddkazo. 1.lB, 1.19 •
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Pozn4aka. D'le bychoa mohli vy6etfovet - ObdObn6 Jako u Rieaannova inte

gr'lu - integrlll / t d ~ Jakoito funJtci horn! aeze, aohli bychOll zkou

aat otuky limitn!ch phchodd

J ~

f n - t \ J f n d !I-If d 9"
.. C.

J l-

. f n -f)P~ I t d 1n--!f d f '

vy6etfovat "Jordan-Peano-StieltJeadv" obJea, rovnll Jako fadu dall!ch ot'
zek. Nebudeae nyn! tyto problllay vy6etfov,*, ponechllee ai Je do odatavce
(D) a do cvi~en!.

16.101 Poznlllllka. Ukllleme, Ie JiZ neplaU analogickll tyrzen! Jako v 1.23, tJ.
nen! aprllvllli vita:

::;;::ht {Dn}C. i}«a,b» Je poaloupnoat dilen! a vlaatnost1

lim).l (Dn) = ° ,necht fEo R,( (a,b» • Patom

lim s'1 (f,Dn) = lim S, (f,D) = j f d1" "
II

Pf!klad. Necht

/0 pro x E <0,1) ,
f(x) =

-----1 pro xe<l,2),

/0
pro x£<O,l).

f (x) =
............... 1 pro xE(l,2)

•
Ukaite, Ie f£R5P«O,2», Jf d1 = 1.

• 0

Bull. Dn dUen! <0,2 > ur~ene dU!c!mi body:

ZfeJmi 11 (Dn) = ~ , S(f ,Dn) = 1, s(f ,Dn) = ° pro kaldll n € N

Ukalte, Ie v tomto pt!padA nsplat! ani tvrzen! vlty 1.24 a tud!1 i defini
ce RS=intsgrlllu, kterou bychom zalolili na poznllmce z 1.25, by nebyla

ekvi valentn! s naU definic!. Otem v6ak at v odatavci D •

Vyslov!ae nyn! vAtu, podIa kterll lze RS-lntBgrlll pteveat na R-integrlll.
Pfedpoklady tllto vAty Jsou v6ak zna~nA sllne, lze vyslovit vAty daleko obacniJI1
(viz cVi~an! 6.D).
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16.111 Veta.

Bua f apojit~ v (a.b), necht. ~ je nekleaajici v (a.b) a m~

v <a,b) apojitou derivaci. POtOIl

" "
(RS)Jf d 1J = (R)Jf l'

a 4

(ville jil. ~e oba dva integrllly existuji - p od'Le kterych vet?).

Ddkaz. Bua DE /)«a?b», D = { a = xO<x l< ••• <x n = b} •

EXiatuji fi E. (x i+1 ' xi) (i = l ••••• n) .tak, ~e

CjJ(Xi) - 9'(xi_l) = 1'(fi)' (xi-
x

i_l)
•

Tudi! n

a'l t e ,D) = L int t(x) • (if (xi) - f (x i_ l»
~

i=l

Odtud jH plyne (viz vHu 1.24) .po!adovanll rovnoat (proveate podr-obne L) ,

B. RS - INTEGRAL VZHLEDEil K FUNKCtJa S KONEr:NOU VARIAC!

D~ive ne! p~iatoupille k detinici a z~kladnim vlaatno5tem, odvodime 5i jed

no pot~ebnll pOllocnl! tvrzeni.

Podle 6.3 najdllme

= b} t.ak , aby

16.121 LeDlDla. Buate f,g,h nekleaajici tunkce na intervalu

t = g+h • Potom Rf( <a.b» C Rg( <a.b»

Ddkaz. Bua FE Rf«a,b» ; zvolme £> 0

DE. iJ« a,b» , D = { a = xo<xl< •• • (xn

Pot Oil

(a.b) • necht

(supF(x)
XE(X;'1, Xf)

inf F(x» (g(xi) - g(x i_l» •
uOtt.,,,,;>

= St (F.D) - at(F,D).

odtud opet poclle 6.3 plyne tvrzen1.
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16.131 Defin1ce. Bull r !?'!!!~!!.!!!! runkce definovana v intervalu (a,b> a]"

neihl j~ funkce s !!?g!!.Sg!?~_Y~l!!.=! v tomto 1ntervalu. Ozna~me symboly
fJ' f pozitivni a negativni va r Iec t !? na (a,b> (v1z 5.11).

Aekneme, !e funkce f je ~1!!.~!!.gg:!!.!1!!.!!J!!.!2Y!!l integrovstelna oa ioter
vslu <s,b> vzhledam k funkci )p , jestli!e

/E.flrJ«S,b»" fltf (a b».

Ozns6me fI" ((a, b » = RsI(<a, b >)" Ri (<Ii, b» a pro
f E fill' « s,b» definujme fliemann-Stieltjeaolv integral vztahem

~ J J

(RS) Jt d 1 = (RS) Jf d I - (flS) / fd i
<1 ..

o Poznamky.

(A)

(B)

Je-li .funkca 1 neklesajid v 1ntervalu <: a, b > , neni
v rozporu 8 definie1 v pi'edeUt!m odstavei, nebol funkee
koostantn1 (viz 5.12.D) a

j f d i = J'f d f .
<1 ..

NaskyU se oUzka, zda denn1ee eystt!mu R, « a,b»

now "rozklsdu" funkee 1 (fP = f 1 - f 2 , kde f1' f 2
ei). Uvedame pi'iklsd, !e ano.

nova defioiee

1 je na <a.b)

z'vlsi na Jorda
jaou nekleaaj1-

Bua G funkee z pi'ikladu 1.3.e a neeht funkee h je deflnovana pi'ed-

plsem

............ 0 pro xE <: 0, ~)
h(x) = .............

1 pro XE ( ~ , 1)

~

Potom (R) ~ G(x) dx existuje, x =[x + h(x) ] - h(x) je Jordanolv

rozklsd funk~e x , ale pi'itom (RS) I Qdb neexlstuje (viz kupi'. evlae-

ni 6.C). D

(C) Z lemmatu 6.12 vyplyva, !e nde definlee RS-lntegralu je vleetnA "nejvy

hodnejU", doataneme &yet'm R f! « e,b» nejvAU1. PhenAjl - neehl,,= f l - f 2 (f1' f 2 nekleeajiei v <a,b> ). Poole 5.13 existuje
v lntervalu <: a, b) nekleaajie1 funkee g tak,!e

Ze 6.12 tedy vyplyva, !e

Rf «a,b» C
2

j in,tml slovy
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Jak jsme v1dl11 v (B), rovnost nesusi naetat.

(D) ~!!~l..'~.: Hechi f ,g,h jeou neklesajici funkce v .( a,b >, nechi
f = II + h. Vis. jU, is Ilr « a , b } ) C Ilg «a,b». ze jakjch pf'edpokla
dO 0 funkcich f,lI,h sdle nsstat rovnoet tichto eyet'mO ?

It
16.151 veta. Bu! 1E.BV « a,b» , nechi 1 je neurHtli ""r1ece funkce t ns

<:a,b;>(v1Z 5.9). Potoa R!p ( (a,b» = III «a,b» •

DOkez. Bu! fE Il,«a,b» ; pows fE Ilgl'«a,b»"_Il,«a,b» a
podle vity 6.7.A Je t E ~f.':.IjJ- _ «a,b». Ale t/ + 'I = 1'.. + _
Haopak ze vztehu f = !r + 'I a Z le...atu 6.12 (funkce yr, )p , 'I
jeou nekle"jici! ) pl;yne. Ie

16.161 Veta (Zlikladni vlaetnost1 RS-1ntegrlilu)

Plati nlisledujici tvrzeni (pf'edpokUdlise 1, JtI E; BV « a.b »)

(A) t: «a.b» c a, «a.b».

(Bl) f,1I6a9'«a,b»-)f+II~R,,«a,b» a

~ ~ $

/ (f + g) d'l =/ f d'l + / g df '

(B2) f€ Il,«a,b», c E.El .... CfEIl" «a.b» a

~ .l-

I cf d 'I = c! f d fJ '
(C l ) t e R,,«a.b» ....\ r l e R9(.(a.b» (= RI «a,b») a

,. S

11 f d 1 1 <£ /lr 1 d 9 (1 !) ,

(C2 ) f.g E RS'( (a, b» ~ max (r.II), m1n (f ,g) 6 R.If' ( .( a , b» •

(C 3) f,g E RS' «a.b» ~ f.g E R!I «a,b» •

(Dl) fE.R9'«a.b»f\R'}'«a.b»=!j)fE R!I +JI' «a,b» a

I fd(1+1f')=j r d tJ +/fdp,

fEa9'«a,b» ,c E.El=l> fEHcS" «a.b»,. ,.
jfd(C1>=cjfdJ'l... ..
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(E1) f E Rf«a,b», a<e<'b -+f~ RjI>« a,e») ,fE. R9'(.(e,b)l

a /fd,/" j fd f + IS. fd f '
0. 4 e

(~) t E Rf «a,e» , fE R9«e,b» =9>1'E. 1(1 « .. ,b» a

,J C S.

/ fd'/ =I fd ,. + / fd 1 .
4 e

Dllkaz. Dllkazy.plynou 1hned z pl'!slu!n$eh vh z odatavee (A) a z denn1ee
eyatllllu R, «a,b» • Pro l1uetrae1 dokllielle <C 3), nerovnoet v (C1) a
<D1), oetatn! proveate eall1.

(C), Buate f,gE.R,«a,b», tj. f,gE.RsI«a,b»f\ Ry«a,b».
Pod1e 6.6.C ovAell f.g E Rr/< <a,b» f\ R!« a,b» = R!I « a,b».

<C1), Obdobne dokllielle, Ie I r ] E.R,< (a,b» ,kdykol1V f£ R1< ,a,b».
POtOIl

, I. I- , ,

\/fd9\=11 1'
d/ -! fdfl~ II fdll +lffdsPl~

E Ilf1di+ jlfl d9 =jlf l d (/+1) =

,
~!Ifl d l

<ktarych vet jelle poul!va11?) •

(D1): Necht f6 Rf«a,b»() R.,«a,b», tj. necht

1'E R/«a,b»f\ R;«a,b» () R';«a,b»() RjI«a,b».

Pod1e 6.7.A Je

a

Obt!1 Je Oln! v tOil, Ie nadlle, zda-11 poa1t1vn! <negativn!) variace funkce
H = !I + Y' Je rovna ; + ~ - (;; + ij! ) - oetatne, plat! toto?

Ale ze vztahu

27571 P7
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a z plyne existence nekleaaj!c! funkce g

•= H • g ,

na <a,b> takove, Ie

Odtud poaoci 6.12 doata~", ie

t £ ~ ( <a, b » " Rft ({ a, b >)" Rg ( <: a, b >)
Tecly koneane t .. ~ « a ,b>) (H = !I + ¥' I ) a

~ ~ #-,. ~ ~

Jfd(/+1/) = ! fdB + Jfd« , Jfd<1: ¥'-) = Jfdii + /rd« ,
c .«.. .. cL

col ve· apojeni a (a) M hledanou rovnoat.

16 • 171

V daliia uk'le__ , jakim jinYa zpdaobem lze je6te def1novat Riemann-Stiel
tjeadv 1nteg~l ; uJ<'ieae, proa ja.. ae oaezili v na6i defin1c1 pouza na omeze
na funkce f a na funkCe r a koneanou variac!. Podotikam , Ie se jedn8 0 po
nikud obtiinijei pertii a doporuauj1 ji ke studiu pouze lep6ia studentda.

C. .. ZOBECNI:IB1 FOSUlUPNOSTI A LIIIITY

B Defin1ce. Zopsklijte s1 pojlllY - "usmerneni soubor", "zobecnens posloup
nost", "zobecnen' limita" - ktere jsme zavedli va cviaeni 1.K. Misto sym
bolu 11m (F ,A, ~ ) pouUjme oznaaeni l1mx F(x) ai tet l~m j,'

16.191 Cv1aeni. Necht. (D, ~) je uSlDerneni eo ubor; r ,g bu,he reslne funkce na
D • Dokatte n8aladujici tvrzani.

(A) ,L1m1ta 11mx f(x) , pokud eX1stuje, je jednoznaane ur cena ,

(B) L1m1ta l1mx f(x) existuje, prllv<! kdyl je splnena nllsledujici Bolzano
Qauchyova podminka

(Be): V E>O 3xo V x; x" (x't xo' x"!:. Xo ==*\ fex') - f(X")I.:::€:

(e) Ex1stuje-l1 l1mx f(x) a je-l1 c EEl ' eX1stuje tel l1mx cf(x) a

plat!

11mx cf(x) = c l1mx f(x)

(D) Exietuje-l1 l1mx f(x) , existuje UI l1'"x If(x) I a

l1mx If(x) I = I l1mx f(x) I .
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(E) EX1etuJe-11 liDlx f(x) = A ...dieme ns!4zt K >0 a Xo <;; D tak.!e

-,\f(X) I~ K

(F) Ex1stuJ!-l1 11m1ty 11mx rex) I 111Dx g(x) , ex1stuJ! ta! liDl1ty

11m
x

(f(x) + g(x) ). 11m
x

(f(x) • g(x) ) a plat!

l1mx (f'Lx ) + g(x» = 11mx f(x) + 111Dx g(x), 11mx(f(x) • g(x» =

Necht

nAte

l1lDx f{x) = A a sou6ssnA

xl' x2 E D tak, aby

11m
x

g(x) •

11mx f(x) = 5 • Zvolte £ > 0 a nalez-

x l: xl ==='?I f{x) - A I" e. x !: x2 ~I f(x) - 5 1< e.

(5) EX1stuJe-l1 l1mx f{x) , Je BC-podm!nka splnAna. Naopak pfedpokl'deJte

platnost BC. Naleznlite XnE: D (n = 1 ,2, ••• ) tak , aby

x'to xn I x·!: xn ~ I f(x') - f(x·) 1< i·
IId!ete hned pfedpokladat , Ie xl .::! "2 .::! x3 :=! ( pr06?) .
Posloupnost r!H!!i£l.l ahel { f{Xn)} Je cauchyovskli (nebot pro ka!da n,

pEN je \ f{xn) -
1 tud!! eX1stuje 11m r{xn) = A •f{ xn+ p) I <. ii ) I

n_

Staa1 nyn1 doklizat,!e 11mx f(x) = A •

(C) - (F') • Poui1jte standardn!ch metod.

D.~ STIELTJESUv INTEGRAL JAKO ZOBEcNtNA LIIIITA

6.20 Def1nice. Bull. (a,b> uzavtenj interval v El• Do mno!iny.."lt vliech

dvojic D, ~} (kde D" { a = Xo <xl <... <xn = b} je dAlen! 1nter-

valu <a,b) a ~ E: ~(D) - viz 1oJ.- je n-tice (~l'··· Sn ) takova,

!e x i_ l <:: ~ 1 '" xi ) ...

zaveame uspotlidlin1 .:0\ I.::! podle 1oK.e,f • tj.

{ Dl• ~ l} ~ {
D2 1 ~2} <def> Dl C D2 ( uspotlidlin! dane 1!!!!:!!!!!!).

{ D1 1 ~l} :t{ ~2}
de!

D2 1 <! '> .JJ (D2) ~ )I (D
l) (uspotlidan! dane !!~!::

!!!!!!!) •
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jeou usmernll-eLehko sami zjistite, te dvojice

ne soubory.

Buote nyni f, '! r-ea Lne funkee na intervalu .( e, b > . Pro keZde

DE S(')«e,b» a f€ I(D) pol~tme

6"" (f,D, f
Ztejme fry (f, • , • ) je f'unkc e na vi{ a mClteme tudit uvaz ovat je ji

limity vzhledem k usmernenim ~ a ..::I. ...

16.211 Definiee. Podrtme oznaceni z ptedehoziho odstevee. Existuje-li zobeenena

limite Ijm 6$P (f ,D, ~) vzhledem k uspotadani ~ ,tekneme, ze funk-

ce f ma ~tieltjesClv i-integral (kratee is-integral) podle funkee )p
na intervalu <a, b >. Klademe pt i tom

def
lim
:!

6'J"(f,D, f ) .
f , prof - zkoumat ttidll vse cn funkei

existuje. Oznacme tuto ttidu symbolem

6"9' (f,D, f );

mUeme tet z kovma t - n ao pak

lim
:!*

defde; =

nH integral

MClteme nyni - pti pevne funkei..
(is) J f d f..

i S'I « a , b) ) • ( Obdo bne pH pe vne f'unkc L
,J..

f - ttfdu vseeh funkei C; , pro net existuje integral (is) j f d tJ .)

V ptipade, kdy existuje aobe cn ena limite ~~ Gf (f ,D, f) vzhledem

k druhemu usporadani ::1*, definujeme StieltjesClv n-integral (kratee

nS-integral) vztehem

(nS ) /:
...

pritom symbolem nS~ « a,b» oznacime mnoHnu vseeh funkci f, pro

nllz tento integral eXistuje.

~ Poznamky.

(A) Prepiseme-li definici zobeenllne limity, obdrzime nasledujici tvrzeni

"(1) Integrlil (is) Jf d 1 e xts t u je , prave kdyz exiatuje A € El

8 vlastnoati: Cl

"ke kazdemll £: > 0 mdzeme nalezt deleni Do € [iJ « a, b>) tak, ze

16"S'(f,D,~)-A 1<£ ,kdykoliv De~«a,b» ,DoeD,

f€I(D) " •
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Potom ztejme

(n) Integrlll

nosti:

"-
A = (is) J f d 1 - porovnejte s 1.J .al)

,.4.
(ns)! f drjJ existuje, prllw kdy! existuje s vlsst-

'»0 tak,!e

DE~(<:a,b»,

..ke ka!demu E> 0 mO!eme na Hzt

\e-sP (f ,D, f.) - B 1<. E. , kdykol1v

II(D) ~ s a fE: ~(D) ..

(Opet pa k B = (n S) ! f d f ' viz tel 1.J.b.).

pro

Prostudujte si pe~l1ve tvrzeni (1) ve cvi~eni 1.K. Z nej vypl,jlvll, !e

C. is If « a,b » pro ka!dou funkci )p a

= (is) If d 1
4.

nS,
(B)

V 1.K. jame tel ukllzali, !e v ptipade Riemennova integrlllu (9P~x) =x)
ee aystemy nS«a,b» e i s( (a,b» ahoduji. Je tudi! lhoatejne,
zda R-integrlll definujeme pomoci uspotlldllni deleni podle inkluae ~i

normy. Pozdeji ukll!eme (viz 6.31), !e syatemy i s.9' « a,b » a

nssP « a,b» eplyvaji pro spojite funkce)p, zatimco pro neapojite
funkce )P ji! mezi nimi mOle ne et.et. ostrll inkluae •

.~

(e) Prozatim nevime, jaky je vztah integrlllu (RS)! f d f (ktery byl

v odatevci (B) definovlln pouze pro o:ezene funkce ', a funkce Y; a ko-

ne dnou variaci I), integrlllO (is)If d Y; " (nS)If d fJ a jaky

je vztah syatemO R,,«a,b» a i s.9'(<a,b)) ~i nSjP«a,b».
o tom vsem ae dozvime e! v odstevci 6.38.

(D) V dalsich odstavcich ae apise aousttedime na existen~ni otllzky
Stieltjeaovych integrlllO, na jejich vzlljemny vztah, ne problemy, pro¢

jame v minulem odatevci definoveli RS-integrlll pouze pro omezenll funk

ce a podle funkci a kone cn ou variaci; z vlastnoati Stieltjesov,jlch inte
grlllO uvedeme pouze ty nejzllkladnejsi, ostetni ponechllme do cvi~eni.

Nejde nllm v tomto odatavci 0 celou siH teoria Stieltjeaova integrlllu,

jde nam vice 0 to, pr oc tuto teorl1 budujeme prllve timto zpOsobem, jak
siroke ttidy integrovatelnych funkci nllm zechyti a jake problemy s tim

vznikaji.

(E) Integrllly (is) a (nS) maji mnoho 5pole~n,jlch vlestnosti. Nektere vety
plati pro "s integrlll i pro is integrlll. Abychom je nemueel1 rozepiao

vat, zavedeme tuto dmluvu. Jestli!a budeme mluvit 0 S-integrlllu, mllme
na mysli bua vllude is-integrlll nebo vllude ns-integrlll. Rovne! tek po

u!ivejme v deUim symbolu Sf/ « a,b) ) s ptedstavujme ai pod nim

kter,jlkol1v ze systemO iS1 «a,b» ~i nsf! «a,b».
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~(BC

lntegrlll

- podm:!nka pro
.I-

(iSi f d1

existeneil

existuje, prllv~ kdyl je spln~na podm:!nka:

V€>o :1 Do eRj «a,b» V D', D" E0 « a,b»

D C D' D C D"o J 0 J

~IGf(f,D', () 

.I.

lnt.grlll (%) Jt d f
4.

1 *f E I(D'> , ~ E: I(D")

€tf (f,Il", f ") \<:£ .

eX1stuje, prllw kdyl je spln~na podm:!nke:

'VOo

}I(D'> ,,$, V(D")"",

-) \01 (f,D', f> -
Ddkaz. Plyne ihned z 6.l9.B.

,f E I(D'), r E I(D") ~

6f (f ,D" 'f" )I< oS •

16 .2~ Lemma.

Hecht f t; 1S, « a,b ». Potom plati:

"Kekaldemu £)0 existuje DoE~(<::a,b»

val ( c ,d> je obsazen v n~kterem z interval~

tl' t 2 E <. c ,d ) , potom

tak, ze kdykol1v 1nter

d~len:! Do a kdykol1v

"

tak, Ie kdykol1v interval
(d-c> ~ d a kdykol1v t l,

Hecht f t; nS,(<.a,b». Potom plati.

"Ke kaldemu £ >0 ex1atuje 0> 0
<: c,d)c.(a,b) splnuje nerovnoat

t 2 E <c ,d >' potom opAt

D~kaz. Dokllleme nejdt!ve prvn:! tvrzen!. Zvolme £: >0 a nalezn~me

dAlen:!

D' D" ~ D
, 0 '

Xo <. xl <. ••• <xn = b} tak, aby

r E I(D'), r E I(D") =9\6f f , D' , f'>- ~(f,D'" r>I<£:·

k E { 1. "; tak, Ie <.c ,d>C <xk_ l' ~>. Uvalujmek ,

• =

Existuje
dAlen:!

D = f
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ZV~l!me-11 {'. f" E I(D) tak, aby

f k : t l • ~ k : to!, dosUvllme. !e

pro 1 # k ,

Obdobn6 dokalte aam1 druhou ~at tvrzen!

eX1atuje. prllv6 kdyl je apln6na pod.m!nka C.) IIntegrlll

16.2~ VHa '(podm!nka pro ex1atenc1

$.

(nS ) Jt d lfJ
It

poaloupnoet dUen! Dn E iJ « a. b» a vlaetooaU
: 0 a pro kaldou poaloupnoet f n • I(Dn) e:datuje vlaato!

"Fro kaldou
11m II (Dn)n_
limita 11m a; (t ,Dn, f n i-.n_ )

I-

Ddkaz. Exiatuje-11 (ns).f f d fJ ' je zi'eja6 podm!nka Cw) spln6na.

CDokalte podrobn61) Necht naopak je podm!nka (.) spln6na. Pozn&aenej...

Ie hodnota limity 11m 6"!I (t,Dn• En ) nezllv1s! na vybllru poeloupnoat!
n_ )

Dn• ~n (,",me-li totH dv6 posloupnoeti D~, D"n' ~ ~ 6 I(D~).

~"n C I(D" n) • e vlastnoet! 11m IJ (D~) : lim )J (D~) : O. adle..

utvotit poeloupnost D{. Di • D2, D2 ' •.• a ne ni ap11kovat Cw) 
rozm,ysletel). Ozna~me tedy A: 11m 6'.9 (t. Dn• f n ) a pi'edpoltUdejaa.

ie nen! l~6"jP(t,D'f):A. EXistuje e » 0 tak. Ie Ite kald'au

n€N mo.temenalllztd61en! DnE~«a.b» a fn€.ICD n) evlaat-

nostmi II (Dn) <~ a I 6'1 (t.Dn• f n) - AI> E. Potom ovilea

11m II (Dn) : 0 a lim 6", (t.Dn• fn ) " A

~ Poznllmlty.

CA) Podm!nka (.), uvedenll v ptedchoz! v6t6, alout! mnoha autordm prllv6 k de
tinici Stieltjesove integrlllu (viz kupt. J II. kap. X, § 7) a na n! byv'
zalolena celli teorie.

takov'. Iev

Potom mo.ieme nalllzt po dvou die-

Lze vyslovit obdobnou v6tu 1 pro(6)

,I.

16.271 VHa. Necht exiatuje (S)Jt d!l

junktn! uzavtenll intervaly I l,.··, In

(I) tunkce ~ je konetantn! na keM'm 1ntervalu I l, •• " In •

(II) tunkce t je omezenll na (a.b) - (Il U •• , U In ).
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l)~ksz. Pi'sdpokllidejme , ze t' ~ is,! « a,b» • Podle 6.24 existuje deleni

D : { a : Xo <xl <... (xn: b }

tak , ze

(++)

kdykoliv interval (c,d) je obaazen v nekterem z interval~ (xi_l'xi)
a tl' t 2E(C ,d) • Predpokllidejme, ze funkce f je neomezenli v interva-

lu (xi_l,x i > Potom sup {I f(t l)-f(t2) \ ; tl't2 E (Xi-I' Xi>}:

: + 00 a podle (++) tudit f (xi) : f (x i_l). Zvolme jeste

s e (x i_ l' xi)' Potom funkcs f neni omezenli budto v intervalu

<x i_l' y> H v intervalu <s , xi> • Necht f ne nf omezenli

v (Xi_'l' y) Opet z (+-0) plyne, ze (jJ (X i _l ) : 11 (y). Tim jsme do-

kAzali, ze funkce ;; je konstantni v intervalu <xi_llxi) • Nyni sta~i

uvatovat aouatavu veech lnterval~ <x i_l' xi> I na nicht funkce f neni
omezenA a obdrUme tvrzeni.

I

Existuje-li (ns)! f d;; I existuje podle 6.22.8 i

a,ata~i poutit prlive doklizana tvrzeni.

zaeni , jestlite pozmen1me hodnoty funkce f
je konstantni (viz '.A.b), m~teme vzdy hned

na £!ill intervalu <a,b> omezene.

~ Pozn'lIIky.

(A) Z prlive doklizana vety je videt, jakou roli hrsji v taoriiSiieltjeaovs

lntegr'lu oaezena funkce. ProtoZe hodnota integralu (5) Jf d f se ne

4
v intervslech , kde funkce JP

predpokledat, te funkce f je

(8) Lze vyslovit obdobne tvrzeni predchozi vets, pouze role funkci

jsou prohozeny. C tom veak at ve cvi~eni 6.0.

~ I-

IA) Necht exist"J_ (Os>! f d rt . Potom funkce f a 1J nemsji v interva..
11.1 <a,b > spoleenybod nespoJitostL

S-

(8) Hecht existuje ( is)Jf d fJ . Potom v intervalu ('" b> neexistuje

bod, kde by funkce f a fJ by1y sou~asne nespojita zprava ~i zleva

(tedy obe funkce f, fJ mohou byt v nejakem bode nespojite I ale tento

bod nesmi byt bodem nespojl tosU "zpravs" anl "zleva" obou funkcl e, fJ >.
D~az. Dokazme tvrzeni (8). Nacht. existuje bod y E (a,b > , v nemt funkce

f , ~ jsou nespojlta zleva. Potom
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3£ >0 v~>0 3x', x" E (y - d ,y) I f( x ") - f(y) I ~ e ,

Ir(x") - 1J (y)

Podle 6.~4 vsak existuje dHen! DE.0«a,b)l

D = { a = Xo ( Xl <: ••• <xn = b} t.ek , ie kdYkol1v interval

je obsaien v n~kter~m z interval~ d~leni D a kdykoliv t
l,

t
2

potom

<c,d>

E:(c,d) ,

(Xk_l.Xk) Apl1kujeme-l1 pra
• obdr!!me jii lehko apor

Nalezneme· k (k = l, ... ,n) tak, aby y E

ve te~en~ na interval <c ,d >= .( x" , y>
(provedte detal1ne! l.

Tvrzeni (A) dokaite pomoc! 6.24 obdobnou metodcu saudI

16.301 V~ta. Buate r , r; omezen~ t'unkce na intervalu <a.li> (podle 6.27 a
b.O neni toto nikterak podstatn~ omezen!). Potom integral

(nS)!f d r; existuje, prave kdyz existuje (lS>If d 1J a funkce

f. if nemaj! v intervelu <a, b > spole~ni bod nespojitosti.

D~az. Existuje-l1 (ns);: a fJ • existuje i· (is)! f d 1 podle

6.22.B e jek jsme prav~ dokazsli, funkce f, ~ nemaj! epole~ni bod ne
spojitosti. Dokazme nyn! obracenou implikaci.

I

Oz nacme A = (is)J f d '! . a zvolme E>O. Knimu m~!eme naUzt dHe-

nf Do E iI«a,b » tak,!e plet!

, .

D j Do • f Eo I(D) ~ !S-Sl(f,D. f) - A 1<£
Necht Do ={a = Xu( Xl <.. ,<xn <xn+l =b} • DBle nalezneme J') 0

tak. eby

kdykoliv interval (c, d >C. (xi - Ii, xi + Ii >(1 = 1 .... , n) a

(rozmyalete podrobnel vyuzijte spojitoat a omezenostt 2 E (c,d)

c! f. ;; i.

Necht QYn! je D e: iI( (a,b» a vlaatnost! JJ (D) <$, f E I(D).

'" '" )POlo!me jeliU D = Do U D a v intervalech delen! D, v nich! nele!!

zadna alo!ka vektoru J zvolma libovolna hodnoty a takto "doplneni"

vektor ~ oznaeme f (precizujte tuto mylilenkul) •
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Tim jame ukAzali, Ie integr41

a

+

... "
Potom D ~ Do' JE I(D)

I6;(f,D, ~ ) - A I ~ ... "
<a;(f.D, f) - 6" cr,n, f ) I +

\e-,(f,D'f ) - A 1< 2£.

(nS) if d 1 eXiatuje a je roven A.

Prove!te tento ddkaz je!te jednou a potSdnel Porovnejte tel sddkazem ve

ty 1.23.

omezene v intervalu <a, b >!!'!!!1?2Ue, ~
potom

funkcipro

I
kdyl exiatuje (nS) J

<I

atejnou hodnotu). Speci41n~

Riemannova integr41u, plati

~ Pozn4mka. Jsou-li tedy funkce

J!~! z nich je navic spojit4,
...

intagdl (is) Jf d l' existuje, pr4w

4

(a one integr4ly maji pochopitelne

JP (x) = X I ktenl vede k definic i

is, «a,b» = nSf « a,b ».

V dalAim uk4leme. jakou roli hraji v teorii Stieltjeaova integr41u funkcs

s kone~nou variaci. Dok41eme n4s1edujici v~ty.

(I) Je-11 funkce f spojit4 a 1 mtI kone.~nou variac1 v < a,b > I potom

integr41 (S)/f d jJ existuje (je jedno v jakem 8IIlyslu , nebol. f je

spojit4l 1 i.
I-

(II) .4-11 existovat (S)Jf d f pro katdou spojitou funkci f na interva
...

lu <a,b) I mua! byt jil· nutne funkce JP 8 konecnou variac!.

-'
(III) 114-11 existovat (S) J f d 1 pro katdou funkci Y a kcneencu variac!

....
v <a.b). mus! byt jil funkce f spojit4 v <a,b)

Jest~ jednou pHpomenme, Ie je lhostejne , zda pracujeme s 1S ~i nS- i n
tegr41em, nebot vldy zkoum4me apojite funkce !

kone~nou variaci, potom integr41

BC-podm!nku z 6.23.0zna~me

16.321 V~ta. Je-li funkce

Ddkaz. Poulijeme

f apolit<! v intervalu <a I b) a funkce

(S) If d IJ existuje.

I.

11= vC;...

IJ tam m4

a zvolme E. >O.
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1I11!eme nalezt d> 0 (pro~?) e vlastnostl

t

V'I=E-
4

Buche n,yn!

Potom

D: D" E. RJ (<a, b» ,
f E 1(D') , r E

))(D')<$,

I(D") •

)I(D")<:d,

(proveate podrobnel).

I

16.331 Veta. Existuje-l1 (S)! f d:l pro ke!dou apo j t t.ou funkc1 f v <a,b) ,

ma nutne funkce r; kone cnou var1ac 1 v <a, b >.
Dllkaz. ptedpokladSme, h }fJ ma v (a,b >nekone cnou vllt'1ac1. Potom ex1s

tuje takovy bod Y E <a,b >, !e f'lnkce !1 m8 nekone cnou var1aci v ka!

dem jeho "okol!" (viz kupt. cvi~en! 5.K), a tud!! i v kazdem jeho levem

~i pravem okol! (pt1pou~t!me 1 Y = e ~1 Y = b). Nechl. pro ur~itost

funkce <J' ma nekone cnou variaci v ka!dem intarvalu

<Y - d , Y >c <a,b >, d> 0 •

lI11zeme nalezt r-oat.cuc f POS10U:ost { Yn} s vlastnostm1

Yn / Y, Yn £ (a,y) , ~=ll '! (Yn+l) - '! (Yn) I = + 00 •

Dale nalezneme posloupnost

lim c n = 0-, c n >0 ,n._
(Sta~! kupt. polozit s =n

{ c n ) tak, aby

~cn I f/ (Yn+l) - Y; (Yn) 1= + 00.

n

~ 1.$O(Yi+l)-Y;(Y1)!'cn= ;n)

Def1nujme funkc1 f na (a,b> ptedpisem:

f(x)

/0 pro x £ (,a,b) - (Yl' Y) ,

_?--o pro x::; Yn (n::; 1,2, ••• ) J

-~ 1
~Cn'Sign ( 'I (Yn+l) - 1(Yn» pro x = '2 (Yn+Yn+l) ,

11nearne v intervalech (Yn' ~ (Yn+Yn+l) > a

<~ (Yn+Yn+l)· y n+l)·

(Kresletel) Ztejme f je spojita v (a ,b >.
Je-li nyn! D E ~ «a,b» Ltbov oIne delen! a pt1dSme-li k jeho dtH!c!m

bodllm "dostate~ny po~et" bodll Yn (a vol!me-li ~ 1 = ~ (Y1 + y 1+1» , lehko

v1d!me, ze 11m 0',. (r ,n, f ) nemllh eX1stovat (opet podrobne rozveatel).
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I-

16.341 veta. J!:xistuje-li (S) j t d if pro kazd cu f'unkc L )p s kone cn ou variac!

v <a,b) , je j1Z £unkce f v intervalu <a,b) apo j Lte ,

D6kaz. Bua y e <a, b > a de£inujme runkc t )0s ptedpisem

0 pro x E (a ,y)

f y(x) =~l pro x ; y

~2
,

prp x " (y,b)

,.
Zrejm~ 1y E BV( <a,b» ,tudH (5)Jr d 1 existuje. Podle 6.29 v§ak mu..
sf byt £unkce £ spojita v bod~ y

16.35\ Veta (Vlastnosti 5-integralu)

(Al ) £ .e € 51 ( < s, b ) ) =j;> £ + g E s9' c< S,b») a

l- I. I-

(5) f(r + g) df =(51/£ dl + (5)! g df

" ... ...
(viz poznamku 6.22.EI),

(A2) r e S'/ ( <a, b » , c eEl ;> cr e 5'/ « ," » a
.t I

(5) Jc r d,; C (5)Jr d f '
Q. "

£ e 5y«a,b»()5",«a,b») ." re

(5) jr d (1 + Y' ) = (5) 1£ d 1
... "

5f +1" « a,b»)

I

+ (5) I r d y,

a

£e5y«a,b», ce. E1 ~£"'5cr «a,b»

(5)/£ d (c In ; c (5! £ dyJ,

a

tc )1 £ E 5p«a,b»,

(5)Jr d 1
...

a<c(b )fe5,/«a,c», fESf«C,b»

c I-

; (5) J r d 1 + (S) If d:/,

... "

a

(nepla.ti pro nS-integral! Viz daHf poznamku).
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I)~az •

(Al) Buo. D E .fif « a, -> , f € I(D) • Potom

0"f (f + g, I), ~ ) = 0f (t',D'f) + 6f~g,D'f)

a tvrzeni dostaneme ze zakladnieh vlaatnosti zobeenenyeh limit (viz 6.19).

DaHi tvrzeni dokazt e obdob ne sami! Kde seHe d~kaz tvrzeni (C2), kdyby
chom uva~ovali ' nS-integral?

16 • 361 ~oznamka. Jak jsme jiZ i'ekli, tvrzeni (C 2) z predehozi vHy neplati pro

S-integral. Jako protipriklad pou~ijte 6.A.d~ Lze v~ak vyslovit vetu:

Je-li f E nSf «a,e», f e nSf (,< e,b» a je-li aleapon jedna

z funkei f, If ~E2j!H v bode c, potom f€ nS5P«a,b».

Dokaz-te I

JiZ jsme ukazal t , jaky vyznam maj i pro teorl1 Stieltjesova integralu

funkee s konecnou variaci. Odvodime nyni jeete dalei vety a objasnime ta~,

jaky je vztah Stieltjesovych integral~ a Riemann-Stieltjesova integralu.

16.371 VHa. Bud f omeze na funkce na (a,b) (neni pod ata t ne ome:enil) a'lecht

Y; je funkce 5 kone cnou var1acl na <8,b) . Oaneene 11 ' 1 ' fJ
t o't a Lnf , pos1tivni a negativni variaci funkce )Ii (viz 5.9, 5.11). Potom

nasledujiei vyroky jaou ekvt valentni:
J,

(I) ($)/ f d sP existuje
...

( II)

I-

(III) (5) !fd:! ,
...

existuje J

t.

(5) ~fd;P existuji

'"
(integraly a amcz f-e jme cha peme v se chny jako il$, re sp , i$_integraly I).

Je-li sp Lne n a kterakoliv z podminek (I) ~ (III), po'tom

g

cs: Jfd r =
e

t.

(5) J fd; -
a.

I.

($) Jfd1
•

D~kaz. Poslednl rovnost plyne ihned'z6.J?Bl• Dokazujme jednotliva impli

kaee; myslenky d~az~ vsak naznacime strucne, provedte je do podrobnost!

ssmi. I.

(I)~ (II), Neeht existuje (is) / f d!l • lI~zeme predpokllldat, ~e funkce

f je v intervalu <: a,b)

me de Lenf DoE Si'J « a,b»

omezenll (proc?). Zvolme

-tak , aby
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l

(is) / r d!l
neapojitosti. Podle

D; D·:> Do' (€ I(D') , r € I(D·) >

>\6',(f,D', f) - 0', (f,D", ~ ") \<£.
vyrsz 1e-sf<f,D', f) - B"lr,D", 5")
podle definice.

p~edeAleho psk eXistuje

Nyni sts~i vhodn~ odhsdnout
kter$ ai nejlepe rozepiAeme

l

Exietuje-li (nS) j f d 1 ' exiatuje podle 6. ~o take

e funkce f,!I nemsji'v intervalu <a, b> epole~ny bod
~

(is) J f dis jelikoz podle 5.lO.B, 5.E msji
...

funkce jJ , Y* stejne body neepojitoeti, exietuje opet podle 6.30 inte

~ *
grn ("s) J f d!l .

A

(11)-->(1) P~i dOkazu pouzijte BC-podminku (lze vzdy p~edpokledat, ze jed
no deleni tam vyetupujici je zjemnenim druheho I) a odhsd

* +
(III) ~(II) PouZijte 6.35.Bl s vztBh !f ~ r; + '!.
(I) -)(III) PouZljte opet 6.35, jiZ dokezBnou ekvivslenci (I) a (II) s

vztah ! ~ ~ (1*+ !I), i = ~ (1- f i,

~. Ddsledsk. Bu! t : omezene v <: a, b> , tje BV (<' s,b>). Potom

fE B'I«S,b» ,pr've kdyz iE'lS9'«~,b)-). Dele pLat f rovnost

~ /.

(BS)! f d 1 = (is) / r d!f pro kazdou tskovou funkci f

Ddksz. Ydhae phdpokledat, ze funkce II je nekleeajici v <a,b> (proll?)

Bu! <IX, jJ> c. <a,b) uzsvhnj interval, fl' f 2 E. <0( ,(1 >
Potom ze vztshd

sup f(x)
XC(", ~>

inf f(x)
1<c<<<'I">

sup f(x) inf rex) ,

"""","> Jlc<"J~>

~ eup { I f( ~l) - f( f2)! i ~l' ~2 E <IXI~>}

s z 6.3} 6.23 plyne prvni ~eet tvrzeni. Jako cvi~eni ns zobecnene limity

psk dokazte rovnoet integrelo.l
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E. CV reIN! A PaOBL6IY

B Ft!klad3 RS-integU16.

(a) Je-l1 f konatantn! fUnkce ns (a,b>, f!J s kone cnou variac! na <a,b),
potom f E R1 « a,b) ) •

•
eemu je roven (RS) Jf d 17

•
(b) Je-l1 naopak !I konstantn! a f l1bovol'M omezen' na (a,b) , je opilt

l-

fER,. «a,b». Spo~1tejte (RS)! f dJP I

&,

(c) Def inujme funkc i !I takto:

gJ(x) =-----:------d
pro

pro

pro

1x li (0, ~) ,
_ 1

x - ~ ,

x E ( ~, 1> •

f

(RS) J f d 9J
/I

pro r6zn' funkce f v zd-

g( x)

pro

pro

x' ~;O; •

x. > 0.

Zkoumejte existenci i hodnotu integr'16

integraly j, J# I

-, 0

(e) Bua D Dirichletova funkce v <0,1), 1E.BV( (0,1> ). Zkoumejte hod-

f

notu i existenci J D d 9' .
/I

(f)"" Bua If Cantorova funkce na intervalu ..(0,1> (viz [?r] ,8.71):
I

Ukazte, ze J x d 'f = %.
Q

~~YQ~~ Dokazte pt!mo. Zkuste taz pouZ1t 6.38 a 6.N.

~ Cvi~en!. Necht omezena runkc e f ma pouze kone~n' mnoho ood6 nespojitoal1

v intervalu <a, b> , necht !f je v ..(s, b) nekleaaj!c1 funkce, ktera ne

m' Zlidna apo Lecne bod3 nespojitosti s funkc1 f . Potom fER51' « a,b»,

dokaztel
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omeze na , !Jl nek1e aajici ). Potom

by funkee f,)p by1y eou~aane

Cvi~eni. Neeht fER9'(a ,b» (f

v interva1u (a, b> neex1atuje bod I kde

neapoj1te zprava ~i zleva. Dokaltel

!!~Y22~ DokaHe nejdtive ptimo pomoci defin1ee. Pote ml11e"te tel p ouz f t

6.29 a 6.36.

~ Subatitu~ni vety.

(a) Zopakujte a1 vatu 6.11 , kde jame ukezal1, le
S ,.

(RS) J f dl - (R) I ffl' (A).. ..
za"pt'edpok1adl1: f apojita v (a,b>, f nek1eaajiei , JP' apojita

v (a,b>.

(b) Ukdte ptik1ady f I 5P t ak , aby vldy jeden z ,integr8111 v rovnosti (8)

exiatova1 a druh,t niko11v.

(c) UkaUe, le rovnoat (.G» p1ati 1 za teehto ptedpok1ado.:

(0( ) f E ll( (a, b) ) I ~

(~ ) fE R!p«a,b» ,!fJ

(d) * Necht g E R«a,b», ,'(x)

podle 5.J). PotoDi

S I-

(llS) Jf elF - (R) jfg.. ...

nek1eaajiei, !fJ" spojita v <a,b>,

nek1eaajiei, .p" apojita v (a,b>.
M

= (R) J g (zt'ejme F E BV( (a,b) ) I t!'eba...

existuje-11 Jedenz techto integralo.. Dokaltel

(e) Odvoihe apeeili1ne z (d): 118-11 funkee F v (a,b) derivaei a je-l1

F"€ ll«a,b» I potom
.I ,.

(llS) j f elF = (ll) /n",
exiatuje-1i jeden z techto integra1o..

(f) Z (d) odvoate vatu 6.11 a v)'a1adky z (e).

(g)"!'i'!.I,!.8H'l' Lze odvodit obecnejei vatu. Bua tteba f, spoj1ta v (a,b).
g E de « a,b» (= 1ebeagueovaky integrovate1na),

K

!I(x) = (L) Jg Potom opet !Ie BV«a,b» a

"s .I

(RS) ,I f d!P = (L) / fg •

epecili1ne,
~ ,,"

~RS) Jt d!fJ = (Ll J rg/ I.. ..
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je-l1 f spojita a ~ eb eo Lut ne a po j Lt.a v (a,b>. 0 tom v§ak at pozde
ji.

(h) Odvo<l.te obdobne vHy i pro S-integrBly.

~ Stieltjeao.v objem.

(a) Bua !! neklesajici vEl" Definujte system mnotin ilJP vztahem

kde

Pro
<B,b> je

A E Jr..y

Li b ov oLny interval ObBahUjic! mnoHnu

polotte
A •

"-
VjlA; (RS) J c A d)p

...
(Stieltjeso.v objem mnotiny A)

a zkoumejte, obdobne jako u Jordan-Peanova objemu, vlaBtnosti systemu Jt~

a mnotinove funkce V,

(b) Definujte tet horni RS-integral a tim i horni Stieltjeso.v objem. Pokuste

sa preneat vyaledky c v t cem • 2.A - 2.E.

(c) Definujte to>! syst9my JZ{/l a funkce J/jIJ pomoci S-integralo., zkoUIDejte

je j Lch vlsstnosti i vzejemny vz tah.

(d) UVBtujte tet libovolnou funkci jl ,reap. JPE BV( <a,b» pro katdj

interval < a ,b) C El

~ Prob19m.

(a) Bua fI nekle Bajic! v

J? -nulove, jestlite

ke katdemu e > 0

-
~ M C ~l (an' bn)

<a,b) . tlekneme , te mnoz Lna I4C <a,b) je

existuji intervaly (ani bn) tak, te-
a L. ( )p (bn-) - !I (an+» < e .

n;l

(b) Ukatte, te

(IX) e je dncc enf epcce tnehc systemu !I-nulov,Ych mnotin je opet flJ -nulova

mnozina,

(/1 ) 9'-nulova mnotina nemllte obsahovat tBdny bod nespojitosti funkce !fl •

(c)" Zkoumejte, zda plat! veta (f omezena v <a,b»:

f E RfP ( <a, b>)<-) mnoZina bodo. neapojitoati funkce f je

!I-nulova.

(d) Zkoumejte, zda predchod v~ta bude platit, nahradime-li syatem R, «a,b> )

systemam nSf! « a, b > i.

27571 P8 - 113 -



~ Cviceni. Necht f je neklesajici v (a,b). f ~ 0 v (a.b)
~

Predpokilldejme dllle.!e (RS) Jf d!l = 0 • Je pravda, !e potom r = 0..
s vyjimkou anad sR -nulove mnoHny (viz 6.F)7

Porovnejte ae cvlcenim 1.1l.d

~ Cviceni. Doke!te vatu:

f n £ RjP« a.b» , f n =: f v <... b) =9 f E RjP« a.b» ..

J. 'I

J f n d1-jf -r.. ..

B ProbllllllY.

(a) Pokuete ae nalllzt, obdobne jako u R-integrlliu. nektere nut ne ci poatacuji

ci podminky pro platnost impllkace

J. l-

f n - t v <a. b >~ Jt n d fjl- / f d 51.. ..
(at. jde ji! 0 ,RS- anebo S-integrlll).

(b) Rovnl! tak zkoumejte implikaci

.. I'

v <a.b> ..... Jf d~ -» Jf dl.. ..
(m~!ete 'tel pouUt (a) a 6.Nl •

(c) Zkoumejte
•

/ f d51 jakoHo funkci horni meze pro RS- ill S-integrllly.

a

~5POjite linellrni funkcionllly na ~ «a,b»

( a) Uva!ujme prostor

<a.b). Spojltym
ro zum1me zobraze n1.

~ « a.b » veech apojitych funkc! na lntervalu

linellrnim funkcionlilem L na ayatemu ~ ( (a, b >)
~ « a.b» do El aplnujici po!adavky

(i) f1' f 2E ~«a,b» t c 1 ' c 2 E El ~

-+ L (clfl + c2f2 ) = c l Lfl + c2 Lf2 •

( 11) f n E r «a.b» • f --+ f na <a.b) ~n-

=> Lfn _Lf

27571 2:8
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(b) Ukaite, ie za ptedpokladu (1) lze (11) nebradlt n'eleduj1c1 ekvlvalentn1
pocllllinkou

(11 *) exletuje K > 0 Uk, h pro kddou funkcl s e ~ « a,b) )

pIaU ILfl « I asx If(X)I·
"4<"'~)

~'!2~~ Necht plat1 (11K
) . Vyuiljte vztahu

Nsopsk, necht plst1 (11) a neplat1

t n E: ~ ( <s, b» tsk, aby

K ""IX I fn(x) - f(x) I .
"<./~>

(11K) • NaleznAte poeloupnost funkc1

s uvsiujte poeloupnoet funkc1

(c) aua !l6 av« s,b » Poloi1me-l1

~

Lf = (RS) J t d}p

4

pro kaidou spojltou funkcl f ns (a, b) ,je L spojlt~ l1ne'rn1 tunk
Cl0MI na e « a,b» • DokaHel

!~!2~~ Pouiljte 6.35 s 6.H.

(d) aua g £ R( <a,b) ). Opllt ukdte, ie funkcloMI L deflnov~ ptedpleea

Lf = (R) I fg

je epojlt~ a 11ne'rn1 na proetoru ~«s,b».

!~!2~.. Dokdte pUlloanebo pouHjte (c) a 6.D.d.

GO

(e) aua ,-- an absolutnA konvergentn1 tada, necht
~

bodd z <a,b). PoloUme-l1
00

Lf = L
n=l

{ x~ } je posloupnost

je L epojlt~ l1ndrn1 1'UnkCl0MI na r: «a,b» • Dault••

(1') F .Rlesz dok'zal Meleduj1c1 vAtu (porovnejte e (c) I):

Je-l1 L spojlt~ l1ne~n1 (UnkCl0MI na prostoru ~ «a,b»,

ex1stuje t'unkce !lE:aV( <a,b» Uk, h
~

Lf .. (RS) ltd"
pro kddou tunkcl t E: 1: « a,b» •
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L z (e) a (d)

V tomto smyslu jsou ted,y prostory r: « a,b») a BV( <a,b») "duelni".

Rozm.yslete !

(g) Podle (1') na Lez ne t e funkei Y pro f'u nkc Lone L

(h) E. Borel do kaz e L podobnou ve't.ur

Je-li L spojity Lfnear-nf funkeional na r: « a,b») , potom existuje

posloupnost funkci gn "" H( <a, b » tak, ie

Lf = lim (H).-. ...
pro kaz dou funkci f "" r: (<a, b > i.

~ Zobeen~ne limity.

(a) Ptedpokladejme, ze v definiei usm~rn~ni (viz evieeni 1.K.a) vyneeheme poza

davek (iii). Bude potom zobeen~ne limita je~oznacn~ ureena (porovnej

B 6.19.A) 7 -

( b)

(c)

Definujte "nevlastni" z obe cnsne limity a odvodte jej ieh zak Ladrif vlastnostll

Fokuste ee formulovat a dokazat vet u 0 z obe cne ne limite e l.oz e ne t'unkc e ,

Cviceni Zopakujte ai vetu 6.27 a uve domte s L, co j eme v ni v Las t.ne doke-

ze Lf , Ukazte navie, ze v ptipad~ nS-integralu musi b,Yt kazdy bod "neomeze

nosti" funkee f (tj. bod, v jehoz kazdem okoli je funkee f neomezene)

.YB!lt!1f'! bodem n~ktereho Z intervalO , kde je )P konat an t.n f ; zatimco pro

is-integral body heomezenosti funkee f mohou byt i ~£~jU!~! body teehto

interval"-.

Cvieeni Zkoumejte S-integraly z funkei ve cvieeni 6.A.

~ Integraee per partes.

~ I

Existuje-li (S) Jf d;J , exis tuje i (S) J11 df a plati

.. •.. I ...
(S) Jf »r:

[ f 1 J - (S) /1 df

• .. ..
Dokaztel

!!!1YQ.!L9~~~!!~ Bua D = { a = x o<Xl <." <xn = b} dUem intervelu

<a,b> • f = ( fl.···. f n) € I(D). Polozme jellt~ ~ 0 ; a. Jn+l = b.
Dokezte nejdtive rovnost

" n

(f(xi)-f(xi_l » ; [ ffJ] -~ f(xi)(f (~i+l)-1( ~i»'
•

Nyni staci pouiit definiei Os- ci is-integralU.
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16 . 0 I Cvi~eni. Neeht existuje (S) f f d sP • Potom existuji..
UZ8vtene intervaly II' ... ' In v <a,b) t akove , ze

po dvou diejunktni

(i) funkee f je konetantni na kazdem intervalu 11 , ••• ,In

(Lt ) funkee !I je omeze na na <a,b> - (11 U ••• U In)'

DokaHel

~~Y2~~ Pouz1jte 6.N a 6.27. Pokuste se tez dokazat ptimo.

Cv1~eni.

1 2 2
df = '2 (f (b) - f (e) ) •(S)

( e) Ptedpokladejte, ze

l.

If

~

(S) Jf df
&

existuje. Potom

Dokezte!

( b)

~~Y2!h PouZijte

UkeZte, ze (S) nemuef vzdy exietovat.

~~Y2~~ PouZijte 6.A.d ~1 6.29.

(e) Neeht fk E Sf( (e, b>i. Pleti potom, ze

,.
(S) Jfk df = 1 (fk+l(b) _ fk+l(e) ) 7k+l..

B CvHeni. Neeht :If-BVe (e,b) ) • Potom p Lat f

(e) f,gES!I(a,b» ;>f.gES",«e,b»,

(b) f E SsP «a,b» ~I f I Eo S~« a,b» e

J. .I-

I(S) J f drjJ I ~ (S) J If I d/·
a. ...

Dokezte a porovnejte a 6.16. Plati uvedene 1mp11kaee 1 bez ptedpokledu

!fI£BV« e,b» 7

!6.R1 Cv1~eni.

(a) Neeht rI (a) = !I (b) = !I (x ) s vyj1mkou nejvyse spo~etne mnohe x,

neeht f je epoj1t8 v (B,b>. Potom
.(

(S) J f d 9' = 0 • UkBZte 1

... ~

(b) Bud 50 o.ezen' veriaee v (e,b> a neeht (S) Jf dsP = 0 pro kaZdou
...

Bpoj1tou funkei f v (a,b> • Potom tI(a) = g7(b) = j'(x) pro v6eehna

x ~ (a,b) - T ,kde T je spo~etna. Dokdte I
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~~Y~!h Polo!ite-U f( x) = 1 • potom l(a) = 9' (b) • Dale polo!te

x pro x ~ (a.xo> •
f(x) =/

'--...x pro x E <xo.b) •0

Podle 6.N dostanete, !e

o =

x.
- a f!(a) - (R)J~

4

a derivovanim zjistite. !e !!(xo) = 9'(b) • je-li x bod spojitosti
0

funkee !I .
•

~!!lLMY!!~.. Polo!te te! f(x) = (R) J(fl (b) - !P (t) ) dt..
(integral existujel a f je spojita podle 1.26) .pou!ijte opet 6.N e dosta

nete

# I

0= / f dl = (II) I (yJ(b) - !I (x»2 dx ,

eni - viz evieeni l.C '- sP (x) = ,9?(b) v kaMem bode spojitosti

funkee sP •

16.S*1 Problem. V odstavei 6.21 jsme definovali Stieltjesdv integral jako zobee

nenou limitu funkee E),(f •••• ) vzhledem k jistym usporadanim, kde
n

6'i£ .D, r) = ~ f( ~ i) (!I (xi) - ,¥7ex i_l) )

a x i_l <f ~ i,<f xi • Pokuate aestudovat vlastnosti obdobnyeh integrald,

pri jejieh! de:l'iniCi nahradite _vyraz "f( ~ i) (1J(x i) - -yJ(xi_l) )"

z definiee e;, (f,D. ~) nasledujieimi vyrazy:

(tJ() f(x i_l) (!(xi) - !I (X,i_l) ) }
tzv. Cauehyho integraly

(t!) f(xi) (l(xi) - 1 (Xi_l) )

(I) i (f(X i) + f(xi_l»(!1 (xi) - !I (xi_l» tzv. II-integral

(4) f( fi)( tf (xi) - !I(xi_ l» pro x i_l <:: ~ i c xi

tzv. modifikovanj S-integral

Zkuste ne jdrive voUt ,; (x) = x
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I 7. R 1 e man n d v 'It c e r 0 z • A r n y 1 n t e g r '1 I
obeah: A. I)ef'inice viceroz..Arniho R-integr'lu.

B. Z'kle4nt vlaatnoati.

c. Fubiniova 'lAta pro R-intagr'l.

D. Cviaen! a problimy.

A. DEFINICE V1CEROzdRrdHo R-INTEGRlLU

@I Detinica; Kartizak;Ym aouaine .. mnolin 1Il' ••• , lin nazyvae mnoUnu vliech
n-tic rxl' .... xn ], kde Xi 6". III pro kaldi r , i = 1•••• , n , a znaatme
JeJ aymtolem Ill" ••• x lin • Kompaktn:!m intervale. v Er rozuat.e karth
ak;Y aouain r JednorozmArn;;ch uzavten;;ch intervald.

Necht I = <al'bl) x ••• - x <~,br) Je kompaktnt interval" Er •
ObJemem intervalu I nazyv'-e atalo vol 1= (bl-al) ••••• (br-ar).

Necht Dk ={ ~ =x~ <x~ <... <,.k~ =bk} Jaou dUant inwnald
+)<ak.bk) (k = 1, ••• ,r). Potom ayaUm Dvliech int.ervalO t.varu

naz".e dAlent.-lntervalu I - Ilnolinu viiech dAlent _intervalu I znaa..

sy.b ole.. 16 (I) •

I a

anadno dokilzat (proveC1

Je

detinuJe.e hornt a dolnt

f'unkce na intervalu

aup f'(x)
XC Ii

f' pro
N

=L
i=l

=kS(f',D)

S(f',D)

aouaet f'unkce

Je-li leEr kompaktnt interval, f' ~!P-M

D Eo fiJ (Il dAlent lntervalu I, D = { Ii}N ,

~l
delent D vztahy

int t(x)
ICCIi

ObdobnA Jako v Jednorozmirnim pttpedi lze pomirni
te I), Ie pro libovol'" dAlen! Dl, D2 £ iJ (I)

+) Tato detinic. dAlent nent v pteeni ahodi a def'inict dil.nt v 1.1, proto obi
detinice porovneJta I
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Mdzeme dale definovat horn! a doln! Riemanndv integral funkee f pres
interval 1_ ptedpiSem

(R)Jr ,
I

lnter-

•

sup s(f ,D)
DEI6(l)

lnf S(f,D)
o£0(lj

(R) Jf =
I

VZd;y plat!, ze (R) Jt a v pt!psde, Ze (R)Jt =

r .L
nazveme tuto spolecnou hodnotu Rlemannovjm lotegralem funkee r pres

vsl I e oznac!me jl (Il)! f cl (R) f f(xl,·· .,xr) dxl• .. dxr •

System v§eeh omezenjeh funke! na lotervalu I. ktera maj! R-lntegral,
oznaeme symbolem R( I) ; temto funke!m Hkejme tez riemannovsky lntegrova
telne runkee os lntsrvalu I.

B. ZAKLADNt VLASTNOSTI

~ Skoro stejne jako v jednorozmernem pr!pade ss odvod! naslsduj!e! vety.
Pokuste as je saml dokazatl

(Al Funkcs r £ R(I) • prave kdyz ke katdemu
D E IG (I) tak, ze

E. >0 mdzeme naUzt de len!

(8) Kazda spojlta runkee na kompaktn!m lntervalu leEr je na tomto lntervalu
rlemannovsky integl'ovatelna, tj. t'(I) C R(I).

(e) Neeht r € R(I) , e € El• Potom ef € R(I) a

(D)

(E)

fer = efr

Necht r,g~R(I) , potom r + g E R(I) a

J(f + g) = Jr + I g •
I I

Necht r,g E R( Il , r ~ g oa I • Potom

Jf "
I

00 Neeht f ,6 € Il( I) • Potom s: , g £ R( I)
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(G) Neeht f £ R(I). Potom If I E; R(I) a

(H) Neeht intervaly II' ••• ,IN tvoti deleni intervalu 1. Poto.m

ma-li jedna strana teto rovnosti smysl (tj. bua f E R(I) anebo f £ R(Ii)
pro kaMe i =1, ••• ,N).

~ Jordan-PeanOv objem v Er • Postupujme etejne jako v kapitole 2. VAeehny

uvahy provedajte podrobnal

Bua A C Er omezene mnolina. nekneme, Ie

kompaktni interval leEr tak, Ie

A E; n. r ' jeetl1te eX1atuje

A C I , eA E. R(I)

Pro A Enr definujeme ~islo VrA ptedpisem

VrA = (R) 1cA '
1

kde I je libovolnj kompaktni interval obsahujiei mnolinu A. Ukalte, Ie

definiee VrA nezevisi na volba intervalu I I /:lialo /I rA naz,tveme

Jordan-PeanOv objem mnoZiny A, mnoZiny ze ayetemu n r pak jordan

peanovsky matitelne mnoZiny v Er•

Dokalte, Ie plati nesledujiei vety.

(A) System n r je mnoZinovy okruh, tj.

A, B eo lt r => AU B, A fI B I ,A- BE, n. r •

(B) Funkee Vr :n. r ---... El ma tyto vlaetnoati:

(Ill ) A£1t r =9> VAl!! o ,r

(II II ): V ill = \Jr ,
(Illy): A,BE 1'l.r • AC.B ~ YrA <!l )lrB ,

(IVJI ): A,B E i'lr A fI B =iJ """'> Vr(A u B) = Y A + YrB •r

(C) Je-l1 leEr kompaktni interval, je I E 1'l.r a

(D) Libovolnj omezenj otevtenj interval J = (a1' bl) )( ... X (ar, br) leU

v ayaUmu :It r a
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(E) Jednobodove mnoZirv leh v 31 r a jejleh objem je roven nu l e ,

(F) Bua A ~ J"tr • Potom

~A = lnf{ [1 vol In}

kde lnflmum ae

niml lntervaly
bere ptea vAeehna mo1na kone~na pokryti mno11ny

Il.···.In (uka~te,1e je lze nahradlt otevtenYml
A kompakt
lntervaly) •

C. FUBINIOVA V~A PRO R-INTWlIAL

v ptipadA jednorozmerneho R-lntegralu mame pro vypocet lntegralu k dlapo
alel kupt. naaledujiei vAtu:

fznamena prlmltlvni funkel k funkel

"Je-l1funkee f spojlte v lntervalu <...b), potom
~

(R) j f = F(b) - F(a) , kde ~'

v (a.b> ."

Fted8tavte 81 nyni, Ie mate zadBnu apojltou funkel x2 + y2 dvou promen-

nYeh tteba na intervalu 1= (0,1> "(0,2). Jak spo~iteme

f (i + y2) dxdy 7 Prozatim nam nezbyva nrc jlneho. ne! pouUt deflnlel.

Pojem pr1mlt1vni funkee pro funkel dvou promennYeh neni zaveden a 1 kdybyehom
jej mell, tak jake hodnoty dosazovat za x,y 7

V dalUm al

lntegraly 8e daji
me tadu metod.

odvodime vetu. jak dvourozmerne - a obeene 1 vieerozmerne --- ...__ .
ptevadet na Jednorozmern~ lntagraly, k jejlehl vypo~tu jl1 zna-

~ Deflnlee. Je-l1 r c Er +s kompaktni lnterval, I = 11 " 12 • 11 C Er •
12 C Es kompaktni lntervaly a je-ll funkee f deflnovana ne lntervalu I

potom neeht pro X E 11 fX'~ znamena funkel, deflnovanou na lntervalu
12 ptedplaem

f X,- (y) = f(x,y) , y E. 12 •

l4isto symbolu fX' ~ budeme tel poulivst zna~eni f(x •• ) •

Obdobne deflnujeme funkel f" ,y ( . = f ( ., y» •

~ Fublnlova veta pro R-lntegral.

Neeht funkee f je Spojlta v kompaktnim lntervalu I C Er +s

Neeht I = 11 )( 12, kde 11 C Er • 12 C Es jsou kompaktni lntervaly.

Potom pro kalde x E. 11 exlstuje lntegral 1 f X'* (y) dy = F(x) ,

(funkee F je spojlta v 11) a I.
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tj.

(podrobnEi si

!f = f F(x) dx,

1f(X,y; dxdy =J(fr(x •• ) dx

t, If It
rozmy sle te! ). Obdobne

dx =

10 ]j'= [

•
=J(Zx

2

D

1r =J(It-'y(X) dx ) dy

I, I,

[KUPtikladU tedy,

J(xZ+i) dxdy

<'If)x<'l2)

D6kaz vEl ty •

nost
UkaZeme. ze Jr

I

• potom ji! lehko doka!ame nerov-

I :: JF ~jF ~ jr
I It .lJ I

a protoze r E R( I) • mus1 v!ude nastat rovnost.

Bua tedy D E tJ (1) d.Hen1 intervalu I, necht D = Dl ~ DZ ' kde

jsou d~len1 intervald 11 a 12, Polo!me

1 2 {J i• j = J i " J j• Vi,j = sup rex)

(i = l ••••• k. j=l •••• ,n).

Je-li nelezn~me i (i=l .... ,k) tak. sby x E 11
i Potom

n

F(x) =f r(x •• ) =~
I.

(runkca r(x •• ) je spojita v

odkud dost8vame

1. t (x , .) .,; ~ Vi j vol (I2
j )

I~ ~.
I -
12 s tud1! ~ r(x,.) eXiatuje).



TudU (Dok az te sami, ze funkee F je spojita ne II !)

D. CVIOENt A PflOE!L~MY

B Pf'iklady. Bud 1= <0,1) J( <0,1) . Zkoumejte, zda f E. R(I) a spo~te-

te (R) J t

Z

+)
pro nasledujiei funkce

(a)
»>:°f(x,y) =

-----I
jestliZe

jestlize

x e ( O, 1 ) , Y E(O,l),

YE(O,l),

(b)

f(x,y)
_/ ° jestlize x anebo y je iraeionalni,

-~ !I(y) ,jestliZe x,y jsou r-ac LonaLnf ,

(e) 1
/ ~(xj

f(x,y) =
........... 0 jinde v

. jsou-li

I

x,y rae LonaLnf J

(d)

f(x,y)
pro x,y

jinde v

raeionalni,

I ,

t (x ) = j) (Y)

(e) 1 je-li x E(O,l) rae ionalni, y£( o,~ >,
_?l je-li XE(O,l) irae ionalni, YE<~, I) ,

f(x,y)
-~o x_fI, (0,1) raeionalni 1je-li YE (2' 1 > ,

je-li x Ii (0,1) iraeionalni, 1

° y€(0'2)

~ Cviceni. Zkoumejte, pro ktera funkee z 7.A plati tvrzeni Fubiniovy vety

(kterou jsme vyelovili pouze pro spojita funkeel), tj. kdy

f 4 f ,J(J f(x, . ) dy) dx = Jo- • ,y) dX) dy ,

• fI I •
a kdy tate spole~a hodnota je ravne J f •

-Z

+) Je-li z E (0,1) racionalni, z = ~ (p,q ne soudii Ina , s > 0) , polozme

!P (z) = q Dale neeht !p (0) = 00 ,II (1) = 1
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~ Cviceni. l'okuste Se dokazat (tfeba i pouH tim Lebesgueovy teorie) nas Ledu
jici zajimavou vetu.

"8ud f ome ae na f'unkc e ne intervalu .( a,b> x <c,d>. Necht

x l£.(a,b>,

YE.(c,d).

[(x, .) € R«c,d» pro kaMe

f( • ,y) E R« a,b) l pro kdde

S

Potom pro f'unkc a GtH, G(y l = Jf(
p1ati Q.

G€ll«c,d», H€R«a,b»

• ,y), H(x) = I f(x, .) ,
e

Do mnoZiny

I.··1 s .

7.D

(a)

( b)

( c )

(d)

Vyp1yva jH a techto predpokLadu , ~e f E R(.(a,b>x<c,d»?
(Viz tteba 14.18.F.)

Vicerozmerne R-integra1y jako zobecneni 1imity.

Pro jednoduchost pracujme v E2•
Pokuste ae dckazat vety ana Logi cke vetam z 1oJ, 10K I

Je ovsem otazka, jak definovat uspotSdani na mnoUne veech de1eni - ztejme
ee pokuaite 0 uapotadani dane jednak "inklusi", jednak "normou" (= maximem
de1ek veech stran obde1niklll.

Pokusme se nyni jeete 0 jine definice "de1eni" kompsktniho interva1u
I C E2 a "Dllenl.ID P' nez ve me kazdou konec nou soustavu kompaktnfch interva
111, majicich apo1e~ne nejvyee vrcho1y a strany, jejich1 sjednoceni je I
(preCizujtel). Porovnejte s naei definici v 7.11

Necht { Il"'" In} hoti "de1eni" D interva1u I ve smye1u (b). Po101me

IDIA ". max { vol I 1,···, vol In} IDis = maximum d,ilek atran veech
obde1nikll I 1 •••• ,In

veech de1eni. zave<l.me nyni uapotadSni, dana normami I ... I A '

Pokuste se definovat vicerozmerne integra1y jako zobecnene 1imity vzh1edem
k ptedchozim uapotadanim (a te~ k uapotadani,danemu ink1usi), vyeettovat
jejich v1aatnosti, jejich vzajemny vztah i vztah k R-integre1u z definice
7.1 (jako zajimavoat uve~, ~e pou1ijema-1i pro definici normu I ... IA
(ktera ae take nepou~ive; obvyk1e ae pou1ije norma 1..• ls a definice
integra1u pomoci ni je pek ekviva1entni a naei definici), nemuai pak byt
kazde apojite funkce na I integrovate1na (porcvnejte a 7.2.8 I) •

~~Y!:!~L!!:!!!!~£!!1!:~~, Po1oHe I = <0,1) x <0,1), f(x,y) = x na I,

Dn = { (O,l)X(O, i>, <0,1) x <i, ~> , ...
.. . , (0 ,1> J( <n~l • 1) } .
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IV. DAN I ELL UV INTEGRAL

Obaah:

A. dVOD

8. S y ate m

A. thod.

B. Syatem funkci c I
C. Cvieani a problOmy.

funkci

~ V predchazejicich kapitolach jame zavedli RiemannOv integral a odvodili
jame jeho zakladni vLaat noa t t , Ukazeli jsme, ze krome "pl'ijemnych" vlastnosti
ma tento integral i tedu "nedoatatkO". K nejvazn;;jsim z nich patti ta, h jen
"velmi malo" funkci je riemannovaky integrovatelnjch (zhruba teeeno, tyto funk
ce ae neameji mnoho lisit od spojitych funkci) a dale akuteenoat, ze RiemennOv
integral neni "uzavren na I1mitni ptechody". Sner.ou je rozsii'it s'ystem integro

vatelnych funkC i, na tomto ayatllmu definovet novj integral (s rozumnjmi vlaat
noatmi), a to tak, aby na pOvodnim syatemu ee novy integral shodoval s Rieman
novym integralem. Nasi anahou bude te" zahrnout do integrace i funkce neomezene
c1 neomezene intervaly.

Jinjmi alovy, chceme jistym podmnozinam
It II. ' kalde funke-i f - ze aystemu Jell. chceme
aby byly aplneny nasledujici axiomy:

II. v El
pt1t..drt

ptitadit ttid,y funkci
rea-J:rre- elalo ~ f tak,

(1) f,g E Jtll. ~ f+g E Jell. a ~(f+g) = ~f + ~g ,

(2) s e sell. ' c € EI ==;. er e.sell. a ~(cf) = c ~f ,

()) f E J! II. f ~ 0 ~~f l> 0 ,

(4) f € .Ie II. -=+\ f I c JeII. '

(5) a

(6) je-li II. = P U Q, P n Q = 0 ,potom

f£JtIl. (-> fE. se p a fe seQ'

price" Lp U Q f =- Lpf + LQf ,
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(7) R«a,b»C£" ,
,eI,.)

a J.' ; (R) If
...

pro

f E R( <",b>)
(Pfipomenme, !e se jednli 0 nepte sny uvod l )

PoehopI te1ne budeme U! vybdovat, aby aystemy it,., by1y definovliny po
kud mo!no pro eo nejv!ee mno~in W a aby by1y eo nejobalih1ej6!. V da1a!m uvid!

me, !e se nlim tsn to Uko1 ves1ku podaH uapeane vyteait.

Je mnoho zpdaobd, jak novy integrli1 zaveat. Pod1e toho.doatlivlime rdzne
tf!dy Ln t.egr-ova t e Lnych funke! a rdznli druhy lntegrli1d. V da1Bim ukli!eme dvepod
atatne metody: metodu, kterou vypraeova1 P.J.Danie11 a kterli spoe!vli na metode
rozalfovlin! jlstyeh funkeion41d a metodu poehlizej!e! od H. Lsbeagusa, budovanou
na zlik1ade teorie miry.

-.-.-.-.-.-.-

Naznae!me struene, byt ne zes1a ptes~, Danle110vu myA1enku, kterou se
budem.. v Uto IV. kap 1tole. zabYvat.

Yejme Mnu, Heba na uzavrenem interva1u
el f Vezmeme veeehny mo!ne apojite funkee g

terva1u <a,b) vl!tBi anebo rovny naa! funkel

<a,b> 1ibovo1nou rs41nou funk
na <", b) , ktere jaou na In-
r • ozna~m.e

a g apojitli na (a,b>}

Pro funkee ze ayatlimu Hf(a,b) ext e't uje Rlemanndv integrli1 a md!ellle po10Ht

V pHpade, ~e<a'b>}'

Obdobne mMeme deflnovat

spojitli nahah <I; f

Lf = Lnf' { (it) IS. g;

k f = aup {(R) {h

-neatane rovnoat Lf = Lf ,moh1i byehom toto spo1eenou hodnotu nazvat kupt.-Denie110vym lntegrli1em funkee f. Ukazuje ae, !e tato my§lenka aeatrojen! no-
veho integrli1u je vhodnli, ovaem je zapotteb! jl ponekud modiflkovat. Nemoh1i
byehom kuptfk1adu poe!tat touto metodou lntegrli1y z ne oraeae nyc h funke! na <a,b>
(proen a take kupi'ik1adu Dirieh1etova funkee by neme1a integrli1(opet proe?).
Je nutno ee1y poetup troehu upravlt, nejdt!ve je nutno tt!du apojityeh funke!,
ktere jame pou!!va1i pro deflnlel l{, Lf ,nahradit 0 neeo aira! tf!dou funke!
(~hruba teeeno tzv. po10apojityml funkeeml), je nutno pro tyto funkee deflnovat
integrli1, a potom je ji1 m01no pou1!t Danle110vu mye1enku.

Zliverem jeAte ptipojme poznlimku, 18 uvedenou teor11 Daniellova integrli1u
je mo~no budovat zee1a abatraktne a nevlizat ae ptltom pt!padem Riemannova lntegrli
1u. Komu by tato abatrakee v da1e!m pt!lla vadl1a, md1e ae omezit pouze na pt!
pad E1 s itlemannovym lntegrli1em, ktery tea v da16!m ukli1eme.
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B. SYST~ FUNKC! Cl

8 Definiee eyetemu Cr
Ozne~me eymbolem Cl system v~eeh spojityeh funkei v El s nesledujiei

vl&stnoeti: ke kezde funkei f ze systemu Cl existuje uzevteny intervel

<Sf.bf) (Zl!visly .na f'u nkc L f) tsk,:I.e f = 0 na El - <sf,bf)
tsdy

f E Cl<def.> f je spojita v El a existuje intervsl (sf,bf) t ak ,

:I.e f (E l - <sf.bf » ={o}
Ozns~ime-li

Nf = { x E El ; f (xl ~ 0 }

(kde pr-uh nshote znamena ueaver- mnoziny v El) t.zv,

Hei, ze c l je system v~seh spojityeh funkc1 v El
(vysvetlete! l •

nosic funkce f J lze
s kompaktnim nosiaem

~ Zaklsdni vlsstnosti systemu c 1'

System funkei c l me nasledujiei vlsstnostil

( lzl f E Cl ~f je kone~na ns El '

(2zl
r , g e c l ' ()( , ;1 E El =9 tXf+ ~g£o c l '

Dzl f £ C
l >IfiE Cl •

DOksz. Proveate semi.

~ Definiee

; existuje tedy interval <sf'br > t ak , ze mimo intervsl
je f = 0 • Definujeme Rismsnm'Jv integral funkee r pres E)

vZdy sxistujs (viz 1.8),

Bua f E Cl
< sf,bf)

ptedpisem

(R) Jf

£.
Je videt. ze tsto

~'I
oo J f

~

def.
=

definiee me

fI
(Rl f f •

4,
smysl. nabot

(Buats tot!! intervsly tskove. :I.e

- podrobnA oddvodnetsl )

nezavisi na volM intervslu»L f
£,

<Sf.bf), <Af·Bf)

(\ <Af,Bf >
= (Rl j:

A,

definiee

potom

2)
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B Poznamky.

CA) Definovali jame tedy Riemanmlv integral pres £1 (aopoaud jame mUi de1'i

novsn Riemann~v integral pouze pres omes e ne uZ8vrene intervaly) pouze pro

funkce ze systemu Cl • Bylo by mozne definovat tento integrU i pro air

ai tridu funkci - ovaem pro naae pozd~jai uvahy toto neni nikterak nutne.

(B) UkaZte, ze Cl C NeC - 00 , + 00») (viz 3.2.D, 3.9) a

(R) j f

£,

....
= (N) J f

-00

pro

~ Vlastnosti (H) JC
£,

Riemanmlv integral pres El ma neeIe du j.fc f vlastnosti:

(4A) s E: Cl >(R) J f je kone~ny,
£,

f ~ ° ria El ==9 (R)1f oll 0,

£,

tX. 'f € El =+(R)1 (t{ f+(S g) = CXJ (Hi f +
£, ~

f n ~o ria E l \;>(R) 1 f n -- °
£,

eeeu ,

tak, Ze

f n (E l - <a, b >)
vyplyva, Ze° . Odtud

ProtoZe f l € Cl ' exiatuje

fl(El- <:S,b»={O}

dIe Diniho vety je lim 6'n =

DOksz. DOksz tvrzeni (4A) - (6
A)

je snadDY, provedte

DOkaz (7 A) spo~iva na tzv. Diniho v~tA +); budte tedy

Pro kaMe n oz naeme 6' n = sup f n (x) •
X€£.,

interval c.s,b >
Potom tez

(R) 1f n = (R)
[~

1'n '"
£1

~

(R) [": = <3'n (b-a),

a tedy i tvrzeni (7 A) •

defi novany na

lDono tonne ne
+) Diniho veta: Necht

necht

na K

Potom f n ~ f ns K

kompaktni mnozin~

K, necht f n, f

K ,

jSou epoji te

•
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c. CVIl:EN! A ffiQ3LtI4y

Ia.A I Cvi~eni. Pf-edpokUcle,jae, Ie funkeion41

splnuje na syetemu Cl poladavky (4A)
Potom A splnuje jil i (7 A), dokeltel

nutne Riemsandv integrel I)

Z odetavee 8.6 ~i 9.1.

s vlast-a funkeiI:JK

pololme I f I = max {I f( x) I j x E El} (exi stuje7 ) •

Ie ke kaldemu kompaktu KC El mdlame nalezt

IAtI ~ ~lIfl pro kddou funkei fE: C1, pro

1. Nejdtive uka!te,

11K >0 tak, Ie

nit N
f

C K •

(N.. leznete otevreoj omezeoj interval

noatt

Odtud plyne, Ie

s uvedomte si, Ie

g = 0 na El - I , g(x) = 1 pro x E K, 0" g ~ 1 na El

a pololte 11K = Ag j je-li nynt f Eo Cl ' Nf C K , vyplyve tvrzen!

z nerovnost! -II fll g ~ f. ~ Ilfa g ) •

2. Jsou-li t n E: Cl ' f n'" 0 , ozna~te K =

fn~ 0 ns K, tedy 1

a sts~! ul!t predehoz!.

~ Cvi~"ni. Pro f,g E Cl pololme f (f,g) = If - g ij (viz a.A).

Ukalte, Ie

(a) (Cl' f je metrieky pr-oat.or-,

( b) (Cl' I .. ·11 je 1ineernt normovaoj prostor,

(e) (Cl' f ) nen! uploj.

sin :Ii x

n
pro x E: .( -n-l, -n) U <n,n+l)

fn(x) = 0 jinde

a uvalujte poeloupnost F n ' kde F = -fl- f 1 •
n~
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19. A b s t r a k t n i teorle lntegrlll U I
Obsah: A. ZlIkladni prostor (Z,A) .

B. System Z~· •

C. Horn:! a dolni lntegrllL

D. Systemy Jf.Jt",A
E. Nulove mnozlny.

F. Llmltni ptechod za lntegracnim znamenim.

G. Vlastnostl system~ FaA

H. Metltelne mnozlny, mira mnoZin.

I. Integral ptes podmnozlny.

J.*FtipSd pE:m.

K. Cvlceni a problemy.

A. ZA:KLADNt PRoSTm (Z, A)

V daleim P bude znacit neprllzdnou mnozinu; symbolem S(P) oznaema
system veech funkci na mnozlne p. tj. mnozlnu veech zobrazeni mnoziny P do
El " (pHpoustime tedy, ze f'unkc e mohou nabyvat i hodnot + _ ).

~ ZlIkladni prostor (Z, A).

v mnoZine veech funkc! S(P) vybereme jistou riepr-aadncu jeJi podmno!1:'iiu---=--. -""'- .- ...----
Z t ak , aby byly sl'lneny nasledujic! axlomy/:

s ,« €. Z , ?( .j$ E: E l ==9

fEZ ;>[f!€Z.

f E: Z ~f je kone cnll na P ,tj. f(P) C. El '

(J{f+j$gE.Z,

Kazde funkci f €. Z necht
A je zobrszeni Z do El )

je prirszeno jiste realne cislo Af

t ek , ze jsou ap Lneny tyto axiomy:
(tj. nechl

(4A)
(5 A)
(6 A)

(7A)

f € Z

r ,g £. Z.

f ~ 0 na P ;;> Ai' " 0 •

E "I =.;> A (tJl f + f? g)

na P =9> Afn --:>0- 0 •

= (J( Af + ! Ag,

Systemu Z spInujicimu axlomy (lz) - (3 z > budeme tikst zaklsdni system
funkci, zobrazeni A splnujici (4A) - (7A ) budeme nazyvat zakladnim
funkcionalem na Z a dvojici (Z.A) pak nazveme zakladnim prostorem.
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~ Ptiklady.

(a) Podle B.J a B.6 tvofi dvojice zakladni prostor (v tomto

je ope t pf-LkLadem aak Ladnfho

~

= (ft) / f
<I.

,1.£P = <a, b > . Z = R( <s, b >)

pfipad~ je P = £1) • Tento konkretni pfiklad je vlsstn~ nejdule!itej~im

pfipadem zakladniho prostoru a vicemene pro tento pfipad zde budujeme ce
lou abstraktni teorii.

Bud P = {a'b} dvcubcdova mncf Lne , -tj , mnoz Lna akladajid se pr-ave ze dvou

prvku a,b • Necht Z je system v~eeh konecnych funkci ns P, snuluji
c f c h se v bode a (tj. Z = { f E S(P) ; f kone cns na P, f(a) = o} ).

Pro fEZ po Lozme 1.£ = f( b) • Poto m dvo j ice (Z, A) t "Jof! adk Ladn f

prostor - dokazte

(b)

(c)

prostoru (viz kspitola 1; viz to! [91]. pf. 2.23).

(d) DaHi pfiklady zakladniho prostoru naleznete v [~] , pfiklady 2.5 - :1.2)
a ve cviceni 9.A.

;
1 )(e) System (N( (a,b» , (N)

<I.

netvofi zakladni prostor (viz ).7.s).

~ Poznamky.

(a) Mno!ina P nemusi byt casti El ' ani to nemusi byt podmnozins nejakaho
metr-Lc keho prostoru, je to zc e La Ll.b ovoLna abstraktni mnos t ne ,

mnoUne P
libovolnou li
pro star.

funkci ns
i jej ten

vektorov;l

yrovc Lem f o funkei idsntieky
s Afo = 0 (doks!te z sxiomu

prostorem

systam Z

Z tvoti :"::'===L.J:==~

Bua (Z,A) zakladni prostor. Oznacime-li
rovnou nule na mnof.ine P I jest fa E Z

(2zl a (6
A
».

Axiom (2z) tika,!e Z je linearnim
(tj. s ka!dymi dv~ma funkeemi obsahuje
ne ar-m kombinaei), jinymi slovy system
Z axiomu (2z) a (Jz) ihned plyne, !e

(e)

(b)

(nebot

f,g € Z ~max

max (a,b) = a;b

(f ,g) E

+ la
2

Z, min (f,g)C Z

bl , min (a,b) = a + b
2

I a - b I )
2 •

tedy system Z je uzavfen i na tvoteni maXim i minim konecneho poctu
funkei. Takovemu syatamu funkei n~kdy tikame s v a z •

(d) Axiom (5 A) v1aatn~ vyjadtujs nezapornost (a tedy monotonii) funkeionalu
A , nebot

f ,g E Z , f ~ g ~ Af "As

(dokaHe z axiomu (5 A) a (bA));

axiom (b A) zarucuje linearitu funkeionalu A a axiom (7 A) jakousi jeho
"apojitost" (tento pojem prozatim nlkterak nepreeizujeme).
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B. S"tST~ z*

~ System
..z ,

System funkci Z roz§ifime n,yni 0 monotonni limity posloupnosti funkci

ze Z; def1nuJeme

f Eo zR <def> e xLe t u je posloupnost funkci f n €. Z t akova , te f n /" f

oe P.
Obdobne

ZK ; { f E S(P)

Kone?:ne polofme

ex1stuj:! f n €. Z. f n <, fJ.

~ Poznamky.

(e) Zrejme Z C ZR 1 Z C zK - nkatte

If (x) ; 0 pro X" &1 - { o}
!fl(O) ; 1

(b) V konkre t n na pHpede Z; C
l A; (R) 1 ukaHe napf , , te funkce !fJ

E,

let:! v aystamu ZK (eestrojte

ale ne let! v sye temu Z. Viz

posloupnoat f n €. 01

tet [?TJ • pr. 2.28 -

tek. eb y

2.32.

Obecnejili charakter 1at 1ku syatBmo. ZR

podame at v odst ave 1 10.5.

a v pHpade

Prozat:!m pouze poznsmene jme, ze katda funkce ze systemu Z.. (v pH pade

Z ; 01 !!) je funkc:! Be1reovy l.tfidy a tudH mnot1ns bodo. epoj1tost1 f

je hustll v &1

( c) Funkce ze systemu ZR

nabyvet i hodnot + 00

vilek nabyvat hodnoty

jH moho u _ na rozdil od funke:! ze syetemu

(uve,he pf f kLady l }; Funkce ze systemu zR
- <>0 (pro~?).

Z

nemu.:!e

~~fin1ce Af
..

pro fEZ.

Prozstim mame def'Lno van f'unkc Lona I, A pouze ne systemu Z; vime jH. te

mohall existovat f'unkce, k't.e r-e patri do systemu Z* a ne Le z f v Z. Pokusi

me ee ny n f i pro tyto funkce definovet hodnotu Af.

BuCi tedy fEZ" - existuje posloupnost funkci f n e Z t.akova , te konver-

guje k f'unkc L f mono tonne ; tj. f n /' f neb 0 f n '" f •

Definujeme Af d@f. 11m Af
n

Tsto def1nice je korektn:!. nebot:

(e) 11m Afn vtdy ex1stuje (necht kuprikladu f n ./' f • potom f 1 ,,; f 2"

" f 3 ,,; ••• na P • poole poznamky 9.3.d je Af l" Af2 ,,; Af
j
~ ••.
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~islo At

sledujici

(b)

( c)

a kazelll monotonpi, posloupnost relllnjch Hsel mil - byt nevlastni - LJl~ t.u},

*pro f € Z nezllv1si na vyMru posloupn~st1 f n & Z (v1z nll-

lemma 9.7) - mohlo by ae tot1i stilt (uvedte ptiklad II. ie..
k funkc1 fEZ ex1stuji dv6 (snebo 1 vice) posloupnosti funkci fnt Z,

go E. Z tak, foe f n - f monotonn~. gn -. f monotonne - r'.okonce S8 male

stilt. le f n -,.. f, gn / f •

pro funkce ze systemu Z splyvll novll Jef1n1ce At a pI'Jvodnim Af (jest

tot1Z Z c Z", a na syatemu Z jame j1Z funkc1on-ll A mHo definovan I 

dokB!te toto tvrzeni) - proto jsme tez ponechali pl'Jvodni oanacenf funkc1o

nlliu A

19.71 Lemma.

Bu'ate f n e Z , gn € Z, f n- f monotonne na p. gn- f monot.onne

na p. potom

= lim Agn •

Ddkaz. Dokllieme nlisledujici tvrzeni:

"fn I go E Z , f n ---- f monoto nne t go~ g monot.cnne ,

f ~ g na P ~ l~m Afn ~ lim Agn' •

Roz116me ~tyt1 ptipady:

(a) f n / f.

(b) f n / f, gn /g : bu'a N pevne 8 oznacme h n = ..1n (gn f
N I, potom

hn" Z ( v1z 9.3.c). hn/m1n (g. fN) = f N= >f N - h n "" ° (pro

n _00) ""=:> (ax10m (7A) • (6Al ) lim Ahn = A f N, ale ze vztahu gn ~ hn

doaUvlime, Ze lim ,Agn ~ 11m Ahn = AfN • tj. pro kaMe N jest

11m Agn ~ Af N, tedy 1 lim Agn ~ 11m Af"

(c) f n "f. gn" g ==9 - f n I' -f •
6'st (b).

-g I'-g
n

a pouZijeme ptedchozi

(d) f n" e, gn I g )fn - gn ~ max (fn - gn' 0) a ozna~ime-l1

hn = max (fn - gn'O), jest hn € Z, hn '" ° ~ lim Ahn = ° a tedy

11m (Afn - Agn) = 11m A (fn - gn) ~ lim Ahn =° .
Poloiime-11 v tomto tvrzeni f = g • dostsneme na§e lemma.

~ Poznllmky.

(a) DokaZte.!e A'! = ° pro funkc'1 5iJ z o~avce 9.5.b.

(b) Pro n6ktere funkce ze ayeUmu Z*.md!e j1Z fUnk!'1onlll A nabyvat 1 neko

ne ~njch hodnot - uvadte ptiklad I (pro ZR jen + 00 IH.·

(c) Vy611 jsme tedy pI'Jvodn6 z nlija)'llho zlikladniho eyetllmu funkci Z. nos kte

rem byl def1novlln pdvodni funkc10nlll A. Tanto ayatem funkci jame nyni
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rozAifili na AirAi system funkei
filo rozAifit i funkeionel A.
takto:

z" a na celi
Sehematieky e t

...
ay S iem Z se nem poda-
t.en co krok zmizorn~me

( Z,A) -------•...11 d' , A) IL-__

~ Vlastnosti (Z .. , A).. ..
System Z a funkeional A ns Z meji nesledujiei vlastnosti:

(a) f ,g E Zit ;> f + g "ZR a A(f + g) = Af + Ag ,

(b) r e zR, e ~O _)e£GZR a A(ef) = e Af,

(e) f,g€ zR ;>max (f,g)e. ZR, min (f,g)E ZR,

(d) r.s c z.. ,f~g .... Af"Ag,

(e) f E ZR~ -r E 'l!' ,
(f) f n E ZR, f n / f ~ t E ZR a Afn / Af

(vyslovta obdobne tvrzani pro aystem 'l!').

D6kaz.

(a) Bullt,e f ,g E. -?- ,
f n / t , gn / g

f n + gn / f + g

tady f + g e ZR

potom axistuji. f n E. Z , gn Eo Z ,

Ale f n + gn E. Z ,

8 A(fn + ~) = Afn + Agn J

a Af + Ag = lim Afn + lim Agn =

= lim A (fn + gn) = A(f + g ).

gn,k E. Z (pro ka!dE!

bull h = lim hn
pro ka!de n,
k ~ n, tady i

(d)

(f)

Body (b), (e), (a) doka!ta aemi: uvAdomta ai pouze, !e plati nE!sladujieil

an- a, bn - b ~max (an' bn) ~ mal< (a,b) •

Toto ja vlastnA tvrzani v d6kazu lammatu 9.7.

Bu~ta f n E ZR - al<istuji tady poaloupnoati funkei

n ) tak, h gn,k I' f n pro k - -.

Polo!me hn = max (gi,j) , 1"; i ~ n, 1"; j <!!: n ;

potom .poaloupnoat hn konvarguje monotonnA nahoru,
Tady h e. ZR ; uke!ema,!e h = f. ZfajmA hn ~ f n
tady h ~ f. Ja-li n payne, potom ~ ~ gn,k pro
h ~ fri (limitni pfeehod pro k _00). a tudU h ~ f

Za vztahu hn ~ f n ~ f plyne Ahn"; Afn ~ Af a
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c. HORN! A DOLN! INTEGR~L

Pro libovolnou funkci f E S(P) definujeme jeji~ a dolni integral

ptedpisem

Af = inf Ag ,

g '" f
g £ tt

Af = sup Ah

h <f f

h " ZK

~ Poznamky.

(a) V ptipade. k~ neexiatuje Z4dna funkca g e ZR. g ~ f, bereme v definici

horniho integralu funkce f infimum prazdm! mnoMny, a toto jsme defino

vali jako ~ 00 • Existuji konkretni ptiklady, ~e tate situace m~~e sku

teene nastat (viz cvieeni 9.A.a ei ptiklad s dvoubodovou mno~inou

v 9.A.c). Naproti tomu v ptipade zakladniho systemu (e l • (R) /

R £1
ke kaZde funkci f exiatuje vetsi funkce g ze systemu Z (ukaHe,

~e funkce identicky r-ovna + 00 patti do ZR ).

(b) Uka~te. ~e plati nasledujici:

At = inf Ag

g ~ f

g e Z",·

Af = aup Ah- h <f t
h £ Z'"

Z definice sami doka~te nasledujici:

(a) Af';; Af pro ka~dou f E S(P) •
.." ~

Af ~ Ag •

/9.131 Veta.

fE Z*~.¥
.."= Af = Af •

D~az. Ptedpokladejme. !e f £

le!i v mno!ine vsech funkci ze

steei nyni dokSzat. !e

Af ~ Af
'"

ZR. Potom Af ~ Af (nebot sama funkce
RZ • ktere jsou vetsi snebo rovny f);

f

Existuji funkce f n E Z • f n If. Ze vztahll f n ~ f •

ne. !e Afn ~ ~f. odkud limitnim ptechodem dostavame
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I/o
D. SYSTtMY Je. .Ie. A

B Definice sysUmu ,;(,.

Ozna~me symbolem Je system vAech funkci z S(P) , pro ne~ horni a dolni
integral splyvaji a jSou kone~na ~isla; tedy

= Af ) •M = M-

it ={ f£ S(P) ;

Pro funkce ze sy sUmu .It
def

Veta 9.13 nam dava k teto definici opravneni, naAe nove ozna~eni neni
v rozporu s ozna~enim pdvodnim.

Funkcionalu A (tj. zobrazeni mnoEny Jt do El

A : t Eo II! - M Eo El )

budeme l'ikat abstraktni Lebeeguedv integral.

~ Poznamky.

(a) System funkci Jl a integral A na Je pochopitelne zavisi na pdvodnim
zakladnim prostoru (Z,A) • Je videt, ~e se nam podafilo (prozatim ~as

te~ne) splnit naA cil - zakladni system funkci Z (a pdvodni integral A
na Z) rozAifit na obecne A1rAi system funkci.lt a pro tyto funkce
detinovat novy integral A, ktery na sysUmu Z splyva s pdvodn1m inte
gralem. Jde nyni 0 to, zda sysUm .It a integral A na Je maji 'vlast
nosti integralu', ktere jsme po~adovali v uvodu.

Schematicky si mdhme cely proces nasledovne znazornit:

I (Z, A) --""1 (z", A) 1---
(b) Funkce ze sysUmu Jt maji tedy kone~nY integr>ll At. Nikterak z toho

zatim neplyne, ~e by samy tunkce musely byt kone~ne ne P. Uvidime pozde
ji, Ie tunkce ze systemu ~ mohou nsbyvet i nekoneenych hodnot; ovA em
bodd. v kterych techto hodnot nabyvaji, nemdle byt v jistem smyslu
-mnoho" •

19.161 Lemme.

Uvedeme nasledujici nutnou a postaeujici podminku, podle ktere dovedeme
rozhodnout, kdy dana tunkce leI! v sysUmu Jt (anH k tomu pou!iv>lme
pOjmu horniho a dolniho integr>llu). Plat1:

fE-/!.< > "1£>0 s «; g2' glE v , g2E. ZR,

gl ;!; t .Ii g2' Agl' Ag2 kone~ne. Ag2 - Agl < E.
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(1)

Do.kaz.

Neeht je spln~na podminka

funkee 81 e ZK, 82 E ZR

Ag2 - Agl < E.

pro f'unkc t f E S(P) • Bua € > 0 • Existuji

s konecnjmi inta8raly , 81 ~ f ~ 82'

Potom

tedy

~

odk ud vyplyva. !e ~f • Af jsou koneene ,

Dale dostavame. !e

-1.f ~ A82 <: Agl + (; ~ ~f + E.

tudH At: ~ Af • Podle 9.12.a dostavame.!a f e.Je
~

(2) Bua naopak f E JI! • Z definiea infima a suprema uka!te, !e je nase pod-

minka ap Lneria ,

o Vlastnosti Je.

(a) f.8 E Jf, -> f + 8 EX- a A(f + 8) = At: + Ag

(v bodeeh, kde f'unkce f.8 nabyvaji nevlastnieh "opacnyeh" hodnot definu

jeme funkei f + 8 Lf.b ovo Lne - kupl'ikladu jako nuLa ) ,

(b) f E£ e E El > ef E.;e a A( ef) = e Af ,

(e) f.8 e.£ > max (f.8) e. £. • min (f,8) €oJ(.

(d) f,8e£ f~8==9 Af~Ag,

(e) t Etil ~ s", f-e;e

(f) Hit ~ Ifl6ot' a IAfl~Alfl

Do.kaz.

E. > o. Podle definiee 9.10 existuji funkee

ZR tak.!e f l ~ f ~ f 2• 81 ~ 8 ~ 82

Af 2 - Af < e:
Ag2 - Ag < E.

f 2.82 e.

Af-Afl<E.

Ag - A81 < £,

Zvolme(a)

Potom zi'e jme

K
f l + 81 E Z • f 2 + 82 E ZR • f l + 81 ~ f + 8 ~ f 2 + 8 2

(posledni nerovnost plati i pro ta x E. P , pro nU kupl'ikladu

f(x) = + 00 • 8(X) = - - - odo.vodnete !).

A(f2 + 82) - A(fl + 81 <4 E.

Podle 9.16 je f + 8 eJe

Z vyAs uvedenjeh nerovnosti dale dostavame, !e

Af + Ag - 2 E. < Afl + Agl = A(fl + 81) ~ A(f + 8) ~

~ A(f2 + 82) = At2 + Ag2· < At + Ag + 2 Eo

tedy Af + Ag = A (f + 8).
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(b) DokaHe eamt , je nutno r-oa Lt s t t ptipady e >° , e = 0, e < 0 •

(e) Zvolme ope t c>O , vybe r-eme funkce f l, gl' f 2, g2 jako v Msti (a).

Potom

max (fl , gl) E ZK , max (f2, g2) £ ZR ,

max (fl, gl) ~ max (f,g) ~ max (f2,g2)'

Ukaz te , ~e plati nde.Le du j Ic f nerovnost

max (f2,g2) - max (fl'gl) ~ (f2 - f l) + (g2 - gl) ,

odkud vyplyva, ~e

A (max (f2,g2) ) 

Z lemmatu 9.16 ply ne, ~e

(d) PLyne ihned z vety 9.12.

(e) Plyne ihned z Mst i (e).

A (max (fl,gl» ~

max (f,g) ««
4 E •

(f) Buo r s £ Podle predesHho je r", r" o;;.;e a podle ~asti (a) i

If I = f+ + f- 0;; .;e

Posledni tvrzeni dostaneme z nerovnosti

~ Lemma (zakladni lemma pro limitni prechody).

D~kaz. Z monotonie

a nerovnost lim

Necht r E.£
n

integralu a

Af f Ai:
n

Potom Af n JAf

ze vztahu f ;;, f
n

Potrebujeme dokazat

plyne existence lim Afn
obrAcenou nerovnost:

lim Af
n

~ Ar, ktera~to je zrejma v pripade lim Afn = + 00 • Buo tedy

lim Afn < + 00 a zvolme € > 0 • Podle definice 9.10 existuji funkce

BuO qo = max

q = lim qo i
Z nerovnoati

(hl' ••• ,hn). Potom

je tedy q E ZR.

Af +
n

ZR , oznacme

f n ~ h n ~ qn plyne, ie

(tt) Af f Aq

Na dr-uhe strane z nerovnosti

f ~ q, tedy

f ~qn - n
do stavame

+ ••• + (h - f )n n (dokazuJte! )

Aqn Afn
L .5:- + + £ 4- e- 2 ...

2 n+ l ,
tedy

Aq ~ Af + f. e lim Afn ' + E., z ~eho! plyne
n n

n~_

(It It) Aq ~ lim fUn + E
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Spojen!m nerovnost! ( .. ) a (**) plyne

Af " Aq !!: lim Atn + E. •

tedy Af ~ 'Ltm Af n

~ Poznamky.

(a) Lemma lze vyslovit zna~ne obecne j i , podle [10-11] • 2.7 plat! dokonee toto
tvrzen! (viz te;<, cv i ce ru 9.G.a):

(b) Lemma 9.18 je zakladn!m lemmatem pri d~kazeeh vet 0 limitn!m preehodu pro

abstraktn! integral (viz vety 9.37 a 9.)8) a nakonec je i zakladem pro

d~az er -aditivity miry (viz 9.47.d).

B Definiee

Def'inujeme

R K It

syatem~ elf. .:t • .:t . A .
nae Ledu j Ic f systemy funkc!:

£R -I f € S(P)

JfK: fES(P)

i' =:t V,tK •

J1 = { f € S(P)

exist uj!

existuj!

; exiatuji

f n € tit , f n If}
f n E£ , l'n <, f }

Funkc!m ze systemu.1l. r!kame meritelne funkee.

§I Poznamka.

Systemy 1/ R.
ZRaZK ze

,OK
DC jame vytvorili ze systamu ~ obdobne jako systemy

systlimu Z. Potrebovali Uyehom nyn! definovat integral At

i pro f'unkee f E J!" - £ . Nab!zela by se myslenka denniee ob dobne..
dsfiniei 9.6 pro funkee ze systemu Z . Nesm!me vsak zspomenout, ~e pro

ka~dou f'unkei f mame ji~ definovan jejl horn! a doln! integral Af, At
,b" -Proto definiei Af pro f € ~ zalo~me na nasleduj!e! vete.

fE/~
~

Af =At-
D~az. Bua f E. Je R

existuJ! tedy funkee f n €.£ f n / f •

Potom ze vztah~ Afn
~At ~ Af' a z lemmatu 9.18 plyne. ~e
~- "At

.. ~
Af = lim Afn -At-

Af pi'edpleem

-At = Af.-=Af

~ Definiee.

Pro funkei f E «: definuJme

def
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~
( a)

Poznllmky.

Z 9.20 a 9.14 odvoCite, Ze Af >-_
pro F E Jf K • Odtud plyne, !e

pro a A" < + 00

£=.'tRn£K
(srovnejte s 9.5.s).

(b) e: je nej~ir~! sy,stem f'unkc f , pro nH ee definuje integral Af. j'unkce

le1!e! mimo system ~* maj! pouze horn! a doln! integrlll. ¢!slo Af

jsme pro ne nedefinovali.
~ ..

(e) VHa 9.22 tvrdllB. 1e Af = Af pro ka1dou funkei f E £ Obrlltit
~

~

tuto vetu nelze; mOze existovat fUnkce, pro ni! AI =Af a p1'eato

f I- ;t* (Viz evi¢en! 9.A.e ¢i 10.J.) Je ztejmll. 1e pro takovou funke1
~

(jinsk by le1ela v syatemu ~ )f je ¢islo Af = Af nevlastni funkee f- AB 1e tBkova funkee f nepadne do ayatemu (viz vHu 9.43.e).

(d) Sehematieky ai ~ifi jednotlivyeh systeml1 funkc! ml1!eme znazornit grsfie

ky na sledovne:

" /
'" ./u. '---'~ Z"

I
\ \ I
\ \ /
\ /
\ !

\" //
" /-:"" ./""'-- £~_//--.._--------
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E. NULOVl:': MN02INY

~ Definiee.

Pfipomenme definici charakteristicke funkce mno1iny. Pro kazdou mnozinu

M C P bud. eM

pr-o

pro

x EM

x E P - II

tzv. charakteristicka funkce mnoziny M. V 2.2 jume dokazu.l oasledujici
vlastnosti c har-akt er-Le t.Lc kyc h runkc i ,

( a) MeN < >eM <f eN'

( b) eA U B ; max (cA' eB)

(e)

00

U
n;l

n.ekneme I :!e mnoz ina M C P je nulovB J je stl ize ACM =: 0 .

~ Veta (vlastnosti nUlovyeh mnoZin).

( a) M nulov8 >ell Eli:.
(b) M nulova, Nell ~N nulove (spe eialne kl je nu l ova l ,

co

(c) lin nuLcve >lidl lin je nuLo va mn'1zina.

Dllkaz.

(a) Tvrzeni plyne ihned ze vztahu:

(b) Bua 14

II nulova ) 0

nul.ova , Nell

,:; Ac
~14

Potom a tedy

•

(e) Ozna~me

<:;kACII ; 0 •

U 140 • potom
n;l

o .

(podle 9.17.e),

=: 0 IeM + ••• +
1

9.18

>

(eM •••• I

1
CF =: max

k

O L L
- CF -

k

PHklad.

Volme zakladni proetor (el' (R) J ). Potom - obdobne jako v 9.8. e -

6f
lehko doke!eme, !e ka!d8 jednobodove mno!ina v E1 je nulove. Podle pte-

desle vety je pak i ka!da apo~etne mno!ina v El nulova. Specielne mno!i

na r-ac aona Lnf ch ~ieel je nUlove. Neni ovsem pravda, ze by ka!d8 nulove
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mno~ina musela byt spo~etnB. Existuji mnoziny (kUp~. Cantorovo diskonti
nuum - viz (~] , pt. ;.7) ne sp oc atne a nu'Love ,

B Definiee.

Bua Vex) vyrok,

plati skoro v~ude

tykajiei Be prvkd

(v P) , jestlHe

x mnozLny

mno~ina

P. llekneme, te Vex)

{ x E P; Vex) nePlati}

je nulove.

( a)

Pf f k Lady r

Buate f n, r
te dy zneme ne

funkce definovane v
pfe Bn~ toto:

P • Vyrok "lim f n ; f skoro v~ude"

"existuje nulova mno~ina M tak, ~e

lim fn(x) = f(x~

pro vsechna x € P - M."

(b) Vyrok "funkee je definovana' skoro v~ude" znsmene, te defini~ni obor funkee

l' se li~i cd mnotlny P pouze 0 nulovou mnotlnu, tj. "exiBtuJe nulove

mno~ina M tak, ~e definicni obor funkce f je mno~ina P - M "

(e) Buate f,g funkee definovane v P. Vyrok

" f = g skora vsude I'

znamens, fa

{ x€ P

je nu'lova ,

f(x) F g(x) }

Slave "skora vaude" budeme v dal.§:!m zkracovat symbolem ..tBk.v~.· IUsto

vyroku "1' = g skoro v~ude" budeme fikat, tB funkee l' a g JBOU ekvi-

valentn:! a budeme zaploovat f tJ"V g.

Lehko Be semi pfesved~ite, te vztah AJ preve definovany Je skute~ne

vztahem ekvivalence, tj. !e plati

1) fAlf pro kstdou t: E S( P) ,

2) f",g~g"'f,

3) f '" g , g AI h ~ l' '" h •

Tim se mnotina S(P) veech funkei rozpadB do tfid podle ekvivalencs rv •

Dve funkce patH do Jedne tHdy, preve kdyt Jsou ekvivalentnf. NlisleduJi

ci veta udavli, te dve funkce z Jedne tfidy mSJi stejne horn! a dolni

integraly.

19.291 Veta.

'"f.-vg~Af=

Ddkaz. Necht

Polotme f n =
At < +00 IlnoUna

(+ .... ).

Il = ( xE P; f(x) F g(X)}

0Il ~otom
J8 nut.ova ,
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tnE de t n I t_ J

Atn/Ata<> 0 tudiZ
~

tedy podle 9.18 Ale Afn = n. AclI
= • <: = O.

Zvolme G> 0 • Ex1 stuje funkce h l E: ZR h
l

~ f splnujici vztahJ

-Ahl < Af+ e .
Dale ex1stuje funkce h2 E ZR • h2 ~ too • pro niZ

Zrejme ex1stuje funkce

(nebot pro x E II je

Rh l + h 2 £ Z

h2 ( x ) = + 00

a g"; h l + h
2

a pro x e P - II pLa t f

Tedy

oukud dostllvllme

nost i£ '" Ag

< -Af + 2 <'" .
Ze symetr ie lehko dok8~eme obr-ecenou ner-ov-

~ Ddsledky.

(a) t E Je g '" f~gEJe
(b) f E:A • g '" f~gei\.

Ddkaz:

Plyne 1hned z 9.29.

Ex1stuji t n E ~ •

( a)

(b)

je zrejme gn

tudi! g E A

f n~ f • Def1nujeme-l1 funkce gn

pro xe{ x E Pj f(x) = g(X)} •

pro x E { x E Pi f (x} F g (x) } •

f'J t n J gn- g. Ale podle prvn! cllsti je

~ Plati nasleduj!ci 1mp11kace:

(a) t E,;;e ==;. t je konecnll skoro veude.

(b) t E :.e R=7 t > - 00 skoro vliude J

(c) s e J! K=7f < + 00· skoro dude.

Ddkaz.

(a) Bua f eJe Ozbacms

II = { x E. P f{x) = + 00 ansbo f(x) = - ~ }.
Podls 9.17.a je p = f-fEJe • at jej! hodnotu v bodech mno!lny II

deflnujsme jakko11v. a Ap = At - At. Dsf1nujeme-11 tsdy kupHkladu

funkcl p v bodech mno!lny II hodnotou 1. je

- 144 -



0 =A P = ACM =0 •

(b) BuCl nyni f .. .Jt R. Existuje posloupnob~ funkef f n €£
Potom

{Xl;. p. f(x) =-OO}C{XE P; flex) =- 00 },

Odtud podle (a) a 9.26.b plyne tvrzeni.

~ Poznamka.

Podle pfedchozi vHy dostavame tvrzeni, ~e kaMa funkce ze ayatemu ,;t
(ze ayatamu funkCi majicich kone~nj integral) je kone~na skora v5ude, tj.

mno~ ina tech bodO, kde te t o funkce nabjva hodnot! 00, je nul.cva , Ne

prekvapi nas proto nyni veta 9.11.a:

"f ,g EJt > f+g E ~ "

at dodefinujeme jakkoliv f + g v bodech, kde je f = + 00 ,g = - 00

anebo f = - 00 ,g = + 00 Funkce fag jsou tot1~ kone~na akoro

vaude a jejich sou~et f + g nemusi bjt tedy definovan pouze na nulova

mnoHne a podle 9.29 vime, ~e vObec nezaleZ! na tom, jak funkci fag

na tato nulova mno~ ine dodefinujeme.

Podle pfedeal9ho vidime, ~e pro zaf-aze nf runkc i do jednotlivjch ayate..O

£, lJtH, i!K, ,;e*, Ll. nehraji Zlldnou roH nulova mnoUny. Presn<!ji -

mame dv<! funkce f, F , ktere se liei pouze na nulove mno~ine a zjiati

me-H, ~e funkee f path do systemu ,;t, patfi tam i funkee F. Zm<!

nime-li hodnoty mefitelne funkee os nulova mno~ine, dostava..e opet ..<!fi

te Inou funkc i.

ZdQ se proto pfirozena, ~e mO~eme vyeetiovst i funkce, ktera nej80u defi

nov any na eelam prostoru P, ale pouze skora veude v p. tj. vaude v P

s~ na nulovou mno~inu. Dodefinujeme-li takovou funkei (definovanou sk.vA.)

libovolnjm zpOsobem. budou hodnoty hornich s dolnich integralO vAech tak

to definovanjeh funkei atejne (podle v<!ty 9.29). 1I0~eme proto uHnit na

sledujiei tlmluvu (konvenci):

"rekneme, ~e f £.,;e i v tom phpad<!. kdy funkce f je definovane pou

ze akoro vAude v P e kdy teto funkee jakkoliv jednim zpOaobam defino

vana na celQ P leU v ayatemu ~. (podle prede81aho vime, ie na zpO

sobu definovani nikterak nezale~i)."

Obdobna konvence ae tjka i systamu it vAech m<!fitelnjch funkei.

19.341 nadu tvrzeni predeeljch vet je nyni mo~no zeailit. Tak kupfik1adu vetu

9.11.d lze vyalovit takto:

"f.g .. ;! . f'g ak.ve. > A£ ~ Ag".

Prohledn<!te si veachny pfedchozi vety a poku8te 88 je tskto upravi t.

Na zQv<!r uvedeme jeAt<! jednu d01e~itou vAtu.

21511 PlO
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19.351 Veta. Necht f ~ 0, Af = 0 • Po t om f '" 0 .

D~kaz. Pro kazde n 6. N czo acme ~n = { x E Pj f(x) ~ i }.
Potom { x €

mnozioa En
plyne, fe

00

P; e; x ) > o} = ~l En a stad tedy do kaza't , ze kaMe

je nutova (viz 9.26). Ale lze vztahu 0 ~ ~ c E ~ f
n

0 .,; ~ ( 1 ) .,; MA cE = 0n ,
n

tedy A c~ = 0 .
'"n

F. LIMITNt P!\ECHOD ZA INTEGRAONiM ZNAMENfi!

V tomto odstavci se budeme zabyvat otazkou J za jakych ptedpokladu 0 funk
cich f n je spravna implikace

Ilfn ----;" f 9 Afn --- Af II

~ Ftiklady ( volte (C l , ( R) J) jako zekladni system).

E1

Naleznete priklad posloupnosti f n tak, sby fn_O , f n <;:.e a ally

(A) lim Af n I- 0 ( = Af),

(8) lim Af n neexistovala,

cc ) lim Af n I- 0 a navie f n <, o .
Dele sestrojte poaloupnost funkci tak, aby lim f n f £*

~ veta (Levi).

( a) r <;: £R f
n

,;If sk.v§. ~ f <;: Jt' R <.:: Mn ' a

(b) r E.JtK f n '>.. f sk.v~. ) f € 6t. K a Af n --- Afn '

(Srovnejte s ve t.ou 9.9.1')

Dllkaz. Predpoklede jme f n /' f v§ude na P.

(a) ~e funkce f nelezi do systemu ;tR, dokezeme st e j ns jako v 9.9.f.

Ze vztahu in ~ f a z monotonie integrelu doatevame, ~e lim Afn ' Af.
Sta~i dokezat nerovnost lim Af n ~ Af ,kterezto je zrejme v pripad~

lim Af n = + 00 • Necht tedy limita lim M n < + 00 • Potom ov~em

v§schny funkce f n leH v eye t emu J(. a pouZitim lemmetu 9.18 obdrZime

lim Af n = Af = Af •

(b) Dllkaz je obdob ny ,
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~ Vets (Lebesgue).

Necht. f n E Jl • f n - f sk.vB., neCht. existuje funkce g E Jt.
va, ze nerovnost

tako-

je ap Lnana

pro vllechna n
Potom

f E .it

s ek.vs. x.

D~ksz. FtedpoklQdejme, 1e vsechny vztshy plsti vsude misto skora vBude.

BUa hn = sup f k

k ~ n

Potam hn E JtR • gn E JtK

(nebot. plsti impliksce,

1n Ei'-l>msx ( 11' ... , 'In) E J! !>

Z nerovnosti

plyne, 1e

Proto1e h n -....". r , (hn '" lim sup

je st f" at K , obdoune f € Jt R

tedy r E'£

Z nerovnost i

f n = lim f n = f) ,

(gn / f),

a z
lim

Age f Af o 4 Ahn

Lev iho vety 9.37 (lim

Af = Af •
n

pak plyne, h

~--,

19.39) Vets (Leviho pro fady).

Budte

00

v = L vn0=1
sk, v s.

Potom

\
G Av = f,}___ AV~,

1'::;;;:1

(t j • A (

Obdob ne pro v ~.J
n

D~kaz. Plyne ihned ? 9.};.·

"", lA:l'.': -'.



~ Veta (Lebesgueova pro redy).

8uClte , necht. v Vn sk.vA. a necht existuje funkce

g E..e tak, ~e nerovnost

I t V o {x} I ~ g (x )

v!echna x.
00

Potom v £.,;f a Av = L AV n

DOkez. Plyne 1hned z 9.38 •

je ap Lnen a pro v~echna k a pro akoro

G. VLASTNOSTI SYST1b!u
..

;( a A.

19• 411 Lemma.

BuClte f n E. J!", g Eo Jt
Fotom f E JtR,

necht f -- f.n necht f ~ g
n pro vi:§echna n.

Dilkaz. Ze vztahu - 00 < Ag = Af n dOBtavame, lOe

PololOme

z it R

f "Jtfln

jP = a~p f n • Potom
leU opet v ayatSmu

(nebo , max1mum kone cneno poe t u f'unkc f

v1z obdobnou vetu 9.9.c - a

1~ g • S' ~ f •

Ex1atuj1 funkce S'n €.It, 5'n / Y .
pro veechne n (j1nak: m1ato funkc1 9'n

re maj1 atejne vlaatnoat1). PololOme

gm n = m1n ( Sl'm' f n) ••
Z nerovnostl

Pi'edpokladejme primo, lOe

vezmeme f'unkce max (9n l g )

:I. ~gn
J kte-

g ~ ~
S'm- gm n•

plyne. !e gm,.!! E;(

Ztejme 11m gm n = m1n
n_ •

Ie m1n( 1m• f)€ ;(

( 1 m, f), odkud podle Lebesgueovy vety doatavame.

Ale m1n (9'm.f) / m1n( 9',f) = f • tedy f E ;eR.

~
( a)

Veta (vlaatnoat1 met1telnych funkc1).

f.g E A, necht f + g me amyal ak.ve.

f+g"A.
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..
(b) f E A, P( E E l~ IX. f Eo A ,
(e) f,g Ell. ~ max (f,gH.ll. • min (f,g)"A ,

(d) f"A=-)lfl EA)

(e) f e. A f ~ 0 ==-* f E ;eR ,

obdobne pro f ~ 0 ,

(f) f E'.A <~ f+, f- Eo .re R ,

(g) fnEA ,fn-f sk.vA.~>fEll.,

(h) f E A , g e..e , Ifl ~ g -;> fe.~.

(speeilllne r c A , I fl,,~ ~ fEo,;( i.

no.kaz.

(a) Exiatuji f n E..e , gn €,;( , f n - f, gn -g •

ptedpokl~dejme, !e f n, gn jsou konecne vAude. Potom

f n + gn €,;{ f n + gn - f + g sk.ve. Tud!! f + g Ell (provedte ce-

ly do.kaz podrobne a preeizne).

(b), (e), (d) Provellte semi.

(e) Exietuji f e £ • f - f. lIo.!eme ptedpokl~dat, i!e f n
l! 0 ( j ina!< vezmeme

+ n n
f€;eR.funkee f n ). Podle lemmatu 9.41 je pak

(f) Bull fEll.. potom f+. f- Eo J\ a podle predeeleho Je f+ z" Eo ,:( R,
Neeht nao pak + - ;CR potom f = f+ - f a podle (al,(b) Jestf,f E: J

f € il

a podle

tj.

vztaho. 0 ~ r"
+ - ~f,f€o<;plyne

'!. + ~R + +Bud'te f n E. A ,podle predeHeho Je f n Eo<: S fn-f •

Z lemmatu 9.41 plyne r" E. .:tR• Obdobne dok~!eme, !e e: Eo.:t R

caeU (f) je fEll..

Bua fEll ,potom

r", f- €,:(R a ze

(g)

~ Vlsatnosti Je"

(a) f,g Eo.e" ,necht me smysl souce t Af + Ag ~> akcr-o vsude me smysl

soucet f + g. f + g Eo,lf" a A(f + g) = Af + Ag ,

(b) f E.e" , sc € El ;> 0<: f € £" a A( 0( f) =tX Af ,

( 01" + - Eo 'I R +-e) f € 0><. < ;. f ,f 0<: a rozdil Af - Af m~ smysl,

(d) f Eo A -;e"< >f+, f- E Jt R, Af+ = Af- = + ....

(e) fE II -Je"~Ar = + 00 • Af. = - 00 •

(f) f E..e* -> I r ] €Jt" a \:rl ~ A \ r] .

no.ksz.

(b) ProvaClte semi.

(a) Neeht kuprikladu f,g E. JeR • Potom podle vety 9.31 me soucet f + g smysl
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konecne vsude,

+ Agn' Afn + Agn / At: + Ag

(provedte vae podr obne r ) ,

•
vaude 0 Ex Le t u j f f'u nkc e f nEd( ,gn E. of:

f sk.va" gn / g sk.vao

f n + gnE.L , f n + gn / f + g sk.va., t.e dy

E. £ H a A( f + g ) = A f
nn n

plyne, fe A (f + g) = Ai: + Ag

P + HfE..Ji' '0 Potom f, f- E.£ (kuptlkladu podle 9.42.f)o

cP / -~-':.-.Existuji funkce f n E. D<. , f n f. Ze vz ten u f 1 - f .,.- 0 pak plyne,

fe s: '" £ a tudiZ rozdil Af+ - Af- ma smysl. Neehr naopak

f+, f- E..;eR a neeht ma smy s L rozdil Af+ - A'f-,;' Pod i e casti (u) psk ply-

skora
f n /

Potom

f + g

odtud

(c) BUd

ne t ze

(d) Plyne enadno z predeHaho.

(e) Bu~ f ~ Jl - ~H , podle predealaho je Af+ = + 00

Neeht g je libovolna funkee ze ZH, g ~ f •

Potom g+ ~ f+ t tudi~ Ag+ ~ Af+ = + ocr a tedy i Ag = + 00 •

Z defi nice pak

Af = inf Ag = + 00

g ~ f

g EO ZH

(f) Plyne okamiite ze vztah~

If I = f+ + f-, f = f+ - f

a z predehozieh ~asti.

H. M~ITELN~ MNOZINY, MiRA MNOZIN

m Definiee.

Bua M C P • V pripade,

rekneme, ~e ~EQ!!~~ M
fe existuje integral

je meritelna a e f e Lo

ACM ' tj. v pripade

def
(tI! = ACM

nazveme mirou mnofiny M. System v~ech meritelnych mnozin oznacime symbD

lem ~ • Podle 9.42.e pak m~feme tiei, fe

tj. mnofina M je metitelna, prave kdyf jeji eharakteristicka funkee je

metitelna. Uvedomts si ovaem ptitom pcdstatnj rozdil mezi metitelnosti

funkci a mstitelnosti mnoUn l !

Miru mnoUny m~feme uvazovat pouze pro m,Hi telne mnoZiny'O Je-li nyni mno-
,* .Zina M C P libovoln8 e ne pr-e dp ok Ladaae 0 nr , ie ell! E DC , m~ieme Ji
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"tale jeilti' pi'iradit Cislo AC iII (nebot horni integral je def'Lnovan pro

ka~dou funkci); toto ~i81o pak nazveme vnejsi mirou mno2iny M a Qzna
~ime ;;. M •

Tedy - kazda mnozina ma vnejai miru. miru maji pouze metitelne mnoziny a

na systemu mefitelnych mnozin splyva mira s vnejili m!rou.

o Pfililady.

(a) Vezmeme zaklsdni prostor (Z,A) z pfik1sdu 9.2.b. Tam jsme uvszovsli

dvoubodovou mncz Lnu P = { a,b}

Z = { r c S(P); f(a) = 0, f(b) " El} ,

A£ = feb) pro f E. Z •

Ukazte, :i.e

f( s) > 0 ~ Af = + 00

f(a) < 0 ~ Ai: = feb)

A£ = feb)-
Af=-oo

Odtud Le hko vypLyne , ze mnoziny III ,{ b} jSou mefitelne a mnoZiny {a}.
P ne j aou meritelne. Podrobne vysvHlete

(b) Vyjdeme-li ze zakladn!ho prostoru (e l , (R) '~ ) , lehko ukazeme, 1e

i,
kazdy interval (otevfeny, uzavtenY ~i polouzavtenY) je metitelna mnozina.

B Vlastnosti m.
(a) A nul.ova ~ A E m

00

(b) AnE:m~U An E. 7n I
n=l

(c) A,B €m~A-BE.m

•

Ddkaz. ( a) Plyne okamZite z 9.26.a.

k k

(b) Ozn acme Fk = U A
n'

Ek = n An
n=l n=l

00 00

M = , U An' N = n An .
n=l n=l

Pod1e 9.25 je

cF = max (cA , ••• , cA ) E. JlR
k 1 k

cE = min (cA , •••• cA ) €:tR

k 1 k

a

odtud a z 9,42.g vYPlYva tvrzeni.

(a) Plyne okamZ1te ze vztahu

CA _ B = cA - cA n B

a z ptedchoz! ~asti (a vety 9.25.b).
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o
( Q)

( Il)

(c)

( d)

Vlaatnoati m!ry.

Ali: m==1t"A ~ 0,

!,,~=O,

A C B , A,B E m ==+ ~ A " t'B ,
An C m po dvou diajunktn! ~r"(Q An) =

-(a) linE m. , III C Ii" C ••• t II = U IIn-+ ~II = 11m tJ-lInn=l..
(t) lin e m , Ill:::> 112 :::> ••• , )I = '" II

n' till < + 00 >1""11 = l1m("lIn•n=l
Dilks z.

(a) ,(b) jaou triv181n!.

(c) ouCl AC B , A,BE 1lt • Potom cA <!i" cB ->t"A = AC A <!i" ACB = r"B.

-- L(d) Ozna~ma A = U An ' zfoe jmii cA = cAn=l n=l n
odkud z Leviho viity vyplyvA tvrzen!.

(e) cli /' cli a opiit pou!ijeme Lev1ho viitu.
n

(t) Pou!1jeme vztahu cli \,clI a Leviho viitu.
n

-n lin = ~
n=l

_ viz tel 9.45.b).(dkladn! proator (el' (R) I
,

Vlaatnoati vniijii! m'ry.

ACP >;ZA~O.

B
( a)

~ PoznAmky.

(a) Phdpoklad t'1I1 <. + 00 (~i alaapon t" Ilk <. + - pro jiate k) je
podatatni •

Prot1pf'!klad:

(b) lJ-~ = 0 ,

(c) AC B ---+(i1A"- i1B,
....

(d) ?- (Ql An) ,,[?IAn> 1 kdy! jaou mno!iny An po dvoa di,ajunktn!

(viz tf'eba lO.K).

Dllksz.
(a) ,(b) ,(c) plyne pf'!mo z detinice.

(D) Nabudeme zde dokazovat, plyne z vlaatnoat! horn!ho integrAlu, ktere jame
zde neodvozovali. Viz cvi~en! 9.0.a.
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I. INTEGRAL PAiS PODIINO~IN't

Prozatim mame derinovan integral pouze ptea

derinovat i integral ptea jeho podmno!iny Mamelr, ale nevime, co je to /: ~i .! f

~.5ol Lemma.

Bua II c P ME m f E S(P) • Ozna~me

A

f = f • ell' tj.

eely pr-oe t.or- P, cht~li bychom

kuptikladu derinovan

(k~e R jaou raeionalni ~iala).

A

f( x)

pro

pro

x E M

XEP-Id.

je

Potom plati implikaee:

fE-A ~;EJL,

kde ..Il. ml1!a znamenat I<teryl<oliv ze systaml1 Je, .'lR, ,j(K, ,;(*, A •

Dllkaz. Provedeme pro ptipad 11 = ~

Bua tedy r E .It polo!ime-li

C/n = min [ n.ell , max (r, -n.ell ) ]

f ,
A

'In - f

~
(a)

(b)

(vee odl1vodnete), tedy podle Lebeegueovy v~ty je ; E,;(. Tvrzeni pro

oatatni sysUmy dokazte sami pomoci limitn ieh pteehodl1.

Poznam!<y.

Ftedpoklad II E m je v lemmatu 9.50 podatatn,y. Viz evi~eni 9.A.b, kde

vo I te M = <0, ~), f (x) = x •

Funkee !In maji nazorny vyznam:

mimo mnoZinu M je f! n = a; v bodeeh mnoziny M,

kde f(x) > n je !n(x) = n v bodeeh, kue

f(x) < -n je 'I n(x) = -n v oata ,nieh

bodeeh je 9'n = f (nakraslete ail).

1,.521 Definies.

8ua II C P, II Em. Necht runkee f je definov4na v II. Polozme

f:r(x)
_ /f(X)

- "'-0 pro

pro x EM,

xEP-II.
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Necht .J2 z namena kte ryko l i v ze systamO .It.,zR, JeK, £" . .t1 •

Def inujeme sy stem funkci ..J2 M vz tahem

de r,
f E..12 M <-> f E.Il

Je-li s € £~ (tj. je-li f € ,£*) , definujeme

de!.
A f .

19.531 Poznamky.

(a) Je podstatny rozdil mezi definici funkce

funkce [ v 9.52 :

A
f z lemmatu 9.50 a definici

v lemmatu 9.50 jsme predpokladali t ~e funkce f je definovana v celem

prostoru P (a funkce f vznikla tak, :!e jsme mimo mnozt nu M zmenili

hodnoty funkce f); zatimco v de1'inici 9.)2 jsme ptedpokladali. ze funkce

f je def'd nov ana pouze ne mnozine M (a mimo mnoz i nu M jsme f unkc L f

dodefinovali, ~imz vznikla funkce [).

(b) Vsechny vety, ktere jsme a~ do sud formulovali pro
dJ* A

.c .n, mOzeme pteformulovat i pro ay s t emy

AM'

ay stemy e , it R.

~M' J!M
R

• .seM~

~K

.Jt""
I! •

Kuptikladu plati tate veta:

• f n c Jt I!R • f n /' f na lVJ~f€JfR---/ III ' •

Jak doke aeme tuto ve t u?

Definujeme funkce f n
[ vztahy:

pro

pro

X E M

XEP-M,

f(x)

[(x) = -:
~O

pro

pro

x E. M I

xEeP-I!.

f n / f. Ted,)' podle vet y 9.37 [ to.I! R a

se semi formulovat a dokazovat nektere dalsi vety.

Af ........ At
n

Pokuste

I cos ne nf rife jineho naz t vrzeni nasi ve ty.

19.541 veta.

Necht f e .n. II •

znamenat kterykoliv

Nelli. N Eo m . Potom r Eo

zeayatllmO .Jt •.Jt R• JtK,
, kde mOze

D~kaz. Bua f '" 11 11 ,necht
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pro

pro xEP-N.

Cheeme dokazat, ze f l e 11..

Ozna~me je§te

.,./' f(x) pro x E 111. t

l' [(x) ;

'---.... 0 pro x E P - II •

Podle 9.52

f l ; j' • eN

je f E 11 a podle

plyne tvrzenL
9.50 pak Ze vztahu

19.551 Veta.

Bua M C P ,nulova, f definovana na II

Potom f E: .>f 101 a Auf ; 0 •

(Tedy integrBl libovolne funkee pf-e e nulovo u mnoZinu je nu'La , )

Ddkaz. Ozna~ime-li

x/

f(x) pro x E )( t

j'

<, 0 pro xEP-Ii.

je f '" 0 (viz defin1e1 9.26.e), tedy

a Af;o.

ma-11 aleapon jedna strana tato rovnosti smyal (tj. buato je

anebo f E ..e"14 pro kaMe n a ecucet ma smysl).
n

19.561 Veta.

(A) Buate lin E 3.n (n;l •••••k)

Potom

Auf ; ~ f.
n

po dvou diajunktni.

k

II;UII
n;l n

f E e:14 '

-(B) Buate lin E. m po dvou disjunktni ,II ; U lin· Potom
n;l-

A14f ; L~ r •n;l n

ma-li !!!~ strana SIllY sl. - It

(C) Buate lin E:- m III C 112 C .... II ; U lin a fE.Jt M •
n=l

Potom

Auf ; 11m Ayn f
n_
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(D) BuChe I4n " m., 14 ~ II ~1 - 2 - ••• ,
Potom

a r ... ;;( 14 •
1

(Porovnejte navzejem ptedpoklady jednotlivych tvrzeni!)

DOkaz.

(A) Polo~me :! n(x) = f(x) pro x E:. Mn I st'n(x) = 0 pro xE. P-Mn '

sP (x) = f( x) pro x E M I f(x) = 0 jinde.

Potom
k k

1. Jf" f=L 1n a aou~et L- A 1n me amyal.nE. ,
n=l n=l

Sta~i pou~it vatu 9.43.a.

( P (
• ,,}....

B) odrlme ozna~eni z A). Necht zprvu je r E ~ M ' r - 0 • Potom...
f= L. 1. £:t R , (/In" :t R , a poulijme Leviho vatu pro integrac i

n=l n / .

tady funkci.
.I"

Je-11 nyni f .. .c. M litovolne, je podle preva dokezaneho

...
k

<to

=L
n=l

pti~eml rozdil levych atran me a~al. Odtud plyne ze znemych vlaetnoeti
tad (ktera vety 1) tvrzeni •

(C) Zl'e jllli!
...

II = U (Mn - IIn_l) U 141 • Podle (B) a (A) potom
n=2

(~ f - ~ f) + ~ r = 11m
n n-l 1 P"',"

~f
p

(rozmyalete I)

(D) Polotta Nn = III - lin a pouHjte (C) a (A).

J." ~!PAD P .. »t.

Jak jame jil l'ekli, ne vldy muai byt cely proator P mel'1telne mnolina
(viz kupl'. cvi~ani 9.A). Nutno l'ici, Ie toto je jiaty "nedoatatek" cale teorie.
V tomto odatavci ukelame nektere vety, ktare plati preva za uvedeneho dodate~

neho pl'edpokladu P E. m . Poznemenejme, h tento odetavec je ponekud obtUnaj
Ai ke etudiu; vety zde uvedene nejBOu ji~ tak pl'iliA "dOlelite" a budou nam elou
lit ptevelne v dalAich kBpitolech, al budema arovnevBt teQrii Daniellova rozAite
ni integrelu e vybudovenim integrelu DB zeklade teorie miry a budou preve zekla
dem mnoha definic v techto kapito18ch. Neni tedy nutne tuto kapitolu etudovat
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dete11n~, m61ete e1 uvedene v~ty p~eeiet kup~. 1 bez d6kez6. He0 pak ,

ktery by ee 0 uvedenou problemet1ku zejimel, mohu odkezet ne [~]
8.22 - 8.42.

etene~e,

odatavce

V delAim tedy ptedpokledejme. Ie

kledu, Ie konetentn1 funkee 1 -e A
P .. m (col je ekv1velentni phdpo

) .

19.571 Vete (eherekter1et1ke m~HtelnYeh funkc1).

Funkee f e A ,prev~ kdyl { x E P; f(x) >""} e sn.
(I( eEl'

D6kez. 1.

definujme

Sua. r e A
funkce

Ozneeme

pro kelde

P; f(x) >IX. } e

f = n [ f - 1nf (f.lt)]. gn = 1nf(l,fn) .n

Potom fn' gn EA a jek 1ehko zjiatime, gn- es . Tedy es E.A
tj. S Em (kde jame poul111 p~edpokled PEnt?).

2. ~edpok1edejme, Ie je ep1n~ne podminke pro funkei f; eheeme uke-
zet, Ie f e11. Stejn~ jeko v 16.13ae ukele, Ie ex1atuje poe10upnost

• jednoduehyeh" funke 1 sn tek, Ie sn- f. Ale kazde funkee an me
tvar

kde d 1 e E1
p1yns f E .A

k

L. d1 "F
i=l 1

e Fie m . TudH pro kelde n • odkud jU

~ D6s1edek.

Sua.te f ,g .. .A potom f.g e A

(teto v~te neplat1 bez p~edpok1adu P em!, viz ev1eeni 9.A.b)

D6kaz. Lze provest stejn~ jeko d6kez v~ty 16.8.E pomoei ptedeA1eho 9.57.

19.591 V~te (tzv. regular1ta vn~js1 m1r~).

Sua. Q C P Potom exietuje mnol1na E em. E;) Q tak, Ie ji. Q = r" E.

D6kaz. Je-l1 1- Q = + co , stae1 poloH t E = P • Hecht tedy ;ZQ < + 00 •

Pod1e ev1een1 9.F na1ezn~me funke1 f tek, aby

f e Jf =

Po1olme E = { x e
e z fektu, Ie nz
c Q ~ eK ~ f p1yne

P .,
je

f(x) l> 1} Zhjti

er -alga bra. viz tel

E:lQ.Ii:E.11t

16.4) a ze vztahu

(plyne z 9.57
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19.601 Vha. Prostor l' ma
00

E)-konecnou miru, tj. eXiBtuji mnoHn,y Hn E: m
tak, ze a + 00 pro kazde n •

Dllkaz. Necht (/" P = + 00 (j inak je tvrzeni zfe jma). Zfe jme cp EO Jt! R ,

eXistuji tedy fn€lt, f n/ cp• StaCi poloZit Hn ={ x E P; fn(x) > ~}.

(k posladnimu pouzijte

niZ (L Hn ~ 2 A f n ';

; ztejme

nerovnost ze cvi6eni 9.1, podle

("Hn je vLde t ;'hned).

(proc?) aU Hn = P
n=l

eebysevovu

konecoust

treba
os t a't ne

H Em
nPodle 9.57 je

19.611 Veta (eharakteriatika mefitelnych mnoZin).

Sua Yep. Potom Y € 13t , prave kdyz je s pLne na na e Ledu j f c f podminka:

(,,) pro kazdou mnozinu T C. P p Lat f

I1T = ;;. (T fl Yl + ;;. (T - Yl

(viz taz 13.22 a komentar v poznamee).

a zvolme T c. P • Podle 9.59 nalezneme mnozinu
Dllkaz.

Bua Y € 'Ill
aby E;) T I c'" E= /iT

!1(Tfl Y) + t-(T - Y) "'.

EE m
Po to m

~

~(E(\Y) + t'(E - Yl = ("-E = ("-T

(ktarych vet pouzivame7) •

Obraeena nerovnoat veak plati vzdy (viz 9.49.d).

2. Bua yeP a pfedpokladejme, ze podminka ("l plBti. Pro lepei prehlednoBt

dllkazu predpokladejme nejdrive, ze ;'-. Y <. + QO Podle 9.59 nalezneme

E E: 'Ill tak, Ilby E:;) Y, ;'- E = I1Y PouZ1tim (,,)(pro T = El

dce t.avame , ie ;;. E = ;;. (E fl Y) + /l (E - Y) = if. Y + It (E - Yl •

Tudiz ;r (E - Y) = 0 a podle 9.46.a je E - Y ~ 13t . Tim jame likaza

Ii, ze

Y = E - (E - Y) E 13t (viz 9.46.c).

Je-li nyni 11 Y = + "" ,nalezname podle 9.60 mnoZiny Hn E. 'Ill tak, aby
00

U H
n

= PalL Hn <+ 00 • Nyni kopirujme dllkaz pr'edeAlaho pro pf-f pad
n=l (

;;'Y c + 00 • Nalezneme tedy mnoziny En £ m. tak, aby En:> X () Hn-a flo En = I'" (Y fl Hn ) a polozme Gn = Hn fl En Zrejme

tedy t'- Gn ~ flo (Gn fl Xl = flo (Hn fl Yl =flo En ~ r'Gn '
rovnoat. Pouzitim ("l opet dostaneme, zs mnoUna Gn = Y

kSZda n

cimz vAude plati

js nulova pro

pro
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tedy mer1telna. Tim jame ukaza11, ze y n H ~ G - (G - Y) E litn n n pro
00

kazda n. Nyni a1. ataci uvedomit, ze Y ~ U (y n Hn ) .
n~l

K. CVI~ENt A PROB~Y

Vetil1nu prikladll k t.e t o kapitole naleznete ve akr1pteeh [$'"] ,nema pro

to smysl, abyeh je zde op1soval. Uvedu zde proto pouze nejnutnejili ptiklady.

~ Zakladni prostory.

(a) Polozme P ~ (0,1), Z ~ {f j f(x) = kx pro x€.(O,l), kE E l } •

Pro kaZdou fEZ po Lozme Af = °. Ukaz te, ze

(1) ( Z,A) tvoti zllkladni prostor,

(2 ) fEZ" i>f(O) = 0

() fE.Je< i>f(O) ~ ° (cemu je rovno Af 7) ,
(4 ) Jt =..1 ,
(5 ) A E m< > A C (0,1) ( taUe kupr. P tJ. In ) ,
(6 ) ° € A~ llA = +00,

(7) f rv e c >f(O) = g(O)

(b) Volte P,Z jako v (a). Pro f E. Z tvar u 'f(x) = kx poloZme Af = k.

Opet ukaZte. ze

(1) (Z,A) tvoH zakladni prostor,

(2) Jt = Z ,

() r, g lOA ~ f • g .. A ,

(4) m ~ {16} .

pro f E. Z-.

jako v 9.2.b, tj.

Z = { f ; f(a) = °P = {a,b}

UkaZte, ze

(1) (Z,A) tvoti. zakladni prostor,

(2) f E. Z.. ~ f(a) = ° ,

(e) Volte (Z,A)

() It = Z ,

(4) fE.A~f(a)=o,

() je-l1 '/(a) = 1, 9'(b) = + 00 ,je 7.tj1 = ~ If = + 00 s 9'!i1 ,

(6) m = { 16, { b}} .
Dsliti pr1klsdy nsleznete v ["'1 ' 2.5 - 2.23 •
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~ Maximelite ayetemu.l!.

Uk,Ueme, ie eystem;t je v jistem sm,yslu meximelni. 1ntegrel A se jit
nepodai'i rozllitit na lIirlli system funkci obsehny v A tak, eby "novy inte

grel" byl stele jellU abaolutnii konvergentn1. Lze vyslov it tot it tuto - zna¢ne
obecnou - vii tu.

"Hecht 7' je eystem funl<Cf na P a necht .It c 7'c. A.
PhdpokUdejme, ie kdde funl<ci f E 9'" umime ptil'adit jist<! reelne
¢1slo s: r tak, ie plat!

(1) r €:t ..... Af = Cft.
(11) f,g E f" , f!!O g .....7'r" 9""g

POtOIl plati
(I) fEY', f~O ..... r&1(

(II) fe.f"-K ..... \fl;7' a Alrl=+<oo

RO~.lete a dokelte I

M!.\!!Lt (I) Bu! f E f"

rnE.Jtcf/ ,

Dne

Potom existuji tsdy

(II)

Afn
Zliviir:

Hecht

rEo Jl

= !ir "n

t E J( •

If1&. r
(podle

POtoDl podle (I) je 1r] E Jl
¢eho 1) •

,. e tudU i

~ Huetota Z v ~.

Bu! fEI(

Dokdte I
E> 0, PotODl existuje 1£ Z tak,!e A If - 9'1< e

~~!2~~ Nalezn!te nejdtive g E ""
g ~ r tak, aby Af"Ag < At + .s:

2

K funkCi g dlile nalezMte fe.Z , 5''' g tak, eby Ag - 4- < A1" Ag.
Poto.

A I f - ? I " A If - g I + A Ig -? I = A(g - f) + A(g - !I )c e .

Poznliaka. UvalujaDle-li mnoiinu . .R. • jejU eleDlenty jsou ttidy ekvivalentnich
funkci z Jl a zavedaDle-li do l! I18triku ptedpieeDl

f (F, G) = A Ir - g I kde rEF, g eo G

(f (F ,G) nezliv19i na volbii fun~ci f ,g a je to ekute¢ni I18trika),

cvi¢eni 9.0 tikli. Ie Dlnolina Z (ttid ekvivalentnich funl<ci ze Z) je hus

te v . .2 . Lze tel doklizat, Ie _trickY pl'ostor (,; , f) je !!I!],!!i, ji-
~ ~

n,Ymi slovy - (It ,f ) je llpln,Y obal (zllplnllni) pl'oetoru (Z, f ).
Tohoto faktu vyuUVli mnoho autoro. ke konetrukci ayatuu ~ ze zlikladniho

proatoru (Z,A). V tlito souvialoet1 tel upozornuji na poznlillku ve cvi¢e

n1 1.H.
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~ Jeste charakteristika systemu A.

liokaz te J ze

f € 11 ,prave kdyz existuje po e'l o upno s t f'u nkc f J9n ~ Z B vlastnost1

)Pn ~ f sk.vsude~

!!'!~9~~ Pro dllkaz jedn. 1mplikace pouZijte 9.42.g. BuCl ne opa k f Eo A
ne te r oaLoupn os t f'u nkc f f n , .9'n te k , ab y

Nalez-

f n ---+ r

Z Leviho vety odvoClte, ze tudiz pod1e 9.31

rade konverguje pro sk. vaechna x. Speci81ne

gra1

( i. ,

~ (.te ,A) jako zak1adni prostor.

BuCl (Z,A) zak1adni prost or , zkonstruujme pris1usny system .It ,,1nte

A na nem. Oz na cme i = { f E:e ; f kone~na v~ude } • Dokdte,!e

A) tvoH zak Ladn f pr-o at or- !

MO:!eme ny nf c e Ly pr;>cetl Daniellova r-oz a ff-e n f opakovat (vychliz::!me pt1tom ze

zak1adnih9 prostoru (Jt , A». Ziskame tim' "pl'ia1usny" syatem e » - ozna~e
jej Jt ( :e ) . Jaky bude v a tah .y.tem~ dt a Jt (.l.) ? Schemat1cky a1 aituacl1

muzewe znezornit takLo:

Z,A

9. D,a ze Jt (.:I);C il. (toto p1yne z

doa t ane me, ze .It (i ) c.e (neo oj

(proc?),

ap1 t kovat 9. B a

Je are jme , ze ;{ C .:t Ui)
;'le jak7). M~zeme te dy

f e Jt' (JI!) " r", f

tudiZ Jt = Jt (J! ) .
Zaver. Vyjdeme-li z dvo j Lce '( Jt. ,A)

teorie Daniellqva roz~irenl jit

i z poznamky v 9.C. ObjHsnetel

j3k6zto ze "aakLadruh o prostoru", n e da nem

ole no veho • Oet at ne toto tvrzeni je zt'ejme

Cviceni. Dokaz t e tez primo (bez uZiti 9.8 a 9.D) ,ze

(pouzijte kuprik1adu 9.16 !)

Cvi~eni. BuCl f

ex1stuje E' <; Jt
Dokes t.e t

libovolna funkce oa

J F ~ f s v Lee t.no s t f

P takovo , ze
Af = A'"

Af je konecny. Potom

27571 Pll - 161 -



~~Y~9~ Zvolte posloupnoat funkci

Arn < Af + ....l... a
2n

Staei poloHt F = 11m fn'

~ Horni integral.

f e, Zll r ~ r tak, sbyn 'n

V cele kapitole jsme venovali hornimu integralu mensi pozornost. Proto do
tohoto odatavce ahrneme jeho zakladni vlaatnoati.

(a) Dokazujte n8aledujici tvrzeni:

1. r ~ g ~rf·~ A g ,

2. OC ~ 0 -'>A ( e<- f) = 0<. At
3. r ~ 0 g ~ 0 ===9 A (f + g) ;t Af + 18 ,
4. f n / r , At l > - .... ""'+Arn / At •

- -
5 • f n ~ 0 -=+ A (~ rn) ~ ~l A t n

~~!~!h

3. Je-11 hi' h2 It ZR, h l ~ t, h2 ~ g je hl + h2 E ZR a hl + h2 ~

~ t + g. CUi

A(t + g) ~ A(hl + h2 ) = Ahl + Ah2 ' odkud ji! plyne tvrzeni.

4. Staei ztejme dokazat,!e lim itn ~ Ar Tato nerovnoat je zteju pro

lim ifn = + 00. Sua lim Af n < + 00 a zvolme E > O. Halezneme

Chceme pouUt 9.9.f; k tomu potf'ebujeme, aby poeloupnoat {gn} byla

nekleeajioi.Polo!me tady Gn = max (gl' .. • ,gn) • Ztejme

Gn ~ ZR, Gn ~ gn ~ f n

a ataei uk'zat,!e AGn < Un + t: ,nebot poto..

11m ifn + E. ~ 11.. AGn = A( lim Gn ) ~ 'At

5. Pou!ijte (4) a (3). Doka!te te! ptimo a pou!itim implikace:- --
gn E. Zii, gn ~ 0 -+ Ln=l gn .. ZR a A ( ) g ) = ,. Ai •'ii=1 n 'n=1 n

(b) PlaU (2) i pro 0<.(07 PlaU (3) anebo (5) i pro libovolne funkce7

(0) Uk'!eme, !e va (3) nemuai naatat rovnoat. Vezllete zakladni proetor (Z,A)

z ptikladu 9.A.b a volta

(ptadetavte a1 n8zornii na obr'zkul). Viz
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(d) DOkazte nasleduj!c! tvrzen!:

6. fl!O.M=O~f"'O,

7. Af < +oo~ f<+.oo skoro vsude ,

~~Y2!h 6. PouZijte dl1kaz v 9.35.

7. Existuje R l! f s kone~nYm integralemg " Z , g
9.31 na funkci g Tez ml1zete dokazat primo -

B = { x € p. f( x ) = + 00 } 8 zvolte e > O.,

CB ~ E r plyne - ,c ~ E. r ) = E. Ai:AC B - A ,

(e) Dokazte tzv. Fatouovo lemma.

Necht A(inf f n) > _ 00 . Potom

A (lim inf f n) ~ lim inf A f n
~~Y2Q~ Pouzijte (4).

Ag . Nyn! aplikujte
necht t l! 0 • oznB~te

Potom ze vztahu

ted,y ACa = 0 .

~ Vneje! m!ra.

Pomoc! 9.G dokazte vlaatnosti vnejA! miry z vety 9.49.

~ Cebysevovo lemma.

Bud r a o ()(>O Ozna~!me-li 11= {X" P; f(x) >II(} , plat!

nerovnost A.r ~ IX.!1M. Dokazte!

~~Y2Q~ Uvedomte s i, ze f l! ()(. cM .

~ Zobecnene rad,y .

( I) Bud M ne pr-az dna spo~etna mnozina. Ozna~ma symbolem Z system vBsch ka-
ne ~n'ych funkci na M , ktere jSou rl1zne ad nuly vzd,y jen ns kone~ne podmno-
Une M . PrQ f£ Z tudiZ existuj! m1 t ••• , mk Eo M tak, !e f(m) = 0
pro vse cnne m£1iIi , m " mi (i = I, •••• k ) a ml1zame proto polozit

(formelne

Dokdte, ze

Af = L. f(m)
mE;1!

) .

(a) (Z,A) tvoH zakladn! pr-o s tor ,

(b) kazda runkce na M je me rite Ina ,
~

(c) f € £. , prave kdyz L. If(mk) I < + 00 (M = { mk} ) ,
k=l

( d) pro t l! 0 je Af = sup { L f(m) KC. II,K kone~na }
meK
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( II) SuCl. cpe t M spocetna neprazdna mnozina, f funkce na M •

( 1) Je-li f ~ 0 na II • definujeme

L f(m) sup{ L f(m) ; Kc M • K konetna} •
mEM ma

(ii ) Je-11 f libovolna J poloZime

L f(m) = L f+(m) - L f-(m) •
m~M mEilI m~M

ma-li rozdil vpravo amyal.

( III) Necht f je f'u nkc e na iii • Po tom

f ~.f" , prave kdy~ L f(m) rna amy81.
mEloI

V tomto ptlpade pak M = L f(m). Dokazte
mEM

(IV) Z vlaatnosti 1ntegralu a z <III) dostavame nyni automaticky vlaatnoat1

"zo becninjch fad". Dokai te nap!-., ie

( a) necht Nell • f = 0 na M-N • potom L f(m) = ~ f(m) ,
mEM

ma-li jedna strana amysl, -(b) necht N1 C II jaou po dvou dlsjunktni, U N1 = M •
1=1

ne cht exla tUje L t (m) ;
~II

L f(m) = E. (L f(ml)
mEM . 1=1 mElii

potom

(apllkujte tuto vetu tteba na tzv. "dvojne i'ady"! l.

(V) Necht II je nyn f ne ep cce tna , r funkce na i1d. Definujte L f(m)
mEM

podle (II). Potom plati:

je-li f(m) > 0 pro nespotetnii mnoho m Ell, je

L
me:1I

DokaHe I

f(m) = +0<>
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10. L e bee g u e 0 v integral s m ira

Obeah' A. Polospojite funkce.

B. Specialni vlsetnosti (Cl' (R) f)
£,

C. Vztah R, N a L integralu.

D. Lebeegueovs mira 8 metitelnll mnoHny v El •

E. Cviosni e problllmy.

v teto kepitole ptedpokladejme, Ie vyjdeme ze zakladniho proetoru Z = Cl'

vAech

I"-~.

tomto konkretnim pHklad8. Syatam

zne!me nyni m." miru eymbolsm

platnYch v
ze (Z ,A)

(viz 8.2, 8.4, 9.2.e). Krom8 v8t, ktere jsms odvodili pro abstrsktni

uvedeme tedu V8t

mnolin odvozenych

psk IX,

(R)A =

teorl1 ,

meti telnych

vn"j~i miru

A. POLOSPOJITIl FUNKCE

~ De1'inice.

Bua. (P, f ) metricky prostor (mOhte uvalovet pouze ptiped P = El).

lle kne me, Ie 1'unkce 1': P - El U { + .... } je polospojita zdola, jeatl1!e

mnolina {x Ii P 1'(x) > a} je otevtena pro katda a E. El • Obdobn8
de1'inujme 1'unkce poloapojitll ahora.

~
(A)

PHklady.

Necht P = El, f
jicich 1'unkci:

eukleidovska metrika. Zkoumejte polospojitost naeIedu-

1'(0) = 1, f(x) = 0 pro

Dirichletovs a Riemsnnovs

x .. El
1'unkce.

(B) Bua. 0 C P , potom

Co je polospojita zdols, prav~ kdyl 0 je otevhna.

Dokslte I

(C) Funkce l' je spojita ns P, prav~ kdyl je polospojita zdols i shora.

Dokslte I
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110.31 Vita.

Necht f n jsou
Potom funkc e f

spojite na p. t n I f
je polospojitll zdola.

na P •

~2~~!~!~ Jak uvidime z dOkazu. sta~i predpokledat, ~e funkce f n jsou
polospojite zdola.

l2~!!h Bua s E El Potcm

tx Eo P f(x) > a} ; o{x EP
n;l

odkud jiZ lehko pLyne tvrzeni.

~ PoznBmka.

Plati - v jistem amyalu - i obrBcene tvrzeni.

Je-li f polospojitll zdola. potom m~~eme nslezt posloupnost spojitych
funkci f n tak, sby f n / f. 0 tomto, jako~ i 0 nekterych daleich
problemech, se lze doeist kuprikladu v [Re-prJ • referBt 3.

B. SPECIllN! VLASTHOSTI (Cl• (R) r)JEt

Znovu pfipomenme, ~e Z ; Cl ' A f ; (R)

~ Veta (charakteristiks systemu ZR).

Je-li t Eo zR , potom

(i) f je polospojitl! zdola.

(11) f ~ 0 vne jisteho uzavreneho intervslu.

D~kaz. Bua f Eo ZR ; md~eme nalezt
paktnimi nosi~i tsk, aby f n
zdola v El • Funkce f l ml!
(A,B) tak, aby f l; 0 ns

posloupnost spojitych funkc!

/ f • Podle 10.3 je funkce
kompaktni nosi~j md~eme tedy
El - <A,B», Potom oveem

tin} s kom
f poloepojite
nalez t intervsl

f(x) ~ flex) ; 0

pro vsechna x € El - <A,B>•
~ Poznllmks.

Lze dokezat. ~e podminky (i) a (ii) plnA charakterizuji system funkci zR.
Vyhovuje-li toti~ funkce f podminkllm (i) s (ii), le~i ji~ nutne v syste
mu ZR. Pokuste se provest ddksz tohoto tvrzeni zs predpokladu. ~e ji~ mIl

te dokllzanou vAtu z odatavce 10.4. Viz te~ [0 - II], odst. 2.4.

110.71 VAta.

Otevrene a uzavrene mno!1ny v El jSou me:Htelne.
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~~!!!~ Bua 0 C El otevrenA mno~ina. MO~eme nalezt spo~etnou mno~inu po dvou
~

o = U (ak I bk). Libovoln$
k=l

otevreny interval v El je m~HtelnA mnoUna (viz 9.45.b), podle 9.46.b
je tedy G E m f Podle te~e vety 9.46.9 je pak ka~dA uzavrenA mnoU-
na - jako doplnek otevfene mnoziny _ m~titelnA.

~!~i_~~!!=1 Podle 10.2.B je
poloSPoditA zdola v
Co € Z •

charakteristicke funkce
1 1 a podle 10.6 (mAme-l1

Co otevrene mno~iny G
tuto ve t.u dokAzAnu) je

~ PoznAmka.
Podle 9.46 jaou tedy veechny mnoUny. ktere mO~eme dostet spo~etn$m ejed
nocenim ~i prOnikem otevren$ch a uzavtenych mno~in, meritelne. SpeCiAlne
jsou metitelne veechny mnoUny typu "e- a GS ,dale jaou meritelne
(ze atejn$ch dOvodO) veechny mnoUny typu Fe-.r. G.re- atd. Je!to system
v4ech meritelnych mno~in tvori €1-algebru (viz 9.46 e 13.1) a je~to kald4
otevrena mno~ina je me rite lnA, je te~ ka!dA borelovekA mnolina meritelnA
(viz 13.7, 13.8.c).

110.91 Veta.

Ka~dA spojitA funkce v El je metitelnA.

~~!!!1 Necht f je SpojitA funkce v El • Definujme poaloupnost funkci f n
vztahem

/f(X) pro

= 0 pro

~l1neArne v

x e (-n,n),

x EEl - (-n-l, n+l)

intervalech (-n-l. -n). (n, n+l> •

~!!!L~~!!!~ Eua t
a podle 10.7

spojitA v 1 1, Potom mnoUna ~ xi f(x) > c} je otevrenA
tudi~ meritelnA. Nyni sta~i pou)it ob.cnou vetu 9.57.

110.loIPoZnAmka.

Podle 9.42.g jsou meritelne v4echny limity posloupnosti funkci spojitych.
tedy kaldA funkce Baireovy 1. tridy je meti telnA. Obdobne, lIeri telne jaou
veechny funkce Baireovy 2.ttidy. 3.tridy atd. Dokonc. ks~d4 ba1reovakA
funkc. je meritelnA.

110.111 Veta I

V4echny jednObodoye(dokonce veechny apo~etne) mnoliny v 1 1 jaou nulove.

DOka:t. Viz 9.27.
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C. VZTAH R. N a L IN1'EGilALU

I = <a.b>, piSeme misto

J oi

i

I

1 f (piseme misto A symbol
/'1 J. J.

(L) ! ' oi kr e t ce J f .
... ...

Jednorozmernj uzavteny interval,

novst

Je-li

ny -

110.12\ Definiee.

Podle neAf obecne teorie marne definovan prozatim integral pres podmno~i-

(L) ~ ); eheeme nyni defi-

1obyoejne
I

(a,b). plati

Je-li

if.
J

J nekt.er-y z intervall1 <a,b). (a.b> •

jakmile aleapon jedna strana rovnostl me

slllYsl (mnoHna I - J je

piSame .It. (a,b) misto

totU nuLova , oddvodnete podrobn6!). Hovnez t ak

~j I at je interval J 11bovolneho druhu.

(tj. je-li

Obdobne definujeme symboly Je-li

pro libovolnou

prove,l.te semi!

..1 f = 0...

1-'...
J.... /- -
-.0 -.0

a existuje-li ~f..
def. J s:=- f Dale polozme

",I-
a libovolne a € El •f

polozme

funkci

Veta (vztab Riemannova a Leba sgueova integralu).

= (L)(R)af€.£'(a.b), potomJ~...
( R)existujeNecht.

BUp rex)
~£( ";., ,rl >

(tj. R( <a.b » C.t'(a,b) a integraly na ii( (a.b > ) splyvaji).

Dl1kaz. Bua D" { a = Xo < Xl < ••• <x n = b }. deleni <: a.b) • dodefinujme

funkci f mimo interval <: a. b > nulou. Oznacme

n

gD = L inf f( x) c ( ) •
i=l ~£(Xl_j,x;> xi_l• Xi

n

GD=L
i=l

Zi'ejme

tudn

a aoucty maji smYB1.

J gD = a(f,D) •
£,

/ GD = S(f ,D) •
E,
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Zvolme nyn! pos1oupnost dl!leni {Dn} talc, sby Dk+1 by10 zjemnl!n!m D
k

s sby l/CDk) - 0 • Potom pod1e 1.23

~

11m S Cr, Dk) = 11m s Cf, Dk ) = CR) 1 f •
~ ...oo ~- . il,

Ozna~me f k = gD ' Fk = G Zi"ejml! f k I h , Fk"'H
sk.v§. k Dk

Pod1e Lev1ho vHy 9.37 tudH h e:e
R

'. H e:e
K

C.... )

C...... )

Ze vztsho. h.~ f ~ H sk , vs. p1yns h, H E..e .
Z C.. ), C.... ) a C...... ) koneOne dostavame

1CH - h) =
£,

r.CR)
...

I

CRl!f " 0 ,
a

,tedy CH ~ h ak.vs.) H = h ak.vs. TudU f = h C= H) sk.vs., f,e£ a

I-

= CL) Jf =
a

CR)

.'
.,:

Sua. - 00 ~ 8 < b ~ +co f E Jf'" (a,b) Potom

: ,'.

•
= 11m CL) Jf = 11m CL)

x-.AS }("''''+- a

~ ~

CL) [ f { f •

\ ,. .: , ".':1(--L'. ,:.)

Do.kaz.I~t~gr.~l· :lf~x1stUj" (,pod1e ,9 •.54) pro.kstd.e xeCs,b) •

a x

"Ozna~ime-l1 l' ('x) .,;:' j'fpro x .eC,s:,.b), potom
l/.

{b~}, bn I b
. 'doatai1elne' t'vrzeni.

P(b) f ~I.3:,.'TCxjL;' '"p'r~~ekd'J{"f 'cby'·'=i:.....,f (b~j .

pro kddOU:P.os1oupnost.-thn} '" bn,l,b,' . , .... ':

(He1neho v~ts, rozvsHel ) .'·.Zvolime-11 ale pos1oupnoat-,
a ap11kujeme-11 vHu 9.56.C na mno!1ny' II~ ',l Ca,' bn),

. < \'110.151 VHs:;'

HuCl. -..., ~ a < b ~ +..., necht funkce f je spoj1ta v Ca;b", necht
.. '0"

f E. Jf Ca,b) • Oz"a~e F pr1m1t1vni funkc1 k funkc1', f .na Ca,b) (pro~

ex1stuje?). Potom,'ex18tuji~1mF(;') ;' it~;F(~)' ci:'yt "ne;l~atnil) a
,c, ...~ ".......



(L) 11. F(x) - 11. F(x) •
"..~ ,,-"+

DOitaz. ZvolJlle C E (a,b)

"
(L) ! r =

e

,bu! "E (C,b). Poto. poclle 1.27.b. 10.13

"
(H) / t = F(x) - F(c)

c

Podle ph de 8lolho Je v~ak

~

(L) Ir =

•
11_ (L) f r =
..... e

11. F(x) - F(c) •
'.4.

c

Obdobni vyjoldH.e (L) f r • odkud jll lehko doatane_e tvrzen!.
ilL

110.171 PoZMaIQ'.

(A) Vity 10.15 a 10.16 nola cUvaj! konkdtn! noIvod pro vipoeet Lebellueovicb
lIltesrolld poaOC! prl.lt1vn! tIlnkce. Nlkd;}' riale nezapa.ente ovi!'lt pf"ed-

poklad, Ie (L) Ir e"l.tuje (tj. t'~.i"(a,b», n••tee! pouse

pol!!tet ".toDdv lIltearol1. 'lyplck.1_ pl'!k1ad•• Je t'unkc. a1~ x na

(0, • - ) ; pro nl-
(L) [ .1; " neulatuJe,

(vlz 3.21,10.1). Vlz toll 10.18.

- 170 -

-(N) J .1;" = -f-
•



8 Veta (struktura

Nechi exlstuje

(tj. nechi f E

•syatemu N(a,b) - ~ (a,b) ).

~ ~

(N) 1f a neexlstuje (L) I r
... .

N(a,b)} - Jt' (a,b) ). Poto.

(A) t E A (a, b) ,

(B) t ~ni ne lntervelu (e,b) sve znamenko,
I-

(C) (L) jltl =+00

I-
(D) (N) Jltl neexistuje

... 11.~(tedy (N) • je v tomto prfpade "neabsolutne konvergentni".)

...
DOkaz. (A) Funkce t je funkce Baireovy l.tridy (viz 3.3), tudiz limita posloup-

nosti spojitjch funkci, tedy meritelne funkce na (a,b).

(B) Kdyby by10 f ~ 0 na (a,b) , by l.o by podle 9.42.e f E .Jt R (a,b).

(e) Pod1e 9.42 je I fl E ~R(a,b) Kdyby If IE.t (a,b) , bylo by podle

9.42.h i fE..t'(a,b).

110.191 Pozmlmka.

Ve vete 10.18 e tac t Lo predpokladat, Ie
Porovnejte tez vetu 10.18 s 9.B.

I

(N)Jlfl
...

(D) Necht

neboi

f E N (a,b) • Potom podle
I-

= (L) Jlf l
...

10.17.B by by 10

ff N«a,b));-,:e(a,b) , dokazte

D. LEBESGUEOVA II1BA A lItllITELNl'l MNO~INY v El

110.201 Veta.

Pro kaZdou mnozinu A ~ E1 plati:

Il,A = inf { f, G ; G ;) A, G otevrena } •

- ~

DOkaz. Pro ('1-, A = + 00 je tvrzani zrejme. Necht tedy iL,A < +00.

Je-l1 G;)A,G otevtena, je t'" G ~ ?J., A • Bu~ E > o , zvolme, -
efIG (0,1) prozatim libovolne. MOzeme ns1ezt funkci

R
jeilte g e Z ,

g l! cA tak, aby Ag<AcA + S = 11, A + tJ

Po10Zime-11

G = { x E E1 ; g (x ) > 1 - S }

je mnozina G otevrena (podla 10.5 a 10.1) a

- 111 -



1 )

1 -"
(j1.A+d)

(podle evi~eni 9.1). Tvrzen! vety b~de dok~z~no. podati-li se n~m najit

dE (0,1) tak, aby

1

1 - J
(;r, A + d ) e (ii, A + e

K tomu cv sem (pH zadanem' E> 0 I) sta~i voli t

o < J <:
1 + E. + ii,A

( b - a ) . kden n'

110.211 DOaledek.

Pro ka~o~ mnozin~ A C El plati:

AA = inf { [1 (an' bn) probih~ vseehny diej~nktni

posloupnosti intervelO pokrjvaj!eieh mnozin~ A, tj.

nQ
l

(en' bn) :> A } •

Ddkez. Tvrzen! plyne ihned z 10.20 a z poznatku, ze kazdou otevrenou mnozinu
v El lze nepsat jako sjednoceni spo~etne mnoha otevrenjeh intervalu.

Poznamky.

Porovnejte predehozi vjsledek 10.21 s definiei Jorden-Peanove objem~. Zde
velmi dobre vynikne rozdil Lebesg~eovy miry a Jordan-Peanova objemu (a te-
dy i Lebesgueova a Riemannova integr~l~). Pri definiei Jordan-Peanove
objemu jsme pokryveli mnozinu po~ze kone~njm ejednoeenim intervalO, pri
tvorbil Lebe sgueovy miry pak jiz spo~etnjm eyeUmem intervalO.

(B) Formuli v 10.21 lze vzit jako vyehozi definiei pH vytv~teni Lebasg~eovy

miry v E l ' nepottebujeme ptitom zn~t vObee teorU integr~l~ (viz tez
14.9).

110.231 Veta (eharekteristika meritelnjeh mnozin v El ).

IInozina A C El je lebe8g~eov8ky meritsln~, pr~ve kdyz ke kd<Jemu E > 0
mOzeme na18zt otevfoenou mnoZinu G, G::> A tak, aby ;r, (G - A) < e.

DOkaz. Necht je aplnena podminka. Nalezneme otevtene mnoZ1ny Gn ::> A tak, aby-tL,(Gn - A) < 1: a polozme G = n G • Potom G E m1 (proc?),n n=l n

G ::> A a ;;'.(G - Ai ~ II- (G - A) pro ka~de n E N , tedy
f n

~

G - A Em. AE 11lf ,h(G - A) = 0 • Podle 9.46.a je ale tudiZ i

nebot. A = G - (G - A ).
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Naopak, bua A. e nt f • neehl'. & > 0 • Pl'edpokUdejmezprvu, Ie
rut A < + 00 • Podle 10.20 nalezneme otevl'enou mnolinu G ~ A tak. aby

tJ-fG < ~A + e. Potom ze vztahu (G - A)U A =G pl..Yne, Ie

~,G = fI-,A + ('Lf(G - A) ,tedy I'_(U - A) = ~G - 1"110 < £. •

Je-l1 n,yni I"t A = +.. ,aplikujeme prlive doklizan4 tvrzen:! na mno!1n,y
An = A () <-n, n > . Nalezni!me ·otevl'en4 mnolin,y. Gn j An . tak, aby..
AWn

£ U- An> c -n- Potom mnolina G = Gn je otevi'enll, G:>A
2 n=l.. - ..

a ( ze vztahu G - A = U G - U An c. U (G - An) )
n=l n n=l n=l n

('.(G - A) £

..
L.
n=l

110.241 Veta.

Bua I.e El • Nlisledujiei vyroky jsou ekvivalentni:

(1) A Eo m1

(11) s[s » 0 3 G G otevi'enll, G:::> A , ;;"(G - A) < £

(11i) 't/t > 0 3 F F uzavi'enll. F c: A, i1-,(A- F)< Eo

(iv) V£ > 0 ] F G, F uzavi'enli, G otevi'enll, Fe A c. G ,

~(G-F)<E.,

(v) 3 G , N ,G typu G"

(vi) 3 F, II, F typu F..

N nu Lova tak, Ie A = G - N •

14 nuloVl! tek, Ie A = FUll •

D~az. Tvrzeni (i)~ ~(ii) jeme prave doklizali. V jeho dOkazu je take obsalen

d~az impl1kaee (1) >(v) (proveihe podrobnel)' • Impl1kaei (v) ==9< L)

jiste sami snadno dokillete, zbyvajici tvrzeni jSou "duillni" , pokuste se
je tel semi doklizat I

.~ Poznlimka.

Bez jakekol1v hlubili teorie mOleme pomoci 10.21 de1'inovat vnejili Lebea

gueovu miru v El • Pomoei kterako1iv ekvivalence z 10.24 lze pak de1'ino

vat system metitelnjch mnozin vEl' Jako eviceni poulijte pro de1'iniei

m. kupi'ikladu (11) a ukelte, Ie system 1l'lf tvoi'i 6" -slgebru, obsa
hujici v8aehny otevi'ene (a tedy i borelovsk4) mnol1n,y a Ie vnejili mira

1-, je na tn, mira.

E. CVI~ENt A PROBLtMY

Velmi mnoho cviceni k teto kapitole lzs ne14zt v [:r] . § 3,4,6. Nebudu je

zde, samozi'ejmil, uvlidet.
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110.AI Cvi~.ni. Ukaite, !e v El exi8tuje lebesgueovaky nemei'itelJUl mnoUna.

!!~!l!S!... Viz cillkaz 14.17.

110.BI CVi~eni.

(a) Kechi tunkce f m4 v (a,b) vlaatni derivaci. Potom je f m~titeln4,

dokaitel Je pi'edpoklad koneenoati derivace podatatnY1

(b) Hecht tunkce t m4 v intervalu (a,b) primitivni funkci. Plyne jii z to
hoto pt8dpokladu, ie f je m~titelJUl v (a.b) 1

'lo.cl Cvi~.n1. Hecht f: g skoro v6ude v (a,b) a necht tunkce f,g jaou
v (a,b) apojiU. Potom f: g V (a,b). Uka!te !

l ~

110.D' Cvieen1. Hecht exiatuj1 integ;41Y (N) 1s , (L) Jf Dokazte, h ae
potom rovnaji (porovnejte a 10.16)! ~ &

!!!!!1!h Bua F primiti vn1 tunkce k f
9.16 a 10.5 neleznHe tunkce 9', II'

V (a, b). Zvolte

t ak , aby

£. ) 0 • Podle

(1) 'l~t~lf na (a,b),

( ii) r (reap. 1 ) byla poloapojit4 zdola (reap. ahora) v (a,b) ,

I. l- I.

( iii) (L) Jlf -s < (L)I r < (L) /f + e .
.. .. &

M
M

f (x) = (L)!9Necht 'I (x) = (L)Jl' , pro x 6 (a,b) • Lehko.. "zjiattte, !ev intervalu ( a,b) platt

(toto jaou tzv. derivovaJUl Ciala ei Diniho deri V8Ca - viz kupr. [D. II ]

anebo [ae-pr] , reter4t 9 a praktikum 12), tedy

D+( Y! - F) ~ 0, D+ ( T - P) ~ 0 v (a, b).

Odtud plyne (viz

aajici a p- F
tut'! literaturu jako vy6e), ie funkce
neroatouci v (a,b) • tj.

Y - F je nekle-

If (b-) -F(b-) ~ l' (a+) - F(a+), l' (b-) -F(b-) ~ f (a+) - F(a+) •

Koneen~ tedy

I

(L) / Y..Hli

(L) (b-) - f (a+) ~ F(b-) - F(a+) =
l

: (H) J f ~ !l (b-) - l' (a+) =..
I. $

(N)Jf - (L) Jf <e ... ..
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~O.E I Cv1¢enl.

Necht funkce f je spoj1t4 v 1ntervalu I C El • Potom pro ka!dou bore
lovskou mno!1nu B e El Je mno!1na f- l (B) ~t1teln4. Doka!te I

~~!!!~.. Je-l1 il otevten4, Je f- l ( 8 ) tel otevteo4 a ted,y podle 10.7 _t1
teln4. Ozna¢te J8. = { Be El ; f-l(B) je IIIIlt1teln4} a utahe, !e .tS-
Je 6' -algebra (v1z tel dOkaz vety 16.;)).

Pozn4mka. Sta¢11o ptedpok14dat, !e funkce f je pouze met1telo4. U.e11
byete 1 potom tvrzenl dok4zat?

~0.t1 Cv1¢enl.

(a) Ptipomente e1 konet rukc ; Cantorova d1ekontinua C v 1ntervalu < 0,1)
(v1z tteba [S'] , pt'. 5.7). Jeho dkladnl vlaetnosti - C Je mnot1na uzavte
04, tldkll, neepo¢etnll a nulovll.

(b) Rovnn tal< ee podlveJte na konetrukc 1 Cantorovy funkce 5P ( prJ, phB.ll).
21lkladnl vlsatnost1 funkce ? - je def1novllne v < O,l}, Je spoJ1U a ne
kleaajlcl v <0,1) , 9' «O,l}) = (0,1), fJ·. ° V(O,l) - C.

(c) Pt1Jmete za pravd1ve tvrzenl, !e ka!d8 metitelnll mnoUna v i l kladne ml
ry obeahuJe nedti telnoumnoUnu (v1z 14.1B.i, 14.20).

(d) Ukalte, Ie funkce
touci v <0,1) ,

f : x- i (x + ?(x)

t «0,1) ) =<O,l}.
), x E <0,1), je epoJ1te a roe-

Je epojitll a roetouci v <0,1),
Ie mnoUna F-ICC) Je _titelne a me

Oznaete F = r-1. Potom funkce F
F( <0,1) ) = (O,l). Ukatte dele,
klcnou . miru.

li6!.211J. Uk8!te, Ie .noUna 1 «O,l)-C) = {f(x); XE<O,l}-C}
je ap oe.tDli •

(f) Ukalt., Ie 8Xiatuje met1telne .noUna lie <O,l} tal<oVll, Ie F-l(lI) nani
_t1telne.

!~!2!!.. PouUJte (c) a (e). Volte NC F-l(C) ne_titelnou a pololte
II =F(N) • Ztejae II C C , F-l(lI) = N •

(e)

(g) IInoUna II z (~) je _t1telne, ale nani borelovelai.

!i~!!!!!~ Je-11 funkce F epoj1tll (ataet pfedpok16dat, Ie F
telne), Be El bore lovakll , nenl tUk' dolaizat (v1z 10.B),
F-l(B) je mU1telne.

(h) Ukalte,!e funkce c;.. F neni aU1telDli.

je pouze _t1

Ie .no!1na

110.0*1 ProbUm. Obdobne, Jako Jeu det1nova11 R H S-1ntagrel poul1U. zobec
nen)'ch 11mit, poku.e .. 0 to 1 v ptipadi L-1ntegrillu.

(a) L-delenim 1ntervalu (0,1> roz...iae katdou koneenou aouatavu po d"ou
diaJunktnich .U1telnich anol1n, jej1chl ajednoc.ni je <O,l).

( b) Pro L-deleni D = lntenalu <0,1) polo.e

ID 1= aax ( ~lCAl)' ••• , i\ lCAn».
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Jsou-li D1, D2 dv6 L-d61en1, definujeme

Ukazte, ze t1mto uspofadan1m je mnozins v§ech L~d61en1 usm6rn6ne.

(c) Uvazujme n,yn1 mnoZinu .)t v§ech dvojic (P, ~.), kda,

D ;, { Ai }:;1 je L-dUan1 .(0,1>, ~; (~1'".,~ n ) ja vektor

s vlsatnost1 fiE. Ai (1 Ei. 1, ••• ,n). Do .tit. zsvedme usm6rnen1 phdpisa~-

(d) BuCl. f funl<ce ns <0,1>. Pro (D, ~ ) E Jt polozme

W(f,D,~)

s definujme

n

; 1: f( f t )
1~1 )

prew kayz

f

(PS) If ; lim W (f~D,.~ )
o .

(jedne se 0 zo be c nenou limitu vzhledem k uspoMden1 z (c) ).

(e ) Studujte'vlaatnoat1 ·PS-integralu" •..

(f) UksZte, Zs

. f·

• (PS) J f ; ()(.

·0

M ,; { X £ <0,1> ;f(x) fi ()(} je spoce tna a lim f(xn ) ;"iI(

jestlize M ~ { xn } " 'c.

~~Y£~~ Pfedpokladejie ()( ;'0 'Uv6domte si,ze

e ze

n

I~ f( ~i) ~lAi \- ~

f(x) I>E (£">0) pouze pro kone~n~ mnoho x
.~

110.H I Cvi~en1. Promysleie',' jakY'je

.n8s1aduj1c1ho:t;llPJl:.._•..• ,

spo~atne - nlilove-Hdl<o! ..; hust'e•. - 1. kategorie._

Zda napf. kazd~ sp_o~etna ;Je Ilulove, k"zda nuLova je
ja Hdka, kddtt1clka j~' ·n~l.~va·std.

<!:. ,v..;.

-11£;-

spo~etlle, kszda nulova



ukaZte, ze

Obdobn~

2

(2n+l)"
= + 00 •

11o.JI cviaen!. Oznaame ,,;ymbo1em N nemeHtelnou lIIlloZlnu v &1 (v1z 14.17),
neehi funkca f J" 1dent1eky rovna 5 na &1 • Potom funkee f + eN
nan! m6f1te1na a horn! a doln! Labeeguedv 1ntegrel pfa. &1 z teto funk
ee .pl$vaJ!. Dokazta I

110.IC! Cvl~an!. Bua A C <0,1> nem¥Htelne JIItIoZlna, B. <0,1> - A • Potoa

(a)

dokalte I

27571 P12
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11. LebeegueOv i n t e g rill v Sn

Obsah: A. Definiee a zlIkladnl vlastnosU.

B. Fubiniovs veta.

c. Dalel vety pro vicerozmerni integrlll.

D. Cvi~eni a problllmy.

A. DSFINIC8 A ~LADNt VLAsrNOSTI

Obdobnll jako v ptedeele kapitole. kde jsms vybudoveli teorii Lebsegueova
integrlllu v 81 ' lze postupovat i v ptipedll vicerozmerneho eUkleidovskliho prosto
ru En. Vyjdeme ptitom z vicerozmernllho Riemannove integrlllu, sestrojeneho v ka
pitole 7. Doporucoval byeh ctenllti, eby nestudovel tuto kapitolu.bez znalosti
prllve uvedenll kapitoly 7.

B ZlIkladni prostor.

Ozna~e symbolem Cn syetem veeeh spojityeh funkei v Sn e kompaktnim ne
dcem (viz te! 8.2). Tedy f" Cn • prllve kdy! f je spojitll v En a
eXistuje kompaktnl interval If C En tak,!e f = 0 v En - If • Pro ka!
dou funkei f E Cn dsfinujeme jejl RiemannOv integrlll ~~::__~9 takto:

vlme, !s sxistuje kompsktnl interval If s vlastnosU f(En - Ifl = { o} .
polo!ms tedy

Opet jako v 8.3 a 8.6 zjistime (provlldejte), !e dvojiee

tvoti !4~1!~ai_pr~~~2r~ MO!eme nyni na tento
teorii Daniellova rozeltenl; obdr!ime system

nezllvisl na volbe intervalu

(C n , (R) !)
E"

speeilllni ptipad splikovat

Jell V8eeh !!!!2!!,gl!!!!1!~!!;;Y

(R) l f

tento integrel (prof = 0) , a !e
vee v potlldku.

(R) J def. f.
~ f""" (R) ,f

Neni obti!ne dokllzst. !e definiee

If (vne ktsreho je
existuje. Je tudl!

!a!!!£!1!!~!!!l-Y£!l funkei v Sn • syatllmy An a mn veech !!!!2!!llI!!!=

!1!~_!~t!!!!9i£!l_!~~£f_!!_!a!1~!a. zlskllme ~!!2!!!!gl!!!~!_!9!!gr~!

(L) ~ a ~!!!2!!ll!!!!2!1!_!fr~ '" n " Krome vet. ktere plat! zeela obeene pro

eelou teorii Daniellova integrlllu, budou platit (obdobne jako v ptipade
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1f (I je kompaktni interval), je

1

EI) je~te daIs! vety, vyplyvaj!ci ze apecificke volby naseho zakladn!ho
ey s t emu , Shrnme je do jednoho odatavce.

(A) Kazda o tev fena a uz avr-e na mnoHna v En je m~f-itelna (tj. O'n c mn ).
(B) Kazda apojita funkce v En je meritelna.

(C) J edno bodove mnoZiny v En jsou nulove.

(D) EXistuje-li Riemann~v integral (ll )

f £. :t I a (L) £f = (ll) Jr ,
1

(E) Pro kazdou mnozinu A C En plat!

iLnA = inf { tLn
G G :> A , G otevrena }

tedy 1 -
A = int" { L -

otevfem\ interv~ly}
~ U~n vol I k ; I k :> A , I k .

k=l k=l

(F) Naaleduj!c! podm!nkY jsou ekvivalentni:

( I) A £ mn '

( II) V E. > °3 G, G otevf-e na , G::> A ,tLn(G-Al < S

( III) V£>O]F, F uzavrena I F C A, Jin(A-F)<£

(IV ) VE.>oj F, G, F uaavre na , G otevre na I Fc ACG

~ neG - F) < £

(V) A = G - N kde G je typu G.. a N nulova I

( VI) A = FU M kde F je typu Fer a 14 nul ova •

Dukaz. Pr-ovejrte sami vse cnny dOkazy. Pouz1jte anaLog Lcke dllkazy obdobnych vet

z kap1toly 10. Pre~tete a1 tez vzdy pr!slusne poznamky.

Pov s Imne t.e a1, ze mez1 uve de nymL vet emf Chybeji tvrzeni, ktera by pf'ipomi

nala vztab Newtonova s Lebeagueova jednorozmerneho 1ntegralu, a ktera by tudi!

tvor1la zakled vypo~tu v!cerozmernych 1ntegralll. Ostatne prectetea1 poznamku

pred odatevcem 7.4. Proto v dalSim vyslovime tzv. Fubiniovu vetu, podle ktere

lze vicerozmerne Lebeagueovy 1ntegraly prevadet na integraly jednorozmerne.
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B. FUBINIOVA V~TA

111.31 Lemma. Neeht funkee f je defi nova na v Er+s Pro x E:. ~r po i ozme

F(x) ; J f(x,y) dy ; J f(x , . ). vi z oznaceni v 7.4). Potom plat!

f. E.

nerovnost If IF~

£r#s f r

(Horn:! Ln t.egr-e Ly cha peme - poehopitelne - jako Lebe sguacvy , )

Dllkaz.
(a) 'fvrzen:( plaU pro f € Cr +s , jak lehee zjistime podle vety 7.5.

( b) Je-li f"
It potom existuj:! f n "- Cr ... s f n / f a tudHCr+s , , ,

F n EO Cr - je to zrejme?). Protoze v~ak

Na druhe strane Ysak pro funkce

i

(zduvodnetel), tedyplat:!

/ f n I If .
£r.I-S £r-ls

F n' F n (x); J f n (x , • ) (x EO Er )

f.

I F n I j F (nebot

er £r

J f n (jak plyne z (a) »)V' i

er••

(e) Je-li koneene f libovolna" g € C~+a g ~ f

G(xl ; J g(x,yl dy (x", Erl, jeat G ~ F v Er (proe?) a tedy

E.

t : JG~ JF
EN. e; Er

Odtud plyne, te

in! {Jg; g "

Er.,s

f !' £. C
R

, r-ea }
111.41 Lemma (Fubiniova veta pro Er +s)

Bua f E Jf~+a • Potom pro skoro vseehna x € Er eXistuje integral
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1f(x,y) dy; ozna~ime-li jej pro tate

E. ..
F .. x: r a plati

x symbolem F(x) , jest

jinak pf-epaanc

Jf = ! (!f(X,y) dy) dx

Er+s f r £s
(vyznam symbol~ ~;+s'~: je, doufam, jaany).

D~kaz. Ozna~me pro x ~ Er

F(x) = Jf(x,

£$

Potmm (nezapomente, !e

.) ,!(x) = J f(x,.).

-fs
F ~!) s pomoci 1l.3 plati nerovnosti

~ j!, ~

Jf I / ""'~ j! Jf£r

'" F ~ ~

""'~ /Er+s £r

JF
~E £r#s

~
r

Necht zprvu f" It r+s • Potom v8ude nastanou rovnosti (V8e je konecne l L,

odkud vyjde, ~e F , F "x: r • Punkce F,! jsou tudH k one cne skoro

veude v Er a

- n =-

r+s'
obdrUte

mnoHn je

~

xone ene dostsvame (viz 9.351), ~e F =! skoro v8ude v Er ' ~imz je tvrze-

ni (pro ptipad f £ Je r +s ) dokszano.

Je-li nyni f· .. .If ~+s ' natezne t.e posloupnost funkei f n" Jt:
f

n
/ f , a aplikujte ns n i, preve dokazan e , S pomoci Leviho vety

tvrzeni (uvedomte a1 tez, ~e sjednoceni spo6etne mooha nulovych

nulove mno~ins).

Ill. 51 Cvi~eni. Pro mnoM nu M C Er+ s a x E Er polo~me

(nekr-e s te-te 81 obrazekl MX'* znamene vl&stn~ "fez" mno!1ny M).
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Je-11 funkee f def1novana v

ktera je def1novsna ns mno11n~

JIll ,neeht fX' It = f(x, .) zns~i f'unkc L,
x ..

II ' ptedp1sem

x ..f' (y) = f(x,y) •

Ftedstsvte a1 nazorn~ s obdobn~ def1nujte II .. ,y a f'" ,y (=f(.,y) ).

~ Fub1n1ova veta pro Lebesgueuv integral.

Jf(x,y) dy (ozna6me jej F(x) ) ex1atuje

tt" /*

Bull II .. 11£ nee hir+s •
.Ill. do prostoru Er• tj.

..
f £ Je II • Ozna6me symbolem II' prum~t mno11ny

II' ={ x .. Er ; e xLs t u je y £ Es tak, 1e

[ x,y ] £ II } • Potom 1ntegral

pr 0 skora v~echna x E. .... ' I a plat!

(porovnejte a 11.4 a op~t prep1atel, te1 zam~nte poradi x a y!).

DUkaz. Def1nujte funke1 "f ptedp1sem

"f(x,y)

pro [x,y] £. M •

jinde v Er +s

a ap11kujte na ni lemma 11.4.

Fozn8mka. Doporu6oval byl 6tenar1, aby a1 pte6etl odatavee 5.13 a 5.14

z 'if (ktere zde neche 1 opiaovat) a aby a1 pro lepM poc h ope n f apo61tal

n~ktere z dalllich ptikladu v [:r'] Ft1pomenme pouze, ie Fub1n1ovu ve-tu

lze pouht, jllOu-li e pLneny kupr. n~ktere z n8alec"jicich ptedpokladu:

(I) mnoUna 14 je otevtenll 61 uzavre n8 v Er +s a f je ap c j Lt a funkee,

nemAnici ne M ave znamenko,

(II ) mnozina M je otevrena 01 UZ8vtena a omezena v

je apoj1ta a omezenll na JIll

Er+s a funkce r

Fomoei Fub1n1ovy V8ty lze te1 po6itat miry m~r1telnyeh mno11n.

C. DALSt ViTI PRO VtCEROZlIlRN"f INTEGRAL

Er • Ozna6ime-11

.~ V~ta (mira "grafu' funke.).

grafBull f apoj1tll v

je graf r e 1ll r+l
nulovll mnoUna.

a t"r+l

f={rX,y]£Er+l;y=f(X)} ,

(graf f) = 0 • Tedy,graf apoj1ta funkee je

- 182 -



(A) Necht l' : ilC.E-Er r

f = [fl.···.fr l: kde

pro kazd9 x E. II • x =

Dl1ksz. Eunkc e rj (x.y) = y - f(x) je spojita funkce v Er+ l (odl1vodnAtel)

a grsf l' = P-1 ({ O}) je uzsvrena mnoZins jskozto "vzcr' nuly·. TUdH

gr"f l' € mr +l a t"r+l (graf f) = 10 = 0 pcdke Fublniovy vHy.
Er

Poznamka. Stae1lo by predpokladat, Ze runkc e l' je mAritelna ns mAritelne mno

ZinA II C Er • Fotom opAt graf f je nu Lova mnozlna (v Er+ 1 ! ! ) . Jedlnj

obtizne jili krok v dl1kazu by byl ovArit, ze graf l' E: mr +l • Fotom bychom
opet pouz1l1 Fublnlovu ve t u , K tomu vlz (J II], veta 75 e1 [~. odstavec

5.103.

111.91 Veta (geOme;r1c!r,Y vyznam 1ntegr81u),

BUd l' spojl ta a nezaporna funkce def1novana v otevrene mnoz1ne G C. Er•
Oznae!me-11

Itf ={ [x,YJ E. G " El ; 0 < y c f(x) }, je Itf E. m r +1 a

/Lr+l (ltf ) = J l' •

lj

Dl1kaz. Itnoz1na Itf je otevrena v Er+l• jsk lehko zjlst!me; tedy meritelna.

Fro x f. G je It;'* = (O,f(x) ), pouzit!m Fublniovy vety okamz1te vy

chaz!. ze

In.lol Foznamka. opet s t.ac t Lo pf-edpokLadat , ze funkc'~ 1', je merltelna a ne aa

porna v mer1telne mnozlne G.

Nakonec tohoto odstavce uvedeme je~te vatu a aubatitucl. Zopskujte sl

proto vitu 3.12. abyate mohll'srovnat pr!pad jednorozmerneho a v!cerozmerneho

lntegralu a tez porovnat rozd!l Lebesgueova a Newtonova 1ntegralu. Nejdl'!ve

v~ak jeste uvedme nektere zname vety z predna~ky.

111.111 Opskovan!.

je zobrazen! z Er do Er• FlAme'

f(x) = [fl(Xl ••••• xr) •• ··, fr(Xl ... ·.~)]

[ xl"" .xr ]

(B) Ilekneme, Ze zobrazen! l' je regularn! v II. jestlile

(1) mnoz1na II je otevrena v Er •

(11) funkce fl •••••f r maj! apojlte parc1a1n! der1vace v II.
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(iii) Jacobi~v determinant

••• I (x)

# 0

pro vAechna x E iii. •

J •••• (x)

(C) Bua f regu1<lrn! v mno!inA MC Er • Potom
(i) f je lok<llnA prosta, tj. ke ka1damu x. M existuje okol! U(x)

bodu x tak, b f je na U(x) prosta,

(11) je-li A c:. M otevNM, js mnoUna f(A) otevren<l.

(Dl Je-1i f regul<lrn! e 2£2!~~ v mno!inA Me Er (takovym zobrazen!m ta!
r!k<lme difeomorfn!), pottim

( i)

( 11)

( 11i)

je zobrazen! f- 1 regultlrn! (a prosta) v mnoUn6

Jf(x) oJ 1 (y) "1 pro katd<l x .. M , Y = f(x),
f-

zobrazeni f je hoaeomorfn!.

f(M) ,

~ Vita 0 subst1tuci pro Lebeee:uedv integr'l.

Sua f regultlrn! e prost' zobrazen! v anoUnA M C i r , nech{

Q = 9'(M) •

Potoa

existuje-1i integr'l na
(For_lnA stall! polo!1t

Jf(x) dx =

II

kter<lkoliv stranA

x "f(t), dx =

Jf(f(tl l .\ J"
If

t<lto rovnosti.

IJ, (t) Idt

(tlldt.

a

D6kaz. Nebudeme zde proddit, be jej nal<lzt kupf'. v [ll_M] ., 6.1 - 6.3.

In.131 Pozn'lIka. Bylo by dobr', kdybyste si nyn! epo<!!tali nikter' konkretn!
pHklady, tteba podle k8p. 5 v [T] •
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D. CV:reEN:! A PRoBL6n:

In.AI evill.ni k t4to kepitol. nal....te v odetavcl 5 8 [,,] •
Podivejt. e. nan41

~ LU81nova vtta (charakter1eUk8 a61'1telD,tch tWllEcO.

(a) Dokalt. J.gorovovu vltu v 17.D, kd. 8a X 8volit. all'ltelnou anollnu

• C En I 8a !f e,ye~" vlach j.jich ail'ltelD,tch poclanolln a .a
f' Lebe8&ueovu airu v Eo'

(b) [.!!!!!!!!!!_~!!~ Sua .« ano • lIechi t ja aUlt.1D6, ek.villde
kondD6 tuntce oa •• Potoa ke lI:alCWall £ > 0 .xletuje lie.,
II E IIrn tall: , Ie f' 011 c £ • tunll:c. t je epojlU oa .-11
(vzhledea k .-11 I).

•
!!'!~_a9H!9..
II.Chi .prYll Il' o. < + - • Mel..mte t k & Co tak, ab,y tll:- 0 _

Eo - II, tit - t ak. Ylllde v • (vl8 cvlhni 9.D). lI,yoi etaU apl111:o

vat J.gorovovu. vitu.. lleni-l1 I"~ <+ - • v,yJllUete _1101l • JakO
ajednoceoi aooll0 konell04 au,y. DetallJ' O8l.... te v [1'"] • dodatell:
D.lI.5. Taa j. UI (doat.1I: D.II.7) naaMllen d6ll:a. Lu.alooy.Y vi\l be.
11llti Jegorovov,y vit,y.

•
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12. L e b e s g u e 5 tie 1 t j e s d v integrall

Obssh: A. Definice a zakladni vlastnosti.

B. Cvi~eni a problemJo

A. DEFINICE A ZAKLADNf VLASTNOSTI

Z.opakujte si definici a zakladnivlastnostiRiemann-StJ.eltjesova Ln t.egr-a Lu

z kapitoly 6, odst. A.

~ Zakladni pr-oat.or , Bud 11 nekl,~ sajici runkce v El• Pro kszdou funkci

f € Cl (= system vsech spojitych funkci v El s kompaktnim nosi!em, viz

8.2) mdzeme na Lez t 'interval <af' bf >, vne kteraho .je f =.0 , a .mdzeme

poloU t . s,
! ' defo J

(RS) t d. CJ - (RS) f d!! •

.£, a,
SBmi lehko zjistite, ze, definice integralu (RS) 1f d 1 nezavisi ns

·.E, . .',

volbe intervalu <af.bf > (vne ktereho je t = 0) , ze integral vprsvo

ddy existuje (viz 6.4) a ze dvojice (el, (RS)[ ) tvol'i zakladni pro-
£,

star (pro ovl!:!'eni (7A) viz kupr. cvi~eni B.A). I4d!eme tuda aplikovat

Daniellovu metodu roz!Ueni, obdrZime syst<!my ,}(.,. £; , A.fII ' m.fll
(mluvme to! kratce 0 f -meritelnych funkcich ~i mno!1nach), Lebesgue-

StieltJesdv integrlll (LS) If d'l a Lebesgue-StieltJesovu miru !'"fII
n

A opet Jako v kapitole 10. krome obecnych vet platnych pro ka!de Daniello

vo rozAi:!'eni, bude plat it rada specUlnich vet pro tento pl'ipad. Uvedme

nektere z nich. nektere ponechme do cvi~8ni.

112.21 Vety (predpokledeme. !e f Je neklesajici funkce vEl)

(A) Otevrene a uzavrene mno!iny JSou f-m6Htelne. Tedy i v!echny borelovske

mno! iny JSou g? -meritelne.

(B) Kazde spoJiU funkce v El Je g?-mHitelne.

(C) Je-li r e El interval o koncovych bodech a < b, potom

!I (b+) - 9'(a-) pro I =<a,b>.

(I. I =.c::::::: !fJ (b+ ) f/( a+) pro I =( a. b >•
, ~f(b-)- !jJ(a- ) pro I =<a.b) ,

,~~

f(b-) p(a+) pro I ( a ,b ).=
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(D) Je-l1 x ~ El • potom

speeUlne

"mno!1na
v bode

{-l je f-nulod. prolve kd,yl
x ".

funkee f je spoj1tA

(E) Je-l1 f spoj1U v
potom

(LS) J t

<a/~>

(Viz tel ev1l!eni!)

<a.b) a je-l1 f (a) = )p(a~. feb) = f(b+) •

.I-

d f = (RS)J f d f .
...

DOkaz. DOkazy tiehto tvrzeni jaou analog1eke pti~lu§nym dOkezOm z kap1toly 10.

Naznal!ime je proto jen velm1 strul!ne.•

(A) Lehko zj1stime. Ie kaldy otevtenY interval je

totll obtilne sestroj1t posloupnost funkei z
rakter1st1eke funke1 tohoto 1ntervalu). Odtud

(8) Prov.ate podle 10.9.

f -metitelnl! mnol1ne (neni

01 • kterl! konverguje k eha
j11 plyne tvrzeni.

(0) Bua 1= (a.b). Pro n ~ N necht Fn znamenl! apoj1tou funke1 v El'

kterl! se anuluje m1mo <a - ~ • b +i ) . je rovna 1 na (a.b) a je l1nel!r

ni v (a - i . a) , (b, b + i> . z,tejme FnE °1 , Fn....... e<a.b>·
Tudil

;t$l<a.b) = 11m (RS) [», d)p

£., .

Odtud plyne tvrzeni. Obdobne postupujte 1 v ostatnieh ptipadeeh.

(D) Provedte semi.

(E) Opet def1nujte posloupnost funkei f n tsk. aby

(a.b)
-r , <a- 1 b +i>f n = f ne f n = 0 na El - •• n

f n
linelirni v <a - 1 a>, (b. b + 1 >n n

.•. [

~ Poznl!mka. PovUmnete s1. le jednobodovemnol1riy ;neJil1.ise'ji bit, :'f:"nulove,

mohou mit tedy obeene LS-integrl!ly'

rdznou.hodnotu a neni ztejme. jBk nyni definovat

v ptipade apojite funkee mdleme poulit analogi eke

Unozi autoti definuji (z rdznYeh ddvodd)

!fdCjJ.
(a,l)

lfdcj.
(a/'>

.jf de!"
<",I) ;,.

(~).l.f d f.. (jed1ne
'.:' .

diafinie'e ~ako.v 10.12).
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(LS)

,
Jr HJ.. = (LS) J l' d 1/

(a, I)

+ r(a)( I/(a+) - f (a» +

+ r(b)("(b) - feb-I) •

rq'llak tuto deflnlcl ..bllde.. potf'eboYat.

a. cvteERt A PROBIa1:

112.1. ICHllen1. Rechi. f(x) = 0 pro x';; 0, If = 1 De (0,1). tjJ= 2 08

<: 1,+ _ ). 'Vyietf'ete. jak vypadaj1 ayaUII\Y .It¥'. A" • m, a apolltllte
D6aieduj1c1 LS-lntegr41y:

Jt df,
, <ql)
~

lrd'!.
<",t>

~ Vlaatnost1 LS-atry. Rechi. op<!t f je Dekleaaj1ci funkce v E1 •

Cl) Ukalte, is

iI, (A) = lor { 1", G; G::> A, G ote.vf'en' }

pro kaldou anoUou A c. &1.

!t!~~ Kop1rujt. ddkaz 10.20.

(a) Ukalte, Ie pro kaldou anollnu A c. &1 pIaU

G (an,bo ) ::> A } •
0=1

rJ'-atru 11bCl¥oln' IIDOUay,

1,(1.)· -I [1 (f(bn- ) - !J7(ao+ )

T!.to zpGaobaa I. pr4.,1I derlno"at vnlljl:{
k to.u pothbuje_ llD6t teorii integr41u.

(C) Pokuat. _ -q81ovlt 8 dok4llat vlty ana1ogick' .,lIW. 10.23 a 10.24.

an1f.

112.cl Prob1'•• V o48te.,cl 10.13 ja•• ukl\llali, I. RC< a,b» c. L« a,b» a Ie
Laba.u.b a Rleaannb intepo41 na B( <a,b » epltvaj!. V. 12.2.& j_
dok4llali podobnou vltu 1 pro LS-integr41, aU poUll. pro apojit' tunkc••
1V'10 by Il8j!.'" -qleti'ovat, Ilda 1.. -q81o.,lt 1 vitu obecoljl! (pokuate ae
pf'en'at dOltall vlty 10.13, nellapoaente 'II_ pf'1tOll kupf'. as PDIlD6aku 6.101).

nek1..aj!c1 runkce., ~, ..Chi.

a

(A)

(a)

112•JlI C.,lll.nt. Builte '1' '2
Jlokelte, Ie

..." • ~ 1'I.t~

L; c. L: 1'I.t;
TI I
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pIaU

1/[". m~ n m~ .
..

rE;;! a r€Z

J

(LS) J r d tJ = (LS) 1 r d 11 + (LS) 1t d f2
~ ~ ~

pro kaldou runkc1 r € .t; ,
je-11 r €.t;. Il .t"9.; a 1liI-11 ~al aoul!et

• Z

Jt d til + J r d f2 '
£, £.

je t € £j,
A • AI'. Il A~
-." t

(e)

(D)

jrd'! = jr dfl + J: df2 •

DUa dokalte, Ie

Jr d1
- -

= Jt dfl + J;~ d 12

~ ....~1telne anol1ny.

ICaIdll nekleaaj:(c! runkce I .. III url!uje j1atou tUdu /I'll' 'fi~h
.f ....f1teln,tch 1II1011a_ V pHpadii JP (x) = x 1&.e dok4sat (,,1& 14.11),

Ie 1Jt" " exp III ' tj. ex1atuje lebe-sueo...k,y ae.f1telali aaoUae. Zaj:(1liI
alia, Jail: Je to.u nya:( obecal.

(A) Je-l1 ~ runkce koaat_ta:(. je si'ej. -l' = Blip III •

(B) Veaallte sa !I OIl8S8aou. nekleeeJ:(c:( ruakc1 akokd ( ..1s [D II] ).

rj (x) = L. (/(7+) - f(7-»,
7<x

kde / (7+) - JP (7-) ~ 0 a pouse a ."jiakOll epol!ata' anol1ny {"a} ja

f(7+) - 'f(r) = o . Pi'edpokUdejte. la L. (f(x+) - fIx-I) <+- •
X

Poto. hiM poclllao!1aa A .. III Ja f-aif1telD' a

~,(A) = L." qP(x~+) - f(xn-» .
{a;xnuJ . '

Dokaltel '

(C~ Poltuat8 .. dokl!i.at, Ie pro lIpoj1tou B roBtouc:( runkc1 1 ax1atuj:(" BlJP -neaif1 tai... aaol1l\1_. :~

(Ill Lae doltoaca dolol!isat.. "e:x1a\uJe _lina.. ~. kter' jB sP-aaaifUalal!i
pro Italdou apoj1tou, neltleaaj:(c:( a 1l8It0000antD:( hue1 $I.
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V.TEORIE MfRY

113. A b s t r a k t n i t- e 0 r 1 e -m i r s I
Obsah: A. I4noUnove ayat8my.

B. Abatraktni mira

C. Vnejei mira.

D. VytVliteni vniljei -miry

a. Regullirni vniljei mira.

F. RozAireni a zl1plnilni miry.

G. Cv1~eni a problemy.

J1! na stredni ekole a8 a8tkllvllme - vilte1nou v geometr11 - s po~itllnim

dlilek j1stych mno!1n na primce, s po~itllnim ploch rovinnjch obrazc~ ~i s po~ita

nim objem~ geometr1ckych teles v E). Kuprikladu intervalu (s,b) C El pri
razUjeme jeho dalku b - a, obaahem obdelnika v ravine nazyvllme sou~in deleh
jeho stran, pro objem koule v E) 0 pc Lcae r-u r je znem vacr-eeek j 7T r) •
Nebudeme prozatim zkoumat, jak jame k temto ~islUw QOdli, konstatujeme pouze
fakt, !e ur~1tym podmnoUnlim El' EZ ci E3. umime prltadit relilmi. cialo, na
zyvane delkou, plochou ~1 objemem teto mno!iny. V teto ksp1tole se budeme sna!1t
systemat1cky studovat takovll pr1razeni - v dane mno!1ne X vybereme j1stou tri
du ??t jejich podmno~1n - m~!eme j1m rikst mer1telne mn~~1ny - a kszde mno!1ne
ze ayatemu ~ pr1radime j1ate relilne nezaporne ~islo, nazyvana pak mirou tato
mno~1ny. Budeme se pr1tom v~dy ana~1t, aby jak ayatem mer1telnych mno~1n, ~sk

1 mira, milly "r-ozuane" vlastnost1; kupf-fkLadu chceme, aby mira mnoZiny A by La
v~tei nebo rovna mire mnoZiny B, je-11 A:> B (A,B E. .n ). Dille se budeme
ddy sna~1t, aby syatem veech mef'i telnych mno~1n byl co neje1rei, aby co nejvice
mno~1n "melo miru". Kuprikladu neni vdbec jaane, co bude mirou mno~1ny veech ra
c10nalnich ~isel v 1ntervalu (2,7) c1 jake bude mira mno~1ny veech 1rac10nelnich
~isel v 1ntervalu (0,1). Rovnil~ neni zrejme, jsk pocitat miru slo~1tejeich ro
v1nnych mno~1n.

V daleich odatavcich vybudujeme zcela abstrsktni teori1 miry - urcime
j1aty syatem m podmnoUn mnoZiny ll. a ka~de mnoUne A E- m. pHtadime
nezaporne cislo (C1 + 00) ,u A , nazyvane mirou mno~1ny A. Za dye podatat ne
vlsstnoat1 miry I'- a ayatemu ~ m~leme pova sovat nesledujici:

(A) : A, B € m , A () B = 0 ~ AU B € m a

!'(-AUB) = ~A + CUB

(tzv. kone~ne ad1t1vita miry (L ),
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jsme se setkali napriklad u Jordsn-Peanova objemu (viz kap.2),
pak u Lebesgueovy miry budovane ns zeklade teorie integrelu

(B) An E: m je pos1oupnost po dvou disjunktnich mnoH n-> l) A e. m
n:1 n s

- -
r (~l An)

: L ~Ann:l

(tzv. f?j -sdi tiVit's miry).

S vlastnosti (AI
s vlastnosti (8)

v kapitole 9.

Pripojme na tomto miste jeete p~znemky:

V Itapitole IV 0 Daniellove Lnt.egr-aLu jsme VYbudovali te~' abatraktni teorii
miry, vyeli jame oveem z p~vodniho pojmu integrelu. Ctener, ktery prostudoval

kapitolu IV, se bude zajiste i v teto kapito1e lepe orientovat, rada poznemek,

pHklad~ ~i tvrzeni z teto kapito1y budenava,zovatna kap Lto Lu IV. Abych nep1etl

~tenere, ktery nestudoval kapito1u IV (a take to nen! nutne pro atudium

abstraktni miry), budu os nac ove t v secnne t vr-aenf , p'oznemky a ptfk1ady vezane na

kapito1u IV vlnovkou f po s tr-ene te xt.u,

A. MN02INOVg SYSTgyy

ITI;Il Dafinice.

J? neprezdny system podmnohnmnoUny' XBu(l

o k r u h, jeatlHe:
(potom zrejme i 16 fi.';&'

A,B € ~ =) AU B ,

A()Bfi.~ I,

Potom $- se

A-B€.'&

nazyve

2. a 1 g e bra ,jestli~e: ~ jeokruh a X e.:&-

3. 0- 0 k r u h, jesnHe: A,B e.:&-~ A - Bfi.:&-

(potom opet v~dy 16 e. :&- a -n An E.:&- ,kdykoliv An€..Il-
n:l

) ,

er - a 1 g e bra ,jestlHe: .:fr je 6" -okruh a X E:&- •

113.21 Ptiklady.

(a) Je-li X: En' :&: system veech omezenych mnoHn v En ' potom':&- je

okruh, neni algebra ani 6'-okruh (dokazujts!).

Jak tomu bude v obecnem metrickem prostoru ?

(bl Je-li X ': En ' .:fr ; ayatem vAech otevrenYch podmnoUn En' nstvo!'!

.I&- ani okruh.
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(c) Je-li l( = El, $;; a,yat". ylach ap~atnjch podllnolin El, poto• .iI- Je

ff -okruh e $- nen! algeb!'ll.

(d) Je-li l( liboYoln' .nolina a

Je J!r 6' -algebra.

~ ;; exp X s,yat". Ysech jeJ!ch podanolin,

(e) Polol!.e-li X = P a zYoU.e-li za s,yaU. 4 e,ysUm y5ech .4H'itelnych f
amoUn m ne P ztakanjch z teorie intagr'lu (viz detinice 9 ...4),

tYo!'! JIr 6"-okruh, ala DSIlUs! b,tt $ Er-algebra (vi. Usba 9.45.a).

~3.31 Vita.

PrOnik libovoln"ho s,yaU.u okruhO (alge bar,
IInoUn amoUny X Je opit okruh (algebra,

f!J -OkruhO, Er _algebar) pod

€)-Okruh, 0"-al&ebraJ.

DOkez. Mecht { -tf.c } Je ayaU. okruhd podanoUn .noUny X , nechl ~=Q~ •

Chce. wmzat, Ie I .If Je okruh.

Zyolae A,B Ii J4- Poto. A, B E 4c prn bid" fX • tudU (kdd,t a,yat_

.\1-. Je okruh !) A-B£$" ,AUBE ~ pro bid. « te~ I

A-BE$ , AUBE.Jt1. •

Obdobni ae doUle, Ie prdnik elgeber ( 8' -Okruhd, 6"-algeber) Je el.cebre
( 6"-oll:ruh, 6"-algebre).

okruh (algebre, Er -oll:ruh.

113.41 Vl!ta,

Bull 't( llbovolny s,yat'. podllnot1n anoUn,y
okruh JI (algebrs, t!J -okruh. 8'-algsbra)

1) 'fA: c $
'fl e 18· II·2l I

l( • Potoa eXlatuje pr4'" je.s.n
tak, Ie plat!:

DOnz. Vex.... Yilechn,y okruh,y $"
takov,t okruh e xistuja, toUI

, kter4 obaahuj! a,yaU. 't.l (aleapoD jeden

esp X = a,yaUIll vaech pocbnolin X) a polotae

J!- = ~ ~ • Lehko sa wmle, Ie $- _ poladovan4 Ylaatnosti. (Obdobni

pro algebr,y, (5 -oIl:rub,y,lli ff -algebr,yJ.

113.5llletinice .

Bull 'i.( opit libovo1nj a,yat". podmnoUn lllDolIil1Y X. Podle phdchoz! vit,y

ezlatuje neJaen6! okruh .If (algebra, tr -Okruh, 6 -algebra) obaahuJ!c!
a,yat'. 'U'. Okruh .r&- (algebru, 6' -okruh, Er -algebru) nuri.e okruhelll

genarovanj. ayatelll8lll 'U a oznalllll8 a,ylllbolell

...

...
6' -oIl:ruh generoven,t 'U ,

6 -algebru gsneroyanou ayetollll811 U .
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Pi'ik1ady.

Sua 'itt c exp x , potom

1Il je 6' -okruh <=> 6'(tf) = U ,

dokae te J Vys10vte obdobnll tvrzeni pro okruny , a Lgebr-y ~i f5 -a18ebry.

(b) Necht :&- je syatem vsech omezenych podmnoZ1n El • Potom ;f tvoi'i
okruh (viz 13.2.a) a 6' (Jf) = exp E1 • Dokalme posledni trvzeni 
zvolime tedy A C El a chceme dokllzat, ~e A EO (5 (.6 ) •

-ztejme A = U (A () <-n,+n», ale A () <-n,+n) E.~ C 6' (Jf)
n=l

a vzhledem k tomu, ~e 6' (Jf) je 6" <okr-uh , plyne odtud tvrzeni
AE6" (~).

(c) Necht f je aystem vsech spo~etnych podmnoHn El • Potom sP je

fJ -okruh (viz 13.2.c) a 11£ er A"!)<-> II ja apo~etnll anebo El - II

je spcce tna , Doka ~te 1 Je v tom pH pade 6"A( '!) = exp El ?

(d) Obecne - bua Yf €i-okruh podmnoUn mnoUny X. Potom

!5A ('fJ ) = { II C. X ; II " "f anebo X - II £ ." }

Dokalte I (Ozna~me $- = { Il eX; II € "! anabo X - II E ~} • Sta~i uke-

zat, Ie "# c.:6 Ii:&- tvoi'i 6" -a18ebru. Podrobne vyavetletal)

~ Definice.

Definujeme systllm bore lovskych mno~in v En jsko er -okruh generovsn,Y
syatllmem vsech otev~en,Ych podmno~in En. Syatem vaech borelovsk,Ych mnolin
v E budsms zna~itsymbolem 11 •n . n

J13.81 Poznllmky.

(a) OznaHme-l.i symboly fYn , Un' X n
~i kompaktnich podmnolin En ' je

aystiay vlech otev~en,Ych, uzav~en,Ych

vysvet1ete I

(b) ZhjmA ka!dll ote~enll a uZ8~enli mnolina v En je borelovskll. kaldll mnoli
na typu Fer ~i GT je te~ borelovskll, rovnU tak mnoUny 1;ypu FfT•

FISTIS , ••• , G.rtr ,G.rt1'6 •••••• jsou borslovskl!. System borelovsk,Yeh
mnolin v En je tedy nejmenlim aystllmem mno~in. ktery obsahuje vAeehny
uzav~enl! a otev~enl! mnoliny a je uza~eny na tvo~eni spo~etn,Yeh prdnikd

a ajednoeeni.

(c) Ka!dll borelovakS mnoHna v En je lebesgueovsky mUitelnll. tj. Jln C m. n
(kde nt· n je systllm vlach lebesgueovsky mA~iteln,Yeh mnolin v En' vybu
dovany kup~kladu z teorie integrlliu v kap. 11 ci p~imo v kapitole 14).

Toto tvrzeni plyne ihned z faktd.
mA~itelnll (viz vety 1l.2.A, 14.8)

Ie ka~dll otevhnll

a ~e system Nt n

podmnol ina En je Ieb.
tvo~i 6" -okruh.
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Neni vsak lln = m n; existuji Leb , mHite1ne mnozLny , ktere nejsou

bore1ovske (viz eviceni 10.F.g ci 13.14). Odtud'~~ vidime, jek "siroky"

je system vseeh 1eb. metite1nyeh mnoUn v En'
f

B. ABSTRAKTNt IItRA

V da1sim ptedpok1adame, 1e je pevne zad8na'neprazdna mno~ina X.

IInol1novou funkei na

Tak kuptik1adu.

~ Def'iniee,

Bua :&- system podmnoUn miloH~ X (tj. J1- c

~ rozumime ka1de zobrazeni

exp X i.

mnoH ny :&- do

(a) Je-li (X,r>
zobrazen:!

metrieky prostor, $- system vseeh podmnol1n X, je

A - diem A, A E. J&

(kde diem A = sup P
~/1cA )

mnozinovB fUnkce,

(x,y) je tzv. prllmer mno1i~ A)

(b) je-l1 X l1bovo1ne mnol1na, je zobrazeni

A __ moh A

mno1inova, f'unkee na exp X

(kde moh A znaci poe e t prvkd mnoU~ A, je-l1 A konecna
a moh A = + co , je-l1 A nekcnec na ) ,

(e) je-l1 X= (a,b>, J&
v (a,b) (viz 2.3), Y

system vseeh jordan-peanovsky metite1nyeh mnoHn

Jordanova mira. je zobrazeni

A --)I A I AE.';&

mnoHnova funkes na Jf

~ Def'iniee miry,

lIiroujL

axiOllY:

rozumims tskovou mnoHnovou funkei, ktera sp1nuje nas1edujiei

Je nejaky '5 - okruh f podmnoHn mnoH-

-=L
n=l

definicnim oborem t"
ny X,

A E. f ~!"A 1> 0 •

,.«ill=O,

An E f po dvou disjunktni
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113.11\ Pozn4mky.

(a) Vtdy tedy predpok14d4me, te mira je deflnov4na na nejakem 5' -okruhu I

(b) Mira je vzdy nez4porn4 mnoZinovll. funkee; miraml, ktere mohou nab'yvat 1

z4pornyeh hodnot, se budeme zabyvat at ve II.dile; to jsou pak tzv.

~~~~~~~2Y~_~!~~,

( e ) Axlom (11
4

) vy jadl'uje tzv. G'" -aditlvitu miry. "Miram"I ktere misto
e xf omu (M, ) , (M 4 ) splnuji pouze nasledujici axiomy

(Mt) : deflnl~nim oborem t-V je nejaky okruh y podmno!ln mno!lny X .
(M .. ) : A,B € :! , AnB=1Il =9 I' (A lJ B) = "aA+;tB4

budeme te! nekdy fo!kat (by"{ troehu nedl'lsledne) kone~ne-adltivni m2ry.

Zrejme ka!d4 mira· ( 6" -adt t t vm ) je i kone~ne-sdltivni (vysvetlete!),

ale niko1lv naopak (viz 13.12.e,f).

(d) Eunkc f , ktera splnuje axiomy (M{'),(1I2 ) - (11
4

) Hkejme tez (el'"-aditivn!)

mira na okr-uhu ,

113.121 PHklady.

(a) Neeht mno s Lno va f'u nkc e I' je odvozena z teorie Daniellova lntegr41u f
(viz 9.44), tj. X = P 1 = m. t ,. mira z integrll.1u. Potom

I'- je mira (viz ve t u 9.47).

(b) Neeht X = El , If = e xp El '

E/O
jestlHe 5 i- E

f-
~1 jestlHe 5 € B ,

potom rU- je mira.

(a) !,'Ieeht X = En' rJ = 13n (viz 13.7), necnf t" je restrlkee Lebe egue ovy

miry na Sn I potom !'-- je mir a.
vy eve t j e t.e I Tohoto dl'lleZiteho pfo!klsdu vyuZijeme je§te v 13.14.

exp N

E eN
( e) Neeht X = N (mno afne p f-Lr-oze nyc h ~!sel), If =

je posloupnost nezapornyeh realnyeh ~isel. Pro

Neeht

polo!me

t2 E

_ / ~ un I je-li E konee na mno~ina,

-~

+ 00 I je-li:'· E nekone cna mnoz Lna ,

Potom ~ 1

-
je mira (dokaHe!). V pHpade, !e L un

n=l

ptik1adem mno aLnove f'unkc e ,ktera je kone~ne-.aditlvni

na 5' -okruhu, ale neni mira (vyavet1etel).

< + ..." je 1'-2

mira deflnovana

(f) Pro X = <a,b> ' 1jJ" Jl (vlz2.8), v « Jordanova mira, je II pf-f k1a

dem er -adltivni miry na okrunu ,
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[fTIl Vlastno~ ti mi;r:J.

Bua ,P- mira na I • Potom

( a) A,B £1 , A C B ~ t'A .:: ~ B ,

(mnoUny

-- L-(n ; 1,2, ••• ) > ~( ~l An)~ I'- An 'n;l

An nemusi byt po dvou disjunktni I ) ,-II; U lin => I' II ; lim I'- lin '
n;l

-II; n 14 . ~ t" II ; lim I'" lin
n=l n

(porovne jte s ,retou 9.47).

lldkaz. a) IId!eme paet B = A U (B - A) , odtud pLy ne (axiomy (112) , (114»
Ii- B = I' A + f (B-A) ~ ~ A

b) PUme Bl = Al' B2 = A2 - Al' ... , Bn = An. - (Al U ... U An_l) ,

f

potom mno!iny Bn " rjJ jsou po dvou disjunktni,
Bn C An a tuM!

-
(provedAjte podrobnAl

=
-!
n=l

- -U B = U A
n=l n n=l n'

~L
n=l

Ddkazy vAt e) a d) jSou obdobne ddkazOm vAt z 9.47. proveate sami!

113.14\ Poznellka.

Uke!eme na nesledujieim ptikladA, !e nemusi byt v!dy splnAns implikaee

A Eo f t«A=O,

VezmAme ptiklad 13.12.d, polo!me tedy

(borelovske mno!iny vEl) ,

II = Lebellll:ueova mirs ns .!l •

Lze dokezat, !e mohutnost mnoUIlY ill j~ z-ovne 2 X• (mohutnost systemu
borelovskyeh mno!in v El je tedy rovna mohutnosti mno!illY vAeeh reel
njeh ~iael). Vezmeme-li za mno!inu A Cantorovo diskontinuum v intervalu
<: 0,1) (viz kuptikladu [T), 5.7), je znemo, h I"-A = ° (viz tamte!)
a !e mohutnost mno!11lY A je optt 2:Jc· • Z teorie mnoUn je dele znemo,
!e eyatem vAeeh podmno!ln dane mno!lllY II me v!dy mohutnost ,retAi ne! je
mohutnost mno~il1Y II (plati dokonea, !e moh exp II = 2moh II ). Odtud
okam!itA plyne, !e exiatuji podmno!lny Cantorova diskontinua, ktere ne
jeou boralovak'j podrobni objaanitel
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Tim jsme ukazeli existenci tekovych mnoHn B, ktere nelezi v systemu
f = 1 • Jiny dUksz nelezenete ve eviceni lO.F.g.

Posledni pfikled nas vede k nasledujiei definici.

113.151 Definiee uplne miry.

Mira !'- def Lnovana na
nasledujiei exiom

fi-okruhu jP se nezyva uplna, splnuje-li

I'A = 0 , Be A > Be.l .

v 13.45 uVidime, ze pri vy~etrovani mer se m~zeme omezit pouze ne uplne
miry.

Poznamenejme jeste, ze mira odvozene v teorii Daniellova integralu je
vZdy liplna (viz 9.26.b).

c. VN~J1:;t I4tRA

Chteli bychom nyni mit definovanu miru na eo nejvetsim systemu mnozin,
nejredeji na systemu vseeh podmnozin dene mnoziny X. Je otezka, zda tomuto
pozadevku lze vZdy netrivialne vyhovet. v delsim se pokusime ten to prOblem re
sit. Nejdrive zsdefinujeme tzv. vnejsi miru.

113.161 Definiee vnejsi miry.

VnejSf mire e It je mnoHnova funkee. splnujici nasledujici axiomy

f

-U
n=l

-
~ )
~

113.11\ Pozoamky.

(a) Z axiom~ (VI43),(V144) ihned plynou nesledujiei vlestnosti

(i) A c B >IJ-"'A':: f'/-"'B ,-
(11) ;.t( Ql An) .:: ~l 11-'"An pro libovolnou posloupnost Ilnozin An'

Z axiomu (V14
3)

a (i) okemZite plyne axiom (V142) , je tedy ..xiom (V142)
d~sledkem axiom~ (VM4) a (V143) a zatadili ja.a ho do delinice vnejAi
miry pouze z d~vod~ symetrie s definiei 13.10 miry mnozin.

(b) Ukazte, ze z vlaetnosti (i) a (ii) jiz plyne axiom (VM.).

(e) Ukane, ze neplat! implikace (11) ><VM4) .
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(d) Porovnejte definiei miry a vnejti wiry

113.181 PHklady.

(A) Ka!d8 mira definovana na
vnejAi mira, doka!te !

G' -okruhu v§eeh podmno! in mnoz i ny X je

(8) Bud X ne spo ce t na mno~ ina,

/0, je-l1 A C X ep cce t na ,
• ;£'A =11.:

~l, je-li AC X ne spoc e t.na ,

~.. vnejsi mira.
..

Uka!te, !e je Je ~ mira?

(C) 8ua X
..

Lfbovo Lna mnoHna, definujme funkei t'- vz tabem

(D)

A/
O pro A = 0

"~:
~2 pro A F 0

Uka!te, ~ ... je vne jsi mira.
...

dokonce mira ?!e Kdy bude r"

Vyjdeme-li z teorie Daniellova integrlllu, je funkce ~

(IZ M = A eM' viz 9.44) vnej§i mira. Doka!te !

(E) Podllme nyni veliee d~lezitou konstrukei Lebesgueovy miry v En • Timto
pf fk Ladem byla vlaatne na ae definice vnejSf miry mot Lvova na -. (Podr-cbns j t

se timto specilllnim ptikladem b udeme aabyvat, vsak a! v kapitole 14.)

Pro kaZdou mnoHnu A C En po Logte

;{A = inf { ~ vol I k ; I k jSou otevrena intervaly,

o I k ::> A }
k=l

a na Lez ne te

~*a uka!te,!e {L je vnejsi mira.

~~y~~ Obti!nejsi je pouze overeni (VM4). Nechl tedy

-
Predpokllldejte, !e L. ;>...* Ai <: + "" ,zvolte e > 0

i=l .

Ac Q
i=l

intervaly tak, aby

-U I~ :.> Ai '
k=l

00

L
k=l

"

-
Potom ov!lam U I k :.> A a

i,k=l i
00

L. It ..
X Ai > ;>... A - C

i=l

Porovnejte til! s d'dkazem vety 13.29.
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§l Formulaee problemu.

..
Neeht je aadena vnejsi mira I'- na ay s-temu vseeh podmnoZin mn01iny X.

Hledame nyni takovy system mnoUn m. c exp X , aby fu nkc e 1""''' na m
mela vse chny vlastnost i miry ( ape cLaLne , aby system m byl e- -okruhem!)

a pochop I t e Lne , aby eystem m byl eo moina nejvetSi.

Jinak receno, vnejsi mira nemusi byt na exp X ani konacne-aditivni (viz

kupi'ikladu 13.18.b, 13.18.e), nesi enancu Je nalezt eo 9!1.i!i!:!:f f5 -okruh

mnoUn m. , na kterem by funkee ca" jiZ by La dokcnc e 6"-aditivni.

neseni tohoto problemu je obsa1eno v nasledujieieh vetaeh 13.24, 13.25.

V daBim predpokle.dejme, ze je dana pevne vnejsi mira ",,* na exp X I

113.20] Definiee.

lin oZi na A C

Symbolem n
~ ~

X se nazyva ,u- -nulova, je stlize ~ A = 0 .:

(1'-*) znacme system vseeh ~* -nulovyeh podmnozin X •

~ VHa

System

a) iil

b) A

(vlastnosti 'It (c:*».
n (1'*) 1"-" -nulovY e h mn01in me. nasledujiei vlastnosti:

E: n (1""),

€ n (tA-*) Be A --'> BElt. (tu-")
I )-e) An E: n (1"*) (n = 1,2, ••• )~ ~l An E: n (rU")

System n «(k") tvofi tzv. 6' -ide81 mnoZin.

(nikame, ze system Y podmnoz Ln mnoUny X Je ideal, jestlHe plat!

a) A Eo lV, B C A :> B E }{

b) A,B E)(" =) A £ BEY.

!likame, 18 system V je a-ideal, Jestlize navie splnUje p01adavek

-
e) An £ ¥ ~ U An £ }f .

n=l
Dualnim poJmem k idealu je filtr - to je takovy system mnozin, za

s kaZdou svoJi mnoZinou obeeh u je i vsaehny jeJi nadmnoUny, a 18 pr\\nik

dvou mnozin z filtru opet la1i ve filtru.)

D\\kaz. Tvrzeni plynou ihned z axiom\\ vnej si miry.

Itt' -meritalnYe h mnozin .~ Deriniea

IInozina II C X sa nazyva

T c. X plati

..e- -meritelna, JeatlUe pro kazdou mnoUnu

tJ-*T = t-f(T () II) + (k" (T - II)

.,.. .. ." x • •Symbolam ,,. (IL) "nacma syst<lm v~eeh IL -m~ri telnyeh mnodn.
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"(Definiee t" -m.l'itelnyeh mnoz t n pochaz f od ne meck eh c matematika f-e ckeho

p~vodu Constantina Caratheodoryho, proto tez nekdy mluvime 0 meritelnjeh

mnoz Lnac n ve smyslu Caratheodoryove.)

Poznamky.

( a) Definiee

a zrejme

MnoHna

"t" -metitelnjeh mnoHn se zd8 bjt na prvni pohled ace La ne jasna

i dost neptirozena. Uvedomme si proto jeji nazornj smysl.
. It

II Je !" -metitelna, kdyz ma nasledujiei vlsstnost:

at vezmeme Jakoukoliv mnozinu
tuto mno1inu T "rozstipne"
mira ~.. je "aditivni na

T ("te stov8ci mnozinu") I potom

os dve diajunktni caati T l , T2
Tl U T2 " , tj.

mnoz Lna II

a vnejM

v daleim ae ukaZe, ze prave tato

v podatate tou nejlepai definiei

formulovanaho v 13.19,

It
definiee !" -metitelnjeh mnoHn "je"

a je idealnim reeenim naeeho p rob Lemu

(b) Abyehom si jeate hloubej1 uvedomili smysl Caratheodoryho definiee

!'-It -met1telnyeh mnozin, uvedeme si nasledujiei eharakteristiku systemu

l.n (~) , kterou v daleim vaak nebudeme pouzivat •

..
II je t"- -mer ite lna

Tlc II, T2C X -II

prave tehdy, kdyz pro l1bovolne mnoziny

plati rovnost

( ,,)

Jinymi slovy, vnejai mira Je aditivni "na mnozinaeh oddelenyeh mno!inou II",

Ddkaz naaeho tvrzeni je snadnj.

Je-li tot1! II Eo m «("*) , T l ell, T2 c X - M , staCi poloHt v deflnie1

t«"-lIletitelnjeh mnoHn T = Tl U T2 a okam!ite dostlivlime rovnost (,,)

Nsopak, plati-li rovnost (,,) pro ka!di dve mnoBny Tl ell, T
2

c X - II

a je-li T C X libovolnli IIlnolina, plati ztejme

tlT = t"-*(T n II) +

nebot staei polo!it Tl =Tn II

113, 231 LellUll8 •

;-t (T - II ) ,

T2 = T - II a pou!i t (,,) •

IIInoZ1na II C X Je ru"-metitelnli, prave kdy! Je aplnena nerovnost

pro ka!dou mno!inu T C X konecne vneJai miry, tj.

II £ m (tJ-"')~ >;IT:l! t.f (T nil) + /'-"('£ - II) , kdykoliv

TeX'I/-"T <+-.
{Teto veliee ddleHtli eharaktBrist1ky budeme caato pouUvat pti ddkazeeh

dalaieh tvrzeni.l
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DOkaz. Je-li II em(!''') , je zi'ejme podminka ep Lnena (plat! dokonee rovnoat
pro v§e ehny mno!1 ny 'r c. X ).

Neeht naopak je aplnena podminka; eheeme ukazat, Ie II £ 7.W(~) • Zvolme
l1bovollXlu (teatovacf) mnoZinu T eX. Ze vztahu T = (T f'I II) lJ (T - II)

plyne (axiomy V114' VII)

IT <Ii: 11-* (T ro II) + f!(T - II)

Pottebujeme je§te dokazat, Ie

tl"T !:: t-* (T ('I II) + I'(T - II)

Tato nerovnost je dak ztejma, je-l1 tL'T = + -. Je-li ;/'T < + - ,
pak je posledni nerovnoat oplnena prave diky nsAf podminee.

Veta (vlastnosti BYst8mu

System m (~)

BY stem 3T. (rt*)

v§eeh

deeh

DOkaz. (1) Uka!eme nejdHve, le 3t (;4') em (tA-") • Bui!. A Eo l!(!"''') , tedY
tlA = 0a zvolme (testovaei) mnolinu TeX. Potom

(1-*('£ Il A) + (A-*(T - A) <Ii: 0 + IT = tl T ,

odkud podle ptedehoziho Iemmatu 1).2) plyne, !e A E Nt (tA-")

(II) 1l0kaz tvrzeni, Ie m (t") je (!f -algebra, provedeme v nlikol1ka

kroeieh.

(IX) ~_~!!!_(t'!l~ =.::_A_~~~e:.~.
Zvolme T ex, potom

tJo"(T Il (X - A» + ;!(T -(X - A» = rJ"(T - A) + I""(T Il A) = ;J"T ,

tedy X - A Em(~)

"~-'-~!_~~~-)":
Plyne okaml1U z (1) a (DC).

(1") ~~~..Ec.~~:~~A..~_B_~~~':-!.:
Zvolme opA t T.. c; X , potom

tfT = !(T (l A) + t-"(T - A)

t!'(T - A) = fL"( (T - A) n B)

.. .
(vyuUvame c" -mUitelnoeti mnoliny A

na teetovaei mnolinu T),
* . •

+ t- «T - A) - B) (vyulivame I" _metitel-
nosti mnoliny B na te"tovaei mnolinu

T - A I).
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t/'T ="'(T fl A) + (I-*(T - A) =~(T fI A) + t-"«T - A)f1 B) + 1"'«'1 - A)-B) =

(pou~1jeme nyni Msledujicich 1dent1t:

(T - A) - a = T - (A IJ B) •

T fl (A u a) = (T fI A) U «'1 - A) o B»

= tJ'(T

'i!! t1'(T - (A u all + ;reT n (A u a» •

~lli znovu pocUe lemmstu 13.23 je A IJ a € m('tt"). n

($") ~D:-'!~.~~2_~n_:_l:!~!.:.:.:!"_~':_d:'~U_~~S~j~~:?':2 _~D-=_ ~lEl!.

~'::'! ~L~:~_~!!)_~_~f~:*:~~_~j~~
Toto tvrzeni dok8~eme 1ndukci podle n. Pro n = 1 je tvrzeni trivialni,
predpoklQdejme, Ze

n

f!'(T fl Sn) .. 6:f'* (T fl Ej)

IInolina Sn je pocUe (t);t' -meHtelM, tedy (vezmeme telltovaci mno

linu T fI Sn+l)

;i'(T fI SI)+l) = 1'( (Ttl Sntl) fI Sn) + l'( (T (1 Sn+1) - Sn) =

= ~.. (T (l Sn) + ('-"('1 (l En+l) =

n

= L tt"(TflE j )
J=l
D+l

= L ;l(T (l E.)
j=l J

..
(£) ~'!.:~_(t:l_~n_::~_:...:~!~_d~~U_~1~~~~:~_~_:_~1_~_'

GO

r c x ==+;!(T(lS) = L.t!(TflE).
-------- ------- ---J=l- --- __ .J__

Zhjme. '1 fI 5 ::> T nSn p~o ka~~~ n •. Odtud plyne, !s

'liz (5) ~ *
= L g; (Tn E

j
)

j=l t

...
~(Tfl S) 'i!! ~ t-·(Tf) E j ) .
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Obraeena nerovnost plati v~dy (viz axiom (VM
4
». -(~) _E.p_€_~_'f:)_~~~_:~2-,:.~~.!'~_':'~~~:~j~k':~:'_~_~1__~_€_~_~~~.

n 00

Zvolme mnoZinu T c X Neeht :> A U E j , S A U En
n jAl nAl

Zrejme SnE:11t «(J-*) poole (1) • tudil

n

.t!(T) A ;I(T (l Sn) + ~*(T - Sn) '" L ,}t(T () E.) + ""," (T - S) •
( jAl t: J (

Odtud podle (£) dostavame

00

~T '"~ (1-*(T n Ej) + !'(T - S) A ;reT () S) + r""-"(T - S).

c oz podle lemmatu 13.23 ste6i k d~azu tvrzeni. ~e S E. m(~").

(1 ) A, B £ m (A-" )~ A - B € m (1'-*) .________ t. _

Toto tvrzeni plyne ihned ze vztahu

A - B A X - « X - A) V B)

a z predehozieh casU. -E E 111. (tf) (n A 1.2 •••• ) > U En Eo 'Ill «(kif).
_ll ----- ---- ----- - - __ -nAl------ _

PoloHme-li t'n A En - (El V ••• U En_ l). jaou mnoZiny Fn po dvou dia-

. junktni. f-* -meritelne (podle (t) a ('Z »

(t). Tady i -
~l En E. m(rt'). nabot U

nAl

podle

~ Veta (vlaatnosti f-* na sy stemu 11'£ «(1=") ).

Eunkc e ~"je 11plna mira na m (1'-"") . (Preaneji byehom meli hovotit

o funkei 1'-* / m (11-") .)

Dtlkaz. V predene vete jsme ukazali. ze aystem m (/,,") je G'-algebra. Lehko

vidime. ~e jsou splneny axiomy (Ml) - (M3) z 13.10. Pro overeni platnoati

(M
4)

(6' -aditivity ~*) pouZijte odstavee (£) v dtlkazu predehozi ve

ty 13.24. kde po Loa Lt.e l' A ti • 6p1nost miry ~.. p1yne z 13.21.b a 13.24.

113.261 Poznamka. Funkei /",". uvaz ovana pouze na systemu meriteln,yeh mnoi! in

m (1'"") ,tikame mira indukovana vne j§i mirou 11-"".

Z 13.24 a 13.25 vi dime. ~e ae nam veelku 11apesni -podarilo vyre Bit problem

formulovan,y v 13.19. Nevime zatim pouze. zda nas ayatem ~. (1"")
* . . -!L -me:fiteln,yeh mnoZin je "nejBirili" ayatem, na nem~ je funkee II- m~ra.

V 13.39 ukl\!e'l'.e. Ze tomu tak akute6ne je.
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aystemu v$ech podmnozin mno~i-

t<* A = 0 , je-11 A C X epo-

Je-11 t<*mira def1novana ne
Ct<*) = exp X • do kaz te I

BUd X ne apo ce tna mnoSj na,
1 • je-l1 A ne epoc et.na ,

113.271 Ptiklsdy.

(A) (v1z 13.18.AI.
ny X, je m

(BI (v1z 13.18.B).
~etml, (J-* A =
Ukaieme, h

1Il C1"*) = { A C X A je epocet na anebo X - A je spocetna} •

Sua A C X apo~etna mnoz1ns; eheeme ukazat, ze A € m (,!L") •

Zvolme testovaei mnoi1nu T ex. Potom lehko sami zj1stite (rozdelenim
pfipad~ T spo~etna ~1 T nespo~etnal, ie

Obdobne se ukaZe. ze Ae 1ft (IN") , je-11 X - A spcce t na mnoz Lna (eoz
nakonec plyne z faktu. lie or. C ;t*) je 6" -algebra). Zbyva nyni dokaaat ,

ze system m (~*) neobsahuje jH zadne j1ne mnoHny. Neeht tedy A C X

je neepo~etna mnoz1na. pro ·niz 1 mooz1na X - A je nespocetna. Potom pro
mnoi1nu T = X neni aplnen vztah

/k*T = Ck"(T - Al + tu*(T () A) , tedy A Im(!"").

CC) (v1z 13.18.CI. Je-11 X l1bovolnll mno:!ina a tu"A = 2 pro A eX, A ;t 1/1 •
je m (!,,*I = {~.X } • Dokaztel

Nllvod. Je-l1 fiJ .. A .. X • zvolte testovac:. !II.. Hnu T = X

CD) ( viz
( viz

13.18.D) •
9.441. je

Vyjdeme-li z teorie integrlllu e je-li

tJt CI'-*) =m
X ::

D~kaz tohoto tvrzeni je obsden v 9.57.
Neni-l1 P Ii. m ,plati pouze 1nkluse 11Cc.1lt. C<fA*) • pt1~emz rovnost
nem~Ze nastat (nebot vzdy P li.tJt (/'-" I I. Viz taz [:q], 8.30.

D. VYTV-<!'lEN1 VN];;J~1 MtRY

Pro 11bovolnou mnozlnu A C. En jame poloiili v 13.18.E

..
i{ A =n

-
inf. L vol

n=l

kde infimum se bere ptes vaeehns Doina pokryti mnozlny A spo~etnjmi systamy
otevi'enjch intervsl~ { In} .: Funkci

.,* ~
.l\n : exp .r..n~ <0,+00>

jsme n8zv~li Lebesgueovou

ovst obeene vbejai miry v
vnej!i mirou v En' Ukazeme v dalaim, jak

X • zname-li jiz "miry" jistyeh podmnozin
lze konstru

mnoHny X.
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113.281 Definiee.

V dal~im buo X libovolna mno~ina. Neeht
podmnoZi n mnoz Lny X a ne eh t

'? c exp X je system jistyeh

A : 'f!' ----<0, + 00 > je mnoZinova fu nkce na 'tJ .
Ftedpokladejme, ~e

a

Dvojiei ("! ' A ) nazveme pokryvaeim syatamem.

Pro ka~dou mno~inu A C X polo~me

itA

(Uvedomte st , ~e inf III = + 00 • )

113.291 Vita.

Funkce 11*
aystem na X

je vnejei mira (pfedpoklademe, h
) .

("! ' A ) ja pokryvae!

Ddkaz. Axiomy (VM1 ) - (VM3) z 13.16 jeou zfejme splneny.

-
;(A!! ~ l An • MMeme ihned ptedpokladat, ~e

Overme (VM
4).

Neeht tedy -ACV
n=l

An; eheeme dokazat, ~e

-L. 'A.* A < + 00
n=l' n

(proc?). Zvolme Eo > 0 ke ka Zdemu n" N mMeme nalezt mnoZ1".,

G~ Eo ~ (j = 1,2, ••• ) tak, aby

-U Gj
j=l n

-L it oj
j=l n

E.-n-·
2 .

-
{'otom plat! (nezapomente, ~e V oj :> A ).

n,j=l
n •

- 00 _

L * ~ (~AG~ _-L)it An !O =
n=l 2n

-
L7LGj -
j=l n

...a A-Eo

OvAem Eo > 0 jsme zvolili libovolne, odtud tedy plyne !adana nerovnost.
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g3.301 Ptiklady 0

(A) v En volime

4 I = vol I

ry i!."n .

0/ = { I C En ; I je otevfeny interval }u{»oj,
jeko pckr-y ve c f system pro vytvofeni vnej8i Lebesgueovy mi-

(B) BuCi X libovolna mnozLna , "!' = exp X a !l vnejH mira na X. Potom

( if, !l) je p okr-y vec I sy stem a 11* = It
Dokazte!

rc ) Sua X nespocetna mno~ina, necht ~
mnoZin. Po Lozme A G = 0 pro ka z do u

ciho ay e't emu ( 'If' Jl ) •

sesta va

G E: if
z 0 a vSL.~h jednobodovjch

Ur ce t e A" z pokryva-

113.311 Prob1emy 0

Pf>edpokladejme, lOe (11' .1) je pokry vec f system na X, utvofme mnoZi

novou f'unkc 1 i!* podle 13.28. Z phde i'ileh 0 vime, ze funkce if'" je vne j

ei mira, mllzeme tudiz vytvofit system m (It") vs ech il.* -mefitelnych

mnoZin podle 13.22. PtBme ee ny n f , zda

( il A G = It" G pro KaMou G € 'ff'
(11) 'fie or. ( it")

Odpcvedf na (il a (il) je ou negativni, uveCime pf-f k Lady ,

(1) Bua. X = (0,1), W= exp X, it G = (R) J~G = )I*(G)

D

( il je tedY horni Jordan-Peanllv cb je m, viz cv Iceru 2.A).

Potom pro mnoZinu veech r-ac t cneLnf ch ~isel v <0,1> pLat f

Jl R = 1

~emu je v tomto pfiklade rovno

(11) Pouzljte pfiklad 13.20.8.

pro Ae<O,I> '/

Ukazte, ze il G ~

Hledame nYn~ nutne

fe een i je obsazeno

/l.*G pLa t f vzdy pro kazdou mnozl nu G e W.
~i posta~ujici podminky pro pLat ncs t (i) " (11);

v nasledujici vete a ve cv i.cen f D.T.

113. 321 Veta.

Necht 1)

2)

"f C exp X je okr-uh ,

A: ." - (0,+ 00) je El-adltivni mira na okruhu ~

(viz 13 .ll.d).

Vytvofme vnejei miru lL" z pokryvaciho syatemu (~, it )

Potom (1) !l G = lL"G pro kaidou. mnoUnu G E V.
( ii) r; C m (;1*) •

(Tzv. Hopfova veta 0 rozeiteni miry.)
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Duk az , (1) Vzhledem k nerovnosti )l ~ Jl"
pro ka !dou G £ 1f . BUd tedy G-

s t.a c f dokaz e t , ze )l G <; it*G

e 'tf a pr-e dp ok La de jme ~·G c +~

Jsou-li Gn e ~

tato tvrzeni plat! i

U Gn::> G , potom (pouZijeme 13.13.a a 13.13.b,
n=l
pro miru na Q!£~h~

~ G =

tudH ~ G!: ?."G

....

(ii) BUd G E ~ Zvolme testovaei mno~inu T C X (mO~eme hned ptedpo-

k Lade t , ~e ~. T < + ~ ) a e > O. Existuji mno!iny Gn e 'tf' tak,~e

~- L It G <; itT + [.T C U Gn ,
n=l n=l n

Potom

00 C[~ (Gnn i1 (Gn -Ol]lL"T + E ~ L A G
n = G) + ~

n=l

~ ;t (T nG)
...

+ i{('1'-G)

(poznamenejme J ze
00

U
n=-l

(G -G)::> T" e i ,
n

Odtud jiZ plyne 0 € m ( il*)

113.331 Poznamka.

Pe c Lf ve si rozmyslete, eo vlastne Hopfova veta

~ na okruhu W" f m~zeme vZdy neLea t f) -okruh

"if a miru f. na cI5- tak, ~e !2 = t"' na rt
lze v~dy roz ~Hit z okruhu na g- -okruh.

E. REGULARNi VN~JSi 'MiRA

• ,1"

tika. Mame-li zadanu miru

~ , ktery obaahuje okr uh

. Jinymi ej.ovy , miru t"-'

113.34 IProbl~m.
-:: .';1;

Uvedomte s I , eo jame v ptedehSzejicich od et.avc fch vytvofili. Ukazali jame

na dye podatatne konatrukce:·

(1) Kons t rukc e miry, mame-li zadanu vnej§i miru (Caratheodoryho pos t upj ,

(2) Konatrukee vnej~i miry, mame-li zadanu "miru" (p~moei pokryvaeiho ayatemul.

Ob~ uvedene konstrukce mUeme kombinovat. Vyjdeme-li z"mi.y",' mO~eme zkonstruovat

vnej~i miru a a jeji pomoei opet miru podle Csratheodoryho. Za jistyeh ptedpokla

dli (kupr. Hopfova veta) je nova mira roz~if~nim pOvodni miry.
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V dalSim a a budeme zabyvat nas1edujici otazkcu, Mame zad8nu vnejiii mf ru

1'-* na It. Utvotte system Nt (1'-"') viiech 1'-* -m~rite1nych mnos Ln, Zrejm~

dvojice (m (1'-"),11.") tvori pokryvaci system. Pomoci ne no vytvorme vn~jiii

miru fL ,tj. polo!me

-~ r "t'- A = inf L-.IC An '
n=1 (

-U An:> A
n=l

~ ...
pro A ex. Jaky je nyni vztah vnejiiich mer ~ a ~ ?

Z x x 1.1." "'_ ;;re jmc vLdy C ( -nebot ze vztahu A C U An p1yne
n=l

tedy i IX A ).

113.3'1 PHk1ad.

Bud X = {a'bl dvoub odova mnoZina. Definujme 11."0 = 0 ,

;l{a} = rt{bl = 3. ;IX = 5. UkaZte. Ze (-i" je vnejai mira a ze
71l '/1-*) = { 0, X } • Definujeme-l1 vn~jiii miru pomoci pokryvaciho

aystemu (m';t') • f!') , je

f 0 = 0 f { a} = iL{ b} = I'- X = 5 •.. ~

Vidime, ze ne vzdy musi nastat rovnoat t"- = ('L

113.361 Definice.

Necht e-* je vnejBf mira na X. Zkonstruujme vnejBi miru ;;;, podle

13.34. llekneme, ze vnejBf mira 1"" je regularni, jesUiZe fA-"= Ii

113.371 veta,

NasIedujici vyroky jsou ekviva1entni:

(i) ~* ja regu1arni vnejai mirs,

(H) 1"." A = int {!,,-"E; E €Nt (1"*) } pro kddou mnoZinu A C X

( Hi) ke lazde m~oZ1ne A C X exiatuje E € m «('L") , E :> A, tak. ze

(l-E=f-A.

Ddkaz. (i).=+( H) : Bua A.C X , potom

-
~ G

n
~'ifrJf( ~1 Gn ) =

VGn ::> A

~A = Ii- A = int L;l Gn
,Gn-~ m(,oI')

V Gn :> A

= inf d';.* E •
E ~ mt?)
E , A

ale tJ-"A ~ tfE ;oro l1bovo1nou mnazinu 'E::JA (ddk1adne rozmys1etel).
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(11) ~( iii) : Je-li ,d'A-+- • lze vol1t E _ i. Necht tedy

(L"A < +.... , Nalezncme mno~iny E em (1-'-* ) • En::> A • tak, abyn

"E <t"*A+l . Pos1oupnost En lze dokonce vol1t tak. a byf' n n

(pro67) • PoloUme-li

E -

...
n E •
n-l n

je E € m (eL') . E :J A 'a t-t'" E -

Odtud jiZ anadnc plyne tvrzeni.

( A)

(B)

(C)

Ptiklady.

Vn~jsi mira z pfikladu 13.35 neni regul'rni.

Uk'!eme (14.10.a), !e Lebesgueova vnejsi mira je regul'rni.

Nechl pokryvaci system (~.;j) vyhovu je pi'edpoklad~ Hopfovy vAty
1).)2.

Potom vnejsi mira .,*
A vytvoren' pomoci ( 'V- • A ) je reguUrni. lloka!tel

!!~Y2!h Bua A ex, potom

... ...
* L II Y/, u1\ A - inf Gn ' kde Gn

E Gn ::> A a
n=l n-l- -a:A L t», HnE m '" U= inf kde (II ). H ::> A
n=l n=l n

Ze vztahu "! c Nt ( 11.*) a z rovnoati II = 11.. na ff plyne. !e

...
F 11. H =
~n

".II A •

(D) Vnejei mira t' . vytvoten' v Daniellove teorii integr'lu, je regul'rni
(v pfipade P Em).

\13. )9\ veta (maxi~alita m «("'"n.
Necht jaou splneny n'aledujici predpoklady:

1) fI!' je reguUrni vnejh mire na mno!ine X,

2) f Je Okruh tekovy,!e m (I'-*)C fJ
) )I je kone6ne editivni mira na <jJ (viz 13.11.0) takov'. !e 1-'-*=)1

ne <jJ

Potom sP =

27571 P14
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Dilk"z. Zvolme E EO f , chceme ukazat,!e E E: Nt (1"").
Bua ted~ T C X (testovaci) mno!ins. Podle 13.37 nalezn~me mnozinu

Tl E. Nt (fI!') , '1\::> T tl<k, I<b~ tL*T l =;.t 'r

Potom Tl () E e r,P, Tl - E € 1J a

tiT = ;tTl = )lTl = Y(Tl('\ E) + J,I('r l - E) =

=t"(Tl('\ E) +tL-(Tl - E) '?!.;L'(T f"'I E ) + t"*(T - E),

podle 13.23 je ted~ E E. m (~*) •

113.401 Dilaledky.

Uvedomte ei dobfe emyel predeele vety I Tato veta odpovid4 na problem

formulovanj v 13.19 a 13.26 0 maximalite systemu vse eh t"If: -mefitelnych mnoHn
pro regullirni vnejei miru ("-" • Je videt, !e eyetem 11r (1'1-") je nejeir,Hm

BYBtemem mnoUn, na nem! funkce t«" ma vlBBtnoBti miry. Jinymi Blovy, je-li

okruh $I::> m. (1'*), f Ii m (tL") , nelze na BYBtBmu fIJ definovat miru
)I tak, aby JJ = fL" aa !p j v!dy bude existovat mno!ina E € f!J - til «"-..),

pro nit v E Ii etE I V tomto Bmyslu je tedy syetem mno!1n 'l1t (~) max1mal

nf.

F. ROZ~:mENt A zllPLNJ:;N! MfRY

Zopakujte B1 jeete jednou Hopfovu vetu. UkazB11 jsme, !e miru z okruhu
lze ddy rozen1t na er -okruh. l!yUenka konstrukce rozeifeni byla vcelku jedne

ducha - pomoci miry na okruhu jsme vytvof111 vnejei miru s z teto Caratheodoryh6
metodou,pak sy"tem veech mer1telnjch mno!1n. V tomto odetavc1 uke!eme jeete jednu

konetrukc1, rozsireni, dule!itou samu 0 eobS. Krome toho ee budeme zabyvat jedno

zna~nosti rozeifeni miry.

113.411 Def1nice. Mira 1.£ na okruhu tit ( tit. c. exp X ) se nazyva kone~na, jestli

!e I'" A (+ 00 pro kdde A E. 'V{. • IUru ~ nszveme 13' -konetnou, jest

11h ex1stuji mnoHny An EO '6( s vlastnostmi: t"- An < + --U An = X •
n=l

113.421

(A)

(B)

Poznamky.

Je-li 6' -kone~na mira def1novSna na rtf -okruhu !I. je X € r,P
(~1l1 f je jU er -algebra).

Mnod autori def1nuji er -xone encat miry trochu j1nak. 0 tom viz cvi~e

ni 13.W.

Veta. Necht t" je G' -kone~na mira na okruhu '6(

jedna mira il na It -okruhu 13' ( ~ ) (v1z 13.5)

K Mira;;' ja @" -kone~ na •

• Potom
tak, !e

axiatuje....
t'=('L

prave
na
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Dllkaz ~ Poznamenejme ptedev~imt ze
z'6{, na e- ('dt) je

katde roziHren! ;L e--kone~ne miry c<
6" -koneene (a tedy vMy X E:13 (~) )

je iII ,-U An =
n=l

+-tez

Jsou-li totH An € U s vlastnostl !L An c + ....-U A = X •
n=l n

1. Existence. Utvorme vnejM miru t1' pomoci pokryvaciho ay s t emu

('H. ,t:") . Podle Hopfovy vHy je "dGc m «u·) • Jelikoz system

m (~~) je IlJ -slgebrs, je nut.ne IlJ (U)c m (t!') Stae!

nyn! polozi t 11 A = ~..A pro A E: 10 ( 'rJt r, E'unkce?- ms pozado

v3ne vlastnoBti~

II. Jednoznaenost. Necht IJ je koneenA mira na lJ'lt-tl, y = ;-t na tl .

-
Zvolme EE: e (U') Jsou-li En£U, E c U E

n '
je

n=l

V (21 En)
- -VE ,.; ,.; LJ.lE = i: [LEn ' tedy )I E ~ (""E
n=l n n=l

a koneenosti jJ p1y-

TudiZ i V (X-E) ,.; t""(X-E). Ze vztahu

t"X = f<*E + l"*(X-E) = >JE + veX-E) = J.I X

..
ne YE=f'E.

Je tedy mira )I na (3' ('U1' j ednoanecne uz-cena,

Bu,he nyn! C'- f' (.lz IlJ -kone ene, A E 'dl , lit A <:: + co •

Aplikujeme-li pf-adc ho a I vysledek na system { E () A; E E '6l} , obdrtlma

r-ovno s t I'-t (E () A) = 1'-2 (E () A) pro kazdou mnoZinu E E 13 (U i.
Bud kone cne A € 13 ('6t) LLbovo Ln a , Nsjdeme posloupnost mnoZin AnI: 'dl

Mdtame predpoklsdat, te mno-

-
A <+ ....n

-U An:J A •
n=l

po dvou disjunktni (proc?) • Potomjsou

t ak , aby

f't A = L
n=l

CeIy dOkaz pr-o v- J. te de t at r.ne

!13.44IPoznsmky.

(A) Nen!-li mira ~ (!J -koneens na ~ ,nemus! byt roz8!reni jednoznacne.

Ptiklad. Necht X je mnotine r-ac t onaLn fch eisal intervalu <0,1:> a

U je okr un dach konecnych sjedooceni intervalo. typu .(a, b) C X (ukaz-

te, ia 'S( je okruhl). Potom 10 ('6l) = exp X. PoloZme

- 211 -



{ po~et prvkt1 E je-li E kone cna ,

e-» =
+ 00 , je-li E ne kone cna ,

pro kazdou E ex , 1'"2 = 2 ~, .
DokaZte, ze

(", = {'I-2
js ou (dokonee

ale ('-," t'2
<? -ekonec ne l } miri/ na 0'('U) ,

Jinj priklad, Volte X = <'0,1), neeht '6t je okruh vsec n k one cnych sjed-

nccenf inter valu t var-u <: a, b) C <: C,1). Potom (!f (7Jl) jc ay stem vse ch

bo re Lovakycn po dm noz Ln intervalu '(0,1), Definujme ('Lib = 0,

~ A = + 00 pro iii" A e '(J{ • NeLeane t.e na e- ('(J{) ruzna rozsireni c!"

(B) DalSi pr ot Lpf-fk Lady naleznete ve cv Lce nf 13,'N,

(e) Nepredpokladejme, ze mira ~ je er -kone6ns na 'lJ{ , Necht <:,," je

vn~jSi mira sestrojens z pokr-y ve c Lh o eye t emu (U ,/" ) , Neeht ~ je

libovolne rozsii'eni miri/ I" z U ne @' ('6(),

Potom f B'; 1"* B pro kaZdou mnoat nu B E €r ('U ).

Tedy t"tf je "nejvetai" mezi vsemi mfr-amf, , ktere rozsifuj! t" . DI)ka~te!

!'i!!l!!?9.:. Necht ~I'T znamenl! ai/atem vsecn apo ce t nych sjednoceni mnoe Ln z Ik
(musi bjt '6te- = 0' (l$( ) ? ).

Ukazte, ze ~ A = c-t'A pro AE ~ • Tedy pro BE-e- ('&t) je (pou

Zljte 13,28)

era = inf { t"*A; A::> B , A E. ~Er} = lnf
~

~tJ- B •

A;:) B, A E. ~~ }

vo-sta6i
El a

bjt na e- ('d<.) uplna, Jako priklad

si/etem vsech borelovskjeh podmnoZin

nemusi

=~

~

Rozsirena mira fL
li t '6{ = Iii ('fJ( )

Lebeagueovu miru.

V dalsim ukazeme, jak obecn~ z nedplne miry mt1zeme zkonstruovat miru uplnou.

(D)

113.451 Vha (zupln~ni miri/). Neeht ('L

Neeht / = {N; N C Fe f
1= {E UN; i eeJ

Potom plat:(:

je mira na C?r -okruhu ~

I'-F = 0 }

N ef}

je-li

DefinujJlle funkcl (.L na i1" ptedplaem

I'- (E U N) = tJ- E. je-li E e Ij, Ne f

(podle predchazejieiho nezavlsi definice ~ na volb~ mnozin E , N ).

- 212 -



Kone~ne plati n~aledujici:

(il cjJc :Jl , f je e- -okruh ,

( ii) (J- =('L na fJ •
( iii) (J- je UplM mira as jJ.

Dl'lkaz. BUlhe El' E2 e. rjJ , Nl,N2 .. ..f E1U Nl = E2 U N2

Existuji mnoziny E\.F2 e. rjJ Nl C. Fl' N2 C. F o • li-F l = t"- F2 = O••
Ze vztahu El-E2cN2Clf2 plyne J ze t-t (E l - E2) = O. Potom

f- El = ;t (E l () E2) U (E l - E2)) = ~ (E l () E2 ) + f£- (E l - E2) =
= f- (Elf) E2)· Obdobne se dok~:le I ze (J- E2 = I' (E l n E2)·

E U IIn n

(A=AUIIl).

Bu<ae

- - ...
~l En U ~lNn E f nebot ~l En E.g; ,

E £!fJ • N\; ..¥' (N C F C rjJ • I'- Jl = 0 ). potom

- N» E §J (nebot E - Fe. f .

je z f-e jmo

je (J -okruh.

o
n=l-U NnEf. Jsou-li nynf

n=l

Dokaz ujme nyn! daH! body.

( i) Inkluse

Potom

Dokazeme 1 ze

E - N = (E - F) U {E n (F

E n (F - N) c F i.

Jsou-li kone cne El• E2 e f . Nl.N2' £ ..¥' • je

podle ptedchoziho.

(ii) Je-l1 »<«. je (kupI'ikladu)

t:« E = Ii (E U III ) = tJ. E.

(iiil Bud A £ if . Ii- A = 0 • B C A Nechi A = E UN.

NCFe.:!./-LF
B=IIlU(AnB)

Tedy BE. f
= 0 ; zrejme /-L E = 0 • Potom ml'lzeme

pti~emz A nBC A = E V NeE u F •

EErjJ ,
ps~t

113.461 Problem. Necht t'- je 0' -jcone cna mire na okruhu ~ • Z ni ml'lzeme

zkonstruovat dye roz~itene up Lne miry:

( I)

( II)

!-L lze jednozna~ne rozeitit na

zUpInit (podle 13.45),

z i sc , (L) lze vytvotit vne jei

vybudovat eyatem m (~.. ) .

cr ("6{) (podle 13.43) a tuto miru lze

..
miru t' a podl a Caratheodoryho lze
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II)

5chem"tic ky :

't" na '&e I rozsii"eni _I ;;.. na C? (M ) I ztlplnhi ~ (A- n" 6"' (-U ) I

Pritom vime, ze

(1) ~ c 0' ('6t ) , @' (-U) je G"-algebra, ('L = r<-L ne U •

(2 -algebra,( II)

I" je up Lna mira na 0' ('$t ),

Me m (;--*). m (1"") je

;--" je up Lna mira na m Y"''')
Vztah aYBtem~ 0' (U) a m (fL")
du jici veta.

, jOiko

I'- =~ na U •

"a (-l po da va nesle-

113.471 Veta (poro.vnanf obo u metod)

Blld I'- 0' -koneene mira ne okr uh u ~ • Potom

(i) 0' (~ ) = m (1"'*)

(ii) ? = ('-* na m (cu*)

j)~kaz. Zfejme ff ('U ) c. m (1'-*) a I'- =1'-<1- na (2 ( U ).

Z konatrllkce liplne miry vyplyva dele, 1.e r:r (U) c. m (;--") a

Ii = r:"* n,,: 0" (*- ). ;,t"Ci pouze co kaaat , ie m (1"''') c. 0' ("dt ).
UkIl1.eme, 1.,'e

At m (;--") , 1'-" A < + c>O ~ A E 2f( U. )

(vime, 1.e(:Ul' je 6"'-ltoneena - viz zacetek d~kazll vety 13.43 t ) ,

Nalezneme FnoZinll G € e- (U ) t ak , "by G:> A , tfG = I'-*A (uve domt;e-
s L, 1.e ~A = inr{ ~f'''n; Ql "n::> A • F n € « } ) .
Zrejme t!'(G A) = 0 • l'lldiZ G A E. m (1"") "opet nalezneme mnoa t-
nu H € 0' ('&l ) t ak , aby H::> G - A • tfH = ~(G - A) = 0 •

Potom

kde

ce

A = (G - H) U (A n H) ,

G-H"e-("M), Af'\Hc.H

t"" naanaae ne ole jineho, ne!

co1. podle konstruk-
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~ Mnozinove systemy.

Zjistujte, jake mnozinove systemy tvoti ~ • jestliZe:

(s) .6- -

(b) ~ •
( c ) ~ "

konecne podmnoziny mnoziny X (X konecne, spocetne ci

ne epcce tna) ,

{ 0} (X Li.bc vo Lna ) ,

{ Xli ... ,Xn } t kde tyto mno1in,y jBOU neprazdne, po dvou

n

d1sjUilktni aUX.• X •
1.1 1

( d) $- - Hdke mnoZiny v metrickem prostoru (X , f ) •
(e) Jfr - mnoz1ny 1.kategor1e v met.r-Lc kee prostoru,

(f) .:&- - ote vt-e ne mnoZiny v metr1ckem prostoru (kdy bude Jf okruh?) ,

(g) :IT - mno!!iny, ktere jSou scueasne otevtene 1 uzavtene v metr1ckem

prostoru.

Zkoumejte.

a 0,;(olf
jak v techto ptikladech vypadaji generovane systemy

a okruh , ge ne r-ovany )f
~(.:(f)

~ Sorelovske mnoZiny.

Necht. (F, f) je metr1ckj prostor. Definujme bor-e Lcv eke mno!1ny jako

01 -okruh, generovany systemem veech otevtenych mnoz1n a oznacme jej

.A (F) • UkaZte. ze obe cne system ~ (F) mOze byt rOznj od 0""-okruhu

ge ne r-ovanebo ayat.eaem veech kompaktnich mno!1n (porovnej e 13.8.a).

!i!!!!?2.. Uv"zujte ne spocet.ny d1akretnl metr1cky prostor.

Udejte vztah techto systemO a pokuste se nalezt nejake nutne 01 postaOUjl

cl podmlnky pro jej1ch rovnost.

113. CI Cv10enl.

(a) Sua T ttida podmno!1n mnoZiny X, #If okruh gen er-cv eny systemem :;:-.

Fotom platl:
n

AC U F 1 •
1·1

dokaz te I

!i!!!22.. Uvszujte system f· { A C X; eX1stujl F1"'. ,F n " .1"

e vlsatnostl A C UF 1 } • Ul<aZte, Ze :;:-C. faze 9'. je okruh.
1·1

(b) Sua opet J:" tHda p~dmno!1n mnoZiny X. DokaZts, ze

A Eo 6"" (:T) =>ex1stujl
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(e) Bull. rjJ er <ckr-uh v X, E ex. Potom system

~={ E()A; Abo?}
je <0 -ckrun , lJokazte! Lze neeo tiei 0 vztahu aystemo. f, 1£ '(

(d) Bull. eJ 13" -okruh v X, E C. X • Potom syatem

1= { A C. x, E " A E if}
je 13" -okruh. lJokazte! Opet ae pokuate nalezt vz t an
nejte teo a (e) !

(e) Bull. jf okruh v X. Polozme

'"1 a!fJ t porov-

~ = { B C x, A" BE.:&- . pro kaodou A E .;&-} .
Dokazte, ze
(1) .I je algebra, .If C ,z.
(2 ) je-li .'tf algebra, potom ':&-=$

,$ er- -okruh, -(3) je-li je i&- 13" -alge bra- «<;:»
(4) 13" ($ ) c e (.;&- ) ,
(5 ) rovnost ve (4) nemuai na atat ; kd3 neatane?

(f) Bull. .:d- okruh apliiujiei podminku:

-
An e ;&- ==='> nAn" :&-

n=l
Je jf jiZ (fj' -okruh?

(g) Bull. jf okr-un J&.cJl , .)(. system mnozin a vlastnosti:

-
Potom er (:&- ) c Jl ukaztel:Plati toto tvrzeni i v pfipade, kdy

systemJtja uzsvfen zs tvofeni ~~~~~~~;~~ spocetnyeh sjednoeeni s pro.niko.?

113.D! Cviceni. Zkoumejte nezavia10at jednotlivyeh exiomo. miry a vnejei miryl

[lJ.E I PHklsdy mer.

(s) Projdete ai jeste jednou priklady z 13.12.

(b) Bull. rj ro ·okruh. Pro 1E:I po1oHe

pocet prvko. mnoZiny A, je-li kone cns,

(1-1=/
-........ + - • je-li 1 ne.konecns

s rozhodnete. zda f- je mira na !fJ •
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je mira na 1 .

)IE = 1 t d~
£

=Allf

je mira na m .
e e .;tftyu) , f:!!O

(c)

( d)

ft
Je-l1 f € .;A

!"iIl
pro II € m
Je-l1 opet
nl1 vztahem

f ~ 0 I potom I'unkce ~ deflnovana

(viz 18.13), potom funkce

f
def1nova-

1
vnejai

vgech
miry. Urcete te! v!dy (jako

("-.-metitelnich mnoZin.

~ Ptiklady vnejil! miry.

~koumejte, zda nesledujici funkce jsou

v U.Z7), jak vYPade system m. (t!-""
(a) Ptiklady z 13.18.

( b) X libovo1M mnoZi na ,

=../ po~et prvkO mnoUny A, je-i1

............... + _ , je-l1 A nekone~ne,

ACoX kone~ne,

(c)

( d)

1"."'0 =0, ;l'X = 2 , (J-*A = 1

X je uplnj metr1cky pro star ,

/

U , je-l1 A C X

t-*A ="<,
I, je-li A Co X

pro 0;i A ;i X ,

l.kategor1e,

2.kategorie,

(e) X je mno!1na ptirozenych ~isel,

-A.. obsahuje-l1 mnozina A preve n prvkO,

=/
n+l ,

f'A
............. 1 , je-li A nekonecne,

(i) X = E1 , xn =1 (nE N) ,n

po~et prvkO mno!1ny A" {Xn } , je-l1 tato kone~ne,

=/
............... + - , je-l1 mno!1na A f"I { Xn } nekone~ne.

113.0 I Cv1~en!.

(a) Zkoumejte, ktere z vnejAich mer v 13.F jeou regularni.

(b) Zkoumejte, ktere z vnejAich mer v 13.F jsou metr1cke (v1z 14.11);

v ptipade, !e X neni metr1ckY proetor,
(1) volte na X d1skretni metr1ku,

(2) volte X = El •

113.81 CV1cen~. Je-l1 vnejAi mira konecne ad1t1vni, je jU
13.11.c). Doka!te I
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113.11 Cvi~eni. BuCl (P, f)
A" ~~~£!£~ vn~j§i

i: fr-aditi vni, ~ili

metricky

mira na
~" je

praetor

(P , f
pak ja

s diskretni metrikou f
) (viz H.ll). UkaZte, ze ja

mira ..

it"~~Y2~~ Ukazte, ie je konecn~ aditivni a pouzijte 13.H.

!13.J I Cviceni. Pi'edpokledejme, ze ft"
(tj. splnuje exiomy VMl a VM2
atejn~ jeko v 13.22.

DokaZte, Ze

je ne zapor-ne mnoZinova funkce na exp X

z 13.16). Definujte syatem m (;.<")

mOze byt prazdny, tj. zadna mnozine nemusi byt( a)

(b)

system m (ft")

!L" -meHt.e Lna ,

je-li 1If. (t"*) Fro,
pro kezdou M) enebo

potom

f"k" (/)
(a tedy take t".... M ~ +00

(c)
....

je stlae navf c predpoklad8me t"- (/) ~ 0 (axiom VM
3

), potom ja

syatem ~ (tL") tvofi algebru (coz je na prvni pohled pfekvapujici

vysledek, ale uv~domte s t , Ze m (!"*) mOze take obaahovat pouze

I1l a X) a funkce r: je na In (/A''') adi ti vni.

113.KI Cvi~eni. Necht tl" je vn~j§i mira na X. Pro HeX, A c H polozme

t'*H(A) ~ l' A (tj. t"-"H ~ 1'-*/exp H).

(a) Je-li H € m 't"") ,potom t"7t je vn~ j§i mira na H a

" { A ; A E. 'Of «(1-") H }lit ( ILH) ~ , A C

(b) Neni-11 H f& m (t"") • potom tunkce !""H je stale vnej!i mira ne H,
pIaU implikace

(c)

(d)

a c H , AE.1lt<;.<*) ~ A€M'tot"H)'

" ..als sxistuji (I. H-meri tslne mnoziny, ktere nejsou I'- -m~fitelne.

" "Je-li tl regularni, je i f£ H regularni.,. ..
NaleznHe ptlklad, kdy t" je neregularni a I'- H regu18rni.

113.L I Cviceni. BuCl I'- konecn~ adi ti vni mira na (0 -okruhu I . splnujici

podminku: -Al C A2 C ••• , A ~ ~l An ===l> I'- A ~ lim An •

Potom f'- je ji! ( 0'" -aditivni) mira. Dokahe I

!13.MI Cviceni.

(a) BuCl tL'" !!ll!!~~£!'~ vn~jlli mira. Potom je spln~na podminka:
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(,t) Al C AZ C

DokaHe !

..., A = -U
n=l

A ==9
n

!!~~9S!~ iCe ka"de mnoZin~ An ns Le zne t e MnE. m (tf"), loin:> An

a vLa a tno at! f-* loin = t"An •

(b) UkaHe, ze pr-e dpok Iad regularity je podat at ny .

~~~~9~ Volte X = N v 13.F.e.

(c) Ukaz t.e , ze ex i e t.u jf ne r-egu Larn f vnej Si miry aplnujiei podminku (,t) •

!!~~29~ PouZijte 13.... e.

(d) Ukazte, ze pro kleaajiei posloupno8ti mnozin analogieka podminka k (~)

n emus f platit .

!!~Y99, Volte X = N, ;;'*0 = 0, ;£E = 1 pro E # 0 .

ID.N I Cvieeni.

(a) Neeht

Potom

*(4 je regularni vnejai mira na X , neeht ;!X c + 00 •

Dokazte!

*;'- A + I'-*(X-A).

tt-"A + I'(X - A).
S j 'r I

" *!'S'~!!~'!'t~~ ~i8lo I'- X - f- (X - A) Be obvykle nazyva !!!gt!!L'!'frQ!! mnoZiny
A • Interpretujte v t.ech to termineeh (a) 1

!!gYS'9~ Jedna implikaee je zrejma. Neeht nyni ;;.*1. =

Zvolme T eX, cr T <: + oC • NaLez ne t.e 8 E. m (;t")r» = I"r. Potom

(1-* A = fL*(A () 8) +
..
~ (1\ ..- B) ,

(1-*(1. - A) = (1-*(8 - A) + ;t-"(X-(AU B» ,

tedy po men§ich uprav8ch

* ff -II .. .."(I- (Tn A) +t£-(T - A)"; I'-(Bn A) +I'l(l:l- A) !'r"B = ("'T.

(b) Na pfiklade IJ.F.e ukazte, ze predpoklad regularity nelze vyneehat.

(e) Bud (4* r-eg u rar-m vnejai mira, A C X. Neeht ~"i~~!!j~ mnoZina

H ... m (fL*) B vlaatno atmi:

H ::J A, ;L' H <+ <Xl t-l"H = ;t A + ;.f(H - A).

Potom A £ m (c/) , ukaHe 1

"fS'~!!g,!,!~, Uvedomte ai, ze pro zjiateni ~ -meritelnosti mnoziny A staei..
Qvetit z namou rovnost pro J~g.Qg_ t"- -metltelnou mno~lnu H a nemusime

j i ovetovat pro !~~92!! testovaci mnozlnu 1
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1 •('-* regularni vnej~i mira, necht ~X =

= 1 - f'*(X - A) (viz po znamku v 13.N.a),
~

.. 1 ..
'II =~ (fl"*+!'-)
Uka!te, !e

113.0~ CVi~eni.

Polo!me

(a) lI* je vnej~i mira,

1'-* vnejei Lebesgueova mira v Ell ' neni mnoHna M z dukazu
)/* -mer ite lna , a tady vnej~i mira )/* neni regularni,

* *(l. nevic metricka, je i II metricka.

(b)

(c)

( d)

( e)

vynechame-li predpoklad regularity

je-li navic ))* regularni, je fl[

je-l1

14.17

je-l1

t'-*, nemusi byt

( .,*) Xv = exp ,

..v vnej1ii mira,

113.pl Cvi~eni. Bud X nespo~etna mno!ina, za )p vezmeme system veech spo~et
nych podmno!in mno!iny X a system veech mno!in, majicich v X spo~etn.Y

doplnek. Pro A E If polo!me

po~et prvku mno!iny A, je-li

+ - , je-l1 A nekone cne ,

A kone~na,

Uka!te, !e

(a) ll,YsUm f tvoti fO -algebru,

(b) f' js uplna mira na 51
(c) mira (l. nen i fir -kone~na,

(d) pro miru (l. na !I nsplati tvrzeni vety 13.47,

(e) neexistuje vnej~i mira (L* na X tak, aby

f = or «(k*l , I'- =/'"* na f
tj. mira (L se neda vytvorit z Mdne vnejSi miry'Caratheodoryho met odcu•

..
!!~Y!!!Li!l. Predpokll1dejte, !e t'- ...latuje. Potom oveem nut ne mil tvar
vnejei miry z 13.F.b, tak!e 1lt «(".. ) = exp X

E!!!!!~!!!! .. Viae jU, !e mira t"" je na eysUmu m «("*) uplna mira. V teto
souvislosti se naak,ttala otazka. zda ka!dlI uplnll mira na fO -algebre se
dlI timto zpusobem vytvorit. Ftiklad ukazuje, !e odpoved je negativni.

~
( a)

(b)

Pokryvacl &ysteay.

Zopakujte si prlklady 13.30, 13.31.

Ur~ete vnejill mlru /I" z pokI1vaclho systemu (W,::l) , zkoumejte

Nt ( ::1*) a vyilettete, zda it* je regu14rnl ~i metrickll, jestl1!e:

'fI ;; { (6, X , jednobodove mno!1ny } ,

10=0 , ::I { a} = 1 pro III .. X :l X = + 00 ,

Yf ~ { 0, XF.,
(c) ilr6 = 0 ilx = 1 ,
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(d) W: { f6, x , jednobodove mnoHny } X neepoeetM,

~ (IJ : I\{e}:o, IlX: 1 ,

(e) v:- { A; A je spoeetM anebo X-A je spoeetnll } , X nespoeetne,

/ poeet prvko. A , je-li A koneene,
;\ A =

~+oo , je-li A nekoneene,

(f) W ;; system v§ech vlsstnich podmnoUn mnoUny X ,

1t0:=O, lA=l, pro 0~A#XJ

(g) * X = E2 , 'tf;; prezdne mnoUna a system dech "otevl'enych intervalo.",
ldicich vzdy na pl'imkach rovnoMznych e osou x, 1I G je pak rdlvno
delce tohoto intervalu,

(h)· X = E2 ' 'If " prazdna mnoZina, v§echny jednobodove mnoZiny, kddy
"otevl'eny interval" leUci na pHmce rovnobezne buCl. s osou x ~i osou y,
~ G polozme rovno "jednorozmerne Lebeegueove mil'e" mnoziny G.

Zkoumejte dale v techto pl'ikladech, .zda

(i) it = ~.. na W'
, 11) 'tf c lilt ( it")

113.R I Cvlceni. BuCl.te ('tf, Il,)
ptislu§ne vnej§i miry. Je-li

Dokaitel

dva pokryvaci syatemy,

na 'If' je 71:: it;

" ..:I, , 71,
r vsude.

" ..~~~!!!!~ BuCl. A c. X; cnceme dokazat, ze il! A ~ il, A

~A <+ 00 ,zvolte E >0 a naleznete En € W'
• Ftedpokladejte,tedy
tak, aby

-U En:> A ,
n=l

Potom -
'"Ln=l

-'" L a" E
n=l 1 n

113.s I CvicenL BuCl. (tjf,:l.) pokryvaci system,
Je-li 'fjc fit: ( 1I") , je vnej§i mira 7/*
Dokaite I

~~XQg~ Pouzljte 13.38.C.

,,*
It pHslu§na vnejH mira.
regularni.

113.T I Cviceni. BuCl. (rt, i1) pokryvaci system na mnoZine X. Potom 71" G : il G
pro kazd~u mnozinu G E ~ (viz problem (i) v 13.31), prave kdyz funkce

:I splnuje podminku

"0, On E 'tf'
Doka!tel

GC: o
n=l ° ~n

- 2:;/1 -
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!i~Y25h Plati-li it G = j\"G, vyplyva uvedena podminka z faktu, ;;e /I....

je vnejsi mira (viz lj.<~) a ze vnejsi mira tuto podminku aplnuje (axiom

VM4 ) . Je-li naopak splnena podminka, kopirujte (i) v d~kazu vety 13.32.

113.UI Cvl~eni. Zopakujte al vetu

ne zupln0ni miry (i- je v

uplna mira na Iir -okruhu

potom if C jJ a Ii = 1"1
!!~Y2!Ls!~!!!~~~

13.45 a zuplneni miry. Ukazeme, ze tam sestroje

jlst:jm smyslu mlnlmalni. Pfesnejl, je-ll 1'1
11 ~kova, ;;e '! c 1, a I" = c"1 na fl
na if .

BuCt F" cjJ , Ii- F = 0 ,

f up Lno a t miry f-f! ) .
N c ],'
Takze

Po t.om

!c~
tJ" = u
a pro E E.

"

odkud

(L1(EU N) = ~1E = f" E = jL(EU N).

~J.VI Cvl~eni. Uka z t e , Ze neexlstuje uplna mira f- na 6'-Okruhu <jJ v El
takova , ze

iii;;: Leb. mira • ..8 1 = bor-e Lov ske mnoz Lny , 1f{" = l e o . mer a t e Lne mnoliny).

Jinjm1 slovy, Lebesgueova mira na m1 je ~=~1!!!!1J:!!! z upl ne n f Lebeagueovy
• miry na ~l' Dokaz te 1

~~Y2!h PouZijte pi'edehozi evl~eni a H.ll.(VI) (61 lu.24.vil.

( a) Bud: ~ @' -kone cns mira na 6" -okruhu!l , 1"" vnejsi mira vy t vof-e na

z pckr-yvec f ho systemu (If, Ii.) . BuCt }I mira na m (Il-") ua kova , ze
.o .. m ,»:ne y • Potom Ii =t' na (I"- ). DoksHe

(b) Z~stane v platnostl tvrzeni (a), pozadujeme-l1 pouze, aby f'- by Le

6" - kane ~na mira na 2JE:~!!~ ?

(c) Neeht I' je mira na

ji 6" -koae~nost miry

~ -okruhu (resp. okruhu) sf
II'- podminkou:

Mnozi au't of a definu-

"ke kazde mnoz inti A E 9J lze naJi t poe Loupnoe t An E. f tak, ze-A C U
n=l

A "n

Porovnejte s nasi deflnlci CO -jcone cncs t t v 13.41 a r osvaz te , ktere z vet

(hlavne 13.43, 13.47) z~staaou v plstnostl i pri teto definiel.

t«" z pokryva
«(".. ) ,

na okruhu ~ • Vytvoi'me
po toe tvrzeni, Ze r.-t c Nt

(d) BuCt I' !29!!~9~=!~!~!Y9! mira
ciho sy stemu ( 'tf 'I" ). Plst!

!L = 1"" na r.-t ?

(e) Pe~llve promyslete pi'iklady v 13.44.A !
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(f) Buo rj (;-okruh, I'- ,V miry na f Necht ("- = JI na '(/(cjJ

Je pote pravda, ie I'- = V na:l?

Ptedpokladejte navie, ie t"- ,}I jaou kone cn e a porovnejte s vetou 13.43,

kde jsme ptedpokladal1, ie system t( je 2!!r.~h~

~ T'voi'eni novjch mer,

(a) BuO;;. mira na okruhu:l podmnoZin mnoZiny X, buo Be X • Neehl (""

je vnej§i mira vytvotena z pokryvaeiho systemu (1 -r" ) . Pro E £. fJ
dale poloZme

(b)

)I E = (-1-* (B n E ) •

DokaZta, ie V je mira na rj .
Buote ~ a f okruhy podmnoZin mnoZiny x. Ptedp<>kladejme na.. ie, ie

:it je 1de91 v f (tj • .Ie cf a plati:

Ec 11 ,A E. .Ie >E f"l Ae:{ ) a neehl t- je mira na 5e
Pro E E f poloZte

liE = sup { f A ACE, A "'.Ie}
a uka~te J ze
(l) )I je mira na .p
(2) JJ= r" na ~

(roz§iteni miry ;_1~~~1~_~~ eely 2!rHhl.

(c) Je mira

" .(d) Necht!"'
i'ena jako

)J z (b) jiZ podminkam1 (1), (2) jednozna~ne

je mira na 6' -okruhu 1 . Nechl J je
v D.C.e Pro Ee f ,A Elf poloime

ur~en.. ?

er-algebra vytvo-

I'-E(A) =

Ukaitlt, ie (-1-£

tJ. (E n A).

je mira na 1
Dale pro kaida AE. '1 poloite

fA = aup { I'- B(A) ; EE)O}

a ukaite, ie

(1)

(2 )

t'- je mira na '1
na !I

na

okruhem?

Ze mira IJ-
~ -}

aakneme,ja mira na

t.t =("c

- 22) -

tvrzeni (d)

;Z na 1
Zdstane
Je mira

v platnoati, nahradime-l1 eJ -okruh pouze

podlllinkam1 (1) ,(2) jedno,.na~ne ur~an. ?

0" -okruhu f Pro A £. t/ polotte

t"~ (A) = sup {t" F ; F C. A • Ii- F <

a zkouae jte. zda funkee I'-c t/
':I je sem1-kone~n'. jestlUe

(e)



Ukaitte, ite

"-L-
n=l

(ve smyslu:

je mira na !I

k ~ n t

k > n

pro

pro

Qr-konetna mira je semi-kone¢n4 (viz 13.W.c),

posloupnost realnych ¢isel, 0 ~ Dn ~ 1 ,

kaMa

ne kaitda semi-kone¢na mira je er -konecna , -je-li mira rt v (d) semi-kone¢na, je semi-kone¢na i mira tL

V tomto odstavc i (a dale) budeme fe sit probl em:

" f-" .jsou miry na C1' -okruhu If ' tL" --; f'L
pro ka!de A Ii. f je I""A - t"- A) ==l>!"

(1)

(2 )

(3)

(g)

Necht X je mnoZina ptirozenych ¢iselj pro A ex, n e N polozme

L uk'k E A n ,

Ukazte, ze 11-" je mira as exp X a lim 1"" neni dokonce ani vnlljsi mira.
PovsiJnnete at , ze pcakoupnce t {t'n} konverguje monotonne •

(h) Necht {lJon} je posloupnoat mllr na 0" -okruhu If ,necht~" / t«
Potom Ii- je mira na!l • DOkazte I

!!~!!!!h IIditete pouZit l3.H •
..

X , necht { an}( i) Buche ~" vnlljsi miry na je posloupnost nezapornYch

¢isel. PoloZite-li f-" = L ant': ' je
..

vnsjsi mira. DokaZte I
t'n.. ..

(j) Builote f-i , f2 kone¢ne vnsjsi miry na X • Potom

(k)

DOkazte I Co lze
.. II-

Builote tt" 1"2
Urni ?

.. ..
tici, nejsou-li ~" ('la

regularni vnejsi miry. Je 1

kone¢ne ? .. ..
vnsj8! mirs 1"1 + t"2 rsgu-

!'!~!!!!h VezmS te za
jici vice nez dvou

11-," libovolnou kons¢nou

*hodnot a tJ;." = 0 ,

regularni..
f-aA = 1

vnsj8!

pro
miru, nabyva

AI-".

~ Horni 1ntegral.

Stejns jako jame vybudovali teorii miry, vnlljiH miry, jako jsms teliill otaz
ky rozliitovan1 a vytvateni air, atejnll tak mdzeme budovat teorii 1ntegralu.
Pod8me zde pouse naznak teorle a uvedeme tadu problemd a namstd.

(a) Necht X je libovolna mnozlns a necht N je zobrazeni mnoziny vliech neza
pornYch f'unkci na X do <0. + - >. Ilekneme, ze N je horni integrl!l na
X , jeatlize splnuje:
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(HI) N(f
o) = 0 kde l' = 0 na X

0

(H2) t '!!! 0 c '!!! 0 ~ N(cf) = cNf

- -
(H3) gn '!!! 0, O~f~~g =+ Nf <!L Ngn 'n= n n=l

(H4) I f n 1> 0, f n /. t ==+ Nf
n

/ Nf •

(b) Rekneme, Ie mnoUna A C X Je N-nulovlI, Je etlHe NcA = 0 •

StuduJ~e vlaatnoati N-nulovych mnolin.

(c) Rekneme, Ie funkce f,g JSou N-ekvivelentni, Jestlile

{ x ~ Xi f(x) ;10 g(X)} Je N-nulovll. Ul<alte, Ie Nf = Ng, Jestlih

funkce r.s Jsou nezllporne a N-ekvivalentni.

(d) Dille bychom chteli def'inovat aystemy "mll!'italnYch funkci" a "integrova

telnYch funkci". DefinuJte nlIeleduJici eystemy:

'!!! 0 Nrj = N min (f,f) + N( tj -min(f, rJ »

'!!! 0 Nf + Ntj = N max (1',f ) + N min (1', rJ )

~ 0 I N(f + rJ ) = Nf + N1~ ={ t

A;={f
A; ={ l'

.l!t={ f€A;

J!i={f na

Pro t IE ~i

pro l<aldou funkc1

Nf < + _ ,}

X ; 1'+, 1'-£ £i }
dille pololte At = Nf+ - Nf-

!l lI O }

't/lf1!oO}

Vrj'!!!o}

~

StuduJte vlaatnosti eystllmd A j • £j a "integrlllu" A (linearita, mono-

tonni pt'echody, N-ekvivalsntni funkce a J.), Jakol i JeJich vzllJemnY

vztah. ZJietllte, ktery ze aystemd ,i/. mil neJvice "pHJemnYch" vlaetnoeti.

(e) Bu~ (Z,A) zlIkladni proetor z teorie Daniellova integrlllu. Pro libovolnou

nezllpornou funkci l' pololte

f~fgn}.
n=l

-
Nf=int{ L. A8n;gn E Z,

n=l

(Jaky Je vztah N a A?). Ul<alte, le N Je horni integdl. Odpovidll'

nAktery ze eyetllmd Jt,' syetemu .t z teorie Daniellova rozAi!'ani?

Nep!'ipominll vllm echema

NI (Z,A) \-.....~_---·I (,il~ ,A ) I
Hopfovu vetu 0 roz6i!'eni miry?

(f) Flekneme, Ie horni integrlll N Je regulllrni, Je atli!e plati I

(R) If'!!! O~ Nf = int { Ng; g '!!! l' , g Eo ~ }

(ZlIvisi na volbll systemu K. I). EXietuJi vdbec neregulllrnihorni inte

grllly? Odvo!te nAktere JeJich dalei vlaatnosti !

'27571 Pl5
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114. L e b e s g Ll e 0 V a m :! r 8

Obsah: A. thod.

B. lIetriek~ vnejsi mira.

C. Metoda ,a, )

D. lIetoda (,& )
E. Nemetitelne mno~iny.

It
F. Ottizk,y dalsiho roziHteoi Lebe eg'ue ovy miry.

G. CViceni a proble~.

A. &lOD

V dalsim popiseme dye mstody, jimiZ mO~ems - se znalostmi abstraktni tsorie

miry - sestrojit LsbeagLlsovLl mirLl v En • Lze take peen opi telne, postLlpovat pHmo

a nevYLlHvat vysledkO ptsdelll~ kapitolYi lze jen cten~t1 doporLlcit. aby ae POkLl

a11 0 ptenessni obe cnych prineipO na konkretni ptipad Eo a ce Lou teor11 ai a~m

vybudoval.

A nyni jU aHbene metody.

lIetoda (a',) • Vyjdeme z pokr,yvaciho SyStemLl (W,A) ,kde system 1f je tvoten

viiemi otevten,ymi intervaly v En a iI I polo~ime rovno objemu intervalLl I.

Znamjlm zpOsobem (viz 13.26) mMeme pomoei 'y. if) vytvotit vnejsi miru

l* a meme-l1 jU vnejsi miru, mO~ems apl1kovat Cara theodoryOv POStLlP a

seatrojit system Nt ,if") vSeeh it" - metitelnych mooUn a miru na nem,

Pochop f te Lne n~s zajiaaji dye ot~zk,y (jako v 13.31). a to:

(I) Zda 'if C Nt (A.*)
(II) zda ;t I = if I pro ka!dy otevteny interval 1£ V . V ptedehozi ka-

pitole jame tuto otazku tseili zeela abstraktne a Hopfova veta 13.32 Lldava

la postacujiei podminky pro splneni po~adavkO (I) a (II). Ovsem Hopfovu ve

tu nemO~eme, bohuze L, v tomto konkretnim ptipade pOLlHt, nebot. aystem .".

netvoti okruh. Nezbyv~ asi nie jineho, ne! plstnost (I) a (II) dokazat pti
mo. Ostatni vlastnosti Lebeagueovy miry v En zisk~me pak ji~ anadoo.

_ (kde

El ' ptene aenf na En 01
zvolime ayat~m veeeh konec-

"G = U < al'b i ) £tIJ
i=l T

a pronieh ajednocenf intervalO typu (a,b)

lIetoda (ft) • Tuto metodu ukazame pouse na ptfkladu

nf trochu technicke obtUe. Tentokrate za V

intervaly (ai,bi) mO~eme volit po dvou disjunktnf) polo~me
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a ~

no st.L,

,l G
n

=L.. (b 1 - a 1) ·
1=1

Je mira za TJ'

Vcelku snadno ukUeme, h system p tvai'i okruh

• K dal61mu rodireni miry .:l mame op~t dv~ m01-

1401nost (jI,) . Z pokryvaciho systemu ('tf',.iI) vytvoHme vn~jsi miru.:t*

a apl1kuJeme Caratheodoryho po at uc pro ziskani III (;t*") a miry na nem,

Vzhledem k tomu, 1e v tomto pripad~ jSou splneny predpoklady Hopfovy v~ty,

vime, 1e reseni otazek (I) a (II) je pos1t1vni.

140~nost

rozsii'1t
il z okruhu rf ml1~eme podle vAty 13.43

a podle v~ty 13.45 ml1~eme dale tuto miru

Jednoznacn~

zuplnit.

Vime j 1~ (podle obe cne vHy 13.47), ~e ob~ metody ( ,11) a (,42) daji ten

ty~ vyeledek a neni tUke dokazat, Ze 1 metoda (a:) vede ke stejnym zlI

v~rl1m.

NeZ nyni myslenky obou postupO (It. ), (I) detalln~ zprac uJeme, zavedeme

je ete pojem t sv , metricke vneJAi miry.

B. I4ETRICKJ{ VNtJS! Mill

*Deflnice. Bua (P, f) metr1cky prostor, necht t:" je vne, Ii m~ra na P

(presn~j1 na syetemu veech podmnoHn mnoUny P). Aekneme, ~ei ("-* Je

metricka vn~jsi mira, splnuje-l1 ax10m

(M) : A,B C P,

(kde, pochop1telne,

nost mno~1n A,B).

r (A,B) ) 0 =) t:"* (A U B) = c"* A + (-L*B

f (A,B) = 1nf { r (x.y); x E A, Y E B} Je vzMle-

114.21 PHklad. Ne kaZda vn~jM mira na metr t ckem prostoru Je metr1cka. Ku pHkla

du vn~jM mira ('-* na E1 (s eukle1dovekou metr1kou) def1novana predp1sem

/ 0 jestliZe A = i!l

f-*A =~ 1
jestli~e A F 0 ,

neni metr1ckll (uka~te!). Zkoumejte te~, ktere vn~jsi miry z 13.18 a

z 13.F jSou metricke (ne aapomejrte ovsem , ~e zakladni mnoUna P musi byt

metricky prostor I).

114.31 VAta. Bua 1"* metrickll vn~jsi mira na (P. f i. Potom kaMa ote:rena mno
~1na (a tudil i ka~da uzavrena, dokonce ka~da borelovska) Je tt -~ritelna.

*Dl1kaz. Doka~eme-li, Ie ka~da uzavrena mno!ina Je t"' ,,"m~f'1 telna. Je potom

"i ka~da borelovska mno~ina (L -m~r1telna (proc? , v1z tel 10.8 c1, 13.8).
Necht tedy G C P Je otevi'ena mnoHna. DOkaz rozdUime do dvou caet:!.

- 227 -



0) Je-li Ao C G, ~* Ao <+ 00 An ={ x E Ao ~
(x; P-G) ~ .1 } , po,om• } n.. I ..t- An /'"Ao'

K dllkszu tohoto tvrzen! polo~me

Bn = A2 n+ l - A2n• Cn = A2n - A2n- l pro nEe N •

Je-11 1 ~ j ,potom r (B 1.Bj) > 0
(pou~1jte nerovnost

0/ (x,,Y) " I 0/ (x, P-Gl - ~ (,Y, P-G) I
pro x E B1' ,Y E: B}.

Z vlsstnost! metr1cke vn~j~! m!r,Y dostavame pro kaZde k € N

TudH

11m
p--

(pro,,?)

Proto~e pro kdde PEN je

..
tud.!e 11m t'- (Ao-An) = 0

.. _P~ 00 .

Tvrzen! pl,Yne z nerovnost1

a

limp--
-

{; (II-"C j + ('L"B j ) = 0

Q(CjU B j
= Ao - A2p_ l ,pl,Yne od-

(2) Bua n,yni T c P libovolna testovac! mnoZine e

bovolne uzevfoem\ mnoUne. Polo~me G = P - F.

Ze vztahu

T = (T I'l F) V (T - F) = (T () F) U Ao ::> (T () F) U An

e z vlss tnost! tA-* plyne.!e

odkud pod).eMst1 (1) dostl!velll8 11altD!. ptechodem
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Tim jsme dokllzal1, le F £ m \1'*) .

114.41 Cvi~eni:

(A~ Foulijte vetu 14.3 k ddkezu, le nektere vnejei miry v 13.18 ~i 13.F nejsou

metrick,L

(B) Vatu 14.3 je molno tel obrlltit. Je-li keldll mnoHns otevtenll v (F, f
tL* -metitelnll, je vnejei mire f-" metrickll. DoksHe I

!!~Y2!h Buche A,B C. P, f (A,B) > 0 • Existuje otevtenll mnoHna G ,
G ;) A, G fl B F i1 (pro~?). MnoHne G je podle ptedpokledu t1' -metitelnll;

pouHjte definici m (~), kde za teetoveci mnoZinu T zvolite AU B.

C• METODA (c<)

Ozne~me symbolem Yf systllm veech otevtenych

po Logme II I = vol I . Necht nev ic i1 £ '1 a

Fro A C En bua dille

inter veld v

it0=0.
pro

A I .
n' o In;J A} .

n=l

Utvotme system veach j\* -~titelnych mnolin m (.l") a zna~me jej v tomto

ptipede aymbolem m . Mnolinllm ze syatemu m n tlkejme lebeagueovak,y _ti-
n .

~ a funkci il" uvaz ovane ne ?It n tikejme Lebeagueova mira a zne~me ji

symbolem .iI n (tj. an = il"/ tn n) •

Ukllleme, 18

(I)

( II)

v « «,
t'I = vol I pro kelde

Jeete jednou ptipomenme, le ne lze u1 it Hopfovu ve tu ,

it"I" vol I je ztejml! (pro~?). Bua oyni

114.51 Lemme. Bua I E 1f
DOkaz. Nerovnost

potom ;t' I = vol 1.

- ...
I C U In ' In E ." Potom vol I '" [1 vol In (rozmysletel) , tedy

n=l ... ...
vol I " inf{ ~l vol In; 10 E "! , U In ;J A } = tt I •

n=l

114.61 Lemma.
veld v

Fro d> 0 ozna~me symbo lem

En ' jejichl prdmer neptevyei
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(kde et n = Sup {f (x,y); x,y E I} ,
~

Pro A C En po Lozme

-
A;A = inr{ k vol In; In ~ :1s:

;; eukle ido vSks metrika v En).

Potom

je vnejs:( mira vy tv of-ena z pokryvaciho ey at emu

iI; = il*
(~.. ,.1 )).

p Lyne ne r-ov n oatD6kaz. Z inkluse

Bud. A c En J chceme ukeaet , ze A$ A ~ A" A Pi'edpoklsdejme hned, ze

.::lit A < + 00 a zvolme-L vol I < il." A +
n=l n

E> 0 • Existuji
e-r- . Ke kazdemu

-
In e rf t ak , ze ~l

In nalezneme interval,)'

A ,

(j = 1, ••. ,N(n» tak, aby

N(n) N( n)

Ij E ~ U Ij ;) I L vol Ij <vol In
E-, +

2n+1n d I j=l n n j=l n

( existuji vO-bee ta kova intervaly?) • Potom

U
n,j

a

L
n,j

Tedy il~ A -1:

-
~ ~ (vol I

[;
) < .:I" A + E+

2n+ ln

*il. A + E Ale e> 0 bylo l1bovolne.

il.* je metr Icka ,

vol In <: il." (A U B) + e
-L
n=ln=l

DO-kaz. Buche A,B C En ' f (A,B) = ,J> 0 • Cheeme do keae t , ze

~~~£9~ vnejai mi-
* * .,,,it A + it B ~ ,,(A U B) ; pbrecena ne r-ovnos t pLa t f pro

. "r-u, Zvolme E> 0 a predpokladejme il (A U B) < + _ •

EXistuji In E: "! t ak , ze

o In:;) AU B ,

YO-zeme predpok1sdat, ze In () (A U B) # 0 pro kazde n (pro~? )
Je-l1 In () A # 0 , je nutn6 I()B=0" oanac ime-l1 tedyn '

I B
= { Ini In f1 B # 0 }, I A = {In; In f1 A # 0 }, je

U I A
J A • U I B;) B a
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-
~oO'(A U S) + £. > L val I ~L val I + L vol I "n~l

n L.r'" It L il

,. li'A+ jI."S

Odtud ji:! vyplyv8 tvrzeni. (Poznamenejme J ze do.kaz byl velice pfirozeny a
nazarnj. )

114.81 Veta. Ka~da o te vf-e na , uz av re na 01 bcr-eLo vska mnaZina v En je lebesgue

ovsky miHitelna, tj. En C m n •

DOkaz. Plyne 1hned z 14.3. a 14.7.

114.91 Veta. Pr-o ACEn je

iloO' A ~ inf { it nU ; U ::> A, U atevrena} •

In ,je U atevrena, U:J A a

DOkaz. Je-li

de~leha je-U In::> A
n~l

ote vr-ena) , je

su,he naopak-
Oznaoime-li U ~ U

n-l

if U
n (padle pl'e-

-( -
In) L/I U ~ il. n U ,;; vol In In n-l n-l

tudH -Lrif { it nU; U :lA, U otevren4 } ,;; 71." A

(A)

( S)

(C)

Z 14.9 a 14.7 a 13.37 pl.yn e , ~e vnejH mira A." je ~g!!1~!:!l!~

Z 14.9 te~ p Lyne , ze vnejSi mira It" vybudavana v teta kap1tale se Sha-.,

duje s Lebesgueovou vn~j~i mirou ~budovanou v tearii Daniellova 1ntegra-
Lu . 'fake sy a t emy merite1nych mnoz t n splyvsji, jak vyp1yva z dal~i vety
(a vet 10.24, 11.2.F). _ _

Z 14.9 p Lyne , ze ~A - inf { L (b -a); U ("n,bn):J A }
n~l n n n~l

pro ka zd cu mno z i.nu A C E1 Paravnejte te~ s 10.21 a preotete a1 10.22

114.1~ Veta. Naaledujici vy~aky jaau ekviva1entni:

(I) A e mn '

, II) V E> 0 J G G ot.e vre na , G J A it",G - A) <£.

( Ill) Vo 0 3 F F uzavrena I F C A a"'A - F) < £.

, IV) V00 3 G J F t G c te vze na , F uzav fens, F ,CAC.G, an(G - F)< e
(V) ] U, N, U typu Gf N nulovs, A - U - N ,

(VI) ] V, N, V typu Ftr N nulovB J A ~ V U N .
DOkaz. Praveate sam1 padle dOkazO vet 10.23 a 10.24.
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D. IIETODA (f)

V tomto odstsvci pop!§eme dal§! konstrukci Lebesgueovy miry podle my§le

nek nazns~enych v uvodu , Omez!me se pouze ns pHpsd El • pro prostory vyMi

dimense je post up pouze technicky trochu komplikovan~j§!.

114.121 V~ta. 8ua 1j system dech kone~nych sjednoceni intervalll typu <a. b)
n

(- .... < a" b " + - ). Pro G = U <: ai'b i) E. 'fit • kde intervaly
i=l if

{(ai.b i>} jSou po dvou disjunktni. polo~me

a. G = f- (b
i

-a
i

) .fu
Potom

(a) system Yf je okruh,

( b) funkce il je korektn~ definovana J

( c) .II je. ff -aditivn!) mira na ~

(poznamenejme. ~ III e. Yf - sta~i totU polo Zit a=b - pi'1~em~

.l!1Il=O).

Dllkaz. Proved~jte sami podle nesleduj!eich bodll.

(al): Je-l1 G ~ 'If . potom existuj! intervaly <: ai'b i) •

U"i=l ••••• n • po dvou disjunktn! tak. ~e G = <: ai.bi)
i=l

(je toto vy jedten! v n~ jakem smyslu jednozna~ne? nezapomente. 18

kuprikladu <: 0.2) = <: 0.1) U (1.2».

(a2) Syatem W je okr-u h ,

(b l) 8ua G E:'" . necht

kde intervaly {

junktnf.

Potom

G =

n

U
i=l-

<Ai'8i) •

, r-e ep , { (A j.8 j ) } j 90 U po dvou dis-

(e l) 8uate {< ai.b i)} po dvou disjunktni intervaly

n

G = U (ai'bi) C <A,8)
i=l

Potom
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-(c2 ) Necht (A,B) C. U <ai' b
i) . Fotom

i=l

-
B - A ;f L (b i - a.) .

i=l 1

(c 3) BuClte { (al'b i)} po dvou diajunktni ip.tervaly,-U <al'b i) = <A.B)
i=l -

Pomod (c 1) a (c 2) ukatte J ie B - A = L (b i - ai) .
i=l

it. je ( 15" -aditi vni) mira na 9kruhu tt .
114.13~trukce Lebeagueovy miry,

Ke konstrukci meme, jak jame jiZ tekl1 v uvcdu , dye moinoati.

~~~~~~~_~f-±~: Z pokr-y vac fhc systemu (tf, ~ vytvotime vnejAi miru

a" a Caratheodoryho metodou ziakllme aystSm m (il") vAech il* -mei'i

telnych mnotin a miru na nem. Z Hopfovy vety pak vyplyvll, ie

tt em ( it") a i!" G = it G pro katde G £ ."

Il ( < -n, n) <+ _ 1). tuto

jsdnoznaene rozAitime ns

r; -okruh

Miru z okruhu (nezapomeiite. ie El = U
n=l

miru"dlll~ zuplnime.

<-n,n) a

VHa 13.47 nem Hkll. ie metody (~l) a

cizujte I). Oznaeme tedy symbolem m 1

gueovsky mei'itelnych mnotin, necht dille

ra na 11l 1 •

«(12) daji tentyi vysledek (pre

aystem TIl (il") vAech lebes

ill =~.. je Lebsagueovs mi-

114.141 VUa.

(A) Kazdll jednobodovll mnoiina je nulovll.

(B) Je-l1 (a.b) c. El otevteny interval. je (a,b) E. m 1 a :ll«a.b» =

:= (b - a).

(C) Kaidll borelovskll mnolina.je mei'itelnll.

(D) Pro kaidou mnoiinu A C 8 1 je

;l" A = inf { ~ 1U; U;) A • U otevi'enll1.
Ddkaz. (A) BuCl a E El • potom •

-()
n=l

< + _1 )a,a •
n

- 233 -



Ale ill ( (a, a + ~» = ~, tuda ill ({ a} ) = 0

(kteryeh v6t pou!iv~me?).

(B) ztejm6 (a,b) = (a,b) - {a1 tvrzeni dokaHe aami!

(C) Ka!dy otevreni interval je m6riteln~ mno!ina, tudi! i ka!d~ otevren~ mno

tina je m6riteln~.

CD) Buo A eEl' U otevreM, U J A • Potom

~* '"",1.-

Na druh~ s tr-ane , zvolime-li E> 0 , mo.!eme na Lez t posloupnost intervalu

{(ai'b i ) } tak, h -L Cbi-ai) c .7['1. + T
i=l

-=L
i=l

Ted,y A c -U (ai -
i=l

poaledni mnoUna je otevren~ a

~4 .151 Poznamky.

(A) Z predehoziho ihned VYP1Yv~, h vn6j/li mira jl" je regul~rni (srovnej

a 14.10.A).

(B) Pomoei dty 14.14 lze nyni - atejn6 jako ve v6t6 14.11 - podat charakte

riatiku ayatemu mI' Proveote aami.

(C) Z (B) a CD) prede/ll<! v6ty vyplyva, h vn/lj/li mira jl" aeatrojen~ meto

dou (,f) ae ahoduje a vn6j/li mirou aeatrojenou pomoci metody (/I( ) (a te-r
d,y i a mirou, aeatrojanou v teorii Daniellova integralu), rovn6! tak ae
ahoduji ayatemy m6ritelnich mno!in. Rozmyaletel

Odvodime ai nyni je6t6 jednu do.le!itou vlastnoet lebeagueoveky allritelnich

IInoUn.

114.161 V/lta. Buote x E El ' A C El ; ozna~me

- A = { t " El - tEA }
x + A = { x + t· tEA},

Je-li A E 1111 ' je i - A £ 1lfl ' x+AEm l

~ IlL = ~ 1 (-IL) = ~l (x + Al •

a

(Vyalovte obdobnou vlltu pro proatory vyAli dimenael).

Ddkaz. Proveote aami, pou!ijta kuprikladu v/ity 14.11 a 14.10.C.
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E. NEMinITELNt MNO~INY

V tomto odstsvc1 budeme zkoumat otllzku, zda kald!l mno11ne v El je lebes
gueovsky m~r1telnll ~1 zda ex1stuji nem~r1telnll mno11ny. Ozna~me, ve shode s pfed
ehozim1 odstave1, symbolem ill Lebeagueovu miru v El a symbolem lit 1 system
veeeh (lebeagueovsky) m~r1telnyeh mno11n. Vime j11, 1e je cslkem Ihostejne, ja
kym zp~sobem jsme k ~ 1 a ~ 1 dosp~11; al j11 teor1i Dan1ellova rozAireni
1:1 metodou (t{) nebo (~) •

114.171 V~ta. V El eX1stuje lebesgueovsky nsmAr1telnll mno11na, tj.

m 1 " exp El •

D~kaz (prove deme podle J II, VA ta 31 ).

Sua Q mno11na veech rac10nlllnieh ~isel v El • Pro x,y ~ El dei1nuj-
me relaci rv vztahem:

X 'V y, prav~ kdy1 x - Y .. Q •

Sam1 ukaHe, 1e

(a) relsee IV je vztahem ekv1vslenCe (tj. jest reilex1vni, symetr1ekll s
trans1tivni).
Proveate rozklad EI do trid ekv1valenee podle relaee IV (tedy x,y
le1i v te1e ttide, prave kdy1 x rv y ) a neeht M je mno11na, ktera ma
a ka1dou touto tridou epo LeSny prave jeden prvek (pouHvame axiomu vybA
rut i.

Neeht dale pro ka1de s" Q je st

MoB = { x + s; x E. M}
s predpokladejme, 1e mno1ina M je lebeegueovsky mer1telna.

Ope t sam1 dokazujte, 1e potom

(b) kaMa mno1ina Ms (s" Q) je meHtelna a it 111 = i1. 1Ma ,

(c)

( d)

E = U M
1 seQ a

8 " t ~ 11
8

f\ Mt = iiJ ,

(e) 11114 = 1 1148 > 0 (plyne z (c) ) ,

(i) existuje n E N tak, ze ill (M f\ (-n,n)) > o .

Po101ime-11 kone~nA

N = U II ,"'1 (-n+B J n+s) , je
8~Qn(O,I)

8

(g) Ne (-n,n+1) , tedy AIN ~ 2n + 1 ,

(h) AIN = L..
scQn(O,l)
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(nebot

~im! jsme obdrzeli spar.

(A) V predchozl vete jsme dokeaek t existenci nemef-Lte Lne mno a l ny , Konstrukce

teto mnoziny z8visela podstatnym zpOsobem oa uziti 8xiomu vyberu. Nekoho
by enad mohlo nap adnou t , zda ne Lze takovou mnoz Lnu sestrojit "efektivne",

skut.e cne takovou mnoz i nu I'predepaat ll
(be z pou ai t r axiomu vyberu, k t.e r-y

mA "ne kcns t.r ukt Lvnf " charakter). Snad jiZ mnoz s t v f uv oz'ove k v mtnule vilte

napovida, ze podobne problemy tykajici se nemetitelnych mnozin bllde nlltne

ptesne formulovat. Je tteba presne pop~at t ceho smime llzivat, k cemu sme
tujeme, kdyz chceme nerneri teln au mnozi nu v nejakem sm.,y slu opravdu sestro

jit. Tyto otazky, v nichz se vLae t.ne dostavame do s amyc h zakladu matema

tiky (co je "mnozina"?, "plati" axiom vyberu? J co je konstrukce? a pod , ) I

jaoll slozitejSi a spadaji ap f ae do oblasti mat ema t Lcke logiky a teorie

mnohn.

(B) Uvedena veta 0 existenci neme f-L'te Lne mno aLny tudiz nema velkou "prakt1c

kou" c enu , L1bovolna mncz Lna , S kterou ae Il s e t ka t e " , kterou 81 "aadate " ,
bllde metitelna. Ale pozor! - poaledni veta neni zadna matematicka v~ta!

Vldy v konkretnim pH pade je treba to doka aat, (cas t o to byva jednodllcM).

Existenci nem~t1teln~ mnoziny budeme pi'ev8zne p ouz f va t pri i-eseni teore

tickjeh problemu, pti aestrojovani ruznych protipfikladu.

(C) Nyni lze jiz lehko dokazat, ze e x I s t.u je le"ea~lleovaky nemeritelna f'u nkc e

v El ' ats~i totiZ uvaz ovet cher-ak t er-Lat Lcko u f'unkc d nemetitelne mnoZiny.

(D) Sami dokaZte - obdobnym i, uvaha mf - ze ext st.uj i nemert t e Lne mnoZiny i

v En (n ') 1) •

(a dokonce kazda mefitelna

nemetitelnoll podmnozinll.

(E) Lze dokazat daleko vice, kazdy interval v El
mnozina kladne miry) a obaahllje lebeagueovsky

K tomllto viz 14.20.

(In Jako zsjimavost llVeame tvrzen-i (Sierpinski), ze v E2 ext st uje te be sgua

ovsky nemetitelna mnozina, ktera m8 a kazdoll ptimkoll, rovnobe~nOll a kte

rOllkoliv OSOll, spole~ny prave jeden bod.

F. 10 OTAZKY DAL!;!HO ROZ!;t!\ENt LEBESGUEOVY M!RY

Upozorrlllji, ze uvahy tohoto odstavee nebudou nikterak triv1ll1ni a neb udu

je ani nijak pe~live provadllt. Chei pouze (informativne) upozornit na nektere

problemy, naskjtajici se ns tomto miste.

114.191 Formulaee prob18mu.

V ptedehozich odata veich jeme llkazali, jakjmi prosttedky a zpusoby lze

vyblldovat teorii Lebeagueovy miry v El Sestrojili jsme system m 1

lebesglleovaky mlltitelnjeh mno~in a mirll ~ 1 na nem. Ukazali jame, ze
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(i) existuji nem~titelne mnoZin,y (tj. lIC
l

f. exp El),

(ii) Lebesgueova mira ~ 1 je invariantni v~~i tranalaci, tj. plati A € ~ l'

x € El ==j> x + A Em 1 a ;:t 1A = i1 l ( x + A) (viz vetu 14.16).

Otazka, kterou budeme zkoumat, je nas1edujici:

"Existuje 0" -al~e bra f podmnoZin E
1

a mira ~ na f t ak , aby

(A) llllc/, Ollf.'! '

( C ) A E f ' x E El ~ x + A Eo rj a t- (x+A) = t' A ?"

lze Lebesgueovu miru rozsitit na sirsi syatem mnoiin (nez je

tak, aby nova mira byla stale jest~ invariantni v~~i trans-

Jinjmi slovy:

system m1)

lac i'/

Spe c i a Lne , zajima na s , zda lze volit rj = exp El • Opet jinak - zda" He

Lebesgueovu miru roz~itit na syatem v~ech podmnoiin E1 •

At jSou odp ove d i na nase otazky jakekoliv, jedno m~ie.., tiei s ur-c f.t.o s t t ,

Nova mira tJ- s e ne systemu f nemO:te shodovat s Lebesgueovou vn~jAi

mfr ou , existuje tedy A £ f - 1lt1 t ak , ze tJ- A f. alA. Toto tvrzeni

ihned p Lyne z vety 13.39. uveoonrte s t a pr-omy eLe te s1 dool-e tento fakt !

114.20\ Vete. BUd T Em l a necht lilT >0 (kupi'ikladu T = El).
f'tedpokladejme, ie

(1) if je 0" -algebra podmnoZin El ts kovs , ie

(1a) m 1 c f
(lb) A e tjJ x fO E l > x + A E If

( 2 ) (A.. je mira ns '! t.akov a , ze

(2a) A E 17'l1 > illA = t'- A ,

(ib) x e. E1 ' A E rf~ (" (x+A) =;'- A

Potom existu je E C T s vlastnosti E Ilf
Poznamky:

(A) Volime-li sp ec LaLne T = E1 , t = m 1 , 1£ = III ' pLyrie od t.ud , ze exis

tuje Le be eg ue c vaky ne mef-Lte Lns mnaiina (veta 14.17). V uvedene vete je tez

ob eaee no tvrzeni. z 14.18.E.

(B) Uvedena veta tei dava negativni odpaved na jednu z nas1eh otBzek:

neexistuje mira na exp E1 ' k t.era by byla invariantni vOt:i. trahslaci a

ktera by se shodovala s Lebesgueovou mirou oe ~ 1 • Objssoete !

D~kaz. Vynechame; v1z kupf, [He - 5t] , veta 10.28.

114.21\ Paznamka. Lze dok onc e dokazat t ut o ve t u ,

Necht I" a f splnuji pf-e dpokLady z 14.20.Potom ex1stuje (?J -algebra

:r c exp E1 a mira )I na :r tak ,Ze
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(1) :! c :T
J :!~<T

( 11) A " f='1'f"A = 1I A

( 111) A e7" xE E1 ~ x+AE7" a )/(x+A) = J) A •

Rozlll,)lalete a komentujte !

Tim jame, zda ae ze upLne , vy~erpali odp ove d I na nase oUzky. V1dime, ze ne

existuje 6" -ad1tivni rOzSUeni Lebeagueovy miry na e xp E1 ' ktera by by Lo
1nvar1antni vi\C1 trans1ac1. Po Loame a1 tedy ote sku , zda e x Let u je a1espor,

kone~ne sdit1vni rozeHen1. OdpoVed dave na aLe du j fc f veta.

~4.221 Veta (Banach). Ex1stuje konecne ad1tivni mira ~ na exp E1 takove, ze

(1) A em 1 ~> lilA = ('L A ,

(11) f- (t+A) = t' A pro vsecnaa t E E1, A C. E1 •

(Opet poznomenejme, ze nemOze byt t-' = ~ 1 I)

DOkaz teto vety neni n1kterak snadny a vyzaduje h1ubsi zna Loe t L napf-LkLad

funkc1ona1ni ana1yzy (kupi'. Hahn - Banschovu vetu).

~4.231 Poznamks. Zsjimsve je, ze pi'edchozi vets zOateva v p1stnost1 jeste pro E2,
zstimco v prostorech vysei d1mense j1z sni tsto vets nep1ati.

G. CVI~ENt A PROBLWY

~4.AI Cv1ceni. Necht F C. <. 0,1) je uzsvtena, 1l 1F = 1 • Potom F = <0,1) ,
ukdte I

114 •BI Cv1cen1.

(a) BUdte A,B C. E1 mei'ite1na. Potom Ax B E m 2 a

a 2 (AteB) = AlA

Ukazte I

( b) Je pravda, ze "11 2 ("B) =

Rsgu1erni miry.

Bua X lok91ne kompaktni (metricky) prostor. Necht t"- je mirs ne
0" -a1gebte f;) Jl(X) (~(X) znomene system vsech bore1ovek.;'ch mnoZin

v1z 13.B).

~ekneme, ze~ tL je.rs8u1erni (pozor! nep1ette s regu1sr1tou yg~J~f

miry, definovsnou v 13.36), jeet1ize

(i) I" F < + - pro kddou kompaktni mnozinu F ex,

(11 ) <" A = inf {fl- U ; U otsvtenli , A c U } pro kazdou A Eo f
( 111) fL U = eup { f-F; F kompakt, F c t£ } pro kazdou otevtenou

mnoZinu ·ttex·

(prolll,)lslete I).
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(b) Uka~te, ~e Lebeegueova mira v El je regularni.

(c) Sua X lokaln~ kompaktni. Necht ka1dA otevrena mno~ine v X je Gr -kom

pektni (= sjednoceni spocetne mnohe kompektnich mnoHn). Necht tJ. je mira

ne ~(X) splnujici (i). Potom je ji~ mira tt regularni (uvedomte si

prekvapdvo at. tohoto vysledku !). Dok~ te I

~~Y9g~ Predpokladejte nejdrive, ~e X je kompakt a uve~ujte systemy mno~in

.lft = { E 1& .21 (X); ('! E = inf {I.dL ; lL otevrena, 1L;, E}} a

~ = { E Edl (X); It E = sup{ t"- F; F kompakt, FeE }}

(d) 8ua ('! mire na ~ (= bor-e Lov ake mno~iny vEl) takova, ~e

t"" <0,1> = 1, tt (E + x) = fl' E pro ka~dQ x € El, E E: ~

Potom jiZ je r«- (na "1) rovna Lebeegueove mira.

(Opet si uvedomte prekvapivost I).

~~Y9!h Nejdtive ukaHe, Ze t"- { x } = 0 pro k~ de x .. El a t"" (a, b) = b-a.
Pote aplikujte (c).

(e) Sestrojime ptiklad neregularni miry. Necht Xl = El a eukleidovakou metri

kou a X~ = El a diakretni metrikou. Polo~e X = Xl x X2 a zaveo.e do

X ptirozenym zpdaobem "aoucinovou" metriku (prove ate I).

Pro A .. "(X) polo~me

t-A=~ ill{y;[X,Y]~A}
x ~ 1

(lt l je Leba egueova mira; jedna ae 0 zobecMnou radu! _ viz 9.J).

UkaHe, ~e t' je neregu18rni mira ne ;8(X).

(f) Uka~eme jeMe jeden netrivi81ni ptiklad. Necht I r } tJO

l n n=l

je poaloupnost veech racionalnich ciael Bl , necht

g(x) = -l- pro x .. (0,1), g = 0 jinde vEl'

.v;-
Dille po lo~me -

f(x) = ) _1_ g(x + r n)' x e El •'n=I 2n

Ukalte, ~e f&Jf,.
Pro A C 1/-1 polo~me dille

("A = / r2

(Lebelllluedv intogrlll). Ukalte, ~e

(l) aira t"- Je (J" -kane cnll ,

(2) t' (a, b > = + - pro kald' a ,b E El ' a < b ,
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() mira f- neni re!ulerni.

(g) !:9~!)!!!'!!H!~ Lze dokezat. ze (v pod stat e ) kazde r-egu Lar-n f mira na 21 1
je jiz Lebesgue-Stieltjesova mfr-a , ktera je vytvor'ena z neklesajici, zleva

ep o j Lt e f'unkc e tj na E1• Obr-ac erie Uz pLat f , ze kazde takova

Lebeegue-Stieltjesova mira je regu18rni. V tomto sm.Ys1u si regu18rni miry

a Lebeegue-Stieltjeaovy miry navzajem je dno anacne odpovidaji.

(h) !:2~Q!!!'!~!!~ Lze dokazat (von Neumannova veta). ze kaZda konecne aditivni a

regularni mira na ~ (X) je jiZ e- -adi tivni.

114.DI Cviceni. Promyslete cviceni 10.H.
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15. P t i k 1 a d y dal§ich m ~ r

Obsah: A. Lebeague-St1eltjesova mira vEl'

B. Hausdorffova mira.

*C. Souc Ln mer.

D. Cv1ceni a problemy,

A. LESESGUE - 5T IELT JESaVA MtilA V

V c e Lem odstavc1 ptedpokllldejme, ze f je nekleaajici funkee v El•
Budeme postupovat o bd obne jako pti vytvei"eni Lebeagueovy miry v kapito1e 14,

meli byste si j1 proto nejOtive prostudovat. Budeme atrucni.

~ Metoda (t{).

Necht ~ sestevll z prezdne mnoz1ny a ze v§ech otevtenych

Lnt.er-ve'Lu v El; pro (a,b) £ Yf polozme :),/ (a,b) =

necht ~f 0 = a. Vytvotme z pokryvaeiho systemu (~,

miru Jl, a dllle aystem Jl; -merite1njeh mnoHn 1lt/ .
v odstavcieh 14.5 - l4.11 dokaZte, ze

(A) ili(a,b) = f (b-) - I (a-s ) ,

(B) ilj, je metrleke vnej§i mira,

(C) It; je regulerni vn~j§i mira.

DlIle dokaz te, Ze

( omezenjeh)

<I (b-) - l' (a+).

~1) vn~jlli

abdobn~ jako

(D)

(E)

Jl1{ x} =

11.;« a,b»

f (x-e ) - I (x-) pro kazdll

= If (b+) - !I (a-) •

B lIetoda «(1).
V tomto odatavel ptedpokllldejme, !e funkee

. -
bod~ El • aznacme tentokrllte symbolem ~

eeni lntervald typu <a, b) (- _ < a !! b

f je
eyatllm
~+ 00

apojlt!l zleva v

vilech konecnyeh

). Pro

kalcWm

ajedno-

n

o = U <al'b1) € U· ,kde poaledni lntervaly jsou po dvou dlsjunktni,
1=1 If

polozme

n
7If O =L. ( '! (b 1) - !I(a1 ) ) .

1=1

Op~t - jako v 14.12 - dokalte, !e •-(A) system Yf je okruh,

(B) funkce :t, je korektne def1nov~na I

27~71 P16
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(c) ~, .Ie 6"" -aditivni mira na 1f

podle Hopfovy

7[9' -mHitelna

odvozena z pokryvaciho systemu:I., .Ie vnejsi mira,

dokazte, ze

Necht

A opi\- "~~ \ .Ie metricka, regularni vnijsi mira (uvedomte ai, ze
vety kl:>zdy interval, a tedy i kazda bo r'e Lovska mno z i na .Ie

a uZij~e 14.4.B).

(D)

(E) l, ( <a,b )) = '! (b) - !(a) (= ~, «a,b» ) ,
(F) l,({x} ) = 'I (x+) - f(x) •

~ -Mllzete t,ez miru 711 z okruhu r rozsitit na <? -okr-uh ~(y a,
\

potom zU~lnit (viz 13.43 a 1).47).

Porovnani. metod ( t(.) a (! l.

Je-li funj<ce 1 epojita zleva v

Dllkaz. Pohe 15.1 jeat
,

El ' potom

..
JI,,(a,b) = 1 (a+) - f (a-) +

-= '/(b-) - rj(a-) = feb) - !I(a) = 7t, «a,b ».
"2* ~ U' .,.*Tedy ", 9 "1 na systemu, • Nyni z regularity vnejsich mer "!f ,',-~f a z obacne vety ve cvilleni l3.11 plyne pozadovana rovnost (provedte.. -podrobnel)., Dokdte tez toto tvrzeni primo z definic 71, a Jl~.

(B) Necht funkce r .Ie llYni libovolna. Definujme funkci Y
pi'edpisem

Y' (x) = 11m f (y) =
y .... x-

'!(x-) •

Zi'ejmi 'I' .Ie neklesajici, zleva spoJiU funkce DB El (dokdtel) a

pro kazde z E El •'I' (z+) = tf (z+) , Y' (z-) = l(z-)

OpAt

i" ( (a,b» = JI' (b) - Y' <a) = Y' (b-) - Y (s-) = l(b-) - f (a-) =

"=;J,«a,b»

a ze 8tajnaho ddvodu jako vyie Jest tedy :;- 2"
", = ,."

Neni-l1 tedy funkce f
.Iii mllieme poulit metodu

poulit v kaldam pi'ipad6.

spojitl! zlna, mlliame vytvotit funkci Y;
<~) • Tim .Is- ukSzali, Ie IIBtodu (I!)

a na ni
mlliame

~5.41 CViceni.

Do tohoto odst8vce zahrnellll VB formA cvilleni nektere dalii vla8tnosti

La be ague-SUe 1tJe 80VY miry. Dokalte Ja I
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(A) Jako v 14.13 pop1!te podrobn~ metody

(B) Vyalovte vetu analog1ekou v~t~ 14.11 pro LS-miru

(C) Uka1te, 1e pro ka1dou mnoz1nu A ~ 2W, plati

A;(A)' = aup {a; (K) ; K c A, K kompakt}.

(D) Lze vyalovit vHu poco bnou v~te 14.16 ?

a. HAUSDORFFOVA MOO

\15.51 Defin1ee. Pfedpokl11deJme v dalSim, ze
Symbolem deAl oznaeme prOm~r mno11ny

ne n polo1me

(P , f) Je metr1eky praetor.
A (v1z 14.6) • Pro ka1dll pr1roze-

"! n = { U c P; U otevrenll, d (U) ~ i}
aua koneen~ p ~ O. Pro ka1dou mno11nu G C P polo1me

;{ G = [d(G) ] p (navac it., = 0) a vytvorme vn~J!i miru It; z pokry-

vaciho eyetemu (0 n • a ) . ZreJm~ 'lfl;' Y2 ;, 'if 3;) ••• , tudU
..~ ~ .... ~ .Il .. P (.. x I)
/l 110 - /t 210 - /l 3A - ••• pro ka1dou mnoHnu A C od",vodn"te .•

Polozme koneene pro A C P

lim
n .....-

a" An

V daBim ukazeme. 1a funkee ~'";, Je vneJ!i mira a budeme J1 nazyvat
p-d1mena1onalni Hauadorf1fovou vneJ/li mirou.

11 5. q V~ta:. Funkee - -C';

Ddkaz. (A) Funkee
..

t'p Je vneJ!i mira.

"Jel1ko1 v!eehny funkee An J60U vneJ!i miry,
" .pfeehodu. 1e funkee t"p eplnuJe ax10my (VK l )

ovH1t (VK 4 ) . Bua tedy

plyne lehko z I1m1tniho

- (VK 3) z 13.16. Zbyvll

-A C U A1 • Potom
1=1 -- A"n ( 0 101) L ..

!";A ~ C'.p ( hll 101 )
= 11. ~ li. it nA1 ~

n-- 1=1 n_ 1=1

- -
~ lim L .. Lilli-At' pA1 =n__

1=1 1=1 P 1

(B) VnliJ!i mira I'-~p Je matr1ekll (v1z 14.1).

Buate A,B C P, f (A ,a) >O. Cheeme dokllaat nerovnoet

" "~ ~rr"- + I'- pB (obr.4eena nerovnoet Je afe Jd, proe ?).

pokUdat tt; (A V B) < + - • Nalasne.. Do tal<, aby

1'-;(;' IJ B) ~

Staet tedy phd

1-f (A,B) > Ii



o
k=l

II

II

I

II

pro kaz de

A~ '" "! n

n > no a zvolme
tak, ze

£ > 0 . Pro kazde

-L
k=l

n existuji mnoziny

Potom ovs em pro n> 00 jest

z mnoiin A ,nemuze mit spoLe cn c body jak s

(pro n > no) a limi tnim pte c hodem

it" (A U B) + c
nL.

k=l

-
'A" A + 11* B .f

n n

(Nezapomente, ze fadna
tak s B .)

Tedy Jl.* A + it" B '" /1* (A U B)
n n n

o os t.avame tvrzenf.

I
I

I

(Porovnejte tento d~kaz 5 d~kazem vety 14.7.)

Vima jiz z pr-e dcboz fh o , ze kazd8 c te vr-ena mno zi na je

K d~kazu regularity staei nyni dokazat toto:

(C) VnejH mira ~*p je regularni (viz 13.36).

~~-mer i te Lna •

ke kazde mnozine A C P existuje nerostoucf posloupnost

otevrenych mno~in tak, ~e

-
"A- "(n~ p - ~ p n=l

(od~vodnete! viz 13.37).
poloU t Gn = F (pr'oc?).

Bua tedy A C. P • +~ • sta ei

Necht (/""pA <;+ 00 Nalezneme (pro kaMe n ) mnoz i.ny Ak tak J abyn-- L- 11."U Ak ::> A it Ak -1!. +1
k=l n k=l n nA n

FoloUme-li o
k=l

lehko ovefime, ~e

· (n G )f' p n=l n

~5.7 I Poznamka. Dalsi vlastnosti Hausdorffovy vnejsi miry jBou uvedeny ve cviee

ni ch l5.F - 15. L.
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c.~ SOU~IN MtR

~ Formulaee problemu.

A Eo '! '
A Eo <f

( 1)

(11 )

dany dve troj1ee - (X, f ' r" ) , ( Y, .At , V) - kde t'- (f-e s p ,

je mira na 6" -okruhu f (r-e sp • .At ) podrnnoZin mnohny X (r-e sp ,

H'le dame nyni v ka r t ez skem ao uc I nu X x Y takovy ro -okr-uh .f iD ..At
~ to '"a takovou mf r'u ('- 181 Ii na 7 @ vfl ,aby platilo:

~

B "'.At ~ A" B" 'IS Jt I..
B EO vfl ~!'- 8 V (A '" B) = (L A. Y B

M~jme

V )
Y) •

Je otazkou, zda takova mira a takovy ro-okruh v~bee ex1stuje a je te~

pr' ob Lem, jak daleee .j s ou nas1m1 podrninkarn1 (1). (11) jednoznacne ur ceny ,.. "Ex Ls t.u je ope t vice zpuecbu , jak konstruovat ('- 8 )I a.f l!P ..At ,jeden

z nieh vyu~iva definiee integralu a uvedeme jej v 19.7; nyni probereme dva

jine zp~soby, ktere jsou siee elementarni, ale trochu teehn1cky kompl1kova

ne,
Pr-o to ae budeme pfeva~ne pouzivat rozsii'ovacich vet z teorie miry, vyplyva

odtud omezeni se (vetiiinou) na pfipad (5" -koneCnych mer. Proto pf-edpokLa-.

dejme, ze II- a )/ jsou ro -kone"n' uplne miry (lepsi ctenet s1 m~ze

prornyslet, k t.e r-e vety pIaU i bez nektereho z 'tech-to pf-edpck Ladu) ,

~ Metoda ( ex. ). Buo.te tedy (X,!, ('") a (Y,..At .)/) jako v pf-e de s Lem

odstavci. Ozna6me symbolem

~={AXBCXXY ··A6f

a pro A x B E tt po'Io sme

;t (A X B) = !'- A. V B

(poznamenejme,ze plati implikaee

AxB=C><D="9A=C,B D

pr-o c je dobre ai toto uve domf t 7).

• ~*Neeht " je vnej si mira vytvotena z pokryvac f ho systemu

Prob Lemy , ktere ntis zajimaji., jsou - jako obv,ykle - tyto:

( i)

( 11)

zda Yf C ZIt (/I") I

z da /I." (G) = Il (G) G EO 't#pro 71

Ukazerne, ze tomu tak je (prot nelze uzit Hopfovu vetu7).

GC o
n=l

G • Po tcmn

D~kez. Pro A C X x y polozme

- 245 -



pokryvame konecnjm sje dnocenim mnozLn z
) .

(pozor! mnozin~ A
ne j t e ...! a it""

AC

n

U
i=l

? J porov-

Nen! tHke ukasat , ze

t
1=1

"U
1=1

=

obdrhme

n

~ lim L.
n_ 1=1

G1 ' polozme

G£~-U
1=1

;t G ,

..
+tA>F.

cAl" F J

"= lim ..r(U Gl)n-...... 1=1

( 1) r.J'f/J=O

(11 ) GOJ" (E U F) " w" E

( iiil E c F ;> JE "

( iV) d'G " ~ G pro

itG~limdK
n"~ n

Je-li nyn! G, Gn 0;: 'tf G c

DOkazeme-li) ze lim cJ Kn ~

n....-

a budame a d6kazem hoto vi.

Dokaz~jme nyn! nerovnoat lim <4' Kn ~ II. G • Necht

B € o.It. ,prlcemf se omezme na pf fpad t" A < + 00 ,

jednod~chost; ostatn! pripady sl rozmy slete aamil.

G=AxB,

}lB <+ ~
AE.tjJ ,

(pro

Zvolme € > 0 a oz naeae

v a -e }

(zrejme K
X '* 0;:J{. pro kaMe x € A). Podle pf-edp ckLadu pro kazde x E: An-plat! U KXt* J B , tj. 11m )I KX,lt = )I B • Odt~d plyne, ze

n=l n n-U lin = A , tedy (4 A = lim t' lin EXlst~je t~d!z no tak, ze pro
n=l
kdde n > no je t' lin > (i- A - e

Celkem doatavame, ze w· (Kn () (II n >< B» ~ r« lin ( v B - e
(p oe Lednf nerovnoat sl dobre promyslete a de t e t.Lne dokas te !, je to jakasl

"Fublnlova veta"), tedy

•'" Kn ~ (!'" A - £ ) ( )I B - e ) pro n > no •

~
(1 )

(11 )

Ftl oznacen! odstavce 15.9 plat!:r Nt (,1*) I

it G = it G pro kazde G E ., •

D6kaz. (il Bud GO;:" ,
mnozlna, vlz 1).24), a bud

TCX .... y

E> 0

;tlt T <+ _ (T je teatovac:(

Naleznete tak, aby
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o
n=l

G::>T,
n

Necht G =A ",Bn,G=A>'Bn n potom

Gn() G = (Anl"l A) >«Bnl"l B) = I~

Gn - G = [(An" A) x (Bn - B)] U [(An:} ~)'''' Bn] = I~ U I~

pH~em~ il 11 + II 12 + il 13 = il Gn (provedte podrobn~) an n n

11 C G 12 ()G = 1 3 "G = Jil •n ' n n

Odtud pIyne , ~e mo.~eme predpokl11dat 1hned, ~e GnC G anebo Gn 1"1 G = fl.

Kone c ne -tedy -
1l"(T - G) + il"(T I') G) '" L II Gn '"

n=l

il G •

nerovnost,

15.10 )

Zf-e jm~ ;;(' G ~ 1\ G

ted:! predpokl11dat,

pro G £ ~ • Chceme dokllzat,obrllcenou
* ~ .

h it: G <+:: BuIlte Gn £ Yf '

nQl Un::> G • Potom (pouZij L.. it: G ~ ilG ,tuda ;(G!>
_ n=l n

(11 )

sta~i

115 .121 Pozn~mka. Ozna~me t.edy symbo Lem f 8 ',,4£ syatem nt. ( il*) a S;lmbolem
,* ,0 ~ utJ- e)l funkc1 1'1. uvazovanou pouze na :r V' \M.

A

Budeme n;lni zkoumat jednozna~no9t miry ('.l e II vzhledem k podminkllm (1)

a (1i) z 15.8. Poznamenejme, ~e mira t';')J je 6'" -kone~nll (predpokl11-

dllme, ~e t", JI j90U 6" -kone~ne!). Sta~i totU nalbt An e rjJ
8 n e .M. 1.1 C A2 C A3 C , ••• , B1 C. B2 c B3 c •.. ,~ An <: + -,

a polohtB = Y--0 --o
n=1.

o
n=l

)J Bn < + ,00 tak, ab;l

-
~1 Cn = II >< Y •

115.13\ V~ta. Ozna~me symbolem :1 ttidu vliech kone~n'ych d1sjunktnich sjednoceni
mno~1n z 'tf . Potom g je okruh ($ je prllv~ okruh generovsn,Y sysU

mem '1 i,

Dllksz. Obdobne jako v do.kaze vety 15.11 91 uvedomte, ~e

(kreslete I), tudi! plati

G1 J G. e Yf => Glf) G., Gl - G.€JiJ •

Nyni tvrzeni J1! lehko plyne ze vztaho.
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11. k(u C.) - ( U n)
i=l 1 j=l J

A U B = A U (B - A i,

o
i=l

k

f\
j=l

(Poz namka , Stacilo v 15.13 pf-edp okLadet , ze 1, .)£ jSou okruhyT)

115.141 VHa. Funkee

aditivni) mira

••/L je

na ,g
mira ria okr uhu RJ •

, sp1nujiei podminku

Je-1i jine (sta~i konecne

"A ~ f ,B ~ .)£ ==I> .II. (A x B) = tL A • 11 B

( ;;- = ..*tj. /l /, na ~ ) , potom na :tJ

DUkaz. DokaHe sami, tvrzeni ihned vyp1yve ze vztahu "! c RJ c m (It") ,

vety 15.•13 a z toho, ze it· je mira na m (:t') .

115.151 Veta. Oanacme symbo1em 18,,4(. (;-okruh, gene r ovany ay s t emem Yf
existuje preve jedna mira, oanacee ji symbo1em ;-< 8 V, na .18 v4l
takov9, ze

A E f ,B E .,( -> ("8)J (A >< B) = !' A. )J B •

Potom

Tato mira je (9 -kone~ne a navfc mira

je jeji zup1neni.

,0;;; u
ne syst~mu J - .,/'l.

(B)

~
(A)

DIlkaz. Po1oHme-li c« IIP)/ (A x B) =;-<A. vs pro A £!! , B €-.,4(. ,

1ze tuto funkei jednoznacne rozHtit (pod1e 15.14) na okruh RJ a pr-o t oze

!p 8.Jt = fO (!lJ) ,lze tuto dale jednozna~ne pod1e vHy 13.43 rozeHit

na ! f9 oIIl (nezapomente na er -kcne cnce t v 15.12 !).

Zbytek -tvr-z enf p1yne z 13.47.

Pte~tete ai eviceni 15.0, v niehZ vynikne r-cz df L system1l.

II ,,4t a Ie J(.

Metoda (#) • Budeme nyni jiZ s tr-uc n f ,

Def1nujeme nejdHve syatem Yf a funkei Il jako v 15.9,

'If = { A >< B; A E tjJ ,B € .Jt} , il (A x B) = I'- A "B.

Definujeme system RJ jako ttidu veech konecnych disjunktnich sjednoceni

mnozin z 'tf a uksZeme, ze ,g je okruh (generovany systsmem ~ )

atejne jako v b.13.

n

(C) Pro D = U (Ai x B i ) E!lJ
1=1

n

;\D=L..
i=l

a ukalme J Ie
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.nno z Lny z ? (to(e l ) : definice .it neni v rozporu 5 di'ivejsi c.ef' i n i c f

je jasne),

(C2): def'inice funkce it ne z av Laf na Itvyjadfeni" mn0~"':J' D J tj. je-li

n k

D = U Ai" Bi = U
i=l j=l

, potom

k

L .u.C . • )I D.
j=l( J. J

Iii je "n~ jsi LS-mire e

(ani to ne nf t~tke),

(C3) : funkce A je na okruhu 53 mira (dlikaz (9 -aditivity .it je nejtHM,

musime vIes t.ne dokaz a't jakolisi "ze al.abe.nou" Fubin10vu ve t.u , obdobnou

lemmatu 15.10),

(C
4

) ; II. je G"' -jcone cne (to je triviBlni).

(D) Nyni p cd Le vety 13.43 Lze .il jednozns~n~ rozsitit na miru (kterou ozna-

~ime) fl~)I na !lSJl = CO (W ) = @""(f}) ) atutodala.zuplnitna

miru c'" 19)1 n a f~ Jt . Podle 13.47 dsji metody «(){), (~) tentyz vy

a Le dek ,

~5.181 Zaver. Budte (" a)l @""-kone~ne (upj.ne ) miry.oa··.# a Jl
Oznaeme 'f{f = {A >< B ; A E; t/ ,BE; Jl} a. necht IJ _ .« je

CO _okruh generoveny systemem ~ Potom eXistuje prave jedne mire

fl- )J ria !II/!) Jl t.ak ova , fe

A E f B £ vi! >(J- ~ Y (A>< B) = <" A .)1 B •

Mira C'-.)I neni obecne up Lna , Oanacme proto t'dD)) miru ne '1e.J(,
ktera ji zuplnuje.

D. CVIOEN! A PROBLJll!y

(V deBim tjJ je neklesejici funkce v El '

IIf = Ai/ mS' .)

~5.AI Cv1~eni.

(A) Necht '/= 0 ne (- DO., 0), !I = 1 na t. 0, + - i.
Spo~tete JlsP(-l,O), ).S'( {O}) •

(B) Nelezn~te !I tek, eby

,.,
!I(e) c ltsP ( <a;b» . ..

115.B I Prob14rn.Necht W' eeaUva z otevrenych 1ntervald, dBle polozme . ttl (a",b) =

= 1 (b) - <p(a) e vytvorme. vn~j!,i miru 1'; z pokryveciho sysUmu

('If 't"!I)' Je pravda, ze 1"1 =1.,? Plati" Ze 1"-1 =t'; ne" ?
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Problem. Ks!dA neklesajici

Vime, !e v!dy .8, c m~
Lze vol1t funkci I tak,

11(, = exp El ? (Viz te!

funkce rJ ur~uje jisty system mnoUn 7lt:? .
(ka!dA borelovskA mnoHna je !I' -mHitelnAl.

aby ~, = nr" ? Lze vol1t 'I tak, aby
cvi~eni 12.E.)

115.DI Problem. Bull
ssjici funkce

..
~ vnejei mira v El •

f ' aby tA-*= .ti .
PtAme se, zda existuje tskovA nekle-

(A) Necn'!. , seatAvA z otevrenicn intervall1 v El, nech'!. ('L je nezapornA
funkce na ., (I!" 16 = 0) a nech'!. vnejei mira ("-.. vytvorenA z pokryva-

ciho ayatemu ('if ,tt ) je metrickA a nech'!. /'".. ( <a,b» <: + - pro
ka!de - - < a <: b «+ -. Potom existuje neklessjici (a spojiU zleva)
funkce l' tsk, !e ('-.. = II; . Doks!te I ..

(B) UkaHe,!e vnejei mira z 13.F.f neni tvsru .t,
(C) Viz ta! 14.C , poznAmka (g).

115.E I Cvi~eni • Bull G eEl .0tevrenA, G = 0 (an,bn) , kde posledn! inter
n=l

valy jeou po dvou disjunktni a polo!me-
"IG = [ ( f (bn- ) - f (an+»

DAle ueporAdejme system vheh otevrenich mnoUn pOIlOC! relaee ..-2.. Je-ll
I.e El ' je sysU.. veeeh otevrenych nadmnoUn mnoUny A usllirneni (vlz
cvleeni 1.K) a

•~,A = 11m il, G

(jednA ae 0 zobeenenou 11mltu). Dokalte I

115.F\ Cvleeni. Ukalte, !e

pro ka!dou mnollnu A C P •

A = -UA
1=1 l'

pro kddll

115.GI Cvleeni. Co by se atalo, kdybyehom pH deflnicl lIsuadortfovy vnejU miry
vzall za ayatoi.. 'W ayatAm!!!E!. podmnoUn proatoru . P T

115.HI Cvleeni. Bull H(x) nezApornA apojltA, nekleaajie! fUnkce, deflnovanoi na

<:0, +-> (= <:O,+-)U {+-l), H(O) =0. Def1nujme ayaUm ~n
stejne jako v 15.5 , pro G E: if' polo!me A.G = H(d(G» a vytvorme vnejei

.Iliru A.~ a pokryv8eiho syaU..u (,n ' it ) • Koneene pololme

• It
~H(A) = 11m .t nA •n--

Studujte vlastnoatl funkee /'""H (je to vnejei mira ?,je metrickA,
regulArni r i,

(Poznamenejme, !e Hausdorffovu miru obdrlime specloilni volbou H(x) = xp.)

Lae vynechat predpoklady apojitostl ei monotonle funkee H?

- 250 -



e p~edchoziho cviceni nae vedou

• Necht. '1* je

a 'I: buate

je jeho nejeky pokryveci

d(G) .£ i }
(P,;t)

~n=tGE'
iii mire vytvo~ena z pokryveciho eyetemu

ei miry vytvotene z (~n,:t).

Necht konecne I

[5.11 CvicenL 1. t1vahy odstavcd 14.1, 15.6
k naeledujicimu zobecneni.

lIua (P, f ) metrlcky praetor, necht
eyetem.

Pro n E N polo~me

pro A c. P •

(Proc eXietuje teto limitaf) Uka~te (obdobne jako v 15.6), ~e

(A) ~. je vnejei mira,

(8) ~* je metrickll.

2. Jeetli~e ka~dli mnoHna ze eyetemu 'If' je borelovekll (tj. p c. ~ (P»,
potem

(C) f* je regulllrni vnejlii mira.

3. Jaky je vzt..h vnejeich mer

(Naleznete priklad, aby 1"* ne by La regulllrni?)

il* ~?,a ( lIuei ple tit tL' = It" ?

4." ffedpokllldejme, ~e ka~dll Molina ze eyeUmu Yf' je otevtenll a !e-P = U An' kde An jeou otev~n' ..
n=l

sledujici podminky jeou ekvivalentni:

{A-*An <: .. - • Potom na-

vliude

a ke ka!demuA E 'tf
tak, ~e

doka~te I (Aplikujte kUp~, na Lebeegueovu miru,

A~ ::> A ,o
k=l

Potom 71." =
viz 14.6).

(i) A € m «("-") (mnoUna A je ;L' -mUitelnll).

(ii) 'r/ e > 0 :1 G , G _otevtena, G::> A , tL' (G - A) <£ ,

(iii) 'r/ s > 0 3 F , F uzavhnll, F C. A , (A'-"(A - F)<: £ •

doka~tel Uka~te, ~e toto tvrzeni zdetane v platnoeti. pilieme-li
..* *" mi eta (A- I

5. Necht ke k~demu E ~ 0 , ke ka~d' mno~ine

n EN eXietuje poeloupnoet {A~}, A~ E.", n-L. :t (Ak) ~ il A .. e .
k=l n

6. Jako netrivUlni iluetrujici p~iklad md~ete pou~it nasledujici:

P = E1 , 'tf = jednobodovEi mno~iny a otevhn6 interva1y v E1 , :t III = 0,

1 {x} = 1 ,t (a,b) =-

Jak vypadli 1\*, fL*, 1/f. (1'-") ?
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7. Ukaz te , ze podllilnk,y(i) - (iii) ve 4. nejsou ekvivalentni, vo Lfm- -Lf
" " .P = E2 • t" = tt 1 ( VlZ 15. 5 ) •

.lJ....l .patom c- je r-ovna vnej~i Lebesgueove mire.
<

G c E2 ot.ev rc na a rp'- .,azdna , p o i.om t",lG:;: r.>O

A c En ,potom tl'lf:n A :;: 0 I ~\ra va k dy. A ma

nul a (A. nA = 0 ).

4. Je-li p:;: E2 ' r c E2 o tevf-e ay ct ve r-e c , potul"

~ Ftfklady.

1- Je-li P = ~;\

··'.L

2. Je-li P

J. Je-li P = ,"
I.

Le be sgueovu miru

115.KI Cvi~eni. Je-li

Dokazte !

" A!'p <+OO,q>p, «-
po tom tL l = 0 .

~ Hausdorffova dimense.

Na zaklade predchozfho cv i cen.i p oLoz me pro A c. P

dim A = aup { p > 0; r: pA = + 00 }

(2 ) U C E1

( J) je-li

zina

(4) je-li

(vy jime~ne sup Ii = 0 ) a Cislo dim A na z ve me Ha uedo.rf'f'ovo u dimensi

mnoZiny ·A

UkaZte, ze

(1') q > dim A .~ ~*qA = 0 •

q < dim A ~ tu*qA = + .,.

ote vfe na a nepr-aadna ):> dim U = 1

A eEl jednobodova, potom dim A = 0.; kazda spacetna podmno

El ma dimensi 0

A C E1 ' dim A = 0 , potom mnoz Ina rna Lebe sgueovu miru nuLe ,

(5) dim Ak = p pro kazde k ~dim (~l ~) = P

(6 ) je-l1 C e .< 0,1) C·antorovo 9-iskonti.nuum, .po'tcm

dim C = log 2

log .J

(7 ) existuji nespocetn~ podmnoZiny El dimense oula.

/15.11 [ Cviceni. Bu,lte !I ,resp. .AI. f!} -okruhy v X, r e ep- Y.

Ozna~me, jako.dHve, :! 8~. ro -okruh v X x Y • generovanY. systemem

0/ = { A >dl; A Eo l' ' B E Jl } .
Necht 0" -okruhy :! ,,.( jsou generoyany sysUmy Y, )( , tj.

I=(;-(Y ) , v( =(iJ(){").

Necht dale ~ = { AX B ; A E'y , BeY }
- 252 -



Pc t om if 3 .)(. = (if (,if) • dokaz t e !

!I~~~~, Zi'ejme .:&-c :!@.)( • ted,y i (if V&-) c :l3Jl .

Pro dukez obrac ene inkluse uvazujte ay s t em

{TCY; ExTE.(2 (,:&->} pro E E y-

gEJ Cviceni. Bud ME. f@ Jl Pro x € X • Y E. Y oznacme

MXt* ={ yE. ;: [ x.y] E 14 }
M*'y ={ x E. X [ x,y] E II } ( viz tez 11.5).

Potom MX ' * E. .)t a M...·y € 'f (pro kazde xE. X • Y £ 1[ ),

Dokaz t.e !

1'J~~Q~, Uvaz u j t.e system I} = LE £ :f fD .Jl

a ukaz t e t loe

B .,

je (?J -okruh obsahujici

A£.f,BE.Jl}

system

pro vse chne

~ Soucin Lebesgueovych mer.

Necht i1. n znameria Lebesgueovu miru v En' 71tn system vs ech lebesgue-

ovsky meritelnych mnozin.

(A) Ukaz t e , ze m, fD iIt, c 71tz

1'J~~~~~ UkaZte, ze {A x B ; A,B £ m, }c 1ltz .

(B) UkaZte, ze m, e m1 f 7Jt2

1'J~~Q~, Bud x € El, A C E l nemeritelna mnozina.

Potom { x } x A E. m2 (nebot {x}x A C {x } x El a posledni mnoHna je

je Il~ -nurova) , zatimco {x} »c A f. 11f,. 7Jt
1

podle 15.N.

"-
(e) Ukaz t.e , ze m, I!JI 7Jt1 : 7ltZ •

1'J~~Q~~ Podle predchoz ~ho a podle 13. U je 7Jt, 8 m, c m2 •

Staci ukaz a t , ze m~ c lll, iI 7Jt1 • Zrejme kazdy otevreny interval v E2
leZi v m1 e m1 (dokonce v 7Jt, @ 7Jt,), tudiZ tez kaMa ote vf-ena

mnozina (jakozto sjednoceni spocetne mnoha otevrenych interval~) lezi
~ ~

v 1)'(1e 1)'(, • tedy E.c m,@ m
1

. Odtud,z 13.V a z 14.11(VI)

p Lyrie , ze m, c nt, 8 llt., .
"-

(D) Uka z te , ze .a
2

= ~, @ it1 •

1'J~~2g~ Pouzijte vetu 0 jednoznacnosti a vlastnosti ~2

(E) Problem. Plati r cvncat ~, • .21, : .all 7

(F) Problem. Plati rovnost nt,e m, = J.'l,t 7
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115.pl Cviceni. Pfedpok1adejte, ie existuJe mnozina
.0 # B c;;.,.I(. , )I B = 0 • Ukszte, ze mira fL e

ti~!~~ Postupujte obdobnA jsko v 15.0.B.

AC
)1

X,A"'! a
je na :Ie JG ne up Lna ,

kone cne

A~!I ),
115.Q! Cviceni. Necht 1"" t"t JSou kone cne miry na f ,

miry ne ,)l , necht {"-, ~ 1'-2 (tJ~ ~, A"; 1"-_ A
~ ~))2. • Potom ~, i V, ~ 1"1 e PI . DokaZte I

!!~!!1~~ Uvazujte system { A £ '! e ,)l ; fL, $)1, (A) ~ ~I ~ )12 (A)}

Lze ptedpok1ad konecnosti mer nshradit ptedpok1sdem 0""-konecnosti?
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VI. 14 l;: It I TEL H If Y U N K C E

16. Teo r i e m ~ tit e 1 n:J e h fun k e 1.1

Obeeh: A. !I -m~titelne funkee.

B. Jednoduehe funkee.

C. CVi~en! e problemy.

A. f - d!l ITELNIf ~'UNKCE

Preattte si upozornln1. na str.191 (ohlednl zna~en! f po strant textu).
Tuto kapitolu lze studovat bez znalosti kapitoly IV a pouze se znaloet! nlko1ika
zlikladn!eh definie z kepitoly V.

jeetlU./ .
rJ Hkejae

je mUitslni prostor,

~9H!!~~_ ze syst".u

116.11 Definiee. Aekneme, Ie dvojiee (X, ! )
je ~_~aJ~.!>!'! podmno~in mnoliny X.
tj -mUitelne, ai krlitee mUiteln".

. .
east:J. pHkladem miHtelneho proetoru je dvojiee (X, Nt (.IA-» ,
1/f. (1."") je sysUm vteeh ~ -.tHteln:Jeh podmnoUn mnoUny X
13.22).

u.
(viz

V dalA!m pi'edpokllidej.,e, ~e je pavnt zaden .,Uit.ln:J proator (X,.").

Definies. Aekneme, ~a tY!!~£! f:
x • Xi f(x) > e } ~ tj pro lalld..

funke! anaa•• ay.,bole., A (!I) •

je f -mUitel'" , je atli~e
Syate. vheh !-mUiteln:Jeh

~
( A)

Pr!klady.

Bu! A C X Poto.

(8)

Dok8Uel

Vybudujeme-li teorii Daniellova intagrlilu a je_l'i P £ m ,poto.

, prlivt kdy~ f je 1Il -atitsl'" (viz 9.57>.

(C) HeCht f je konstantn!
f I x _ K ). Poto., F

zobrazen! na X (tj. existuje
je f -utitelne, dokalte I

tak, Ie

(D) HeCht (X, f) je I18triek:J proator, neeht rp obaahuje ayet". vlleeh·
otevtenteh podanolin prostoru X. Poto., kaldli apojitli funkee na X je
f -mttitelne. Dokdte I
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(E) Necht (X, P) je metrickj proe tor , necht !j = Jl (X) je system vsecn

borelovskjch mnotin (viz 13.7, 13.B). Potom funkcim j' -meritelnjm

rikejme borelovsky meritelne ~i kratce borelovske (upozornuji, te termi

nologie je zde zna~ne rozkoHsana, viz tet [Re-Pr) , praktikum 6).

(F) Je-li X =

podmnotin

E a vol::!me-li za
n

En ' tikame funkcim

:fl system v~ech lebeagueovsky meHtelnych

f -mei'i t.e Lnym lebesgueovsk,y mefi telne.

~6.41 Veta. Nasledujici v,YrokY jSou ekvivalentni:
( I ) f je !I-merite Lna ,

( ii) { x E X; f( x} < c } E P pro kaMe C EEl'

( iii) { x e: X; f(x) ~ c}es/l pro katde c E El '

(iv) {x ~ Xj f(x) '" c } E!j pro kat de c EEl

D1'Jkaz. (i) ~(ii1) : Bua c e El . Potom

-{ x EX; f(x) ~ c } = 01{XEX ; f(x) > c - i }
odtud jH lehko plyne tvrzeni (nezapomente t h !P je

a

e- -algebra) •

(il1)~(ii): Pro katdol c EEl plati

{ x s x j f( x) < c } = X - { x EX; f(x) lo c} •

Ostatnf implikace jsou obdobne.

ekvi valentn:!:~
(1)

(11 )

( iii)

Nasledujici vyroky jsou

f je <j1"meritelna,

f- l ( + _ ) , f- l ( _ ....

a

a pro katdou otevtenou

mnoUnu G C El '

f-l(B)E,<j pro katdou bore-

lovskou mnotinu Be El,

[Uvedomte 81, ze

{x eX; f(x) > -I = f-l(+OQ)U{xE X; +_>f(x),>c}t]

D1'Jkaz. (i)~(iil: Necht f je IjJ -metitelna. Potom

BuC!. ny n f G C El ot.evr-ena

po dvou disjunktnich ,interva-

-f- l(+ .... ) = n {x EX; f(x) > n },
n=l

tedy f-l(+_ le!p .Obdobne f- l( __ )E!!

mnozina. Existuje apo~etny system {( Bn,obn) }
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f-l(G) = f- l (u (an,bn) ) = U f- l «a ,b
T

, ' : ) :;::

n n n,t

= U [ { x E X f(x) < b n }n{ x EX f(x) > an } ]
n

• Podle pf-e dpok Ladu}
El • Uke'leme-li, 'le

(proe?), tj.

An E;&' ; ze v z t ahu

o A E.~
n=l n

A,B 1<.$

pLyne , 'le

, kdykoliv

-U f-l(A
n)n=l

'le A-B € .:&-Obdobne ae uke'le,

(ii) ~(iii): Oz nacme $ = {A C Eli f-l(A) Elf

obsahuje system :&- kaz d ou otevfenou podmnoz Lnu v

.:&- je C!r -algebra, vyplyne odtud, 'le .$, C £r
Cl(B) E fJ pro kaz dou B € .11 1 Buche tedy

AJ =f- l ( 0
n=l

(iii) ~(i): Bud c EEl' potom

{XE Xi f(x) > -l = f-l(+o<» U f-l«c,+~ »,
tedy fEll ( '!) (uve dcnte st , 'le libovalny interval je bo.re Lovska mno

Una) •

Poznemka. Z predchoziho plyne, ze v definici 16.2

vyrok "pro kazde c €. E1
Ji nahradit v,Yrokem "pro

a ve vete 16.4
*kaMe c E. El

jame mohli

"

116.71 Veta. Bu,he f ,g E il ( cf ) bud * ', k E E1 * Potom mnoziny

{x E Xi f(x) >g(x)} , {x E X' f(x) " g( x) } , { x E Xi rex) = g(x)} ,,

{x € X' f( x) = k } , {x e Xj f(x) E Ed,

jaau tjJ -mefi te Ina.

f,g Ell ( tfJ ), potom

Xi rex) >g(x) } = U. [{ X.i f(x) > r} n{Xi g(x) <: r }]
r rdcloNI".

= X - {Xi rex) <: g(x) }

{x €

{x rex) ~ g(x) }

{x f(x) = g(X)} = {Xi f(x) " g(x) }" t Xi f(x) ,! g(x)}

odkud poe't upne plyne, 'le uvedene mnoZiny leU v rj

nl7lkaz. Budte

Podle 16. J.e jsou konstantni f'unkc e rjJ -aei'itelne, tedy

{Xi rex) ~ k } E f podle pi'edeAleho. Koneene podle 16.5 je llOo!1na

{Xi rex) € El} = r-l(El) tet :! -mili'i telne.

116.81 Veta (vlastnoati jJ -mefoiteln,Ych funkc!)

(A) rEA ( f ) , c £ El ==:> cf € J1 ( 'f) ,
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(6) f,g E A ( rjJ) ) f + g E A ( sP ), prHem~ cnapeme funkci f+g dodefino-

vanou v bodec h ; kde souc e t, f+g neiM amysl, pevnou (ale libovolnou) hod

*notou z E1 t

(e) f€.11. (If) ~lfiEA (rjJ) ,

(D) f,g €.A (f) l> max(f,g), min(f,g) EA (f ),

(E) f,g e:A (rjJ )=9 f.g e.A (if) ,

(F) f € 11. ( ':P )~ ~ EA ( If) , pri~em~ funkci ~ dodefinujeme v bcdech ,

*kde f = 0 , jistou pevnou hodnotou z E1 •

D~az. (A) Provedte semi.

(B) Necht f+g = B

Zvolme c EEl'

v bodech, kde sou~et

Pot om

f+g nemti aiay aL,

{x; f(x) + g(x)

/ { x; f(x) > c - g(x)} pro c:!! B ,

> c} = - { X; f(x) > c - g(X)} U [ f-1(+oo)() g-l(_ao)]U

U [ f-l( - _ ) n g -l( + ~ ) ] pro c < B ,

odkud podle 16.5 a 16.7 plyne tvrzeni (uvedomte si, ~e funkce c - g(x) je

rjJ -meHtelna, nebot

{x ; c - g (x) > c " } = { x ; g (x) < c - c } ) •

(e) Bua c €. E1 ' potom

{X; If(x)1 >
f(x) > c } U { x; f(x) < -c }

pro co(O

pro c ~ 0 •

pro c ~ 0 I

(D) PLyne 1hned z pr-e dchoa fn o a ze vztahu

max (f,g) = ~ (f+g + I f-g I), min(f,g) = 1 (f+g - I f-g I).

Md~ete te~ pou~it rovnoat

{x; max(f,g) (x) > c } = {x; f(x) > c } U { x; g l x) > c } •

(E) Je-li f E A ( ':P) , t :!! 0 je

= / X pro c < 0 ,

'<, {x; f(x) > (C}
tedy f2 E A ( sP ) •

pLy ne ~ E A ( sP
• Jsou-11 kone~ne

Je-li

nost1

fE11.(rjJ),

f
2 = l f l 2

1 [ 2 2 ]f.g =4 (f+g) - (f-g) , tudi~

) podle predchoziho

f ,g E A (1J), je

f.g E .t1 (fJ) •

e pomoci rov-
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(F) OpH dokBil.te semi.

116.9\ Veta (posloupnosti

BuCl.te fnE A ( tjl)
if -meri te lnych funkci >.

(n=l,2, ••• ) • Potom funkce

(a) sup f n, inf f n ' lim sup f n ' lim inf f n '

(b) 11m f n (pokud e xf e t.u je )

jSou f -meti te Ine ,

Dllkaz. Bua c €. El ' potom

= o J x; fn(x) > c } •
n=l 1

Sami jiz lehko dokazete vaechna tvrzeni.

B. JEDNODUCH~ FUNKCE

Ii!. i:O] Definice. l\ekneme , ze funkce f: X -+ El (kone ena I) je jednoduch6,

jestlUe je f -meri telna a jestliZe mnoZina f(X) je kone~na (tj. na

byva_li f pouze kone~ne mnoha hodnot).

~E1 Priklady.

(A) Charakteristicka funkce libovolne meritelne mnoziny je jednoducha.

(B) Jsou-11 El, ... ,En E. r:P ' dl"" ,dn E El'

ducna .

je f jedno-

kde

d i} jaou meritelne, po dvou diejunktni mnoziny.

f =:3
1

je Dirichletova funkce jednoducha.

dat, ze dl, ••. ,dn jSou navzajem rIl.zna),potom

E i = {x ~ X; f( x} =

(D) Zvolime-li X = El '

DokeZtel

(C) Naopa k , .je-11 f ,jednoducha, f(X) = { dl"" ,dn} (mllzeme hned predpokla-

116.12\ Veta (vlastnosti jednoduchych funkci).

Buate f ,g jednoducM funkce, c EEl • Potom f'unkce cf, f+g, I f I
+ -max(f,g) ,min(f,g), f, f ,fog jSou jednoducM.

Dllkaz. Prove ate semi.

116.131 VHa. Bua fElL (rjJ). Potom e xts t.u je poeloupnoat {en} jednoduchych

funkci tskova, ze

(1)

(2 ) na X.

na X
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Je-li nav I c ~. ~~ 0 , lze volit 0 ~ 8 1 ~ 8 2 ~ ...

Dukaz , Necht f; 0 . Po Lo zme pro n E NIl ~ i of r..2 n

E
'n
' = { x ~ X ;..l::.l- <f f( xl<

2n J

(Kreslete !

BuCi. n p e v. Pot.om mnoziny Ei F jSou po dvou dis, cr: me rt t.e Lne In n
n2 n

U Ei UF = X Definujme r .nk cc s
i=l n n n

pro

pro

x E F n •

Potom 8 ~ 0 jSou .je dnod uch e , Je-li f'(-d < n je 0 -: rex) - sn(x).(
n ,

< L je-li f(x) = + 0<> je sn(x) = n '1~ 0,) sn-""7""f Lebko doka-
2 n ,

~ete , ze BI
~ 8 2

<f SJ ~ ...
Je-li ny nf f Ltbov oIna {J -mef'iteln9, na Le z ....

{ qn} je dnoduchych f'u nkc f tak, aby

,ole '"Dn0s1

Po Lozf me-rL'l 8 n = Pn - go J

Zbyva dokazat monotonii. BuCi.

f-(x) = 0 ,tedy qn(x) = 0

j80U funkee
tedy x € X

pro v se c hna

8 n jednoduche,
• necht f{x) ~ 0

n a

a ---- fn
. Potom

c. cvrOENt A PROBL~MY

(X, ef ) mefitelny pr-oe tor- , E ~ 1 . Po l o za me-iLt

; -" C E} ,je (E, !IE) meritelnY pr-o e t or-, Ukazte I

116.BI Cvi~eni.

(a) BuCi. X eino at ne ,

fl-mHite lne.

!I ={ 0, X}. Zkoumejte J k t er-e f unkc e ne X .js ou

(b)

( e )

Necbt

Volte

podle

jJ = exp X • Jak v ype da sy stem /I. ( jJ ) ?

aa mer-itelny prostor dvojiei (X, m(!'""» , kde m (c«')
lJ.F. Podejte vZdy ch ar-ak t er Let Lku m (c""l- mef-Lt.e Lny ch
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~ Cvieeni.

(e) Neeht f je borelovsky meritelna realna funkee (tj. /-1 «s, + -» je

borelovska mnozina pro kazde a EEl)'

BUd f r-e a l na , jJ -mHitelna f'u nkce na X. Potom 1* f E.I\. (/ )

do kaz t e :

(b) Jak by bylo mozn e modifikovat (a) i pro f'unkc e nabyvajici nekone c nyc h

hodnot 7

/-mef-itelne, je-li f JP -mefitelna.

(e) Speeialni volbou funkee

1l' {k , C EO El, P > 0) jsou

Uk8zte, ze funkce f ~ k , cr , I f I p
2

, f ,

116.DI Cvieeni.

Volme X = El ' !I -lebeagueovsky mefitelne mnoz i ny v El •

(a) Jsou-li f, j! lebesgueovsky metitelne funkee, ne muaf byt funkee

JP.~f meritelna. Ukazte a porovnejte s l6.C.

~~!9~~ Viz 10.F.h.

(b) Je-li h pr'o s ta a metitelna, nemusi byt h- l metiteina.

Ukazte!

~~Y2~~ Uvazujte funkei f z 10.F.d a definujte

hex)

f'{x )

=/
""l+f(x)

pro x EM,

pro x E <0,1 > -M ,

1 € Mx -je-li- '1) +1,/(X
h( x) =-,

hex - 1)- 1, je-li x - 1 E <0,1> -M •

!16.EI Cvieeni.

(a) Neeht f je k cne c na l' -mer ite Lna f'u nkc e DB X. Pro t "'- E l p oIo z t e

B( t ) = { x EX; f( x) £ -l
a ukaz t e , ze

(1) s « t ~B(s) C B(t),

(2) U B(t)
t£ £1

~ . n B( t )
(f.. £,

.0

(3) () B( t) iC,,) pro '.,.' sEE
t>s

(vyuzili jste v ube c pf-e d pok Lad E 11 (1 ) '/ ) .
(b) Nec h], {B(t)} je system podmnoz Ln ianoz t ny X majici vlastnosti

t E E l

(1) ,(2) ,(J). Potom existuje prave jedna funkee f ne X t.akov a , ze
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B( t ) = { x E X ; f(x) ~ t } pro ka~de t E El .
Je f kone~na 1 Je f jP -metitelna1 Dokdtel

!'!!!Y29~ Polo He f(x) = inf { t; x E B( t ) } .
~ Cvi~eni. Bud f E 1\ ( !I ). Potom Ifl E /\ (!I) • DokaHe I

1 + I f I

116.G! Cvi~eni. Doka z te Luzinovu vetu (viz l1.B) , ktelra uda va .char-ak'ter-Ls t Lku

Le be ag ueo vaky metitelnych funkci v En

116.HI CVi~eni. Budte (X,:I) , ('t • .;ll.) dve meritelne prostory.

Necht f E.A ( 1) . g e: A ( .,4£) h(X,y) = f(x).g(y) pro x £ X. Y E. 't.

Potom he: A (jP e vIl ) (viz 15.15). DokeHe I

CVi~en1. V [Re-Pr]

telnosti. Pod1vejte

Je cele praktikum 20 venovano tzv. obecne

senan~!
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117. Proatory a m i r 0 u

ObaM: A. Proetor s mirou.

B. Cvloan! a problemy.

A. ffiOSfoa S IItROU

~ Dafinlca. Trojlcl (X, 1,t'-) nazveme proatorem a m!rou, jeatlUe

I!:. -nulovYch mnoZin, tj.

,("A=O}
(viz 13.21).

cX;Ae!l
je ~ -ldeal

ozna~me system ve8ch

je metltelny proator,

.!I.
(X, 1 )
f- je I1plrul. mira na

Symho lem lr. (t"

n (~ = { A

Ztejme ayatem It (t< )

(1)

(2 )

117.21 Pozmlmky.

(A) Najdo.leHteje!m pt!kladem proatoru s m!rou je trojice (X, 1J'(!"") , (1-"
(vlz deflnlce 13.22, 13.24, 13.25).

(B) Trojlce (P, m, t') v pfipade P .. m z t.e or-de Danlellova lntegr,Hu J
je proetor s mirou. ~

(C) Uvedomte al, 1e v tomto odstavcl ae jl1 spojuj! pojmy mira - metitelne

funkce ,

~ Definice (pojem skoro veude).

Necht Vex) je vyrok, tykaj!c! se prvkd mno11ny X.

~ekneme I

jestll1e

1e vyrok

mnozina
vex) plat! =sk~o~r~o~v~e~ud~e (01 pteenejl

A = { x ex; vex) nePlet!} leU v .f
t' -akoro

a I'- A

dude) ,

= 0 •

~
(A)

Ptiklady.
~ ...

Buute f ,g : X _ El • Potom "f = g skoro veude ", je stlUe mno11na

{x EX; f(x) # g(x)} je tL -nulove. V tomto pdpade' tet. t1k>\me, 1e

fUnkce f ,g jaou ekvi valentn! (viz dille 17.5) a p!l3eme f '" g

(B) Vyrokem "funkce f je skoro vl3ude koneona na X " rozumime, h mno11na

{x EX; If(x) I = + oo} je e- -nulova.

(C) llekneme-ll ",r ---+- f skora vAude" , rozumime tim, 1& eXlatuje t' -nulod.n
mnozina N tak. 1e f - f na X - N .n
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117.5l Yeta. Yztah "f = g skoro vsude" je ekvivslenee na mnozine vseeh funkei

v X.

llukaz. ObtiZnejsi je pouze dukaz transitivity. Neeht tedy f Aj g, g IV l:l

Potom ze v z tah u

{x; f(x) '" hex) } c { x; f(x) '" g(x) } u { x; g(x) '" hex) }

a z upLno s t f miry tL plyne t.vr-aen f ,

117.61 Yeta. Neeht f Eli ( f), g rv f • Potom g E A (.fJ ) •

Dukaz. Ozna~me A ={ x e X; f'( x) '" g(X)} a zvolme e eEl Potom

{XE X, g(x) >e } ={x e A; g(x) > e} U { x E X - A; g(x) > e } =•

= { x e A; g( x) > e }u{xex- A' f'( x) > c} =,

= { x e A; g (x) > e }u [{ x e X; f( x) > e} () (X-A)] E. f

Poznsmka (pte~tete Bi taz 9.))). Na z4klade predehozi vety u~inime naBle

dujiei Umluvu. Neeht f' je funkee definovana pouze skoro vaude na X, tj.

neeht existuje ~ =nulova mnozina N ex, na ktere f' neni definovana.

Dodefinujeme-li f'unkei f na mnozine N, bude ~i nebude dodefinovans

f'unkee .fJ -meritelna, ne zavf a'le na tom, jakym zpusobem f dodefinujeme

FteBneji, neeht F I, F2 jBOU fUnkee na X, FI!X-N =F2!X-N =f •
Je-li FI EA ( .9' ) , je i F2 EA ( .9' ) (vYBvetletel).

llike jme tedy. Ze funkee f, definovana pouze ekor-o vsude na X je

JP-meritelna, jeBtlize libovolnym zpusobem dodefinovena f'unkee f na ee

lSm X je .9' -mer iteIna •

B. CVI~ENt A PROB~Y

117.AI Cv1~eni. BuCl (X, iI -r
fiE = { AE :I

a ukeZte, Ze (E. IE' fE )

pr-oe t.or- s mIr-o u , E. E. j1

ACE}

je pr ost.cr- B mirou.

Polozte

( e) f'n-f' sk.vi§.,

( b) fn---f sk , vA. I

(c) f'n-f' sk.v§.,

( d) f -f' sk.vs.,n

(e) f'n- f ek. va. t

f + g _f' + g
n n

]17.B\ Cvi~eni.
Dokazujte nasledujiei tvrzeni:

f n- g Bk.vs. =)f ro.J g •

g '"" f ==!J>f'n _g sk. vA.,

go ,...., fn~gn~f sk.v! ..

e E EI ~Cf'n -cf' Bk.vA ••

8 n- g sk.vii., fn,gn' s , g
ek, va .•
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( f) f n-f sk.v~. , A C X~Afn~cAf sk.v§.,

(g) fnEA(:!), fn_f sk.v!. ===> f E A ( !:I ) ,
( h) f -f ek.vA. , f ~ 0 sk.v!. ==*f~O sk. v!.n n

117.cl Cvi~eni.

(a) Necht (X,!I, t!'-) je prostor s mirou, necht 0 <e- X < +..., a necht

mira tL nebyva pouze kone~ne mnoha nezapornYch hodnot. Potom existuji

po dvou disjunktni mno!iny E1' F £:1 a realna kladna ~isla a1' ••• ,an

tak, !e

x = El U •.• UEn U F. f- Ei = a i • f" F = 0

a je-li A £!I, A c E i • pak .;t A = 0 ane bo t" A = a i• Doka!te!

(b) Je rozklad prostoru X z (a) v nejakem s~slu jednozna~nY ?

~~Y2g~ Zkuste volit X nespocetnou I !I={ACX; A spo~etna ~i

X - A spo~etna } tL A = 0 pro A sp oe e't nou , ;t-A = 1 pro X - A spo-

~etnou.

Jegorovovs vets.

Sua (X,:I, 1'-) prostor s mirou,

~ -me~itelne funkce ns X , skoro

Potom

necht

v!ude
;t-X < + - •

kone~na, necht
Buate fn' f

fn_f sk.v!ude.

VE >0 3E£ !I tak,!e tL E < E;

Doka!te!

fn(x) nekonverguje k r(x)} u {
je nekone~na} • Zhjme ;t- xo = o •

x E X;

n, i EN.m ~ n }pro

f(x)

x E X;~~YQ!h Polo!te

nektera z hodnot fn(x)

Necht dale

E~ = { x E X-Xo; Ifm(x) - f(x) I <i

pro ka!deE
i = X - Xn 0

a po lotte

-i.l i i U
~ejme E E ~ ,En C En+l '

m n=l

Tudi! lim ;t E~ = ('- (X-Xo) = ('- X
n.. -

i L
tak, ahy t' En( i) >('- X - 2 i

Potom E.£ 1

• Zvolte £>0

E = X -

i •

a naleznete-()
i=l

n( i)

t: f(X-E~<il) " E
i=l

ns X - E

m> n(1) je I fm(x) - f(x) 1< i ).(pro x Ii X-E = -n i
i=l En( i)

(2) Uk!l!te na pHklade, Ie phdpoklsd fI- X <+ - je v Jegorovove vete pod-

etatni· .
(3) Plst11a by Jegorovova veta, kdybychom vynechal1 p~edpoklad ~elg2!~i

miry. t' 1
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(4) Necht jeou sp Lne ny pf edp ok Ledy -Jegor-ovovy ve ty , potom e x Le t u j f mno z i ny

EiE :I'

DokaZte

t.ak , ze
-U (X - LJ E. ) = 0 a f

n
==; f na kazde mnozine Ei ,

C i=l 1

tak J aby

naa<: 1
nI' (X -

~~Y~9~ Aplikujte Jegorovovu vet u a naLe zne te Ei .. :I'

n
U Ei )
i=l

(5) UkaZte, ze pf-edpokLad t X <: + 00 ze (4) lze nahradit pf-ed pok Ladem , ze

X ma 6'-koneenou miru.

(6) Necht. jsou sp lneny predpoklsdy Jegorovovy vHy. Sua

An(,r) = { x .. X; I f'n(x) - f(x)1 "'c} . Potom

lim f-An(tf) = 0 dokallte!
n....-

1">0 a ozna6me

Poanamka , Plati-li pro posloupnost funkci {f'n 1, ze lim II. An( If ) = 0

pro kazde S'-c. tikame ,ze posloupnost f n ~~!!Y!!:r.iI!J!!_!L_L_£~g!L!!'~!::i tl
a pieeme f n~ f'. Jake tvrzeni mOzeme nyni ziskat z (1) a (6) 7

(7) UkaZte, ze vyrok "/'- E < E " v Jegorovove vete nelze nahradit

"/,-E=O".

(8) Je-ll X c Er (a it rX <: + 00 ). lze voli t v (1) mnoZinu E otevrenou.

Dokdte !

B
( ( a)

Sje dnoceni prostorO s mirou,

Necht. X je mnoZina , Xl C X (i .. I kde I je libovolna mno~ina),

U X = X X () X = <l pro i;i j Pre dpojcLdde jme dale, ze
iEI 1 t j

(Xi' ':11 ' 1\ ) jSou prostory s mirou. Chc ame na j f t 13 «aLge br-u

!I c exp X a miru fl ria :I t.ak , aby (X,:I 'I') byl pr-o e't or-

s mirou a a by mira t'- byla v nejakem ptlrozenem vztahu k m::!.ram ~i

PoLoame tedy :I = { E C X E II Xi E.:li pro kaz de 1 E. I }

(jedna se 0 zobecneny 8ou~et,

( b)

a I" E = L iLi (E () Xi) pro E .. 'I
110 I c

vlz cvleeni ~.J).

Dokazte, ze .'I je (5' -algebra a I'- mira na
miry /'- kcne cnoat , (iJ -kenecnoat , up.Lnos t ) ,

vlsatnoatech m~r t'--£ a ne mohutnosti mno~1n'y

Porovnejte tat se cVieenim 13.X.a.

.'I . Zkoumejte vlastnosti
pripadne v zavls10sti na

I .

(c) Necht. I je mnoZina prlrozenych eisel, zkuste tez po Loz t t

L. l

110 I 21"
(d) Pokuste se 6dstranlt predpoklad Xl n Xj = <l
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VII. . L E B E S G U E UV INTEGRAL

118. Teo r i e i n t e g r a 1 u (ne zaklad~ miry) I

Obsah: A. Zekladni prostor (Zt' ' J r dt- ).

B. Apllkace Danlellovy metody. X

C. Teorle lntegralu na zaklad~ miry.

D. Cvleeni a problemy.

A. ZAKLADN! mOSTOR (ott"- , J f df- )
)(

V ce Le

Zopakujte sl
f' tkc f ,

kapltole 18 predpokledejme, ~e je
jeho zakladni vlastnostl, jako~to

dan prostor 8

1 vlas tnostl
mirou (X,.1, ('i. ).
J' -met1te lnych

~Definlce. Pro 11bovolnou numerlckou funkcl f na X oznaeme

N(f) ; {x EX; f(x) F O} +)

Dale oanacme symbolem itt'- mnoZinu v~ech jednoduchych funkci
16.10), pro n~~ t" N(f) <: + 00 (podle 16.7 je N(f)£ f
.I -mHltelnou funkcl f).

na X (vlz
pro ka~dou

Je-l1 tedy f ;

n

L
1;1

(kd e jsou po dvou

dlsjunktni), potom

f € 2'(,

118.21 Veta (vjaat.noe t t ev e'temu Z,..... ).
Jsou-li f Jg 6 ,t'(" J C € E1, potom i funkce

cr , f+g, max(f,g) , mln(f,g), If I, r", s", f.g

le!i v aystemu ,z"",
Dukez. Provedte saml (vlz tat. 16.12).

+) Neplette s nosleem funkce, ktery jsme zavedll v 8.2 a oznacl1l tam Nf•Podotykeme v~ak, ~e mnozi autorl rikaji prev~ mno~in~ N(f) nosie
funkce f.
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118.31 Lemma. Neeht pro fnnkei

n

f =L
i=l

pIaU

v uvedenp1T' t.var-u neni jednoznacne I) •

kde tX i' f1 i G E1 ' Ai EO :I
(uvedomte s i ,'vy j>ldteni f

Potom

jaou po dvou diajunktni a B . E..'!'
J

take

jso u po dvou disjunktni.

jSQU poDl1kaz. Pfe dpok Lada jme , fe rt x: = { d1 , ••• 'd
p

}

dvou rl1zn>l). Ei = { x E X; f(x) = d i} •

Potom f = t dieE a 'mno!iny
i=l i

Uvedomte ai nyni, fe neml1fe byt

TaUe

(a ~isla

pro s ~ t (pro~?).

dje"- E j

Obdobne

t=
j=l

~ Definiee. Pro f E ott'
n

f = L. IXi e Ai=l i
po

dvou diajunktni) definujeme integr>ll

X ptedpiaem
~ f df- funkee f ptes mnofinu

X

Jr dl'
X

def. ~
= L.xi),l. Ai •

i=l (

Podle ptede61eho lemmatu nez>lviai definiee

funkee f (vyavHlete I).

n e "vyj>ldteni"

~ Pozrulmk,y.

I
A E:IproKuptikladu tedy JeAd!, = ('-A

X
Posledni vztab ruls os tatne v kspitole a Dsniellove roze1teni vedl

k definiei mir,y mnofiny. Nezspomente oveem. le tam jame meli nejdtive

definov>ln integrlH a teprve potom jame zavedli pojem miry; nyni jame

na tom ptesne obreeene. zneme miru a eheeme dsfinovat integrel.

(A)

(8)

(C) Rl1zni autoti pouUvaji pti definiei integrelu z jednoduehyeh funkei rl1zne

definiee (ktere jaou. aamoztejme, ekYivalentni). z niehl kaMe me po stren

ee metodieke jiate vyhody i/IGvyhody. UpozornAme aa ali.
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1. Vy jadreni

mnoHny

i;i j ).

r ; E... IX i cA je jednoznacne, uva!ujeme-li "maximelni"
i;l i

Ai (tj. Ai E J' p o dvou disjunktni, «i;i eX j pro

Pak ovAem m~!eme definovst

! r dt" ;
n

~ IX 1 f- Ai a. nemusime ee s t ar a t ao korektnoat definice

(viz 18.3, pH jeho! d~azu jsme tuto definici pou!ili). Prijmeme-li

tuto definici, da nam potom trochu vice prace dokazat linearitu integra

lu (viz 18.6).

n

2. Ph vyjadteni f; L.
.i.eL

byly po dvou disjunktnL

Vl:'i CA Be nemusf poza dovat , aby mnoHny Ai
i

M~!eme opet stejne definovat integral, musime

dat ovsem p oz or-, aby eouce t t:
Le L

v!dy v pJ'fpade, kdy I/- X <+ OC>

finici integralu omezit na t.akova

pro kazde i

Itif Ai mel sll\Ys1. Tak tomu bude

• Neni-li tomu tak, musime se pti de-

vy jadf"nf f , kde ("- Ai < + "'"

3. Poznamenejme kone~ne, ~e se m~~eme omezlt pouze na ptipad f ~ 0 •

Sy stem a in tegr81 I e d l"
X

maji naaledujici vlaatnostil

(1) r e~ > f kone~nB,

(2 ) f,g e{« a ,;1 e El >(J( r + ;3 g E: ~(L •

(J) f E ~ ~ IflE:~('4'

(4 ) j f df- je xone cny pro f e :tIL
)(

(5 ) fe: .t('-'- r v o ==9 Jfd(i- ~ ° ,
)(

(6 ) f,g e .t('- ,d.; € E l >

(7)

1( VI:' t + ;'jg)
X

.fn'-...O :>

(nektere ze zde uvedenych vlaBtnoati jaou trivialnf, jaou vAak uvede

ny kv~li aplikac i Danie llovy JII! tody).
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Dilkaz. Tvrzeni (1) - (5) jsou ztejmll.

( 6 ) Necht
n

f = L
i=l

a.c A '
1 i

g =
k

L
j=l

b. CsJ j

vzdy pO dvou d1ajunktni).

Po Losme Cl = Ai () Bj • Potom cl ... :1
d Le junktn f • l'i'itom na mnotine Ci jest

tedy

a tyto mnoziny jBOU po dvou

()( f + jJ g = (l( a i + j3 b j

(provedte podr-o bne t , uve doete at , ~e

n k

LL.
1=1 j=l

J(« s» ;S g) d('- =

)(

= tX J f df + jJj g df-
X X

Ci = 0 i.mllze bit

(7) Oznal:me Q = N(fl) = { x € X; flex)

K := max {flex); x E- X } a zvolme

F n = { x £ x, fn(x) ;:, E } , jest-n F = o • tudiZ ~Fn - 0 •
n=l n

Proto!e dille

;of 0 }

f. > O. PoloZime-l1

f n = c f =Q n

(nezapomente, ~e

f +cF f
n

'!!:
n n

ne X - Fn a

f. C
Q

_F + KCFn n

f
n

'!!: KC Q ) , obdrzime

Odtud jiz lehko plyne tvrzeni (jak7).

Ukstte dSle, !e plati118.71 Cviceni.

(8) f £ :ttL f ;:, 0 f- -akcr-o vaude (v iz 17.3)=7 Jf df- ~ 0 ,
X

j g d(l
X

(9 )

je-li navie 1 f d f = 0, je f = 0 t- -skaro vsude ,

X
, f = g t- -skoro vaude~J f dt- =

X

jSou nenulove a na-, kde

,fn/f ~ jfn d!" -if df •
X X

n

Necht f =~ aicA
i=l i

si < 0 • je nutn~ f Ai = 0 • Tedyvz4jem r~zne. Je-li

pro kszde 1.

(10)
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(9) Po Loz t.e G = g - f a aplikujte pI'e d ch o zL,

(10) PoLoz t.e Fn = f - f n a vyuZijte (7) z 18.6.

B. APLlKACE DANIELLOVY METODY

z prade~18 vHy vidime. ze dvojiee %('.l f df-) ma vsecnny vlast- ~

nosti zakladniho prostoru (viz 9.1). IIMeme proto aplikovat Daniellovu metodu ~

z kapitoly 9; obdrZfme systemy funkci 1a . ot'~ a ilea . system meritel

nyeh mnof Ln Pt('L a miru t-("- . Pt.s t f 0 nieh aamozfe jme v~echny prialu~ne

vety one kapitoly.

Pod a ta t na je pf-Lt.ou ng e Le du jfc f veta.

118 •81 Veta. Predpokladejme, ze mira f' (z trojica (X • .I.f» je@"'-kone~na.
Potom

At' = Jl (1) I 11ff--/
Dtlkaz. Rozdelme dtlkaz do nekolika kroktl.

1. .Ii ( .:I ) c 11 t' Bud. fell. ( :I i, Potom existuji f n Eo ~('L

fn-f (viz 16.13 a l.8.10). Tedy fnlOAt- (;ttL c At" a

2.

(viz 9.42.g).

(nebot potom cli IS itt'

Tvrzeni je zrejme pro

). Obe cns naleznete mnotiny-
Xn E .t • t' Xn

<t. + 00 tak, aby U Xn = X a Xl. c X2 C. •••
n=l

Potom cli 1'1 X / cli • tudH cM c ~R a
n «<

fell df = limJCM (\ X dt- = limt- (It (\ Xn) =f II •

X X
n

3 J~c d.u- = 0 --'- II IS .Y'• II ( ~ Nalezneme

t ak , aby t. .1
n a polotme

Potom 14 E.I
n ( nebol
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fM n = ~ cMn d f ;; Jf n dt-
f .1 Tim jsme ukazali, zen

)(
00 -Me n Mn a ~ (01 Mn) o • Stati nyn f vyuzit liplnosti
n=l

,niry t'

4. At' c A (:I) • Bua: f E. At" . Nalezneme posloupnost funkci

tak, aby

Pod Le predeUeho pak

f£A (:I)

t"t" -skoro vsude (viz c v i c eru 9.D).

f -skoro v$ude a podle 17.B.g je

5. m =.'1 Plyne ihned z .(1) a (4).

6. fit = f . Ply ne z (2) a (5).

~ Poznamka. V ptipadll, ze mira f neni fQ -jcone cna , tvneni predchozi vll-

ty ne pLa t L, Vime totiZ, ze za predpokladu P E. m mil. cely prostor

~ -konetnou miru (viz 9.60). Tato situace je zp~sobena mnoha pritinami 

mozna trochu uz kou definici mllritelneho prostoru (predpoklad X E! ~ ),

a tudiZ i definici JP -meritelnych funkci, mozna ne prave ne jleplli (k to

mu ucelu) definici meti telnych funkci poole Daniella - ovllem hlavni

"zasluhu" na tom maji definice, pri nichz se pouZiva "ep oce t neho" limitni

ho ptechodu. Trochu lape a konkretneji teceno - kuptikladu pri definici

systemu :t" jsme pouZivali posloupnosti funkci ze systemu ~ ,takze

funkce ze systemu 2" nebyly "ptilill vzdalene" od funkci ze 2 . Tato

skutecnost neni oa zavadu, pracujeme-li tteba v metrlck$ch prostorech;
ovllem jiz v obecnlljllich prostorech (tzv. topologickych) neni naptiklad kaz

da polospojita funkce limitou monotonni posloupnosti spojitych funkci. Tam

musime pracovat, zhruba receno, s tzv. zobecn~nYml posloupnostmi (viz cvi
ceni 1.K-b).

jsme se neptilis

~ -konecnost

funkci A
pra vIl vysla

Rovnllz tak pti definic i sy stemu mllti te lnych

"daleko" vzdalili od funkci z Jt • Tim nam

miry •

o obecnlljllich teoriich (Rsdon~v intsgral, integral ve smyslu Bourbskiho 1
aj.), jakoz i 0 odstranllni vsech tllchto "nedostatkd" , pojedname vsak az

v II.dilu. POOotknllme jestll ne dvllr, ze uvdovani pouze ~ -konecnych

nllr neni ne druhe stranll tak pH lis ve lkym omezenim.

C. TEORIE INTEGR,{LU NA wwlil 1I1RY

Prozatim mame definovan integral 1 f d t pouze pro funkce ze eystemu
JC

2t< . Vcelku jednoduchym a ptirozenym zpdsobem (bez pouziti Daniellovy metody,

jejiz znalost v tomto odstavci neptedpokladl!.me) rozsitime definici integralu

i na mnohem sirei system funkci. Budeme postupovat zhruba takto:
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(1) je-li f 1!! 0 1-m6fitelna funkce, nalezneme p oe Loupno s't funkci f n ,,2'c"
t ak , shy f n / f Cmusime ovsem prodiskutovat o t.a z ku , Zd8 vube c takovB.

poeLcupnce t e x Lat u je a kolik jich mOte byt) a definujeme

= lim;ffnd(L (a opet prozkoumame otazku korektnosti definice).
n"«J X

fEA(.Y'). f"'O
f n ~ 0 s vlaBtnosti

(2) je-li f6 A (.I) LfbovoLna , definujeme f f d(L =1f+df -1 f-d!," ,

ma-li rozdil integralO na pr-ev e atran6 sll\ysl.

Nejdtive si v~ak je~t6· odvodme n6ktera potfebna tvrzeni.

~8.101 Lemma. Necht (L je €l"'-koneena. Je-li

eXiatuje posloupnost funkci f n E ;rtu

DOkaz. Podivejte ae na dOkaz vHy 16.13. Tam jame sestrojili posloupnost jednodu-

ch ych funkci { sn} tak, te sn / f. PiAeme-li je~t6-X = U Xn ,kde xn£:I, JJ.Xn < + 00 Xl c. X2 c ... ( @"-koneenost mi-
n=l (

ry f !) a poloZime-li f n = an C x • ma posloupnoat {fn} pobdovana
vlaetnost i. n

Poznamka. V pfede§lem lemmatu staeilo pfedpokladat. te mnotina N(f) =
X .. X; f(x) I- o} ma (!J -jccnecno u miru. Dokattel Lze. vyslovit taz

obr-ac enou ve t.u - jBou-li f n € ott' • fn~ f. potom mnoZina N(f) ma-(if -jcone enou miru. Staei s i, totiz uv6domit, ze N(f) C U N(fn).n=l

fn,gn E ott' • fn/f, gn/ f

l i nd f = lim j gnd tI-X n__ X

Potom

Dukaz (porovnejte s d~azem (b) v 9.7). Zvolme mEN a pro kazde n polozme

h n = min(fn,gm)' Potom hn E ot.:" • hn /min(f·gm) = I'm a

1hn -r-:fgmdfA- (viz 18.7). Ale h n ~ fn' eili limjhnd f ~ 11m Ifnd!,"
X X x )<

(limity exiatujil proe?). Tim jame ukazal1, ze pro kaMe m jest

eili i

Obdobn6 ae dokaze obrecena n~rovnost.

~8.1)1 Definice. Oznaeme

.t; = { fj

f
a pro f Co ott"

2"11 Plll

f ~ 0 , existujf f n E: Zt" ' fnt'" t }

polozlle
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def.
lim Jf df"__ n

)(

kde {fn} je pce Loupno a t f unkc f ze ~

PoznBmenejme, ze
e vlastnost i

(i) lim J fnd f vzdy e x t s tu je (pr-o c'l },
X

(ii) definiee ;; r d fl nezavisi na volbe posl oupno s t t { f n}

18.12) •

( podle

(iii) pro f E Z(l , f ~ 0 ne nf "nova" definice !f dt
x

ve ap or-u

ma sll\YaL,

-j
X

nen! tato definice ve sporu).

f E' £( f--) po Lo zme

J def.!
f d tt = f+d fl

X X
or

f€)!("'-

Pro

( uks He. ze pro

s "puvodn f " definiei I f dt (vysvetlete a do ke z t.e ! - ope t pOLlHj

X
te 18.12 a vYLlZijte poznatkLl.ze f.f.f •.•.!f; InMete tez POLlZit

18.7 - (10) ).

Dale definLljme system ~* (~ )

.;< def. of-
r€ol:(r")( )f+.r-e.ett

Dale oanacme

"£(f
K

£(t-

= { f € r, f ) ; t
= { f ue"(t- ); .l

£ (t- ) = ~ H (f- ) n Jt K (('-) •

Eunkc fm ze sy s't emu J! (~) f-Lke jme Ll.e be sg ueov aky ) integTo'Vatelne, c f s Lu

Jr d f pak abstraktni (Lebe sgue uv ) integral f'unkc e f.

X

118.141 Poznamky.

(A) Zl'ejme :t; c A (!I) • Jt'" (f- ) c A ( !I). Vysvetlete !

(B) Je-li mira tt 10 -kone~na. plat! p odke 18.10 implikace 1''' 0 ,

r Ii A (J' ) ~ f € /( tt) Ldokonce r € £Jt ! i.
!lokaz te !

(C) Ella l' ~ 0 • Uve domt,e st , ze potom l' €.It! ya) za teehto dVOLl ptedpokla

du:
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Uk az t e !

(ii) pc eLoupnoa t

(i) e x i s t u je paslaupnast f n EO ~ , f
n

/ f ,

c f eeL { ~ f nd t- } je shora omeze n a ,

(D) Uvedomte ai,.ze

c oz nen f nie jineho, ne z prep aana definiee ey at emu Jt (t') •

(E) Je-li mira {'-

ukaa te

e- -konecnll a B €. :I , potam

-
!!~Y2s!~ Necht X = U Xn ,kde Xl C X2 C •.• , Xn EO :I , .J,L Xn < + 00

n=l (

a J cBI'\X d(" = (" (Xnfl B).
)( n

+
Odtud plyne, 'Ie cB £. £et a

J C B df = lim / C B n X dt = limf (B 1'\ Xn) = t- B •
X X n

(F) Nyni, obdobne jako v kapitole a Daniellove raz§ifeni, lze advadit fadu vet

demepravlIdet vetHnou podr cbne , pouze naznaeime

advolllme na obdabne dllkazy z kapitoly 9.

o syatemech Jl (I" ), ,;,e"(f£ a 0 integrlllu • Dllkazy nebu-

Nhdy ee tez

(G) Pro jednoduchaat v daHim piedpokllldejme, 'Ie m.ira I" ·je (O-koneenll. LepH

"tenet ai mllze rozmyalet, ktere ve t.y plati 1 bez tohota piedpokladu.

hS.151 Veta. BUd f £. J1 ( ,/ ), g ,,:t (f ) , a '" f ~ g • Potam f E- £ «(" )

a

Dllkaz. BUdte gn E ole" ,gn / g , f n jednoduche, f nJ' f.
Polozme h n = min (fn,gn) • Ziejme hn jaou jednoduche a ze vztahu

N(hn) C. N(gn) plyne, 'Ie hnE.2t< • Piitom hn/f, hn '" gn' Tedy

lim J hnd f '" 11m / gnd f ,odkud jit plyne tvrzenL

X X

~S.161 veta. Bua r E Jt"'( f ) , g rv f. Potom g € K( t<) a

Jf df- =1 g d f- (apecUlne: je_11 f E.J! ({'") , je 1 g EO tit (t' )).
X x
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jed-

splikUjeme praveaJsou-li f ,g

dokazane.

Necht zprvu r ~ 0 .' g ~ 0 • Seatrojme poaloupnost1 {anl' {0"n}
noducnycn funkci jako v 16.13 tak, aby sn /r, 0"n/ • Zf'ejme

sn '" 0"n (nebot. rex) = g fx} ==l> sn(x) = et""n(x». IIdZeme hned pf'edpo

kladat, Ze sn' 0'n Eo %tt (viz ddkaz lS.lO). Potom ovsem g E~;'

JSndf = t» ndf (viz lS.17) a tudH i Jf dl' = J g d/l
x X X X

+ + - -libovolne, potom f rv g , f rv g

Ddkaz.

11S.171 t1mluvs. Pf'ectete ai nyn:! lImluvu 9.33, v nU :t!,
1/ Ii

nshradite symboly .;( «('t ), .t ';t ), .t (/'" i,
Viz U! poz namku 17.7.

JtR it K, ,
o't"«'- ),

..e" A
A (.:I).

~s.lsi Veta. Bua f Eo ;t"( 1'-), e e: El • Potom ef€. it"«('t) a

I: d{' = e if df- (specialne : ef e.it(t'" ), jestlHe fEJt ~».
X X
Ddkaz. Proveate podr obne sami!

Ddkaz.

~S.191 Veta. Plati nasledujiei implikaee:

Il.
t E .t (~ ===9 f <+ 00 skoro vsude,

t E ,ttR«('- ~ f > - <>0 skoro vsuce ,

f E it (/'-) ~ f kone cna skoro vsude.

Bua f Ii .;(11 (f-) a oznacme B = { x EX; f( x) = + _} •

Zvolme dlile n e: N • Potom Be:.:I (v1z 16.7), 0 " neB" f+

kladd plyne,!e r" £ .It «("- ), tudi! i nCBe:.It (t") podle

o ~ I nCB d f = n / cB d f e1 f+ d!l
X X )(

Z phdpo

lS.15 a

Tak!e 1Cs df- = 0 , c111 podle 18.14.E je I' B = 0 •
X

Ostatni dokdte jU sam1.

Ils.201 VAta. Buate
soucet f+g

f ,g e: Jt 't') , h = f + g
nema smyel. zeela 11bovolnel.

n

Potom

def1nujme v bodeeh, kde

hE.:l(~) a g d (£

(mdlete s1 tU ptecist poznamku 9.32).

Ddkaz. Buo.te zprvu f ~ 0 • g ~ 0 • NaleznAme

s +n

sn' enE~
8'n /h •

tak, aby
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odtud snadno plyne tvrzeni'

Buate nyni f ,g E J! ( fL) l1bovolne. Potom f+ .e: ,g+ ,g- E .t' «(L ),
~i11 podle ptedchoziho jest r" + g+ £,;(('1- ). Ztejme (f+g) €A

+ +(odllvodnete potadne!, pouZijte 18.19, 17.7 a 16.8), 0 ~ h ~ f +
odkud podle 18.15 plyne,!e h+E,;{ (~ ). Obdobne h- fJ. It! (I' )
Pou!1tim rovnoat1

(ovettel) dostevame opet podle prvni ~est1 dllkazu, !e

( .I' )
+

g

pt1~em! veechny tyto 1ntegrely jsou kone~ne. Nyni ji! lehko dllkaz dokon

~ite.

118.211 Vete. Nesledujiei podminky jsou ekvivalentni

(a) f€:( (tt i,

(b) f+, f- ti,;t (tt),
(e) If1€,;{ (f) , f tiA UP)

V ka!dem z teehto ptipadll potom It f df- I' llfl -r .
X

Dllkaz. (a)( >(b) podle def1n1ee (viz 18.14. D).

(b) >(e) podle 18.20 pomoci vztahu I rl = f+ + r -
(e)~(b) podle 18.15 pomoci nerovnost! o ~ r+ ~ I rl 0 , f- '" I t I .
Dele

Ird!,\
= J f+ df - jr- df ;f Jf+ df- + J r: df- =

X X )( X

=

118.221 Veta. Necht f E ,;t*( (" ), f ~ 0 ek, veude. Potom

J F dt ~ 0 •

X

Dllkaz. Polo!me
F ~ 0

F = f. e X-B ' kde
Nyni sta~i pou!it

B = { x E X; r(x) (
18.16 a uvedom1t a1,

i f dr ~ 0 •
X

O}
!e

Potom F rv f ,



Shrnme nvnf nektere vl.aa tnoe t t t"' UJ ( )• sys emu ilJ C"

\18.231 Vlsstnosti Jt (fl ).

(A) f e ~ (~ i , C E E1 --, cf '" It! (I'- a I cf d("<
)(

I'
=c.; fd;',

x

(8) f ,g £:. .It (f ) =9 f + g £:.~ 'I'-) a

j(f+g)df = jfdf- +Jgd«-
X X X

(C) f,g €L (t'- ) =*msx(f,g) , min(f,g) E,:f «('- ) ,

(D) f E Jt <eM- ) ===*f+, f-,I r l £:..:t (/'-) a I J f dt-I <f /Ifl d I'- '
X X

(E) f,ge.:(I'-),f~g Sk.vBude '7'J f df- ~Jgd('-,
X X

(F) f £:. A ( .:1') , g E .:t (t ) ,I r ] <f g ak , v eude => f E. ~ 't' i.

(G) f E.:( (!'") ===l> f je kone cna Sk.vBude.

Ddkaz. Tvrzeni (A), (8), (D), (0) jsme jilt dokllzalL

(C) DokaZte .",,01 pomoe! (A), (8) a (D) (viz t.f-eba 9.3 c ).

(E) PoloHme-li h = g - f, je h e Jt « -<) a

.{ h d f = f g d f - {f dtJ- • Staci ukazat, ze £h d~

Ale h ~ 0 sk.vBude (zddvodnete podrobnel), a staei pouzit 18.22.

;l, O.

(F) PouUjte 18.15, 16.16 a 16.21.

~ Vlastriosti .;tit ( (L ).

(A)

(8)

(C)

* *f E ;t (t' ) .. c " E1~cf E ~ (tt )

f ,Be. Jt*'(J- ) , necht mil sll\Y sl soueet

ma smysl soueet f+g,

f+g C £( f) a J (f+g) dt'
X

f € A( JI ) - .t.\fJ')4='-') r", s: € .t;"

a lCfdjL =clfd~ ,
X X

jfdt + Jg dt'~Sk.vBude
X X

=Jfdt'- +jgd(L'

X .Y

s jr+dfL = !r-dt=+-
X X

(D) r e .t'<tJ- ) =*Irl e/r.!,) • I! r dt-I ~
X
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If

K 'r" i.

Dukaz. (A) Viz 18.18.

(E) Proveate opatrne podle dukeau 18.20. (nejdi'ivd pro
RUeba pro f,g € ~ (;;. ».

(e) Tvrzen! je vLa at ne definici sy s t emu

(D) Doka~te sami.

..
f,g€~("- , po t e

( b)

Il
, f n / f ~ r e ~ (~ )

/ fnd!," --Jf d t" .
X X

J(
f n \t.f ~ f£'( «(I-) a

a

Dukaz. Necht zprvu f n ~ 0 pro kazde n. Nalezneme posloupnosti funkc!

{ g~r c, ~ tak, aby
k=l

a po Lozme

gn / l'n ' k _ + - .' pro kdde n £ N
k

h n = max { gi ; 1 ~ i ~ n , 1 ~ j ~ n } •

zr·ejme h n E. .l'c< a PosloupnostJ hn} konverguje monotonne nen or-u ,

~z~a~m: N: :r~~: :~r~n:e~akh ~k ~ g~' ;: v:t:'~ ,hai:/~ ~l~n;~ ~:ro
+kaZde n , T!m jame u!<8.zali, h f = h € ~ a zbytek tvrzen! p1yne

z nerovnoati h n ~ f n ~ f ,nebot potom

= / r d f = lim

X
J t -r .
x

Jsou-li nyn!

pro ka~de n

R
1'n £ Jt «(i
( vyavet1ete

) , mu~eme ptedpok1~dat,

I, viz 18.19) a po1o~me

vAude

fl
Podle prvni Mati do.kazu jeat pak l' +(1'1)- £.:t (~) a

J ,(,

• Zbytek jl~ dokon~ite lehko·a&ml.
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~ VHs (Lebeague),

Necht f n EA ( :/'), fn-f sk.v~ude, neeht existuje funkce g E~ (I"-)

tak. !e nerovnost I fn(x)1 ~ g(x) je spln~ns pro v~echns n ENs sk.

v~echns x £ X. Potom

DOksz. Proveate eami podle d~kszu v~ty 9.36.

116.271 Cviceni. Vyslovte a doks!te Lebesgueovu i Leviho v~tu pro tl!9:L funkei,
obdobn~ jako v 9.39 a 9.40.

116.261 VHs. Neeht f E .t(~ i, t ~ 0, 1f dtJ- = 0 • Potom fN 0 •

X

Stsc! ukazst. !e ks!d'D~ksz. Pro n E N polo!me En = { xli X • f(x) ~ ~} •,

mnoHna En je nulov'. nebot { x E x, f'{x} > 0 }

ztejm~ EnE: :I (proc?) a

-U En
n=l

Ale

V ds1~im je~tI zavedame intagra1 pro funkce. ktere jsou'definovany pouze
na jistych meti telnich podmno!inach mnoUny X. Ptipomenme, !e stale vy

.ch'zime z proatoru 'a mirou (X.:/ '(L ). kde t" je (9 -konecna mira.

f E .n. (kde.1l m~!e

.('\u. ). .Jt'((A- ).
znamenat
A(jI')

kteryko1iv ze ayatam~ Jt (t).
• necht 11 .. ;/ •. Potom

DOkaz. V ka!Mm ptipad~ je fCIl E A ( :I ) (viz 16.1\). Je-li f E: L(I" ) • vyplyv'
tvrzeni z nerovnost1 0 ~ Ic~ I ~ I fl s z v~t 16.21 • 16.15. Tvrzeni je
U! spr'vne pro f li Z;" (od~vodnetel), dsHi pak vyp1yv' jU z rov-

noati fell = f+CII - f-cil •

~6.301 Definiee. Bua II E:~. f funkee definovsn' ns mno!in~ II.

Polo!me

rex)

f(x)

/
='0 pro

pro x II,

x£X-Il.

Necht Jl

Zlt( t" ).

It II
znamena ktsrykoliv ze ayeU..~ Z «(L ). Jl (I'- i, Jt (I" I.
A ( :I i. Definujme eyeU. runkci il ll vztahe.

·.a ll .. { fj r derlnovan' lIB II. r E Jl.} .
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..
Je-l1 fE.t'iI( t" ) , deflnujme dlile lntegrtll funkee f phs mnoHnu J(

rovnost!

~B. 311 Pozn'aky.

(A) V evllleni

II" ~ )
17.A jS'" ukllzal1. Ze trojlee

proatorem a mirou.
ja (v pHpadA

Ukalte, Ie

a

pro f," .It'''11( t:L ) Komentujtel (Uvidomte el, Ie jll Da i!4.~~ proatoru
S mirou je automatleky podle IB.13 deflnovlln lDtegrlll I).

It

f/ll '" ~ (fA-)(B) Neeht f E;l (f ) . Pot om
a II,

1f/ll d I'- = Jfell dt-

H "
Dokalte pomoe! lS.29

(C) Ptelltite al poznllmku (B) z 9.53 a prom,yalete jl I

11s.321 Vita. Bull f E 11 11 ' N c. II , N E:I . Potom f .. 11N (korektnAjl

fiN E 1l N) ,kde 11 mdle opit znamenat kter!kol1v ze ayetllmd

.(f")' ••• ' .It <:/).

Ddkaz. DOkalte saml (vlz tteba analog1ekou vAtu 9.54).

11S.331 VAta. Vyalovte a dokalte (podrobnil) vAty analog1ed dUm Z odatavee'

9.56 (kd!" poehopltelnA misto "Kf pi Aeme ! f d t' ' D1isto JI! pak

, .'l(t') atd.). 11

D. CVIl::Ii:N1 A PRoB1JKy

V dalAim vldy pf'edpokUdllme, Ie (X. ~ ,t-) je pr oat,j)r a8 fr -koDellnou

.1.rou.
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~ Cviteni. UkaZte, Ze Daniellova metoda popaana v odstavci (B) a metoda f
z (C) daji "tytez" ayatemy integrovatelnych funkci i tentjz integral. ~

(Formulujte lepe a pre ane ji! ).

Bua f E ,tR(f-).

Dokazte I

Potom existuji tak, ite

~~Y2~~ EX1stuji f n £.ttl tak, Ze <> f ", Potom f n - e: /' f •

118.C I Cv1ceni. Bud f £ ;tot( ('- i. Potom

f € .tR(f )< s r « « «(t i.

Doka~te!

Cviteni. Necht X je mnoz tna pi'irozenjch tisel, J' =
prvku mnoZiny A ex. Podejte charakteristiku systemo.

.I!*(t" ) I O'emu je roven integr81 1f d t 7

£

exp X t

;l (/"
itA
) . = potet

~ Cviteni. Necht (X, ~ •t) je pr-oe't or- ae (3 -konec ncu mirou, ne cn i mira

(L nabjva pouze hodnot 0 anebo + 00 (Je to vubec mozne7) Charakteri

sujte .t (t'-), .:t"(~ i, J f d f-
E

~ Cviteni. Necht (X,:I 'I") je proetor s mirou jako ve sviceni 17 .C.

Charakter isujte system A (:I) a integral / f d!,"

)(

~ Cviteni. Nscht (X,!I.~) je praetor s mirou, I'- X < ... - a necht f
je I -meritelna, nezaporna a omezepa funkce na X Bud

14 " sup { f(x) x EX} pl'irozene. Ukazte, Ze

nil

Jf L 1 t{ i+l }
df = lim x EX; ~ ~ f(x) c -n-n__

i=O n
)(

Fomoci tohoto vztahu lze tez detinovat integral. Pokue t e se 0 to!

(Tskto po.vodne definoval integra] H. Lebe sgue ) , )

~8.HI Cviceni. Bull. f nezaporna. :I -meritelna funkce no X. UkaZte, ze

kde Bupremem se bere prea vsechny ayatemy konetnych trid po dvou diajunkt

n

a vlaatnoati U Ek = X •
k=l

I pomoci tOhoto vztahu lze zavest abatraktni integral.
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118. I I Cvlceni. Necht
!e e ~ f(x) <! b

E .. >'. f .. ~ (tl
pro ek.va. x e X

e necht

Potom

jsou tekovlI,

at'- E! J t dt' ! b (- E •
E

Dokdte

~ Cvlceni. Necht f Ii A , I) . Poto.. f

1 + I f I
Ukazte! Je predpok1ad konecnostl miry ce111ho prostoru podstatny ?

118.K\ Cvlceni. Sua f E .l'(t'- ) . f ~ 0 ~ -sk.vS. Potom funkce (-,

f,A = J r dt
A

pro A E. I

je mira na .I . Dokazte

jakych podminek na f,g

t Kdy bude mira

bude f, =ttr
1'-, konecnll? Zkoumej te , za

na I I

118.8 Cvlceni. Necht ~ c I je okruh. necht Je-l1

fE ~ 't) takovll funkce, ze Jf df = 0 pro kazdou enos Lnu E E~
E

potom fN 0 Dokazte

118.101 I Cvlceni. Bua f E L (c" i. f ~ 0 • Potom

f f d f = sup { £t df; A fA >' • I"- A "+- }
...

Dokaztel Je tvrzeni pravdlv<! 1 pro fE..t (I"- ) ?
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119. 5 pee 1 a 1 n i prostory s m i r 0 u I

A.

Obsah: A. Integraly v En

B. F'ub Ln i ova veta pro eo uc Ln mer.

C. Cv1ceni a problemy.

INTEGRALY V

Tak jako jsme v kap1to1e 0 Dan1ellove roz!lireni, krome vet platnych pro

abstraktni teor11 , uvedl1 I-adu tvrzeni pro spe c LaLnf teor1e, tak 1 nyni lze
konkratni vo1bou proatord a mirou odvod1t jej1ch dalei spec1f1cke vlastnost1.

PI-evaln!1 cast techto vet me stejne ddkazy jake pI-islu!lne vety v kap1tolach
10 - 12, uvedeme je zde proto bez ddkazu. Radim ctenaI-1, aby s1 je v!leehny pro
ved1 podrobne &!1m.

~ Lebe8jluedv integral vEl"

Zde vol:l.me X =E1 • :I = aystem m1 . v,,"ch

mnol1n v E1 ' t.t = Lebe sguecva mira il 1 ns
jsma j1 zaved1i v kap1tole 14.

Dokalte sem1 nas1edujiei vety:

lebe sgueovsky
sy stemu 1Jl 1

merite lOY ch

tak, jak

,
(A) Vztah Riemannova a Lebe8jlueova 1ntegralu (veta 10.13, k ni ai ov!lem pte-

cteta toil odstavec 10.12).

(6) Vzteh Hewtonova a Lebeegueova integra1u pro spoj1te funkce (v1z 10.16

apolu a 10.14, 10.15, 10.17, 10.18).

~ Lebe8jluedv 1ntegra1 v En"

Opet volte X = En' :I = ?N n ,1"-= ,t n (v1z odstavec (C) v kap L'to>
le 14) a rozmyslete si naa1edujici vety.

(A) Vztah Riemannova a Lebeegueova integralu.

(6) Fub1niova veta (viz 11.6 - jeji ddkaz provedte bud pI-imo, snebo radeji

a1 pod1e vety 19.8 v daleim odstavc1 s pouUtim cv1ceni 15.0.D).

(C) Vety 11.8 a 11.9 0 miI-e grafu funkce a geometr1ckem vyznamu integralu.

(D) Veta 0 aulllt1tuci pro Lebe8jluedv integral (v1z 11.12).

~ Lebeegue _ Stieltjeadv 1ntegra1 v El'

Hecht J' je nek1eaajici funkce v E1 Volte X =E1 • !I' = Nt, a

~ =.t y (viz 15.1). Podivejte se na: c.
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(A) Vztah LS-intagrelu a RS-intBgrelu pro apojite funkce (veta 12.2.&).

(B) Poznemku 12.3 •

B. FUBINIOVA Vl!:TA PRO SOU~IN dR

Zopakujte s1 partii 0 zavedeni sou~inu mer (odstavce 15.8 - 15.18). Pro
ptehlednost zde uvedeme pouze nejd~le~itejei vyaledky.

Vychezime za dvou proator~ s mirou (X,!/, t" ), ( y • .Jt , )I) , kde fI. a
)I jaou <;- -kone~ne uplne miry na e- -okruzich II a .Jt • Seatrojime

ro -okruh .f Ii ,j( v X K Y a uplnou e- -tone~nou miru t';;)1 na nem tak,
~e plat!

A £ I • B E Jl ~ t' ~)I (A,. B) = f-A • )I B •

Vime, ~e mira t'" Qi))I na !I ~ Jl je touto posledni podminkou jednozna~ne
ur-cene ,

~ Ozna~eni. Necht h je funkce na X)( Y • ptedpokledejm~. ~e

(1) pro f' -skoro veechna x EX je h(x,.) E ~( )I ) ,

(11) funkce H: X_}h(X,.) d II le!i v ~stemu J!* (c«
y

(funkce H m~!e byt definovena pouze t' -sk. veude v X I) •

Potom aymbolem J(J h d V) d t' rozUlll!me integrel ! H d f- a
X 1

nazyveme gY2JE4!22Bi! integrelem funkce h.

J(Jh dt) dV (s "ptialueoymi" podminkemi (1) a

'I X
(11»). Nezapomente, ~e k defin1ci techto dvojnesobnjch integrlll~ patH
v!dy splneni podminek (i) a (1i) I

Obdobne def1nujeme

~ Problllm. V dalei:n nes bude zajimat otezka, v jakem vztahu k sobe jaou
integrllly

df ,/c; h d(") d)l

Y X
JX,.y

(poelednimu integrelu ae te~ tike g!2JBi integrel funkce h), zda
z existence nektereho z n1ch plyne i eXistence ostatnich, ptipadne pak
jejich rovnost.
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~L9.61 Veta. Necht A ~ ./ @.A: . Potom plati rovnost

D"kaz. Oz nacme symbolem;/( system v sech mnoZin A E !I ~.)(. ,pro nez plati

rovnost ®

1. Zrejme Yf c:Jt (kde P je definovano v 15.9). Podr-ob na ov sem
vy svet le te !

2. Dale ~ c:Jt (kde $ je okruh gener-o vany systemem f! ) . K tomu
viz vetu 15.13.

3. Dale sami ukaz t e (pou~itim Leviho vety), ~e pLe t Lr

( a)
-U
n=l

A e£
n

Ae..:tt
n( b)

-
An e.:R~n

n=l

« b) dokes t.e nejdfive v pf-Lpade , kdy miry ~ , Y jSou kone cne

a teprve potom vyuZijte (f) -jcone cno e't },

4. Z (2) a (3) lehko odvodite, ~e !liFJj(c.1{(viz oz na Senf v 15.15 a

cviceni 13.C.g).

5. Bua konecns A .. :I ~.)( . Tedy A = u V N ,kde G E :f ~,j£ a

NeE, E e 1 ~ Jl , fllli' Y (E) = 0 • Dale vime, ze

(A) = (G) = I(! cG

X y

=

A neni te~ke dokazat, ~e

Tento d"kaz jsem dmyslne psal strucne; domnivam se,~e ctenar by si jej;

mel poradne vypracovat do vs ecn detail" a prokazat -tak , ~e dobre poro

zumel cele partii 0 abstraktnim integralu.

Metodicka poznamka. Obvykle se zavadi eouc t n mer az po vybudovani teorie

integralu. A prave rovnost ® z ptedeHe vety poskyta metodu pro jeho

aave den f , Nazna~me stru~ne myHenku tohoto postupu.

(a) Ne,Jdrive se zavedou syst9my p , J1) a

(b) Doka~e se nasledujici veta:
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"Fro A E :I ~.Jl je funkee
x ....

x - )I (A

:I'-mHitelnl!. na X, funkee Y-I'-(A*'Y) (= J eA dt- )

X

,)l -me!'1telnl!. na Y a plati rovnost

(tj. /(/ eA d)/ )

X Y

Dilkaz je zeela cbdobny dllkazu pte de~le vety.

(e) Folozi-l1 se pro A £ 1 ao.Jl.

neni tezke dokazat , ze {.J je mira na !I ~ vIl

w (C x D) = t< C • )I D pro C e :I •

a ze {.J je jednozna~ne ur cena prl!.ve touto poa'Le dnf podminkou.

(d) IUra {.J na .f ~ vii ae pak dl!.le je~te zuplni.

~ Fub1n1ova veta. Neeht
>I ...

h E.~ ( t'- ~ v ) • Potom

(1) pro tL -skoro vse cnna x e X je nf x •• ) E. f( 'j/) •

(11) pro f'unkc L H: x--J hex, .) dll plat! HE£(;'-) a

y

Jh ... =/d;'-ao V H d t' .
X"y X

tj.

Jh .....
=leI h dV)d f ~)I df •

x"y X y

Obdobne pro "obracene poradi 1ntegrovl!.ni" podle f a )1 •

Dilkaz. RozdAlme jej opet do neko11ka okrokll.

1. Vime jiZ z vety 19.6, ze tvrzeni plat! pro pri pad, kdy funkee h je
d) ~ IIeharakter1at1ekou funkei mnoz1ny ze J ~ ~
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(2) Z linearity integr~lu lehko zjistime, ze tvrzeni je pravdive i pro funkce

ze ayatemu Z JL~)I . Kazde takov~ fu~ce je totiZ Lt.neer-nf k ombLnac f

charakteristickjch funkci mnozin z !I ell) .Jl kone cn e miry.

(J) Tvrzeni je tez spr-avne pro kaZdou funkci h € ~~IJ ' ataci totiz pouzit
Leviho v~tu.

(4 ) Kcne c ne pro funkci h E ~...(

Op~t dukaz prove~te sawil
) ziskews tl7rze ni pomoc i rozkladu.

c. CVreENt A PROBLDY

119.1.1 Cviceni. Zkuste si rozmyslst nektere ze cviceni ke kapitolem

zejmena lO.D, 10.0, 12.1., 12.C, 12.D a tez odstavce 3,4,7,6

10 - 12,

z [lr] .

119.BI Cvicsni. Vyslovte tez Fubiniovu v~tu i pro pripad, kdy neintegrujeme pres
csly prostor XxY , ale pouae pres ~ jakou mnozinu It .. .:I&>.Il • K t omu

viz treba prechod od v~ty 11.4 k v~t~ 11.6.

Cv1ceni.

Potom

Dokazte

Necht fE:£(t-), gE!C(I1), h(x,y) = f(x).g(y).

hliJt (tL i)l) a Jh d 1'-~1I =Jf dt"
XxY X

dll

kde"II B ,

t-' II

119.DI Cv;ceni. Necht AeX, BeY. Potom /loftA >< B) =fA •
.il. , fL*, 11" jaou vnejAi miry ptialuAne mirem f lJ ,

(v1z 15.9). DokaZ.te I

~~l!gg.. Buate 1.1 E.I, Bl E: A takove, ze Al ::::J A , Bl;, B ,... ..
(I. 1.1 = t' A, )/ Bl = II B (v1z 13.38.C). Potom 1.>< B Co 1.1 J( Bl

a jil*(AJ<B);! /l....(A1 J< Bl) = 1"1.1 ' IIBl = c«*A. /'B • Vime, Ze

vn~jAi mira l* je regulerni (v1z 15.11,13.5), necht tedy je

GEm (l*) , 0;) A '" B, It G = 'A,"(A >< B). Lze predpokledat, Ze

G CAl >< Bl (j1nak vezmeme mnoz1n~ G n (1.1 >< Bl) ). Kyni pomoci Fub1n10vy

vi toY obdrU te, Ze

)l"(A " B) =
It

• )I B •

119.EI Cv1ceni. Bua h E.II. ( !I i .Jt) • PotOIR

h E. J! ( t" ill) • pfav4 kd.Y1 J(J °Il h d V ) d t
)( r

exiatuje 8 je KonecnY pro kazdou IRno"Unu II Eo Ie Jl
Dokalt. I
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A. Vaeobecne.

Prehled symbol'"

mnozina realnych Glsel

mnoz Lna r-ea Lnych tiael s pf Lda nfm aymb oLu + GO, - 00

operac emi (0 • + 00 ;: + 00 • 0 ;: 0

a obvyklymi

R nebo Q ••• (obvykle) mnozina racionalnich c!sel

N (obvykle) mnozina pfirozenjch c!sel

<a, b > = {x E Eli a ~ x .f -l uz av f'e ny interval

(a,b), r-e sp , (a,b), <a,b) otevtenj, r-e ep , polootevrenj interval

f X-Y z obraz en f f mnoZiny X do mnoz i ny Y

f X-E l rea Ina funkce = zobrazen! X do El ' tez pouzlvame nazvu

kone ena fu nkc e

f
..

X.-.E l ...

ricka

funkce ;:

funkce

zobrazeni X do *El ' toz pouz!vame nazvu nume-

(v k ep Lt.oLach I.-III. uvaz u j eme vetSinou pouze realne funkee, od kapi

toly IV mohou funkce nabyvet i nekonec ny c h hodn ot }

posloupnost funke! f n konverguje k fUnk~i f

na mnozine M

prostor vaech spojitjchfunkc! na intervalu( a, b>

system vsech podmnozin mnoziny X

monotonni konvergence dola

poeLoupno s t funkci in konverguje ·stejnom~rne'k:funkci

f na mnozi~ M

f-f na 14n

fn/f na 14

f n"'- f na II

fn=f na M

!:«a,b»

exp X ..•

posloupnost funkci f n
k funkci f na mnozine

konverguje monotonne"nahoru
14

B. Zave dene v techto skripteeh.

.0 «a,b) ) 1.1

S(f,D), s(f,D) 1.1, 7.1

. '"T ~

(R) If, (R) 1f 1.1

..3!.
R«a,b» 1.1

(R) J~ 1.1, 1.20

4

27571 P19
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)/ (D)

e (r,D, ~

I(D)

lim (F ,A, ~ ),11,.X F(x),

Yo1 «a,b»

It«a,b})

)I

7(

11,.'
~

1.9

1.13

1.22

1.24, 1.J

1.J

1.K, 6.18

phd 2.3

2.3

2.3

2.8

)I V·
~ )

N( (a,b),
(N) I t

" I
(ZN)lr

J«a,b»),

J.
T(r,D)..
"V r..

(J) /r
ill

: T(r ,D)

2.A

3.1

3.1

4.0

5.1

5.1

BV«a,b»

L1P1 « a,b) )

r
+
r , r

6.1

7.1

6.21

6.1, 6.13

6.20

6.22

6.1, 6.13

6.21

6.1

6.1

I
(Ds)!td f

ns, ( (a,b) )

~

(S) {t d?

S, (r,D) , a,(t,D)

:J '
(as) J t d r.. (RS)j t d 1

(RS)Ir d f

a,«a,b»

0'f (r,D, f )
~

(1S) / t d'l,

1 .Sf ( <a,b) i,

S, « a,b» ,

If, I II"
'tol I
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~

A. A
""

(Z ,A)

Zll ZK Z*, ,

«
JfR .:tl( .:t* A

I ) J
9.20

7.4, 11.5

8.2

e.2

8.4

pted 9.1

9.1

9.4

9.10

9.14

7.1

7.)

7.1(R)! f

.1

(R) j f ,

.i:
(ll) If,

I
II (I)

!lr , IIr
fX'. = f(x,.), fll-·:I = f(.,Y)

ek , v s.
f ~ g

1-', m-r
:t :t R :tit ~*

11 J ,., J ,., I n , A H

Au

m'1tL,) 1',
(L) f 1f

~ 11

Jf
II

dt (a.b)

9.28

9.20

9.44

9.44

9.52 (18.)0)

9.52

pted 10.1

10.12

10.12

10.12

. J~-- --
10.12

11.1

:I" • A" , (L) 1' I'll I mil
11

11.1

11.5

(RS) 1f d 1
£,

.tll.t; ,"'Lel/ mel

12.1

12.1
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(LS) Jr d if ' If!
/'1

~(~), GAC!,f)

J.l"
m (;t.*)

(ttl ~) i!!I

i, :I

1" I mll

119' I ~1' Mf/
if 1 'lsP I 7tfJ
'til :I It * ,.
f.ll1 I IZ jll,.
Y~JlI f-611
:I filJ vIt. I ('i- filJ II

JJ. (:I)

)f ~)

N(f) , Zt-

I: dt-
x
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13.5

13.7

13.28

13.45

pred 14.5, 14.13

15.1

15.2

15.5

15.12, 15.17

15.15, 15.17

16.2

17 .1

18.1

18.4

18.13

18.13



R e j s t r i. k

alge bra lIlOOZ in 2.6, 13.1
generovana sy e t emem 13.4

Gr-algebra mnozin 13.1
cast kLadna f'unkc e 1013

zaporna funkce 1013
definice integralu deskriptivni 4.D

konstruktivni 4.D
determinant Jacobi~v 11.11
deleni intervalu 1.1, 7.1, 7.D
dimense Hausdorffova 1? L

filtr 13.21
funkce Baireova horni, dolni loP

b or-e Lo vsky met'i t eLna 16.3(bore Lovek a )
definovana skora v aude 9.26
Dirichletov9 103
ekvi valentni 9.26, 17.4
N-ekvi va Le nt nf 13.Y
c nar aktie r-Let Lc ka 2.1, 9.25
(lebesgueovsky) integrovatelna 11.1, 13.Y, 18.13
jadnoducha 16.10
1 ipseh i t zoveka 5.1

!I -meritelna 12.1

(lebesgueovsky) meritelna
!/-merit.e Lna
ano at nova

polospojita shora, zdola
Riemannova

riemannovsky integrovatelna

riemann-stieltjesoveky
integrovatelna

s kcne cnou va rLac f

skora primitivni

s Labe er-ovnat.e Lne

zobecnena primitivnf
t'unkc t ona I Ltne ar-nt spojity

z ak Ladnf

ideal mno:Hn
e> -ideal mnozin
integral Cauchyho

Denjoy-Chincin~v

dolni (abstraktn!)
dvojnaaobnj
dvojnj

horn! (abstraktn!)

9.20, 11,1, 13.Y, 16.3
16.2

13.9
10.1

103
101, 7.1

6.13
5.1
4.C
3. A
4.1
6.J
9.1

13.21
13.21
6.S
4.D
9.10
19.4
19.5

9.10
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integrlll horni regulllrni 13.l
Lebe sgueuv ( =L-integr81) 11.1
Le oe egue ev abstrektni 9.14, 9.23, 18.13
Lebesgue-Stieltjes~v

(=LS-integral) 12.1
Newtonuv (= N-integral) 3.1
NewtonCv zobecneny

(= ZN-integral) 4.4
Rtemannuv (= R-integr81) 1.1, 7. I, 1. 25, 1.J, 10K

Riemann~v horn! J dolni 1.1, 7.1, 13.l
Riemann~v pres E 8.4, 11.1n
R1emann-St1eltjes~v

(= RS-integr61) 6.1, 6.13
Stieltjes~v (=S-1ntegr81) 6.22, 6.26
symetrickY 4.D
1-Stieltjesuv (=1S-integr81) 6.21
n-Stieltjes~v (=ns_integrlll) 6.21
J-1ntegral 4.C
1I-1ntegrlll 6.S

interval kompaktni v En 7.1
inf1mum ?H

kr1ter1um Abelovo
D1rlchletovo

3.22
3.22

leama ~ebyAevovo

- - Fatouovo
plilive

limita zobecnAna

9.I
9.G
1.8
10K

13.X
13.15
9.44, 13.16
15.5
14.1
13.36
13.N
13.11
13.7
2.3,7.3
9.44
12.1

13.10

13.41, 13.W
13.18, Za 14.4, 14.13
15.1

14.C

9.44,
13.41
9.60,
ILl,

12.1,
13.11
13.11

kone~n'

Ii -kone~na

mira

Lebesgueova
Lebeague-St1eltjesova
koneanA-adit1vni
(ar -adltivni) na okruhu
regu18rni
sem1-kone~na

I1plna
vnAjAi
vnAjAi Hausdorffova
vnAjAi .etr1ckS
vnAjAi resularni
vn1ti'ni
znaaankov'

.nolina borelovsk'
jordan-peanovsky .Atitelna
.Uitalnll
jI -aUitel06

".fl -mAtiteln6 (podle 13.22
Caratheodoryho)

- 294 -



mnoUna II -lIltU1te lnll
(lebeegueovsky) mef1telnll
nulovll
II -nulovll
f' -nulovll

N-nulovll
(lebesgueoveky) nulovll
testovee!

norms delen!
nos1~ t'unkee

obel l1netlrn!
objem Jorden-Peandv

Jordan-Peendv doln!, horn!
SUeltjesdv

okruh mnoz1n
Ii -okruh mnoZin
okruh mnoz1n generovany systemem

ploeha
podm!nka Bolzano-Cauehyova

(= BC-podll\!nka)
poaloupnost zobeenenll
prostor mef1telni

s m:(rou

Zl!kladn!

[-ada zobeenentl

( f- -) skoro vAude
soubor usmernAny
sou~et doln!, horn!
sou~1n kartezakY

mAr

supremum

svaz
system pokryvac!

Zl!kladn!

uslllArnAn!
uspoftldtln! ~tlste~ne

var iaea t'unkee
(tottlln!,neur~1tt1) t'unkee
pos1t1vn!, negat1vn!

vAta Arzelova
Banaehova
D1niho
Fubin10va
Hellyova
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16.1

9.25
6.F

13.20, 11.1

13.:£
1.L
13.22

1.22
8.2

5.11
2.3, 7.3
2.A

6.E
13.1
13.1
13.4

3.13

za 3.17, 6.19, -6.23
1.K

16.1
17.1
9.1

9.J

9.28, 17.3
1.K

1.1, 6.1, 7.1
7.1
15.12
5.H
5.H, 9.3
13.28
9.1

1.K

5.H

5.1
5.9
5.11
1.36
14.22
8.6
7.5, 11.4, 11.6, 19.2, 19.8
5.0



vha Ho pf ova
Jegorovova

Jordanova (0 rozkladu)

Lebesgueova

Leviho

Luzinova
o integraci per partes

o subat.Lt uc I

von Neumannova

1. 0 sttedni hod not e

2. 0 sttedni hodn ot e

zobrazeni difeomorfni
r-eg uLar-nf
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