
8. 'lUI! pf:1klacl;y a probl~

V Uto kapitole uvedeme rozn' - vlltl1Jlou tillii - pf:Otlacl;y i probl~.

JeJich v,tbllr IrovnU tak i pofadU nen! nill:terak aystematick;t; JIIOU url!eny

pfevll.!nll pro lepll! student7 sa z41,1Iae1ll 0 problematiltu Lebesgueova 1Jlte~lu.

~ Bua z .. { l' E S(~); existuJ!1Jlterval.7 (&i' bi) , i" 1,2, ... ,n.

-00 <al~,bl~Bz<b2";;; ... ";;;~<bJl<+oo ,arell.lJlII.

l!!sla 71 , .... 7n tsk, Ie f<:d" 7i pro x € <ai' bi ) • f(x)" 0

J1Jlde v ~ }.

Tedy ayst411l Z Je &Yst'lIl vlech elelllllntll.rn!ch JednoducQtch funkc! Iviz t'i

7,431 s OIIl8zentm nosil!8IIl v E1 • Ukaitei ie Z wof! zll.ll:ladn! S7SUIIl

funkc!, tJ. ~80U splnllny axi~ l z - 3Z •

Daf1JluJme funkci SO v E1 tskto:

so (x) .. 0 pro x < 1. SO (x) .. 1 pro x 2: 1 •

Na &yst4I1lu Z def1JluJme t'ImIl:cion41 A p1'edpisem:

Je-li fEZ, f( xl .. 7i pro x € <ai' bi ) , polo!:1u

.....
At.. "'{; 7

1
(SO (bi ) - SO (ai ) ) •

Dokaite, ie

I! funkcionll.l A ,1e JedDoznal!nll definOVG.

nl funkcionll.l A spliiu,1e llJl:iCIIII;T 4A - 6A '

Inl fuDltcion41 A spliiU,1e llJl:iOIll 7A •

I nI! Oznal!ta ~.. <. n:l • 1) a uvaiuJta posloupnost

cbaraktaristick;tch funkc! 1Jltarvald In ..:J
* *1 Jail: v;ypsdaJ! aysUIIl7 'J!i , z1' ,

f .. c
In n

8.2. Def1nuJme ayst4. fuDlto! Z sta,1DlI,1ako v pf. 8.1. Bu! cP libovolJlll.

spoJitll. a neklesaJ!c1fuDltce v E1 • Pro fEZ Ir(x)" 7i' Je-li

x E <a i • bi ) I def1JluJ8118

>t-

At .. ~ 7i' (cp (bi ) -
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Spliiuje funkc10n4l A na Z anomy 4A - 7A? JestlHe ano, zkolllllejte,

jak vypadajt sysoWmy Z *, ~ , A , ?:It. Srovnejts oW! s teorit Lebee

gue - St1eltjesova 1ntegto'lu. Co se stane, vynechUe-11 pi'edpoklad epoj1

tost1 tunkce '? a definujemSTl1

....
At .. L

i=1

- tj. existu-

prim1t1vnt<a,b)

t je lomen' Mra v <a.,b >o Bud Z = { t E S ( <a,b> )

jt to' ••• '~' a .. to<~< •••• <~"b tsk,!e

v ke!d4m \1ntervalu <t 1, t 1+l) je t linelirn!}.

Ukel!te, !e. syst~m Z ~buje anomy lZ - 3z •
Je-11 t EZ , existuje k tunkci t v 1ntervalu

tunkce F Iproa?l. Polo!me

At =F(b) - F(a) •

Dokelts, Ie

B Bud Z .. {t E S(El )

tsk, Ie

t je loman' Mr$v El , tj. existuj! a,bE El

al t je lomen' alira v <a,b) - v1z cv1a. 8,3 ,
•

bl t(x) .. 0 pro x E (- 00 , a) 1I <b,+ 00 )}.

Dokal!te, Ie 8ys~m Z epbuje axiomy lZ - 3z •
Je-l1 t E Z , existuje k tunkc1 t v ~ pr1m1t1vn! tunkce F (proa?),

pololme

At = 11m F(x) - 11m F(x)
X...,.+OO .)(-+-00 •

Doka!te, !e

II tunkc1on'1 A je jednoznaool! definovlin,

III tunkc10Ml A epliiuje anomy 4A - 7A •

**Dodatek

IIII jak vypadaj! 8YS~my z*, ge , A , m ?
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la,5: IBud (Z,A) z8kladn1 prostor. BIlC1

Z' ={£ E S(P) ; ke kaldl§mu E > 0 existuj1 funkce

£1' £2 E Z talc, lie £1';:; £ ~ £2 a

A (£2 - £1) < e }

Dokalite, lie:

II z C Z' C ;e •

III Z' tvoi'1 Z8kladn1 Ilj"s~m £unkc1, tj. eplJillje anomy 1z - 3z •

De£inlljeme-1i z8k1adn1 prostor (Z,A) jako v pi'. a,3 jest

(R) j -#- .. }
Z' ={ £ E 8 ( <a,b> ) ; existllje _.. •

18,6~ I BuC1 (Z,A) z8k1adn1 prostor. BuC1

z = {£ E 8(P) ; £ E :e a £ je omezena na P } •

Domlite, !e
A

II Z C :e ,
A

III Z tvoH z8k1adni Ilj"st6m £unkci ,

IIII za C {£ E :e R; £ je zdo1a omezena na P } • Napi':1kladl!

ukali te, lie nemuei plati t rovnost.

18,7~I Bu3 (Z,A) z8k1adni prostor. BuC1

£ = {£ E 8(P) ; £ E ;e a £ je koneC!nli na P } •

Dokane, lie

II Z C Z c ;e ,
o

III Z tvo!'i Z8kladni syst6m £unkci.

<>R, l!XJak TYPadaji Ilj"s~my z : z- ?

Ia,8~ [ Idd1eliit61/.
=

BuC1 (Z,A) z8k1adni prostor. BuC1 Z syst6Ja £unkci, kter,t eplJillje anomy-1Z - 3Z a pro nlijli plati Z C Z C ~ • V ddeledku poeledni ink1uee... -mdli_ na Ilj"s~DIU Z definOYllt £unkcionQ. j, nas1edovnli:

je-U £ E Z, je £ €:x: ; e:l18tuje te~ A£ a pololi:1me

A£-A£ •
... =

Ukalite, Ie (Z,A) je oplit z8k1adni prostor.

25535 Zl5
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-
- =SystlSm Z s f'unkeiemaJ.em A mO.lU18 teily rozli:Uoi t Dan1eUovou metodou,

=
dostsnelll8 &yst4m V! a IlA nim f\lIIkeioMJ. A •

Dokalte, Ie
=

I/:t'=2 ,
=

III f €;;e ~
=Af=Af.

10dtud je t'l v:l,dllt, Ie "rozli1ten:1m (:e, A)" podJ.e pi'. 8,7 nedost'va

me ji1 nie nov'ho/.

~ Ukdte nasJ.eduj1c1 ekviva1enei axiomu 7A Iza pi'edpokJ.adu, Ie pJ.at1

axiomy J.z - 3z , 4A - 6A I:

j8 ,J.O;! Ukdte, Ie pro llbovoJ.nou f'unkei fE S(P) jest

00

'Klfl= 1nf L A Ifni ' kde fn E Z ,
...·f

18 , U . [ Pi'edpokJ./Idejme, Ie krOmll axiom J.z - 3z , 4A - 7A je spJ.nm jelitli

daU1 axiom:

fEZ ~ min (f,J.) E Z

Itzv. Stonellv axiom!. Axiom 8S nemus1 byt obeenll spJ.nlln - viz Imp!.'

2,5, 2,6, 2,8 aj.

Dokalte, Ie potom pJ.at!

II a >0, fEZ ==9 min (f,a) € Z,

III f E;;e ~

IIII f E A ~

miil (f ,J.) E ;e
min (f ,J.) E A

,
•

18,J.2~ IBua (Z,A) zakJ.adn1 prostor. Dokalte, Ie

ex1stuj1 g,h E .z! tak, Ie

Ag<+oo , Ah < + 00 , f = S.- h sk. vli.

Potom zi'e jm.1I Af= .Ag - Ah •

IOplit jeden ze zpllaobll, jak by bylo momo definovat integNl a vyIlnout

se pHtom defin1ei hom1ho .a doJ.n1ho integraJ.uI.
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18,13 .1 Ukal!te na pf':!klade, l!e nemus:! vldy byt Z = 'lfl- () ZK •

~ Viz napr. 8,3 ~i prostor Z z pro 7,37 v pr:!pade jednoduchYch fUnkci

v E1 • Srovnejte t~i s vetou

18,14~*IBUa Z = { £ E S «0,1» ;

a existuje vlastni

Ukaite, ie pro libovolnou f E

47 ~

f(x)
x je spojitl$. v intervslu (O,l) ,£(0) E El

lim x-1 • £(x) } .~
X~O+ ~

Z oxistuje (N) J f(e-t)dt , definujeme
o

tedy 00

Af = (N) ~. f(e-t)dt
o

pro fEZ

Ukal!te, ie (Z,A) tvo:l'i zHklsdn:! prostor a zkoumejte, jak vypadaji sys~

myz*,.;e,A,m

f E S(P) , pro nei!

tj.,
J' system veech funkci

1'/£1<+00

symbolemIs ,15;' , Oznaeme

.r = { £ E S(P)

Pro libovolnou funkci £ E ~
, "-" + ....... -

poloi!me N£ =A £ - A £

Dokaite, ie

,=9 gEJ"

ani A c y:

,

J'cA4/ nemus:! byt

3/ fEY:

11 :e c y: c S(P) ,

2/ ;e = AnY:

jsou ttidy ekvivalentnich
A

,5e mnoiiny, je j1chi

elementy
A

, Z

A
nyni mnoz1nu S(P), jejiz

A

S(P) ; obdobne bUdte .'/:'

Uvaiujme

funkci z

elementy jsou ttidy funkci ze sys~JIIll

veech funkci S(P) , (resp. sys~m

, z. ,
Z lSi

Tedy syst~m

jame rozdUili

do ttid tak, ie <iT/! funkce £ ,g patti do ~ze ttidy, prave kdyz £ rv g

definujme

£ rv g je skutel!n/! ekviva1ence/. Pro .libovoln~(v P).

ttidy

!Ukaite, i!e vztah
As . r « ,J:'

f, ( eft , y) = A I'F - "VI kde Cf' E p, "V E Y .

Obdobn/! definujeme

c;; (Cf' , v: ) = Ii: ICf' - y Ipro

Dokaite, ie
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11 ·!isl0 PI ( <P, 7jJ) nez'vie! na vybllru fWlkc!

ti'!d l ,'!f , tj. je-11 ~,st'2 ( ff
potom 'J: I st'1 - )II; I .. 'J: I <;'2 - 1"2 I ,

2/(

3~>r(

41

**51

A

.f:', P,) jel metrick;t prostor ,
A

1', PI) je l1p1nY lIletrick;1 prostor ,

~ nen! metrika na §:' ,

0; je pseudometrika ne j:,

*61 runkciolllil

f E F
N je spojitt na

plat! :

!F, tj. pro 11bovo1nou funkci

A

je uzevi'e1\1m podprostorem ( ff:', p, ) .

,je roven

~(f,g)< e..}
I.~ernY - J.Maf1k,

je l1p1nY metrickY prostor ,

\;I ::3 V ei(f, 9) < 0 ~ INI - N91 ~ e. .)
00 ~>o ,(;;1'

71fEZ ~ Nf=U,

SI x = {f E y: ; eYo 9~l
~iz t4! lemma v odstevci 2,9 akript

Integrll.1n! po~et I -.J
A

91 uz'vlir IIIlO!1nY Z v prostoru

** /\IO/(:e, PI)
/\

111 ( :e , PI )

**Dodetek :
/\

charakterieujte konvergenci v proetoru (:;:, 9., )
nutn4 ~i poeta~uj!c! podm1nky, sby P7/. ~ !f
I~i st'1I. ----t st' v peeudometrice e; I.

, tj. udejte

v metrice 9.,

!S,16.*!BUCl X = {A Em, c::!i'A < + oo} •
Aekneme, ie dvl! mnol1ny A,B C P jsou ekrtvelentn! Ip!i1eme AN B/,

A

pnvl! kdyi mnoiina (A - B) U (B - A) je nulov'. Bu3 ?t- lID.oiina,

jej!i elementy jeou ti'!dy ekvivelentn!ch lIIloiin z n luka!te, ie vzteh

A N B je skuteC!nl!. ekvivelence II.
A A A

Pro 11bovo1n4 dve prvky A ; B z mnoZiny -n Itj. 'pro 11bovo1n4
AA

dvl! tUdy ekvivelentn!ch mno!1nl poloime P:/. (A,B) .. c«-(A-B) + (U-(B-A) •

... ("- [(A-B) U (B-A)] ,kde A E A, B E ~ ;

Mle poloZme

~ (A ,B) .. <!'- (A-B) + (U (B-A) .. <!'- [ (A-B) U (B-A)J
A,B En.

pro 11bovo1n4
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DokaUe, ie

11 Hsl0 P" (1 ,8) nezavis! na vybllru lIZloUn A,B ze tHd 1 , 'B ,
A

21 ( dt:, p:z. )je lIetrick;f prostor,

* A.31 ( 'X, p:z.) je liplnj metrick;f prostor,
...... ....... A A .......

41 pro A E A , B E B, A,B E ;n; jest

6;; (A ,B)

Itj. - zm'uba i'el!eno - ct<-je spojit8 f'unkce ne proetoru
A.

(?t, p:z.) I,

*51 ( n, 6.:) je p eeudOlletrick;f prostor,

*'"61 posloupnost mnoUn All. E n koriverguje k lIZloUnll A E n
v peeudolletrice ~2 Itj. 11m ~ (All. ' A) .. 0 I, prave kdyl!

"' .. 00

je splnllne nasledujic! podm1nke:

pro kel!d~ e > 0 je 1111 C'- {x E P
"'-+00

I" je charekterist1~ f'unkce mnoUny 14 I.

18,17~l/viZ pi'. 2,18/.

BUC! P spol!etnl\. mnoUne, necht p.. {~':1!2 , %3 ,....} •

Hecht Z. = {f' E S(P) ; f' je omezen8 na P }. Pro 11bovolnou

f' E Z definujlle Af' .. •

Dokene, Ie

11 (Z,A) tvoi'i zSkladni prostor,

21 kai!~ podmnoi!1ne P je lIei'iteln8 ,

3/ca-{JIli}" ~n'

41 r:!"P .. 1,
A

51 IIStrick;f proetor (It,)O,,) - def'inici viz Y cvil!eni 8,16 - je

kompektn!

" 'IkaIte, Ie proetor (it, {J,,) je hoIIeOlllOrf'n! s ClmtoroyYa die

kontinuem C I viz pi'. 5,71 - pro .l C P, .l ..

.. {~, ~ , JIli
3

••••• }, ~ (1I:i! <r1,) < ••••• poloilte

2 2 2
h(A) .. - + - + -=- + E C II3"-' 3'" 3"'3· ••••• --11.
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'" {x E P jpro kazd~ c E El je

f(x) < c } E m - viz pi'. 8,30 ,

f.g E A - viz ph 8.4121 r.s fA =;

18,18; IV txlmto cviceni predpoklll.dejJDe, ze P E m
Potom plati

11 f E A <=?

31 f,g EA

Dokazte, ze potom tek~ plati nasledujici tvrzeni:

'li!
E;t: ,

41 M E m eu- M < + 00
!f-g I

1+ !f-g I
E 'i:H •

Bud nyni ~I Em,,, C" M < + 00 IsUle Pi'edpOklaM~e P E m. I.

Definujme mnoZinu A H obdobne jako v pi'. 8.15. tj. A H je mnoZi-

na, jejimiZ prvky jsou ti'idy ekvivalentnich funkci (na 101). Pro

polozme

= '\ ( I f-g I )
1+ !f-gl

, kde f E g5 •
Dokazte dale, ze

51 cislo P.1 ( p , y!) nezavisi na vYberu funkc:! f.g ze tUd

* ,A

41 ( A H' P.1) je metric1cY uplnj prostor ,

**51

jest

Itj.

f E P
lim 9.1 ( 1., ep )

n -t' 00 1t

eu-{XEM;

• potom

= 0 I

v metrice

pi'. 8,16/.

Zmenila by se nejak si tuace, kdybychom nepi'edpok18del1 P E m.. ?

18,19~ loznecme aymbolem fit sys~m viiech ti':!d ekvivalentnich mnoiUn z m
Idve mnoZiny A.B jsou akvivalentn:!. jestliZe mnoZine (A-B) U (B-A) je

nulova - viz t~z pi'. 8,16/.

Definujme funkci <p takto:

t E < 0.+ 00 ) =9 <p( t) = 1 _ e- t •

polozme nev:!c <p (+ 00 ) = 1
1'\ 1\. .A.

Pro A,B E m polozms

" "P
tr

(A ,B) = cr ( ~ [(A-B) U (s-A) ] ) • kds
A

A E A , B E
A

B •
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Dokaitte, Ie

AA AA"

11 ~!e10 JD¥{A,B) nez~vie! ne vyb6rumnolin A,B ze ~!d A,B ,
A

2/- ( m, IfJIf) je I1plnY metrickY proetor.

Pro 11bovolnou mnoZinu 14 E m ozne~e ~olem s(l4) ~!du vliech

mnolin elcviva1entn!ch e mnoZinou 14.

Potom plat!

31 A,B E m =*
al e{A U B)I = e{A) u e(B) ,

bl e(A n B) = e(A) n e(B) ,

cl e{A-B) = e{A) - e{B) ,

A '" '"4/ def'inujeme-11 zobrazen:l' 1'1' 1'2' 1'3 z m x m do m pi'ed-

pieem

A A A '" /'..1'1(A,B) =AuB=AuB

AA A A ..............
F2 (A, B) =AnB=AnB ,

AA A '" /'..
F

3
(A,B) fI' A - B = A-B

..... A

jsou zobrazen! 1'1 ' 1'2 ' 1'3 na m "X m Is obvyklou metrikoul

spoji~,

51 pi'edpok1~~e-11 nav!c P e m a def'inujeme-11 zobrazen! 1'4
..... .....

z m do m pi'edpieem

A A 1'\ ..........

1'4(A) = P - A = P-A

A

je 1'4 epoji til na m IvAe e metrikou fJlf- I I.

(
... 00

rHlnYch ~!se1 Inekone<!n~, u )"',m n 111 =1
I

I**l
~ studujte vz~jeamy vztab jednot11v,Ych metrik z pi':Oc1add 8,15 - 8,19 Itj.

je-11 napi'. pravda, Ze fl.. (E,F) = fl1 (~ , <7) aj./. Studujte UI kon

vergenci ~ jednotliv,Ych prostorech !

18,21~IBud d.ma matics

Pi'edpokUde Jme, Ie

11 pro kald' DEN
00

v = L u.
D 1Il_1D,m

i'ada

,
Un.m konverguJe abso1utDA, ozna~

21 ,ro kalM • E N existuje lia Un ' ozna~ u· 115 u m '
1t ... oo ,a ---. n.. OO &1,

pro kald4 DEN a vlechna • EN,

31 budto a/ u ,;i",.m

b/lu I<!!:sn,m m.

pro kald' m,n anebo
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Potom lim vn =
" ..00

pfil!eml rada
00

];-1 Um ' tj.

00

~ s. konvergUje •
.,. .1

lim
" .. 00

00

L u =
m_"I n,m

00

L lim u
• =1 n.. oo n,m •

Dokslte

G;jdllte ze zlikladn:!bo prostoru ve

a LebesgUeovu vlltu

cvil!en:! 2,21 a pouZijte Levibo

-'------.JH

j 8,22';Isua P zakladn:! mnoZina, (Z,A) zakladn:! prostor, necbt ~ je systllm

viiecb funkc1. na P s konel!nYm abstraktn:!m integralem.

Definujms nyn:! systllm 1"unll:c:! 'If' s .efinHn:!m oborem P :

f E j(' ~ pro libovoln4 1"unll:ce g,b E ~

takoV4,!e g";; 0 .,;; b , jest max(g; min(f,b» E ~

POzn8mks.: veW mnobo autord definuje syst4m miif'iteln,)'cb funkc:! pravii Um

to zpl\sobem; v dalii:!m uvid:!me, jaJcY je vztab eystllm A a Y .

Funkce ze sysUmu "W' naztvejme pseudomiii'iteln4.

Dokalte nasleduj1c:! tvrzen:!:

II f
1

€ 'V' , f
1

rv f
2

21 ;e C 1(' ,

31 t € Y , b € ~ If I,,;: b ~ f € ~ ,
41 f n € V , f ~ f sk.vl. ..... f e »:n

[f;ouZi jte Lebesgueovu viitu II '
51 A C 'hi' , na pi'1kladll 2,10 ukslte, Ie nemus! byt A = 'W",

61 f E ¥' , a E El ..... af E '].V"' ,

71 f 1 ' f 2 E IV ~

a/ max (fl ' f 2) E V,

bl min (f1 ' f 2) E N

cl f
1

+ f
2 E 'hi' , ma-li soul!et emysl ale.vl. t

81 f E . '}V' =* f+ , f E W' ,
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*9/ f n" € 1/'.,." sup f'n E 'V' , in! f'n € 7,/' ,
..... ?I-

11m sup f'n E 1./', 11m in! f'n E 'V',..... 11. -tOO .

101 t € '"V' g,h E z , g""- f' L. h ~ f' E .~ ,,

111 f' E 1¥' , g,h E X':~ max (g; minff ,h» € :e

~lolite gl = min(g,O) , ~ = max(h,O) a Ilkdte~ ite

min(~ ,h) ""- max( g; min( f' ,h»": max(g,~) ~ •

/8,23: IDef'1nujme nyni syetem mno!t1n .« ta.kto:

/viz pfedchozi cv. 8,22/.

MnoZiny ze syetemu Ji

Dokaitte,ite

11 system Ji tvofi

nazYve jme p eeudomi!fi telne.

0' - okruh podmno!t1n mnoZiny P /viz def'1-

nice 7,21

~ou!tijte v,teledkd pfedchoziho odstavc~ ,

2/ Ji nemus:£ byt (J' -algebra /viz 7,21, tj. nemus:£ byt

P € Ji ,

rr-;iz napf. 2,5~ ,

31 m c :«, na pf:!kladi! ukaitta, ite nemuei byt m -..4 .

18,24:1 Pfedpokladejme, ite Daniellovo rozi:!feni sp~ujs jeiti! dalii axiom,

axiom 9 : existuje f'unkce g E ~ takova, ite

° <" g( x) L. 1 pro kaitde x € P ,

tj. k axiomdm lZ - 3Z' 4A - 7A pfid&me jeiti axiom 9 •

Ukaitte, ite

11 axiom 9 nemus:£ byt vitdy splni!n , tj. pfeani!ji - existuj:£ prostory,

spliiujici lZ-3z , 4A-7A a nespliiuj:£c:£ aXiom 9

r;1z napf'. 2,10-.J •

2/ plati-l1 aX:l.om 9 ,potom .A. = 'h/' /viz 8,221

r;-aa g € ~ takova, ita ° <g(x) ~ 1 pro kald' x E P ,

baa f' E 1Y ; pololta f'n =max (-08 , min(f',ng» a ukaitta, Ie

f'n €;e , f'n ~ f'~,

31 plat:£-l1 axiom 9, potom m- =...,;It. /viz 8,23/,

4/ viz tel pf. 6,25 •
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pro vllechna

(fl,P > 0 •

f n /' ep • ,

Un > 0

Potom je axiom !I lviz 8,241 spl.nlln.18,25.1 Bua P E 11t •

Dokaltel
'"

II Je-l1 c:U P = 0 , je tvrzen:! zi'ejme. Bud tedy

POdl,e deflnlee existuje pos1.oupnost f n E ;c ,
Mdleme pfoedpok1.4det, Ie f n;;' 0 Ipro~?I 'a Ie

n Ipro~?/. Po1.ol:!me-l1

Q(x) = g(x) = min(Q(x) 1.)

Ivlz telt 8,2811 , vyhovuje f'linkee g poltadavkdm axiomu 9 .-.JJ

Ha konkretn:!eh pr:!k1.adeeh jame vld~1.l, Ie nllktare obeene vl.aetnostl rdz

nYeh syetemd mohou byt v Danlellov~ rozll:!ren:! .spl.n~y, a1.e take nemue:!. .

byt spl.n~. KupHkl.adu mle, a1.e nemue:! byt P E m Ipr. 2,5/; mdle,

a1.e nemus:! byt spl.n~ Stonedv axiom 8s lviz pi". 8 ,111 ~l axiom 9

Ivlz pl". 8,24/, eystem;y A a ¥' vlleeh mllrltel.n1eh a psaudomllrl te1.

njeh funke:! Ivll1l 8,221 se mohou, a1.e nemue:! shodovat aj. Budeme sa zaby

vat nyn:! \lImi to prob1.emy troehu podrobnllji - po1.ol:tme tedy kromll axiomd

1.Z - 3z , 4A - 7A na ee1.ou teodl jeliU da1.ll:! axiomy a budeme zkoumat

jejleh vZ4jemqy vzteh. V da1.lI:!eh pr:!k1.adeeh proto vldy pi"edpok1.4d4me, Ie

po.vodn:! axiomy l.z - 3z ' 4A - 7A j80u spl.n~.

*'Kroml!. Stoneova axiomu 8s Ivlz ev. 8,111 uvaltujme jelltl! da1.ll:! axiom 8s
I jakYsi "zes1.abenj" Stonedv axiom!

*axiom 8s f E :e, , f ~ 0 9 min(f ,1.) E :e.
laby na tomto m:!et~ nedoll1.o k nedorozum~:!, uml.uvme se, Ite symbo1.em 1.

budeme zna~l t funkel, kteri na mno!t1n~ P nab;llva vllude hodnoty 1. I •

1.1 'Ukaltte, "-e z p1.atnosti axiomu 8s pl.yne:

" al f E Z ~ max(f ,-1.) E Z ,

bl f E z , a > 0 9 min( l' ,a) E Z ,

el l' E .'l! 9 min( l' ,1.) E ZR , mex(1',-1.) E 'l! ,
'"d/ axiom 8s ,

el l' E~ ~ min(1',1.) E ,~ ,
1'1 t EA 9 min(1' ,1.) E A •

2/ Na pr:!k1.adll 2,8 ukalte, Ie axiom

'"8s niko1.lv, tj. z alCiomu 8S

'"8 5 mOb byt spl.n~n a axiom

nep1.yne axiom 8S •
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31 Dale ukazte, ze z platnosti axiomu 8: plyne:

al celj proetor je peeudomei'i telnll mnoHna, tj. P E J£ Iviz

8,231

~~te ukllzat, ze cp E Jr0 - k tomu je nutne a stac! dokllzat

Iviz derinice 8,22/, ze

max (g ; min (cp ; h) E s:: ,kdykol1v g,h E Z
g £ 0 ~ h , coz je et jiZ anadrie-.lI ,

b/ r E ~ =} min(r;l) E ~

r-;;;:Ln(r;l) ; min(r+;l) - r:~ ,

cl rEA '9

41 Na pf!klade 2,8

min(f'; 1) EA

mine!'; 1) E W' .

*uk8zte, ze z axiomu 8 s neplyne jeiite P Em.

\a,28.1 Pfedpokl9.dejme, ze P E~ Iviz 8,23/. Potom plat!:

al I' E;e ~ min(!';l) E :e

,

a ze vztahu

~def'inice systemu ~ - viz 8,22 - lehko ukllzete, ze

min(f'+; 1) E :£- a dale pouHjeta vztahu

min(f';l) ; min(f'+;l) - r- --lI,
*bl axiom 8s '

cl :f E W ~ min(f'; 1) E 'Jr'

~ plyne primo z pl'. 8,22 - 7b a ze vztahu cp E fY'

tj. ze vztahu 1 E tv' Iviz Umluvu v 8,27/--11,

dl rEA ~ min(f';l) E A

~ p,lyne z definice systemu mei'i telnjch f'unkci A
f'n ~ I' ~ min(I'n;l) ---7 min(f';l) ---.1l •

Ukazte, ze tvrzen! al - dl z>1stanou v platnosti i tehdy, predpoklad9.me-

11 P E m.
rr-;lyne okamzite ze vztahu m c ~ - viz 8,23 --.11 •

18,29.1 Ukazte, za plat! nasledujic! akv1valence:

PEJ(.~ [I' EX

r---;iZ 8,27 a 8 ,28 ~
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18,30~IPodle cv1l!en:! 7,13 - 81 ma mira (it- I .. Aex 1 definoVaM na sysWmu

v~ech podmnoi1n mnoiiny P vlastnost1 vn~j~! miry Iv1z 7,12/. M~ieme

tedy definovat systllm m «(if-) v~ech ciU - mM-1 teln$ch mnoUn podle

7,15. V DIln1el1ov~ rozli:1ten! mama nyn! tf1 aystllmy - syst~m m vliech

met1teln$ch mnoi1n, syst4m ~ v~ech pseudomet1teln$ch mnoi1n Iv1z

8,231 a nyn! 1 sysplm m (?) vAech c!1- metiteln$ch mno,Un.

PWme sa, jakj je vztah techto jednotlivjch aysWm.;,

Dokaite n'sleduj!c!:

11 m c J1., Iv1z pt. 8,231

21 J1., c m(r:!Z).'

~te'dOkBzatn'sleduj!c! imp11kac1:

A E J{, =9 pro l1bovolnou mnoUnu Of e

etrT < + 00 j .. st Jt(Tn A) + eU(T - A) L. cit T

lrozmyslete !1•

Bua tedy A € vi{, ,~T < + 00 • Ukal\te, Ie existuje f'unkce

h €:£ tekov', ie cT ~ n , Ah" eti T • Poloite ~ .. min (n.cA,;h).

ProtoIe ~ ---+ cA.h , plyne odtud, ie cA.h E Y ,zevztehu

o L. cA.h ~ h plyne dokonce, i:!e cA.h €:t: Iv1z 8,22 - 31 I.

Odtud j1i 1ehko Odvod!te, ie

c!t(T - A) L. cUT - A (CA·h) -:J

Z dokBzanjCh vzteM n'm nyn! plyne, i:!e vi:!dy m c Jt c m(It).
Na pt!kladech ukai:!te, i:!e mez1 temito systllmy nemus! nastat rovnost. Pro

dalli!pouze jelite poznamenejme, ie kaidi ze sysUm m , v4!.
m (!1-) tvoH (j' - okruh podmnoUn mnoi1ny P Iv1z 7,2 1 a

,,? e m (ciZ) Iv1z 7,16/.

jokaite ~le, ie

,
Ie vidy

31 plat!-li axiom 9 =1 m .. ~ Iviz 8,24/,

41 je-li m.. J{, ,nemus! jelite plati t axiom 9

~ z'kladn! syst~m funkc! Z vezmete aysUm vliec~ f'unkc! tvaru

f(x) .. kx na 1ntervalu (0,+ 00 ) , pro fEZ, f(x)" kx

po1ozte ss:» k~ ,

**51 •./'1. .. m(;:t) ~ P E J{,
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~. V Je-11 .it. m Cr!Z) ,. Je P E J{, polUe pi'edchoid pom'mq.

bl au! te~ P E..x • B € mc~) . I14te ,*,..10, Ie

~ E 'W'. It tomu mustte .....a1o, Ie II1I1CC.;h) € :(, ,

kdykol1v h E ~ • h ~ 0~ •

61 m· mccft) ~ P E m
rr;; Opl!1o Je P Em. Je~l1 'm. m c;z).

bl Bua P E 7Jt • PolUe 8,25 je aplnlln anOli 9. te~ m·./'i
I

Inz 8 ;241 a pocUe pf'edchoz:! MeU. - jel1kol je P E~ je

1 .,4[= mCcfL)~.

Z privl! dok4zan$ch .,.yalecDDl te~ plylle. Ie

r-::-=*l.
~ Obdobnl! jako j_ def'1noval1 NZI14 lI7eUm,y -miHtelDlch- 1Ill011l1 - toUI

eyeUm,y m. Jl{, a m c~) - a11_e def'1nova1o 1 NZI14 oB)'eUm,y

-ml!f'l1oelDlch- 1'UDkc1. Pf'ednl! JIIllme def'inorin lI7et'm A vlech ml!f'ltel

nich funkc1 a lI7et4m '),r' vlech peeudoml!f'l telDlch f'unkc1 lvi. 8.22/.

Vzlledam k 1oClllll1, Ie lI7eUm,y m, Jt • m (~) tvaf'1 (J' - okruh,y

podmnol1n 1IIlO11ny P, 1II\1e_ dll.1e def'inovatIl7BUm,y A ( m) ,
A (v'(.) , A ( 71t (It») vlech m - ml!HtelDlch. Jl - mif'itel

nich a lit (JL) - ml!f'lte1Dlch 1'uakc1 pocUe 7,23 a pod1e poBl1Ulky v 04

etavcl 7,25 luvl!domte ai, Ie ~ue1 bit P E m ani P € ~ II.

JekY bude u,yn1 vstah tl!chto eyet4!ll\ ,

Doksl1oe n4eleduj1c1

a/ACY"

rvia 8,22 .r.
bl pla~1-11 anOIa 9, jut .A = ¥'

frl. 8,24 .r,
cl A (m) c A (..x) c A (m(!lJ) ,

d/ P E m ~ A (m) - A(.){.) = A (mrcflJ)
n.vi. 8,30 - 71-1.

tr A (..x) c 1Y J

*'..fl P E J(, ~ .A (Jl-) .... ?Y',

BI [! E Y ... (z E P; fCz) < c } E J{, pro l1bOY01n4 0 C: ~ ]

-t P€.Jt
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pro Ubovoln4

P -II,
< c}e m

r;_atw-u t tuPkcl I'O'mOU 0 Da lIDol1Dl P, Jest d"e,1lll
. 0

to E ')(' a nap!'.

{x E P; to(x) < 5} •

hi [t eA=* {x E P; t(x)

c E ~ J'~ P e m
~stupuJta sta JIll jako v BI~ •

OdtOO jill lehko d0k4l1eta, lie

11 P E m ~ A = W' = A (m) =: A(Jt) = A (mrllJ) ,
apac14lni ta~-

J/ P E m # [t e.A. # pro kalld4 c E B
l

Jest

{ x E P; t(x). < c} Em]

V poaledna tvrsen:!' Je obaallena velm1 dllleU1:' cbaraktarlet1ka mit'ltalnYch

funkc:! pomoc:! miRtelnYoh mnollin.

~
~ Necht plat:! ax10m 9- vb 8,24 - potOlll

(1): enatuJe poaloupnost f'unkc:! t n e z takov4, Ie
00

Lit (xl I = + 00 pro kalld' x E P •
-11.-1 n

lrB"u! 8 E ~ takov4 tuDkce, Ie 0 < 8(X) .... 1 pro kalld' x E P •

Potom ex1stu,1e funkce h E .;t takov4, Ie h ~ 8 • DlUe poulllJta

det1n1cl systllmu .;t ~

18,33: INecht plat:! (1) v 8,32. Potaa '.

(2) : ex1stuJe posloupnost tuPkc:! Sn E Z tskov4, Ie

00

8n~ 0 a cu( n G) = 0 , Itde1/.., n

~= {x E P ; 8n(x) = 0 } •

lfSt;.C!:! poloUt 8n = I tnl :J
18,34~IPfedpokUde,1llle, Ie P E ..)l, Ivb det1n1cl 8,231 a lie plat! (2) z cv1

C!en! 8,33. Potom plat:! ax10m 9 Ivb 8,24/.

~ Je-U <!L P = 0 , Je tvrsen:! d'e,1m4. Bu! ta~ 8n poaloupnoat 1'uPkc:!,

JeJ:!1 ex1stenc1 zaruC!uJe (2) v 8,33.

Ukallte, Ie

al ASn > 0 alelllloii. pro ,jednu hodnotu n ,

- 239 -



bl lze pi'edpoklll.dat, Ie ASn > 0 pro vi!ieehny hodnoty n.

POlo!te hex) = , g(x)

/ IIl1n(h(x); 1) je-ll
= h(x) > 0,

~l je-ll h(x) = 0 •

Uka!te, !e funkee g mil. vlastnosti potf'ebn' v axiomu 9 -.:J

I8,35~1 ~edpoklll.dejma,!e P E~ a!e plat1 axiom 9 Iviz 8,24/.

Potom plat1

( 3) e: ,Jtuj1 mno!1ny En E m
00

P = U En:::t1 n

(Toto je vlastnost, vy jadi'uj1c1 tzv. d - kone~noat miry - viz 7,29/.

~Momta ai prednl!, !e podle 8,24 jeat m = o../V.- •

awl g fwlkee, jeji! exiatenei zaru~uje axiom 9 • Polo!te f n =

=IIl1n (1; ng) , En = {x E P; fn(x) = 1 } ~

18,36.1 ~edpoklll.de jme, !e je splnl!na vlaatnoat

(3') : exiatuji mno!1ny En E J{. takod, !e P =

ef'i En < + 00 pro ka!M n

00

U En '11-1

luvl!domte ai, !e miru r:u- mlime definovll.nu pouze na syatll.mu m
a !e z uveden$eh pi'edpokladO. neni ihned zi'tjm',!e m = J-{ I.

Potom P €....4 a je splnl!n axiom 9 1 a tedy m = ..K 1 •

IrP E...Ji, plyne z toho, !e ayst'm ..x woi':! o: - okruh •

Je-ll c£l P = 0, je tvrzen1 zi'ejm'. Uka!ta dlile, !e mno!1ny En

V (3') lze volit dokonee diajunktni, polo!te potom

1
o~ , g = IIl1n(l;h) ~

11 axiom 9 a vlaatnoati ( 1) , ( 2)

dl! c«-- P = 0 ,

21 axiom 9 a jednotliv' vlastnoati

ekvivalentn1, jeatl!!e P E ~
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]8,38.1 Z pfoedchoz!ch Tfeledkd odvo1l.te MsleduJ:!c:! velm1 zaj:!mavou vlastnost:

,

je splnl!n podle 8,25 axiom 9 a podle 8,30 - 71

D81e poul1jte 8,35. Ostatn:! je j11 snadna.

,

ex1stuj:! mnoU~ En Em, ~~ < + 00
00

p .. U E
71.=1 n '

~ - konei!nou odru, pravl! kdyl je ml!foite1nY.tj. proetor P m'

~ Je-l1 P E m
jest A .. m .

•

z 8,32. Bull. b E A
f~b}<+OO

Dokalte oststnl! toto tvrzen:! t4! pfo:!mo. Je-u P Em, existuj:!

funkce f n e s: tak, Ie f n ? cp • Phdpokllldejme, !e ("- P > 0

a uvalujme mnoUny En" {x E P; fn(X) ~ ~}. Pod1e 8,31 - jl

je st En E m a zhgml! (!'-~ < + 00 Obracena tvrzen:! plyne

z vl!ty 13 ~

18,39;IPhdpok1adejme, i:\e je splnl!na v1astnost (1)

h ~ 0, C" sup {Af; t E:e. ,0 ~

Potom h E:c:. a Ah" c. Dokalte I

r-;u1l. f n pos1oupnost funkc:! II: vlastnosti (1) ,pololte

hn .. min ( If11 + ••• + I f n I; b) ~

Poznamka: tato vl!ts plat:! 1 tehdy, phdpok1adame-li pouze bEY.

18,40;1 Projdl!te s1 jeAtl! jedoou cv1~en:! 8,27 - 8,39 a analte se pfoeh1edol! a gra

ficky s1 znazom1t vl!echny 1mp11kace. Sep1Ate si tal, co 1ze vl!echno tvrdit

v pHpadl!, Ie P E m I

uP E m ~

al exi stuje funkce g E :e tak, Ie 0 < g( x).;;; 1 pro kalda

x E P /ax1om 9/, ne1ze obratit,

bl [f E ~ =9 min(f ,1) E ;e J /ze8labenY Stonedv axioml,

ns1ze obrat1t,

pro libovolnajest max(g; m1n(f,h» e :t.

cl m.. Jf. .. m (;:t) , lze obratit

Ispecialnl!: E Em<==} pro kaldou mnolinu T C P jest

c!i T" JL(T (\ E) + etr(T - E) 1

d/ A .. hi' .. A (m (c!1-») , lze obratit, tedy

f E A ~ pro libovolna funkce g,h E ~

, { x E P f(x) < c } E m
?')') 35 FIG
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el mnoZine P IIlli

eu-En < + 00

fl v1z t~i jeAt~

(J' - konel:!nou m!ru, tj. exl.stuji

"", p.. U E , lze obrllt1t,
71-1 ~

cv11:!eni 8,41, 8,42~

18,4l~IBuC1 P Em. Potom

Ii f E A =* -s1gn t E A • Dokaite

ze skr1pt

pi'edpokla-

Plati tato impl1kace 1 bez pi'edpokladu P E m 1

Plyne z platnost1 ~to 1mp11kace jU P E m l'

II. f,g E A =* f.g E A

~dl~ 8,31 jest it = ~(c")' a podle 7,24 je soul:!1n dvou

dZ - m~i'1 teln,Ych :f'unk:c:! op~t ci1 - m~i'1 telrui :f'unk:ce --lJ.
Lz", posledni tvrzeni dokllzat 1 bez pi'edpokladu P E m 1

Plyne z tHo 1mpl1kace .111 P E m 1 /V1z ~i odstavec 4,3

I.l!emj - J.llai'ik, Integralni pol:!et I - co sa v ddkazu vlastn~

M?I

18'42~*IUveame j&AU jeden abetraktni probl~m. Nejdi'ive s1 vAak dokaita nasleduji

ci jednoduchou, ale uUtel:!nou v~tu.

"Buche (~, Al) , (Z:/, A2) dva zakladni pro:>story ned etajnou mnoZi-

nou P • Bu(1ta £.~, Xa pi'ieluAnol systol~ 1'unkci s konel:!n,Ym

abstl'llktnim 1ntagrlllem Al ' A2 • Potom plati:

a Alf =A2f pro f e 2., = ~.2}=t [~c ~ ,
a Alf = A2f pro f E Zl i pro. t E z2]' "

Ve cv11:!eni 7,38 jame uvedl1 nasledujici v~tu - bu(1 (Z,A) zllkladni proetor,

proveC1me Daniellovo rozliii'eni, doeteneme troj1c1 (P, m, c«- ) • Oznal:!me

symbolem Z systolm vlech jednoducb$ch funkc:! na P 8 c:«-(N(f» < + 00 •

Pro funkce ze s7s~mu Z mdieme definovst 1ntegral A jako V pi'. 7,37

Ivle si zopakujtel/. Ziskolme op~t zllkladDi prostor . (Z,A) , mdieme op~t

provolst Daniellovo rozlii'eni, dosteneme sys~m 5e a 1ntegrlll A ne

n~m.

Ptal1 jame sa, je-l1 spln~ podrllinka

(LS) : a Af=Af protE.:e =;e.

V1d~11 jams tai, ie odpovlid DB tuto otazku .1e posit1vn:! v pi'ipad~, is

P Em. To te~ znamena, ie pom.inka P E m .1e postal:!ujici pod

minkou pro platnost vztahu (LS). Hledejme nyni nejaka dalili postal:!uj:(ci _

l!1 nutn~ - podmink;y pro platnost vztahu (LS) •
25535 Z16
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Dokaite n~eleduj!c!:

11 (LS) nemu..! byt vldy eplneno

~z pro 2,5 , kde jedi~ merite~ mnozina je pr~zdnB mnoz1na~,

21 pradpokUMme-li, ze A = if Iviz 8,22/, dokaZte, ze libovoln~

z n~eleduj!c!ch podminek je poetacuj!c! pro platnost (LS)

E z,
r2eAdl fEZ ,

bl zeeleben.j

cl f ,S e z

al Stone~v axiom 8. IViz 8,111 ,

'"Stone~v axiom 8. Iviz 8,27/,

Je nekter~ z techto podm!nek i podm!nkou nutnou?

JaM je situece v pHpade, ze nen! A = V?
,

**) V tomto pr!pade je nutn4 trochu pozmenit definici jednodUChYCh fUnkc!

vzhledem k syet4mu ~ •

V dal§!cih nekolika prikladech ee opet omezime pouze na Lebeegue~v integr~l

v eUkleidovskYch prostorech Itj. predpokl~~e, ze z~ladn! syst4m Z =Cr
a, Af je Riemenn~v integrlil pres Er I. Nekte~ tvrzen! by bylo momo

tez vyslovit obecneji, nebudeme se tim v§ak zabYvat - prenecMme toto cte

n~i.

I~,43~ IPro libovolnou mno!inu A C El a pro libovolne k > 0 znecme A(k) =

= A n <-k,+k > ,pro libovolnou fUnkci f, f:" 0 a pro libovoln4

k > 0 znaeme aymbolem r'k) funkci Inep14st s derivacemi!/ definovanou

n~eledovne

.i->: f( x)

-~k

pro ta x, pro ne! f(x) ~ k ,

pro x takov~, Ie f(x) > k •

Dokaite, ie

A(k) E m 1 ,
=9 f(k) E A •/'1

f ~ 0 na II , potom

pro kaid4 k ) 0 a

11 A E m
1

k ) 0 =9

21 t E AM f ;;" 0 k) 0

31 je-li M E m1 t E AM

'-P 'k) '-P
f E "'--I'f *'9 f' E oL /'10<)

lim 1 f(k) je kone~
k -HJO I'f (k)

IV tomto pHpad8 pak zre jme J f = lim
M k",oo

/.
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~ N4vod k ddkazu pOS1~dn!hO tvrzen!:

al je-l1 s E 'i:,M I jest r(k) E ;eM 0tJ pro kaid' k > o
a pou!ije se Lebesgueova v~ta I

bl oznal!me a = 11m 1 i( k) I pro libovolntl -cell! r oznalSte
,,~OO 11M

Q = { x Eli; 2r ~ f(x) < 2r+l } .r

dale polol!te

Q- oo = {XEIi f(x) =o], f400 = { xE Ii f(x) =

=+ 00 }

a definujte tunkci F takto:

F(x)

~o pro

= L.....-- 2r+l pro

~+oo pro

x E ~ I

lehko uk4bte I ie F E i:-M a It I ~ F I odkud jU vyplyne

tvrzen! .--ll

PoznBmky:

11 Jak by bylo momo vyslovi t uvedenou vl!tu pro proetory vyliA! dimense

lSi pro abstraktn! prostory ?

2/ Uvedenou vl!tu by bylo momo zobecnit. Plat! n4s1eduj!c!:

·bul\ f E AMI t ~ 0 I II E m., . Potom

f E JeM ~ f(q) E ~M{/') pro dechny hOdnoty p,q

a lim J f( q) je konelSn4 •
)::t: ,.,~) _

Bylo by ov~em tf'eba vysvl!tl1t , co se rozum! ·dvojnou· lim1tou

11m - lStenM-e je momo odk4zat na knihu V. Jarn!k • DiferencUln!
P++QO
1.. + 00

polSet II.

pro x E II takOT4 , Ie rex) <a •

Lf(X)

~~b

•
(x)

Doksl!te n'sleduj!c' tvrzen!.

Bul\ f 11bovoln4 funkce na mnoUnl! III C Er • Pro 11bovoln' a,b E ~ •

a < b oznalSme feb) funkci definovanou pfedpisem
(a)

pro ta x E II I pro nil

a ~ f(x) ~ b I

pro x E II I f(x) ) b I
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Je-U f E AM ,potom je f~:~ E A H pro Ubovolnol a,b E El '

a < b •

rr--;;l dOkazu pouJljte vetu 56. Je vldet, ie veta zOatene v platnoatl

1 obeenll - atal!! predpokUdat - jak vyplyne z provedemlho dOkazu - Ie

A.. A (m) , tj •. atal!! pouze predpok14dat, ie P E m Ivlz

8,31/.-11

\8,45.1 ZObacnllme nyn! troehu tvrzen! z 8,43. BuCl. opet t 11bovoW funkee na

mnoiUnll II E m 1 ,ne nutne jU nez4po1'nli, bUCl. k ) 0 • Podle pi'edeillol

ho evll!en{ 8,44 mO.ieme utvoi'l t :f\uJ.kel t(k) ,znal!me jl pro kr4tkoat opllt
(-k)

f(k)1 ukaite, ie toto oznal!en! nen! ve aporu a oznal!enim z pi'. 8,43/.

Potom plat!:

je-11 t E ~M

a !r=l1m
H k-+~QO

Dokaite I

~ PouJljte vztahO

al f = f+ - r ,

pro kaidol k > 0

a evll!en! 8,43 ~

Pozn4mka:

,

Opllt nebylo podata tnol, is jame uvaiovaU pouze Labeagueovy lntegr4ly

v El ' pokuate ae uvedenou vlltu zobeenlt.

18,46.1 Na tomto m:1stl! ae doaUv4me k teor1l "zobecnlln$eh" lntegr410. Vete z pred

choz:1ho odatevee n4m k tomu Mv4 vhodnou pi'!leUtoat. VidllU j81118 totU,

Ie za pi'edpokladu f E ~M je 1 f(k)E XH(lt} pro kaidol k > 0

a plat! rovnoat J f = 11m jf(k) • IIOIe ae nyn! aUt luveCl.te pi'!-
H ... k.." +00 H{It)

klad !/, ie posledn! 11m1ta exlatuje, anU ex1atuje konel!n$ LabeagueOv

lntegral Jr. V tomto pi'!padli l1m1tu 11m l..lk) budeme na~at
M k-++OO ""k,

Q-lntegro\lem funkee r pi'ea mnoUnu II. Pi'eanejl, bua 14 C

funkee na 14 , ~eeht pro kaidol k > 0 jeat lk)E ~MM

ex1atuje ylaatn! 11m i f (k) • Potom hodnotu 11m J f(k) naaveme
/(..,.+00 !'I(k k-'tHIO /10f)

Q - lntegro\lem funkee r pi'ea mnoilnu II , znal!me tanto lntegr41 ~bolem

(Q) J f • Neeht Mle aymbol ~ znameM aysUm vAech funko:1 na mnoiinll

II , ;ro nei exlatuje (Q) ~ r •
H
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"

Ulcallte, Ie

11 (Q)

21 (Q)

Iv nul. det1nu,1e1l8 tuDkc1 Ubovollli/,

Uviz pi". 3,4.J1 '

31 £ E ~, g.tv £ =+ g E ~ ,

,
51 £,g E 0._, £ '= g JIll. =+(Q) J £ s!i: (Q) J g ,

.. H H

61 £ E ~, £ ~ 0 na • '* t E :eH • (L) J t .. (Q) / t
H H

" viz cvil!en1 8,43 , viz t41 8,50 - I U,
71 £ E ~, 8 E ~ "* at E ~, (Q) I at • • • (Q) j' £ ,

H '"
8/£E~, IIC., 1I€71t', ~tE~,

~ viz kupi"1Idadu (Q) [1~ cb:;~ ,

91 £,g E ~ ~ t + g E ~ •

wi £.g E ~, t + g E ~ ~ (Q) ! t + (Q) ! . = (Q) let + s).

V ddal.edltu poal.edD1ch tH IMIpUvmch v;tll1edJltl Je vic1i~. Ie Q - 1ntegriJ.

I18IIli potfoebIW vlaatnoaU 1ntegN1u ItaII:. ,1aII: ,.1- ,1a t01'llu1ovaU v I1vo4l1

prwni bpiwql. z tobo d6vodu .vedalle D48I.eduJtd ·ZObeCDl\Qt 1ntegriJ.·.

18.47:1 Bull £ 11bovo1Da1 t'lmkce JIll _lin/! • € 7ll~ • Puakcl t DIlsvne

B - 1ntegrovatelJlou JIll _11nl! •• Jeatllie

81 t E ~ I~J. ,18-11 t Q - 1ntegrova1ia1D.6 • vis 8.46 I.

bl 1ia 7. AL { :II: E .; t(:II:) > 7 } • 0 •y ... +C8 (. ..~

S7St4_ vilech B - 1ntegrwatellVch t'aDkc! .. _11DI • _.-e Qllbo1ea

1\1 , pro tuaItce t E 1\1 lJe~ B - iIltegriJ. va1:aball

(Q) It.
H

Dailalw. Ie

lI.f!H C 1\1 C ~

rri.. It~ pf. 8,6'2-' •

211\1 -:eN ~',
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31 f E By. f ~ 0 =+ f E :t:. M

~ vi. pi'. 8.46 - 61 lSi 8.50 - I!.l.

4/ (B) J' ~ ax neexistu,je •
-1

51 f E By. g tv f

6/ f E By. a E ~ 0=9 af E .By. lB) f 11£ = a • (B)'/ £ •
/'f H

7/ f.g € By ~ (£ + g) E l\I. (B) f (£ +g)= (B) 1£+ (B) j'g •
/'f /'f /'f

8/ t E By. N eli. N l: mt ~ t E Bw •

18.48.1 Ulr4i_ JaiU jedDO ·zobecnlln:l:· Lebeagueova integrlUu. Dokaite viiak neJdf':l:

ve n4a1.eduJ:1c:l: tvnen:l:.

Bua o ~ a < b'" + 00 , f E :e(a,b) • Potoll pro llbovolD4

7 e (0.+ 00 ) jest e-Jq.f(x) e seca,b) a

l- I-
(L) J f(x) ax· lia f .-Jq.£(x) ax •

a y-+o+ ..
~ ubfte, fe

x E (a,b). 7 E c0,+ 00) ~ 1.-Jq.t(x)1 ~ I£(x) I E ~(a,b)

a pouifljte kupf1kladu vl!tu 60 ~

au! nyn1 opl!t 0 ~ a <: b ~ + 00 , bu1I £ f'UDltc. de1'1J:lcmulA v inter-

va1.u (a ,b) , nech\

a/ pro }add6 7 E (0,+ 00) Jest e-ll;Y.1'(x) E ~ (a,b) ,

b/ existuJs YlaBtn:l: l.1lD !e-ll;Y.1'(x) ax •
. Y-+ 0.,. a.

S7s~. vlach f'mkc:l:, v"bovuJ:l:c:l:ch obilE tl!ato po&dnkM, snal!lae QIIIb01.ea

E(a,b) ; pro llbovolDou f'UDItc1 l' E B(a,b} pelt daf'inuJ118 JsJ1 B - in

tegr4l. pf'es intel"981_ (a ,b) vztahea

I-

= liaJe-ll;Y.£(x)
s-« 0+ a.

ax •

Doblte, Ie

11 ~(a,b) C E (a,b) C

2/1'.g e B(a.b) , a..j3 € ~ =+ at + /Jg € B(a.b) •

(B) fa. l' +,8 g)= t:£(B)/r + jJ(B) h.
4 .. 4
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3/ f E ECa,b) If1E E(a,bl '

4/ f E E(a,bl ' f ~ 0 =9 f E :t(a,b)

~ dokaZte primo M pOuZijte 8,50 - II~ ,
00 00

5/ (E) J sin x dx = 1 (E) / cos x dx = 0
0 0

II viz 4,47 a 4,48~ ,
00

6/ (E) J~ dx =Z
o x 2

~ viz 6,22 -.J,
00

7/ (E J i-cos x dx neexistuje
) 0 x

~ viz 6,72.J '
00 00

8/ (E) J sin x I2ii (El J cos x ifdx= , -dx =
0 x.(X ofX

~ viz 6,7U •

~49.1 0 dalllich"zobecn~njch" integralech se zde nebudeme zminovat.

o ttech velmi ddlezitYch pripadech je mozno se do~ist v knihAch V.Jarnik,

Integralni poce t I /nevlastni Riemanndv integral/, V.Jarnik, Integralni

po~et II /nevlastni Lebesguedv integral, Perrondv integral/.

Porovnejte navzajem jednotlive "zobecn~ne" integraly II

1 8 , 50 ;- I Bua M E m 1 ' symbolem TM oznaeme system vllech funkci na mnoZine Y

takovych, ze

L. (T) J g
H

(T) j' f ,
H

Io! '9 (T)Jr
H

naf ~ gc/ f,g E Ty ,

Nechtkaz,de funkci f E TM je prtrazeno jiste realne ~isJ.o - zna~e toto

symbolem (T) J f - tak, ze
/'1

b/ f E ;e/'1 =} (Ll / f =

/lze tedy rici, ze (T) J je JakYsi "zobecneny integral", i kdyz se ne
H

pi'edpokladS napr. ani linearitel.

Potom plati

(I) f E TIo!' t ~ 0 na Io! =9 f E ;;e/'1 •

Dokazte !
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!unkce

ep"R
! ~ 0 • Potom ! E d-

H
de!inovan6 ptedpisem

• Pro J.1bovo1Jlll. k:> 0

/!(x) pro x E Mn <-k,k) , je-J.1 rex) ~ k

!(k) (x) E 1.1 n <-'k,k ) , je-J.1 rex) > k ,= k pro x

~O pro ostetn:!· x E 1.1

le!:! v systll.mu ;e!'1 lukal!te!, viz t6l! 8,43 I, tedy podle ptedpokla-

du je r'k) E T
M

• Ze vztehu !(k)..<. ! pak plyne , l!e

(L) I !(k) = (T) I !(k) .,;, (T) I ! •

Odtud napi'. podle Leviho vllty I!(k)./"! I plyne, l!e ! E :t'H~ •

POZIUimk;y.

1/ Jelikol! vi!lechny zObecnllnll. integrAly IQ - , B - , E - I sptiiovaly

vlastnosti ai, b/, c/, vypljv6 Odtud, l!e f'unkce, maj:!c:! "novY

ZObecnllnY" integr61 a nemaj:!c:! Lebesgueo.v integr61, mohou byt pouze

funkce, kterll. mlln! svoje znamll.nko Iviz 8,46 - 6/, 8,47 - 31 ,

8,48 - 4/, viz tll.l! obdobnY pi':!klad 3,22 - bl I.

2/ Ukal!te, l!e tekll. p lat:!:
~

(II) f E TM - ~M ~ If1¢ TM

~ kdyby Il' I E TM, bylo by podle I tll.l! 11' I E ~H

a podle vllty 44 tll.l! t E ;eM --lI '
(III) l' E TM -:,eM =9 (L) [11'1 = + 00

~ plyne okaml!itll z pi'edchoz:!ho, srovnej pro zaj!mavoet ee cviae-

n!m 3,22 - cl ~.

Je tedy vidllt, l!e zObecnllnll. integr6ly, kterll. nejsou Lebeegueovymi integrll.

ly, jsou vlastnll "neabsolutnll" konvergentn:! integr61y. Lebesgueo.v integr6l.

je pak podle vllty 44 "absol.utnll" konvergentn!. ISrovnejte t6l! s teori:!

tad a s teori:! zobecnllnYch souato. ! /.

18,51;IUvedeme nyn:! pi':!klad omezenll. funkce s na interval.u (O,l.) tekovll., l!e

J' 1
existuje (N) r a neerlstuje (R) J!.

o 1 0

Protoze Riemanno.v integrAl (R)! l' nem6 existovat, mus:! mit !!!2!~

g2g\L!!~lm2jH2l!U funkce f v intervalu <o.a > Ipodle vllty 571 ~;I,~OO2Y

!!!frl!. Na druhll. strane mus:! enstovat primitivn:! funkce F k 1'unkci l'
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na 1nten'alu ( 0,1 )

byt DY§~ v 1nten'alu

, tud1l !9Q2UD!!..22~jLm2JU2lnf'unkce f mus:!

( 0,1) Iv1z vitu v pi'. 3,31. Pod4me tzv. VolterrOv

F =n,1

< J

pf:!klad takov' funkce f; nejdi':!ve adem mus:!me aeetroj1t mnal.1nu v 1n

tervalu (0,1) ,ktel'li by milla kladnou m:!ru a je j:!1 doplnllk by byl hua1;Y

v <0,1> • UveC1me n'sleduj:!c:! pHklady - .konetrukce mnoUn s uvedell$m1

vlastnostmi je ssma 0 80M zaj:!mav4.

18,52; I/zobecniln' Cantorovo diskont1nuuml.

V pf1kladu 5,7 jame aestroj111 mnoUnu C v 1ntervalu <0,1> , tzv.
00

Csntorovo d1skont1nuum. Uks.lte, Ie C =<0,1> U En ,kds En je".f
sjednocen:! disjunktn:!ch otevf.enYch 1ntervald En,1 11 = 1,2, ••• ,2n- l I,

Mlka kaZd'ho 1ntervalu En,1 je 3-n a kalldY 1nterval En,1 je "um:!stlln

v prostfoedn:! tfetinll" nilkteriho z n disjunktn:!ch uzairfenYch 1ntervald,
1l-~

kteri tvof! mnol1nu <0,1> - J-!~ E j Iprec1zujte I, zfe jmll En =

= <0,1> - Rn ' kde mnolliny ~ jsou def1noWny jako v 5,71.

Bu:i nyn:! k;;' 3 a provei§me obdobnou konstrukc1. Bu:i Ck = <0,1> 
00

- U Fn ,kds Fn je sjednocen:! otevfeD,jch diejunktn:!ch 1ntervald Fn 1
~31 •

I n~ n1 = 1,2, ••• ,2 I, ka!dY z 1ntervald Fn ,1 me. d'lku k- • Je-ll

= (an,1, bn,1) , predpoklliMme, Ie bn,1 < an,j , kdykollv 1

Ipodejte prec1zn:! def'1n1c1 pomoc:! matemat1ck' 1ndultce II.

Doksllte, Ie

-?'IV ~11 Ck E Q'(..1 pro llbovoln' k O!: 3, ~ Ck = k-2 '

21 Ck Je uzarl<ena mnoUns ,

31 Ck Je Hdk8 mnoUns Itj. me. pl'lizdnt vn1tfoek/ - anebo

JeJ:! doplnllk v <0,1) je hustS mnoUns v <0,1) ,
j111Bk fel!eno,

**51 jak;f bude Jordan - Peandv obJem mnoliny Ok'"

Idef'1n1c1 v1z v dodstku D III I.

18,53;1 Bu:i {~, X:! , .... } mnoUna' vliech rac1onaln:!ch l!:!sel v 1ntervalu

(0,1). Zvolme posloupnoet re4lnYch l!:!ael Ok tak, ab7

•

pro bid' 11:,

Polo!ms
F = <-0,1>- •
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Potom

al mnolina F je UZBvrena ,

~F > ° ,
cl F je Hdka mnolina, tj. mnoUna <0,1) - F =

=
00

8(~- Ok' l1t+ (\) jehustav (0,1) •

**) ,Jakj bude Jordan - Peandv objem mnoUny F" lviz D III I.

18,54; r Bua nyn1 ,A C (0,1) l1bovolnB uzavi'ena, l'1dkB mnolina kladnll m1r:y

Iviz pl'. 8,52, 8,53/. Potom mnoUna <0,1) - A je otevi'ena, existuje

tedy spocetnll mnoho disjunktn1ch otevi'en!ch interva1o. (an' bn) tak, ie

<O,l)-A.=

Def'inujme f'unkci F v in1;erva1u <0,1) 1;akto:

pro x E A "

1

Dokazte, ie

11 F je spojita v interva1u <0,1) ,
21 existuje v1astn1 derivace F' v <0,1) ,
31 F' (x) = ° pro x E A

4/ F' je spojita vs v!iech bodech mnoUny <0,1) - A ,

51 F' je nespojita ve v!isch bodech mnoiiny A ,

, J'6/ neexistuje (Rl P'(x) dx ,
•

71 existuje (N) J1 F'(x) dx = ° .
" .

Existuje (L) J F'(x) dx ,.
•

!8,55~ Def'inujte f'unkci G obdobnll jako v minD1l1m pl'. 8,54 pl'edpieem

pro x E A ,

G(x)

~o

=~ c

~ 2. 2.
(x - a ) (b - x)n n

pro x € (&n, bn)
- 251 -
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•

Dokalte, Ie

1/ 0 Je spoji1;4 v <0,1 > ,
,

2/ existuje vlastn! derivace 0 v <0,1) ,

3/ G' je spoji1;4 ve vliech bodech mnoUny <Q ,1> ~ A a nespoji1;4

ve vliech bodech mnolin)' A •
•

4/ neexLstuje (R).f O'(x) dx •
• D

5/ (N).1 O'(x) dx =0 •
D

6/ je~li x EA. je O'(x) ~ 0 a fUnkce 0' je neomezena v libovol~

n4m okol! bodu x.·
•

Existuje (L) I O'(x) dx ,
•

/e.56:1 Bua {~,~, x
3
..... } mnoUna vliech l'8cionaln!ch l!bel v intervalu

<0.1) • Pro libovolne E. > 0 oznal!me

E. E.
Fi( E. ) = (21 - 2i +l • 21 + 2i +1 ) • i=1.2 •••••

Pololme Mle

F(E.) •

Dokalte, Ie

F =
GOn 1'( ! )

11.-1 n

11 F( E. ) je otevi'ena mnolina pro kald4 e > 0 •

21 cUl (1'( e n ~ E. •
3/ I' je nespol!etn4 mnolina ,

a ~F =0 •

le.57;1 Bua E E m r • cal'E < + 00 •.~ E A£ • ~ ~ 0 ;

oznal!me Ek = (x E E; k ~ rex) < k+l} pro libovoln4 k.

Potom

~ E :e
E konverguje •

Dokalte I

r;:;Ukalte nejdl'!ve. Ie ~ E '17tr
2/ Plat!
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3/ ~le ukalte. Ie

..:: "= (k+l) •

Co lze tvrd1t v pf!padA. ie

1 na obecnAjil! pX'ostory ?

AE=+OO

~?

? Lze uvedenou vAtu zobecn1t

18.58~1 Bua E E m,
oznal!me "Fk =

Potom

+ 00 ,r ~ 0, r E A E

rex) ~ k} pro k E ~

t E :£E # konveX'guje •

~ Ukaite; Ie Fk = M~i ' kde mnoUny E j jeou def1nov'ny atejd

jako v predchoz! uloze 8,57. Pot' pouilijte 8,57~
18 ,59.1Bua E E m" , r E ~E • Potom pro kaild' e->O ja

cU,,{ x E E ; rex) 2 t..} < +00 • Dokalte"

fiBua e. ) 0 , oznal!te 14e, = {x E E ; rex) ~ eo }.

Pouil1jte vztehu

flrl = flrl + flrl ii: flrl >-E Mf. E-Hr. M£

a vety 44 ~

la,6O:1 Bua r E A
E

, E € mr , cUrE < +00 •
Potom

"
00

D }f E :£e # L cUr{x E E ; Ir(x) I ;::: konveX'guje •
1l a1

18.61~1 Bua f E A
E

, E E 'llt r , ~ .. {x E E • D-l ,,; rex) < n }.,
Potom

konveX'guje •

j~.6?J Bua t E :eE ' E E dlt", !CD" {x E E i Ir(x)1 2 n } •

Potom lim n. eu-,.~ .. O. Dokalte I
11.-+ +00

18.63.1 Gamma funkce.

Funkc1 r j8llle def1noval1 predp1sem
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res) = i xs-l• e-x dx

a uk<\zali jame, ie f'W1kce r js def'1novana pro s E (0,+ 00 ) •

je na tomto 1ntervalu spoj1t8 a me zde der1vace v~ech r'dd. Dale jame dok'-

zal1, ie 11m res) = lim res) = + 00
S-tO+ s~+,oo

Iv1z pr!klady 3,43, 4,18, 6,24 I.

Ukaite ~le, ie

11 r(s+l) =Ia. T(a) pro II E (0,+ 00 ) ,

21 T(n+l). n I pro n pr1rozen' ,

31 /'(1) = /'(2) = 1 ,

41 existuje bod Xo E (1,2) tak, ie

~ui1jte Rolleovu v~tu na interval

)r (xo) = 0

(1,2) ~ ,

51 v 1ntervalu

v 1ntervalu

je f'W1kce r klesajic!,

) rostouc!, v bod~ Xo nabtv'

dx I

sa lze dol!!at v kn1-

~Jkaite, ie r'» 0 v intervalu (0,+ 00 ), tedy is f'W1kce

r' je v intervalu (0,+ 00 ) roatouc! a vyuUjte toho, ie

r' (xo) = 0 .-J ,
61 lim y. {'(y) = 1

y~ 0+ 00

!lukaite, Ie J e-,,? dx =! r (!)
o n n

't'-7!'
a ie lim J e dx = 1 - viz pro 4,22----lJ ,

1 l'I.~+co 0

71 J log r (x) dx konverguje
o

rvyui1jte pradchoz!ho vYsledku ~

o mnoha dal~!ch zaj!mavYch vlaatnostech f'W1kce r
ze V.Jam!k, Integr'ln! pol!et II, kap. XVIII

".

Vy~etrujte 1ntegr'l I(a) = I log (1-2acos x + a2)
o

Ukaite, is

11 a E El . =9 I(a) konverguje,

21 I je spoj1t8 f'unkce v Ei '
31 I je f'Unkce s~ v El ,

41 oznal!:!te-li pro kaid' pr1rozen' n E N

2", 1
x -= 2
X - 1
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1( 2 21( 2
.. (1-2t cosii+ t) .(1-2t cosii"'" + t) .....

7l'
Jest (R) 1 log (1-2e

o

~Jclf1ve ukalte, Ie

t 2n _ 1

t 2 _ 1

cos x + a 2) dJt .. lim! log Pn(a)
11.+(10 n

(n-l) 1( 2
••••• (1-2t cos + t) pro t ~ ! 1

n

a pote· pouU Jte defin1c1 R1emannova 1Dtegr41u I

sr
(R) ~ 10g(1-2a cos x + a 2) dx"

o
n-1 rt 2 II

.. 11m z:. t= 10g(1-2a cos n + a )--lJ ,
'7l:"00 n ll'll:1

pro a E <-1,+1 )5/

1(a)

10glal pro lal > 1

,

~ul1 jte vztehu 4/ , l1m1 tu lehko spol!tete --ll '
6/ I(a) .. ~ I(a2) .. i I(a4) .

~.I(a) .. I(a) + I(-a) .. ~ I(a2) + ~ I(_a2) .. I(a2)

a dAle tI'eba 1ndukce ~ •

7/ 1(:) .. I(a) - 2 JT • log 'a I

r¢:1mY yYpol!et ~ ,

,<-1,+1)

,

,
~unkce I Je epoj1ta V 1ntervalu

buo! 1( .. max I(a)
a£<-1,+1)

potom z 6/ 'plyne, Ie

6/ Ha) .. 0 pro a E (-1,+1)

pro kaldo! n EN,

odtud jU lehko plyne tvrzenU '

9/ l(a) .. 2 1r • log [a] pro lal ) 1

[f;lyne anadno z 7/ a 6/~

10/ 1(1) = JT • log 4 + 4 ~f log ain t dt ,
0

- 255 -



11/ Jf log ll1nt dt .. - ~ log 2
o .
fPlyne z 101 vzh1edelll k podlll1Dce 1(1) .. 0 •

viz t41 p~. 5.87. 6.30

121 a E (-1.+1) ~ I'(a) ..

-B.
'Jr. 2J -200s:ll: + ~ . cb:" 0

o 1-2a cos x' '+ a2

f;ubst1 tuce t.. tg t J .
131 I(a) .. 0 prO a E <-1.+1 >

/rPlyne okalllUti z 121 vzb1.edelll k poclm1nce 1(0) .. 0 JJ •

18.65: IUk418111e nyni jednu vellll1 za jilllavou vlastnost aySt'IIIU Or I ayst4111 Or

jS1118 definovali jako syst4111 vAech spojittch runkci v Er • jejichl nosia

je omezen' mnolina v Er I.

Dokslte n'sledujici vAtu.

Bu1i A l1bovolnt runkcion'l na syst'lIIu Or' kter,Y splDuje anolllY

4A - 6A (nAkdy sa ~ik4. Ie A je poe1t1vni linalirni runIl:ci0n41 na Or).

Potom fUnkcion4l A splDuje i anom 7A •

~!te nej~ive. Ie ke kald4 kompaktni mnoUnA K C Er enstuje

konstants !Ix tskov4. Ie

IAfj .:: !Ix. sup { /f(:II:)/; :II: E Er }

pro vAechny funkce f E Or pro nU H(f) C K,

IN( f) je noe1a funkce rI.

Odtud jill tvrzen:! vyplyne s pomoci D1n1ho vAty-.J.

18,66~*ICv1aeni 8.65 je molno jeAtA zobecn1t.

Bu1i S l1bovolnt lok4lnA kompaktni Bauadori'f'O.v prostor, Qlllbolem O(S)

oznaamB ayst4m TAech spoji1;ich re4lnich :1'unItci na S Itj. zObra~en:! S do

Ell. noe1a ksld4 z nichl lviz der1n1ce 7.251 je obaalen v nAjak4 kompakt

ni podmnolinA S. Lehko uk:4!tete, Ie syst'm:1'unltci O(S) splDUje anomy

1z - 3z • Bu1i A l1bovolni funkcion'l na ayat4mu O(S) , kter,Y splDuja

aziomy 4A - 6A •

Potom funkcion'l A IIllDuje i anom 7A • Ukalte, Ie je t'l splnin Sto-

neOv anom 8s /viz 8.1lI.

/8 .67~IDokslte n'sledujici saj:!mavou charakterl,st1ku nuJ.ov;tch EIOlin lde1'inici

viz p~ed vAtou 11 I.
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lInoUna )I C P je nulovli, prlivi kcly! ke ke!dlimu

posloupnost 1'Wlkc! 1'n E Z s vlastnostm1

e. > 0 enstuje

na P,

pro viechna n EN,

cl sup 1'n(x) ~ 1 pro viechna x EM.
"'EN

Bua A C P ; pfedpokUde jme, !e mnoUna

Bua l' takovli 1'Wlkce,!e ...' = 0 na A,

t E:L ,resp. l' E A ?

Kcly ?

A nen! mifitelnli,

l' ~,O na· P - A

tj. A ¢ m .
• MO!e byt

r.:-:::*l
~ Doke!te n1isleduj!c! vi~.

II ICe keUamu e. > 0 a keUa 1'Wlkci l' E :e
.s E Z tak,!e A Il' - g I < e. •

enstuje 1'unkce

III Bua P Em-, potom ke ke!damu e. > 0 a ke!da 1'Wlkci

l' E :>:':: enstuje jednoduchli f'W1kce g Iviz 7,271, pro nil!

cU-(N(g» < + 00 /de1'inic! viz v 7,251 a A If' - g I < e- •

rv Viz sltripta I. ~en1$ - .1.I4ai'1k, integrliln! po~et I , odstavec

2,9 • Viz t4! cvi~en! 8,15 - 8/.

III Doka!te pomoc! cvi~en! 8,42 I~i 7,381 a pfedchoz! ~listi I~.

18,70~1 V tomto cvi~en! pfedpokUdejme, iiI> Z = 01' A1' = RiemannOv integrlil pfes

El • Doka!te n1isleduj!c! v~tu.

• Potom ke ka!damu

<ex,;J> , a o!O ex <,/.1":: b

Bua l' E ;era,t.) , - 00 !!!O a

f.- > 0 exi stuje kompaktn! interval

a 1'Wlkce '1" takova,!e

al 'fJ je elementlirn! ,jednoduchli f'W1kce v intervalu <(X,;S >lviz

7,43/,

a poznat

spojitli

•dx < e-

bl '1" = 0 vn~ intervalu <ex, /J > ,
$

cl JI1'(x) - 'fJ(x)1
a.

f1I Pou!ijte 8,69 - II, de1'inici systlimo. ;e(a,-&) a 01

ku, !e libovolnli 1'Wlkce ze syst'mu 01 je atejnom~rni

21 Pou!ijte tal! 8,69 - III ; sta~! potom ukazat, !e k libovolnlimu

f.- > 0 a k libovolna omezen4 m~fitelnli mno!ini E C El existuje

Kone~~ mnoho disjWlktn!ch intervalO .11"" ,J'n takovjch,!e
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l-
f I<l;:(X) - cJ(X) I dx < E-
~

, kde J =

K ddkazu posledn:(ho tvrzen:( pouUjte cv. 5,5 .-.J

18,7l~lpOdejme je!t~ jeden zaj!mavy pr:(klad tzv. Cantorovy funkce.

BuA C Cantorovo diskontinuum Iviz pro 5,7/; Ponechme ozna~en:( En i,
Ito jsou vlastn~ "sty~n~ intervaly" mno!iny c/, En z pr:(kladu 8,52

je-11 En,i = (an,i' bn,i) , predpok18dejme nav:(c,!e tln,i < an,j

kdyko11V i < j •

Definujme nyn" funkci f na intervalu <0,1) • Polo!me

2i - 1
f(x) = pro x E E i'2n n,

n-li = 1 t • • • ,2 ,. n EN. ,

T!m je funkce f definovana na

IX I x,y E f(x) ,;:;; f(y) '.

existuje rostouc:( posloupnost Ukene, !ex •

(0,1) a nen:(-li je!t~

f de£inovana 7/,

1 • Je-11fa) =

Iv JakYch bodech je!t~ nen:( £unkce
00

:zn E ~1 En' :zn /'

£(0) = 0 ,definujeme

definovBno

Dale

f(x)

;:J / 11m f( len)
11:++00

exietuje ,

'7 I je-11 len' Yn E

jest 11m f(x ) = lim f(Yn) •
1l-++OO n '1l-++oo

Definujeme tedy

Uke!te dale, !e

f(x) jako hodnotu limity lim f(:zn) •
1l~ +ClO

J I f'unkce f je neklesaj:(c:( a spojitB v (0,1) ,

E: I f'(x) = 0 . pro v!echna x E tj. f'= 0

skoro v!ude v intervalu <0,1) •

Poda11 jame tedy pHklad spojit~ nekonstantn:( f'unkce v intervalu <0,1),

pro kterou f'= 0 sk. v!. v <0,1> •

Viz t~! dodatek D IV.5.

25535 Zl7
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