
7. J1n4- pojet! Lebeegueova 1ntegralu.

v t6to kep1tole ukQ!eme, jak lze vybudovat teori1 Lebesgueove 1ntegr6lu,

vyjdeme-l1 z prvotn!ho pojmum!ry. Bylo by vhocln', kdyby s1 \!tenar nejdt'i

ve prostudoval dodatek ke 4.kep1tole ve akr1ptech I.~ernY - J.~!k,
Integraln! po/!et I , kde -88 auto~1 t:!mto prob16mem zabpaji - ?'Fllem pouze
za omezujicich p~edpokladd luva!uji tot1! pouze podmno!1ny eukle1dovsk6ho
prostoru/.

Zopllkujeme jelltl! jednou, jek jEllle my vybudoval1 teori1 1ntegr6lu a
miry. Vylll1 jEllle ze zQkladn!ho prostoru (Z,A) , tj. ze zSkladniho syst6
mu tunkc! na nl!m! byl detinovan z8kladn! tunkc1on4l A , tanto prostor jams
rozllfr111 a obdr!el1 jame syst6m :;e viiech tunkc! s konel!n;fm abstralttn:!m
integr6lem A ; pomoci tohoto syst6mu jsme pak detinoval1 syst6m vllech
mii~1te1Jl;lfch tunkc! A , sys~m vllech m~1te1Jl;lfch mno!in m.. a miru
eu. na m . Oe16mu tomuto abstraktn:!mu postupu Ukejme kritce' Daniello

ya metoda, abstraktn:!mu rozll!Nni pak Ilaniellovo roziifren:!.

JestlHe jsme zvol1l1 za zakladn! &yst6m Z syst6m vllech spoj1 tY,ch
tunkc! Or s kOlllpaktn:!m nos1/!em v Er a za z8kladn! tunkc10nal A R1e-

manndv integr6l p~es Er, doste11 jsme spec1alni taorl1, a sice teori1

Lebesgueova 1ntegr6lu v Er; syst6mu :;e odvozenamu v t6to teori1 jams

~fral1 syst6m vllech tunkc! s konel!n$m LebesguBov1m 1ntsgr81em, mlilv111

jame t6! 0 &yst6mu mr vllech lebesgueovsky mllf.1te1Jl;lfch mnoUn v Er
1 0 LebesguBovii mfre cfbl' •

Pr1 budovan! teorie LebesguBova 1/!1 abstraktn!ho- 1ntsgralu je mo!no

tek6 zvol1t poetup zcela ope/!n$, tj. je mo!no vyjit z teorie m!ry a na

zSkladii tHo teorie pak vybudovat teorl1 integr6lu. V delllim nazna/!ime,

jek toto lze prov6st. Vzhledem k tomu, !e teto kep1tola ma vllak pouze pro

b16mo"y ~harakter, omez:!me 88 v delll:!m jen na etru/!n' mylllenky, nen! mo!

n6 De tomto m!stii Vybudovst celou teorl1 dete1lnii. Je nutno tak6 ~edem

upozorn1t na Ilkute/!nost, !e mnodeutoM sa zabpej! tiim1to prob16my za

rdzn$ch ~edpokledd a bpa jej1ch anahou vybudovat celou teori1 pokud mo!

no co nejobecniij1. Domn!vam 88, !e nen! l1/!elem t6to kep1toly upozom1t De

vllechny mo!n6 dete1ly rdzn$ch teorli, budame preto v dalll:!m pouUvet ~eto

zna/!nii omezuj!c!ch' pl'edpoklaM a nebudeme se uvedenou problelll8t1kou zabt

vat vce16 llfr1.

A jelltii jednu pozoamku. 'rak jako p1'1 Ilaniellovii metcdii jElllS mohl1 vy

jit z abstraktn!ho prostoru (Z,A) /!1 tanto spec1t1kovat - mohl1 j8llle vy

jit z konkretn!ho eyst6mu Or vllech spoj1tYch tunkc! s kOlllpaktnim nos1/!em

v Er e z R1emannovs integr81u - tak tek' pM opa/!n6m postupu IIIC11eme vyjit
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z abstl'6ktn:! teorie m:!ry anebo ze specililn:!ho pf':!padu - Lebesgueovy m:!ry

v Er• Aby se ctenaf' v Uto kapitole ll!pe orientoval, budeme za c:!sly

jednotlivjch odstsvcd v!dy uv'd~t, zda se je~ 0 obecnou teorii ci 0 spe

ci'ln:! teorii v eukle1dovBkjch prostorech. N~kol1k odstavcd bude pak vy

hra!eno cVicen:!m.

~ /obecnll/: De£1nice !5' - okruhu

Bua d~ 1ibovoln' nepr'zdn' mnolina X. Nepr'zdnY systl!m 9? podmno!in

mnoUny X nazveme /mnoUnovjm/ d - okruhem, jestlUe plat:!:

B€SO =9 A-BE:F

(n = 1.2, ••••

To znamen', Ie ('j' - okruh :f' se svjmi l1bovolnYmi dvema mnoUnaiDi

obsshuje 1 jejich rozd:!l a se spocetne.mnoha mnolinami 1 jejich sjednocen:!.

Je-l1 nav:!c jeliU X € l' , budeme sysUmu :f/ Hkat a: -algebra.

~ /cvicen:!/.

Bud Y CJ' - okruh podmnoUn mnoUny X. Ukalte, Ie plat:!:

a/0E::! ,
bl An E '.f' (n = 1,2, ••• ) ~

00
(lAnE::!,,-1

~ I cVicen:!l.

Rozhodn~te, zda Msleduj:!c:! systl!my podmno!1n mno!1ny X tvoH a - okruh:

al systl!m veech omezenYch podmno!in eukleidovskl!ho prostoru Er '

bl systl!m veech spocetnYch podmno!in El '

cl systl!m vAech otevrenYch podmno~in metrickl!ho prostoru,

dl systl!m vAech uzavrenYch pOdmno~1n metrickl!ho prostoru,

el systl!m vAech kompaktnich podmno!in metrickl!ho prostoru,

£1 systl!m vAech jednobodovych mno!in v El '

gI systl!m vAech podmno!in danl! mno~iny X ,

hI systl!m m. vAech m~i'1 telnYch podmno~1n z~ladn:! mnoUny P

ziskanY pf'i Deniellov~ roz§if'en:!

Itvori m a - algebru ? , viz napf'. 2,5; i! ,101.
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a' - okruhu •~ lobecn~, cvi~enil. Definice senerovan~hO

Jako cvi~eni uka~te nasledujici :

AI prOnik libovoln~ho syst~mu o: - okruhd podmnoUn mnoUny· X

je opl\t er - okruh podmnoUn mnoUny X.,

o: - okruh IvizBI system vlech podmno~in dan~ mno~iny X tvofi

pf. 7,4 e/,
cl bua a libovolnj syst~m podmnoUn mnoUny X , potom existuje

privll Jeden cr - okruh jP podmnoUn mnoUny X takovY, ~e

II 1Jl c Y'

21 je-li :1'1 libovoJ,n$ (J - o:Cruh podmnoUn mnoUny X tako-

vy, ~e acyl, potom ,97 C 9 1 •

r-;ezmllte vAechny o: - okruhy, kte~ obsahuj! a ,podle

B existuje aleepon jeden, a utvofte jejich prdnik..JI

Je-li tedy a libovolnj syst~m podmno~in mno~iny X, existuje

podIe phdeAllSho ne jmenA:( cr - okruh Y' obsahuj!c:i IX •
Zna~e tento 0' - okruh aymbolem 6' (a) , budeme fikat, !e

o' ( a) je generovlin Ivytvofenl syst~mem a
Uka~te, !e

- okruhy generuji eyst~ mnoitin ve cvi~e-

DI je-li a er - okruh,

Zkoumejte tel!, jak~ a'
nich 7,4 al - hi •

potom •

B /eukleidovak~ prostory/. Borelovak4 mnoitiny.

Oznal!me aymbolem 0,; eystm vAech otevfenich mno~in v En' Jak lehko

nah14dnete /rtz 7,4 c/ , netvofi syst~m a;. er - okruh. PodIe 7,5

viek existuje najmenAi d - okruh podmnol!in En takovY, ~e obsahuje

systm q;: ,tj. vlechny otevfen~ mnoUny. Znal!me tento systm aymbolem

£61...... /tj. t( = 0'(~ ) I a jeho prvky nazYvejme borelovakYmi mnoUnami

En •

/kaitdS uzarlenaF € dJ7(.

Ukait te, !ie

11 F C En uzavi'en4 _oUna ~

mnoUna je borelovaJuV,

2/ system tBn. vlech borelovak;fch mno~in je te~ generovM sysUmem

vlech uzavhnich mnoitin, tj. (JJ1I. = er (U,.) , kde U... zna

~i system riech uzarlenich podmno~in ~ ,

3/ system t8x. je tel! 8"nerovlln systmem vAech kompaktn:!ch mno~in

v En t
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0;; c m.....
je !!~.t!!!~!!~!

4/ IS'll C m1r. ' tj. kaMa borelovsk8 mnoUna je lebesgueovsky me!'i
telna

~dle ve~ 50 je kalM otev!'ena mnozina me!'iteln8., tj.

podle 7,4 g tvo!':! 77l7{ er - okruh a syst6m ~1/..

er - okruh obsahujici ~ J '
5/ aJ?[ je dokonce a' - algebra ,

6/ ozna~ime-li symbolem ~ systam vAech otevl'entch intervalO

(a,b) C El, je (J31 = e: ( :J..,) ,

7/ mnolina vAech racionalnich ~isel v El je borelovsk8,

8/ mnoliina vAech lracionalnich ~isel v ~ je bore1ov~,

.".9/ podmnoZina bore1ovska mnoliIiy nemusi byt bore1ovska,
'O'O

10/ mnoUna vilech bore1OVskYch podmnolin En ma mohutnost kontinua·

Itj. 2?C-o I •
*'O

111 existuji me!'i teln6 mnoliny, ktera nejeou bore1ovska, tj. neni

a1n = m?t.
rr-;;;;,oZina vAec'll podmnoZin Cantorova diskontinua C - viz pi'. 5,7 

ma mohutnost 2 'N.-t a kaliM podmnoZina C je mei'i telna • ~

~ lobecne/. Def'inice miry.

~2~!!!2Y2!!_~g! ~zumime f'unkci, je jiZ def'in1~i obor tvo!'i nejakY

systl!m mnoZin Itj. zobrazeni. ktera url!i1;Ym mnol1n8m pi'ii'azuje hOdnoty

*z ~ /; Mirou (!b rozumime takovou mnoZinovou funkci, Ie

1/ def'ini~nim oborem (U- je nejakY a' - okruh !?

Itj. existuje takovY 6' - okruh :P , Ie pro kaUou mnoUnu

A E yo je def'inov8no, ('i- A I,

2/ A E!f' =} <!L A ~ 0 1 <!L je nezapoma f'unkce/,

31 et'- (,,) = 0 ,

41 (.1- je cr - adit1vni na !?
00

n:f mnoZiny, potom ell- ( U An)
71-1

, tj; JSou-u An E Y

= I;, <:«- An

diejunk1;-

..---.l2. ,8 ·1 1cvHeni/ •

Zkoumejte, zda nas1edujici mnoZinova f'unkce jsou miry:

1/ X - E1, :f = systam vilech podrmoliin ~ ,

= 1

~o
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21 x =N Imnolina viech pfirozenYch ~!se1/,

jP = syat~m viech podmnolin N.

ca- E =

n jest1He E C N je kone~ll.

mnolina obaahuj!c! prll.v~

n prvled ,

+00 jestlHe E C N je nekone~nll.

mnolina ,

31 X , !I' t1e1'1nujme ate jne jako v pi'eden~m pi'!k1sd~ ,

=~:oo
je-l1 E = III ,

caE je-l1 E nekone~ll.

~L~ je-l1 E 11 III kone~ll.,

1I.EE n

41 m!ra ~ ns systemu viech m~ritelnYch mnolin ~

Iviz definici za vl!tou 12 s v~ty 14, 15 I,

51 X je 1ibovolnll. mnoz1ns,

mnoZiny X.

!I' l1bovolnY cr - okruh podmnolin

=~o

--------- +00

je-li E = III

je-l1 E E ~

•

E # III •

~ Icvi~en!1 •

Bua c!'-- m!ra na 6' - okruhu !f' podmnolin mno!iny X •

Potom

sl A , B E .J" , A C B =» eu- A .::;; (fl-B

00 00

bl An E .J" =» .« (7tl..l, A ) .::;; L etLAnn 11.-1
. ,

A =
00

U A ==9 -/1. A =
1t.-1 n <.-

.... , A =

-a. A =lim rfJ-An •
L~ 71:-+00

Doka!te tate tvrzen! z def'1nice m!ry v 7,7 I Srovnejta tel s v~tam1 15.

16, 17 •
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17 ,lO~ !/Obecnll/. Definiee \lplnl! m:!ry.

Bua (U- m:!ra na f5' - okruhu :P. Ukdte na pi':1kladll, ie namus:! byt spl

nlIna Msleduj:!c:! podm:!nka:

(*) CUE=O, FeE ~ F€:P I a ~F = 0 I •

A C41 A •

Je-l1 splnllna podm:!nka (*) , i':1k1l.me, ie ~ je \lpW m:!ra na ::P •

17,ll.l Icvil!en:!/.

Ukeite, ie m:!ra eu- odvozenll v Daniellovll rozll:!i'en:! je uplnll na m
Iviz pro 5,101.

17,12.1 (obeenll/. Definiee vnlljll:! m:!r;y.

*Bua X l1bovolnll mnoUna. Ynll.1l1:! m:!rou c!'< na X nazveme l1bovolnou

mnoiinovou tunkei tekovou, ie

11 ~* je det1novllna na systllmu vlleeh podmnoiin mnoiiny X

Itj. kaldll mnoUnli A C X je prirazeno l!:!s10 ca*A E 11 I,

21 A C X ~ (1'-*A a. 0 I eu* je nezllpornll/,

.*31 ct'- (Ill) = 0 •

17,13.j Icvil!en:!/.

Zkoumejte, zda nlls1eduj:!e:! mnoiinovl! funkee jsou vnlljll:! m:!ry:

11 tunkee (I'- z pro 7,8 - Mst 1/ - 31 •

21 l1bovolnll m:!ra definovllna na systllmu vllech podmnol!in mnoUny X ,

31 X je nespol!etnll mnoiina •

je-li E spol!etnll.

je-l1 E C X nespol!eti1ll •

pro E = X •

pro III # E ~ X ,

41 X je l1bovolnll mnoUna.

pro E .. III ,
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51 x = { 0, 1 , 2 , 3 , •••• }

n je-l1 E konecna mno~1na, ktera<-: n+l obsahuje prave n prvkd,
*Ec": =

~1 je-l1 E nekonecna mno:t1na,

61 X = E1 bud B = { l . n :;; 1,,2,3, ..• } •n '

obsahuje-l1 mnoUna E () B

prave n prvkd'

je-l1 mnoUna E () B nekone cna ,

Iv1z te:t pro 2,17/,

7/ X je Li.bovoLna mnoz1na •

~:
=

pro E = (Il •

obsahuje-l1 E C· X prave
jeden prvek

n obsahuje-l1 mnoUna E C X

prave n Prvkd' n 2: 2

'''"' +00 je-l1 E C X nekoneena ,

~

81 vnejAi mira (~~ odvozena v teor11 Dan1e11ova rozAireni Iv1z
deftn1c1 za vetou 11 I.

x •*~ vnejAi mira na podrnno:tinach mnoziny

lobecne/.

Bud X metrickY prostor.

ktera navic spliiuje axiom

(M) : E1 • E2 C X neprazdntl lIll1oZiny, ktere maji k1adnou vzdalenost ~

* * ~~ ,!L (E
1

U E2) = .:U- E
1

+ <!LE
2

/vzd61enost d(E
l•

E2) dvou mnoUn

J\, :&2 se def1nuje 't&.:'\":

lr.,;e (! je metrika v X /.

Pot(,,,, l-i".t""e, ie (il.* je '!'"t~ vnejlii .ura•

.a." vnej§,! mira na poc"1;nn~z1.nach 1;l.uoziny X. l4no!1na

cU* - me:HtelnA Ipodle Caratheodoryhol, prav/! kdy!

E C X

'" '"-a: T = ca (T () E) + '"eu(T - E)



pro l1bovolnou mno!1nu T C X /krealete! I.

Systo§m vlieeh c«-*- mli!'i teln!eh mnozin znsc!Die symbolsm m. (~> •
Plati n4s1edujiei velm1 ddle!1t11 vlita, pokustese ji doko§zat!

17,16:;1 lobeenli/. ~.
11 SysMm m «(!L"'> vlieeh c:t'-""- mlii'i teln!eh mnoUn tvoi'i

er - okruh podmnolin mnoliny X.

21 X IE m (~*> , tj. sysMm m (!'-*) tvoi'i dokonee o: - algebru.

'*eu- na m (r!'- > pi'edpisam

'" '"ca-B pro E IE tnt. (r!'- > ,

na m (!'-"') Iviz definiee 7,7 a 7 ,l{)/.

*(fV je indukovlina vnlljlii mirou cU ns

31 Definujeme-l1 funkei

(i- E =

je r:u- YIl;L!lt_!!;{n

Riklime till, Ze mire

m(ea-"") •

41 Je-l1 X metriekY prostor, ca* !!!.:!it!£ls! vnlijlii mire lviz 7,14/,

*potom je kalM otevi'en4 podmno!1na X c!'-- - mlii'i telnli. Spee14lnli -

oznsC!ime-l1. si symbolsm (jJ o:- okruh generovani systlimem vlieeh

otevi'enjeh podmnoZin prostoru X ,je (Jj c m(ea-"') - oddvodnlite I

L7.1~ leviC!enil.

'" '"Zkoumejte, jak budou vypadat systlimy m (<:!'-) vlieeh ('l - m!ii'i teln!ch

mnoUn v jednotliv$eh pHpadech eviC!eni 7,13 !

rK Msti 7 - vliimnlite si, Ze systo§m m. (t'-*> vlieeh· <!'-*- mlii'i teln!ch

mnoUn podle naifi definiee 7,13 se nemusi shodovat sa systlimem m
vlieeh mlii'i teln!eh mnoUn zisksn;Yeh v Deniellov!i rozliii'eni, nebot podle

7,16 jest vMy . P IE -m(et), zatimeo nemusi bYt P IE m.- - viz pH

klady 2,5; 2,10 aj. Viz UI eviC!. 8,30 • -.J
V dalliim by bylo moZno§ se zab;1vat otllzkami vytv4i'eni vnlijlii miry, otllz

ksmi rozliitoY4ni a zUIl:Liiovant miry aj., ktere vAsk v dalliim zeels opomineme.

Uk4zame pouze, jak tlimito postupy mO.zeme dosplit k Lebesgueovli mii'e v En.

/7,18.l Lebesgueovs mire v eukleidovakteh prostorech.

Buli Mn otevi'enj interval 1 C En ' tj. kart4zakt souC!in n jednorozm!ir

njeh otevi'enYeh intervsld, 1 = (~,~) x (~, ~) x ••••• x (~ , ~) •

Objemem intervalu 1 nazveme C!islo

vol (1) = (~ - a l ) • (~ -~). ••• • (bn - "n) •

1idleme pi'edpokUdst /neni to nutlltS/, Ie budeme uvelovatpouze omezentS
otevi'e~~ intervaly.
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,
Je-li Mna libovolM mnoUne E C En a Je-11 {In }OOspOl!etnll.....,

00

soustava otevfenjch lomezenjch/ intervalo. takov,Ych, l!e E C ...ld, In '

nazveme soustavu {I}OO Lebeslffi!!ovYm POkryt!m mnoUny E • Pro 11bo-
n 11.-( *

volnou mnol!1nu E C ~ def'inuJeme JeJ:! vnllJli:! Lebesgueovu m:!ru C'-- E

pf'edpisem

'"~E = in£'

kde inf'1mum sa bere pfes vliechna mol!nll. Lebesgu80Va pokryt:! mnol!iny E

Iviz pro srovnll.n:! 5,~ I.

DokaUe, h

*11 I C b interval ~ cU- I = vol (I) ,
n

*21 ~ Je metrickll. vnllJli:! mira na podmnol!inll.ch En Idef'1nice 7,12

a 7,14/.

'" '"Odtud podle 7,15 mdl!eme def'inovat syst6m 'JXtt «('L ) vliech <:"- - mll-

'"fi telnjch mnol!in v En' MnoUny ze I13'stll.mu m 1t (<:"- ) budeme tll.it
naz;1vat lebesgueovsky miji'i teJ.n;tmi mnol!1nam1 v En l,ja'k pozdllJi

uklil!eme - viz pf. 7,39 - splYv4 syst6m m11. (r!'-"') se syst4mem

m"1L- vliech mllfi telnjch mno1t1n podle Deniella - pochopitelnll vy

Jdeme-11 ze syst6mu Z =On a A.f' = (R) .f r ) . Podle 7,16 mOl!e
E...

me na syst6mu JJt.i (c«-*) def'1novat m:!ru cU.,.. -f:!keJme J:!

n - rozmllrna Lebesgu80va m:!re.

17,19,:1 Icvil!en! v eukleidovBk;1ch prostorech/.

Dokaitte, l!e

11 kaitM borelovekll. mnol!1ns Jelebeegueovs!l:y mllMtelnll.

rrtz 7,6, 7,16, 7,18 , ----I
21 E C En =9 (U-"'E = in£' { ~G; G otevfen4, E C G }

(viz t61 napf. vAta 55 l!i sn:ipta I. (jem;f - J.J(af':!k, Integr4ln!

pol!et I,' vllta 4,5 ),

31 E C~ =+ (U-"'E = in£' { ~If; If E m71. «('L*) ,.E elf}
Itzv. re@rita vnllJli:! m:!ry I.

17,20.1 1cv1l!en:! v eukleidovBk;1ch prostorech/.

Dokalte, ite n4sleduJ!c:! V!raq jsou ek'rivalentn:!:

al E E m
1t

(t!'-*) , tj. E ,1e lebesgueovs!l:y miji'iteln4 ,

bl ke kaitd4mu

E eGa

cl 'ke kaldau

€. > 0 exl.stuJe takov4 otevfenll. mnoUna G, Ie

CL*(G - B) < & ,

e ) 0 e:dstuje tak0v4 usav1'enll. _oline P ,
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!e F ( E a ~(E - F) < &

dl existuje mnozina Go

Itj. mnozina, pro niz

typu G,s a nulovli mnoZins N..eu- N = 0 1 tak, ze E = Go - N ,

el existuje mnoZins Fo typu FiS a nulova mnozina M tak, Ie

E =F' U 14o

lfoiklime, Ie mnozina G je typu G8 ,resp. Fcr'
exis~uji-ll otevhna, resp. uzavfena mnoZiny Gn tak,!e

00 00

G = n G ; resp. G = U Gn I.
1t-1 n 1fc1

Tato vllta velmi dobre charakterisuje strukturu lebesgueovsky mllritel

nYch mnolin v En.

Vratme sa vllak opllt k abstraktni teorii miry.

17 ,2l~ lob~cnll/. Definice prostoru s mirou (X, 'f , (!f: ) •

Trojici (X,:f', (-l-) nszveme prostorem s mirou, jestliZe

11 X je neprazdnll. mnozina ,

21 .'f' je e' - algebra podmnoZin mnoZiny X Itj. ,5P je 6 -okruh

a X€.'f'I,

3I ~ je l1plnll. mira ns .'f'

Upozomllni: vetliina autoro nazYva prostorem a mirou (X, Y', ctt-) libo

volnou trojici uvedenYch vlastnosti, pouze pozadavek lC € Y'

je u nich nshrazen pozadavkem };/y A = X a pozadavek

uplnost! miry je vynechll.n ; my se v dalliim podrzime nalli defi

nice, mnoho l1vah sa tim zjednodulii.

17,22.1 Icvil!enil.

11 Bua cU* vnejlli mira na podmnoZinach mnol1ny X , nechl mira c!'-

* .-rw *je indukovana vnejlli mirou cU na (/<7// «!l-) (viz 7 ,16). Potom

trojice (X, m (cll-*) ,(L' ) je prostor s mirou.

21 Ukazte, ze prostor (P, m, ~) zisk811Y Daniellovou metodou nemu

si byt prostorem s mirou Iviz napf. 2,5 I.

Bude jim vliak v pfipadll, kdyl P € m--.

sP - mefitelnjch f:unkci.17,23.1 I obecne/. ;:::;De;=.f:",i",n",i:.;c:.;e,--_,,-_-=====:...::===c

Necht (X, 'f, <!-'-') je prostor s mirou.

Funkce

fitelna,

*f: na mnoZine X Itj. zobrazeni X do El I se nazYva

prlive kdyz je sp1n~ jedna z nasledujicich podmtnek:
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11 je-l1 o ( E
l

otevi'enli mnoUna , potom 1'-1(0) E EP a

dale { x EX; 1'(x) =+ oo} E !f' , {x EX; 1'(x) =- 00 } E:I',

2/{x 1'(x) < c } eY' pro kald4 *e X c e El '

)I{x e 1'(x) c } [p pro \<ald4 *X ; > e c E El '

4/{x 1'(x) ~ c } [p pro \<ald4 c .6 *E X 6 El '

5/{x e X f(x) ~ c } E ~ pro \<ald4 c E E >I<
1

6/{x E X f( x) < c } E ~ pro \<ald4 c E. El •

Syetp~v~ech SO - m~ritelnYch f'unkc! ria mnolin~ X znaame eym

bolem A (EP).

/Pozn8mka: Jek bylo vid~t, 8ta~lo predpokladat, Ie X je dan4

mnolina B g:> je er -algebra jej1ch podmnoUn,

m!ra CU' v definici SO - m~ri telnYch fWlkc1 nikde

nevystupovala/.

17,24.1 Icvi~en!l.

11 Dakalte

*c E El

ekv1valenci jednotlivjch vyroll:O v 7,23

nahradit v~ude podm1nkou c E El ?

lze podm1nku

21 Do\<a!te nasleduj!c! tvrzen1:

je-li X metrickY prostor B jestlile \<a!d4 otevi'ena podmno!ins X

leU v !fJ Ispeci~ll je-li m!ra indukov4na metrickou vn~j~! m!

rou - viz 7,16 a 7,221, potom kalda spOji t4 f'unkce na X je J? - mll

riteln4.

31 Jak lze zjednod~it de1'1nici jP - m~iteln4 f'unkce ,je-li f

skoro v~ude ns X kone~? Itj. mno!ina Uch bodO, kde f naby-

vii hodnoty + 00 ~i - 00 ,je nulovli/.

41 Doka!te, Ie plat!:

al l' e A (!P) , g rv l' Itj. molina { x EX; f(x) oF g(x) }

je nulovW =9 g E A (!P) ,

bl jeou-li e, g SO - mllriteln4 ns X, a, /.J € E1,
skoro vllude _ 811\Ysl eou~et a l' + ;:Jg ,

IcMpeme O.! 00 = ! 00 .0 = 0 1 , potom f'WIkce a: f + ;:Jg,

f.g Jeou sP - mllHteln4,

E A (fP) ,, ex1etuje lim 1'n =* lim f
~.oo •..,.00 n

I l' I, 1'+, 1'" E A (fP) •

cl 1'n € A (fP)

dl l' eA(fP) ~
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er - okruh jejich podmnoz1n,

e/ t E A (<.P) ~ { x E x f( x) =O}E9'

fI e, g E A (:I) ... { x EX f( x) -#g(X)}EJ',

g/ E € ':f' # ~ € A (9') I~ je charakteristicJre funkce

mnoUn,y E I •

17,25.1 IObecn~/. Definice nosi~efunkce N(f)

Bua f funkce na mnozin~ X. Potom mnozinu

N(f) = { x EX; f(x) -# 0 )

nazveme D2§1~§m funkCe f Iv X I •

Upozorn~n!: tate definice nen! zcela ve shod~ s definic! za v~tou 46,

kde jamenosi~ 'definovali jako uz~v~r mnoziny N(f) ; v tete

kapitole vlmk pOuZivejme stale shoz-a uvedenou defin1ci.

Pozn~ Ipro pochopeni dal§!ho nen! nutne'~ist/.

V odstavci 7,23 jame definova11 ':f' - m~ritelne funkce v pfipade,

ze ':f' je ef - algebra podmnozin mnoZiny X , tj. v ptipade, ze

X E!:? • Pojem <.p - meritelnjch funkc! lze definovat 1 tehdy,

neni-li X E 'f

Definujeme IX je mnoUna, Y'

f funkce na X I:

funkce f je 5P - meritelna, je-li splnena jedna z Msleduj!c!ch

ekvivalentnich podmfnek:

pro kezdou otevfenou mnozinu

G C EI, {x E X j f( x) = + 00 } E 'f ,

21 N(r) "

31 N(f) ()

41 N(r) n

51 N(f) n

{x E X f(x) = - 00 } E y> ,
{ x X r( x) "" c } E Y' pro kaMe *€ C EEl ,
{x E x f(x) ?; c } E SO pro kazde *c E EI ,
{ x E X f(x) < c } E ':f' pro kazde c E E*

I

a {x E X f(x) = + 00 } E:f' ,
{ x E f( x) C}E':f' '"Xi > pro kaMe c E EI '

{x E x f(x) = _OO}E':f'

Opet symbolem A (!f) mllzeme ozna~it system v§ech

funkci na X.
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Uka!te, !e v pi'!pad~ X E ff' je ta to def1niee ve shod~ s def'1nic!

v 7,23. Ktera ~ tvrzen! ve ev1~en! 7,24 zdetavaj! v platnoeti1 nyn! ?

17,26j /ev1~en!l.

Bu'l (X,:F, ca-) prostor s m!rou. Potom

f E A (9) ~

rnz 7,24 e, f • ~

N(f) E 9 , doka!te

17,27. j /obeen~1 Definiee jednoduch~ funkee.

Kone~na f'unkc f def1novana na mno!in~ X «X, <J' , e:u- ) ~e stale proetor

s m!rou) se nazyva jednoducM, je-ll mnoUna f(X) kone~na Itj. f na

b$va pouze kone~~ mnoba hodnot/ a {x EX; f( x) = e } E 9 pro

kaMe e E El •

17,28.1 /ev1~en!l.

Doka!te, !e plat!

1/ f jednoduohQ na X f E A (:P) ,
·2/ f,g jednodueh~ funkee, a., /.3 E El ~ a: f +

jednodueM, f. g je jednodueM funkee.

17 ,29.1 lobeen~/. Definiee 6' - kone~ne miry.

;J g je

Neeh{ eu je mira na

Rekneme, !e mira eu--
En E yo tak,!e

<5 - okruhu J? podmnoUn mnoUny X.

je d - kone~a, prav~ kdy! existuj! mno!iny

< +00 , X =
00

UE
1t.-1 n •

Lze snadno nahlednout, !e ze er - kone~nost1 miry ~ plyne X E <J',
tj. g:> je pak nutn~ er - algebra.

Upozorn~n!: u mnoha autord je tato defin1ee troehu j1na.

17 ,30~ I /obeen~ - d111e!i tel.

Necht (x, <J' , eu- ) je prostor s m!rou. Bull. t E A (!P) /v1z 7,23/.
Potom existuje posloupnost jednodueh$eh funke:( f n na X takovYch,!e

f n --t f • Je-ll nav!e f ~ 0 , lze vollt posloupnost f n tak, h

f n =:, 0 na X, f n";;; f n+1 pro kdd~ n. Je-ll m1ra c"- & - kone~-

na , mMeme volit posloupnost f n tak,!e ("-(N(:f'ri)) < + 00 /viz de-

finiee 7,29 a 7,25 I.
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Viz t6! ekripta I. ~ernj - J. Mat!k , IntegrAln! po~et I , odatavec 4,12.

/7,31.l/obecnll/. Lemma.

Doka!te Ms1eduj!c!.

11 B113. (X, 9 'c«--) prostor s m!rou, bu<1 E E 9 .
Symbo1em S} ozns~me syst6m viiech mno!1n A E 5P tskovych,

!e ACE , tj.

sc; = { A j A E :P , A C E }.
Potom trojice (E, S'i 'c«-) je proator a m!rou.

21 Bu3. ~ E A (9") E E !? '", , de~inujme ~unkci ~ takto:

A
~(x)

pro x E E ,

pro x E X - E •

A
Potom ~ E A (!P) Iviz td! viitu 12/.

• Vytvotme prostor

~ - mlltitelnYch

31 Bu3. (X, 9 , ~) proator a m!rou, E E :P

(E I ~ , c:«-) pod1e Mati 1. SyaUm viiech

~c! na E zna~ symbo1em A (~) .
Doka!te nAa1eduj!c!:

al ~ E A (9) , ~1 = ~IE (tj. ~1 je ~unkce de~inovana

ns E a rovna ~ ns E)

~ ~l EA(~)

bl ~l E A (9"E)' t =

~ t E A(fP)

,
~1 ns E, ~ =0 na X - E

•

Nyn! llllime ji! vile pHpraveno, abychom mohli definovat abstraktn1

integrAl. Je mnoho zpdsobd, jak jej vhodnll zav~at, my zde ze zaMt

ku nszns~!me kla Bickou de~inici, velmi podobnou de~1n1ci Riemannova

integrAlu.

17,32.1 lobecnll/. Zaveden! abstraktn!ho integrAlu.

BU~ (X, 'P, eu..) pevn'! dan:! prostor s m1rou Idsfinice 7,21/.

AI Ze zaMtku pfedpokUdejme, !e ,"X < +00 a!e ~ je l1bovolIUi

!P - m'!titelnli a omezenli ~ce ns X •
Necht m < ~ rex) , )I > ~ rex) •x£x XI:

Vezma l1bovolnli dl!1.en:! D intervalu <m,Jl > , necht
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Ozna1!ma

E
i

= {X E X

Ukdte, ie

Yi-1 ~ f(x) < Yi }, 1 =1, ••• , n •

11 Ei E :P pro kaidli 1 ,

...
21 UE = X ,

i =1 1

31 mnoi1ny Ei jsou po dvou disjunktni

/: "slete s1 obrlizek !I •

D - definujeme

?t-

S(f ,D) = =Yi • c'l' Ei ,
1~1

s(f,D) = t: Yi-1 • ~Ei
Ic1

Nyni utvorime tzv. horni a dolni LebesgueOv sou~et funkce f prislU§

nY di!leni

Iporovnejte s klasickou defin1ci Riemannovou II I.

Lze uklizat Irozdil od Riemannova integrlilu II, ie

sup s( f ,D) =inf srr ,D) ,.
D D

kde supremum a infimum sa bere pres vAechna moinli daleni D intervalu

<m,M) •

Definujeme tady abstl'8ktni integrlil vztahem

J f dl'"
x

= sup a( f ,D) = 1nf' srr,D)
D D

,

Ilze uklizat, ie defin1ce nezlivisi DB volba hodnot m,M !/.

BI Bua

ie

X ,

(X, Of' ,ca-) l1bovoln$ prostor s mirou, E E ~ takovli mno!1DB,

('L E < + 00 • Bud f l1bovolnli S" - mllri telnli funkce na

'"kterli je na mno!1nll E omazenli. Ozna1!me f .. fIE Iviz 7,31/.

Potom definujame

I fd~
kde

= l£d~
t:

intagrlil vpl'8VO je jH definovlin podle

,
l!listi A •

CI Bu! nyni (X, Of' , (U-) l1bovoln.t proetor s mirou, f l1bovolnli!!!!!::

pornli S" - ml!ri telnli funkce DB X.
00

Pos1oupnost funkci {f}. na X nazveme aproximuj:(c:( posloupnost:(
n 11_1

pro funkci f, prlivll kdyi
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pro ka 1tdll n,

21 f n jsou omszenll na X,

31 f n jsou so - m~f'1 telnll na X,

Iviz 7,25 a 7,261 mll kone~nou m!ru ,41 ka1tdll mnoUna N(fnl

51 f n /f skora vllude •

Uka1tte, 1te plat! nllsleduj!c! tvrzen!:

"Bull f nezllpornll !? _ m~f'1 telnll funkce na X, bu:lte {f \00
n 1"'_1

dv~ aproximuj!c:i posloupnosti pro funkci f, potom

11m f fn d~ = lim f 8n d~ -
.,.-+00 IV(F.J 1/-+00 N&.)

Bu:l tedy f libovolnll nezllpornll SO - m~i'i telnll f\mkce na X. Funkci

f nazveme !!!:!;!8t2Y!!:!;1l!n2Y, existuje-li aproximuj!c! posloupnost

{f}OO pro funkci f.
n n-1

V tomto pHpad~ definujeme

f f d At- = lim f fn d Ai-
x ( .,.-+00 N(:f.) C

Iposledn! 1imita md1te b~t 1 nevlastn! II.

Podle pi'edchoz! v~ty nezllvis1 ~ f d~ na vYb~ru aproximuj1c1

posloupnosti {f}OO
n 1/ = 1

Ukazte, 1te v pi'!pade or - kone~nll m1ry Idefin1ce 7,291 v1tdy existuje

aproximuj!c1 posloupnost pro funkci f, tedy v tomto pi'!padll je 1ibovolnll

SO - meritelnll a nezllpornll funkce na X integrovatelnll Iviz lemma 7,301.

DI Pro 1ibovolnou

integral vztahem

so - m~i'itelnou funkci f na X definujeme abstrpktp1

f f de"- = J f+ de"-
x x

mll-li rozdll vpravo smysl.

System v§ech SO ~ m~i'ite~ch funkc! na X s kone~njm abstraktnim

integrlllem oznal!me symbolem ;e (~l • Nyn! bychom mohli definovat ob

vykljm zpdsobem integrlll piles mei'itelnll podmno1tiny X a odvodit v§ecbny

znllme vlastnosti integrlllu Itj. v~ty 18 - 46 prvn1 kapitoly I.

17,33.1 leukleidovskll prostory/.

Celou abstraktn! teorii md1teme nyn! aplikovat na speci11ln! pi'!pad euklei

dovs~ch prostoX'd. Vyjdeme ze systemu m .... (c"'*'l vllech lebeegueovsky

merite~ch mno1tin v En a z n-rozm~rne Lebesgueovy m1ry ~~ Iviz
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det1n1c1 7. ,18/. Lehko se ukaite, ite (En' m.,. (c<'"*), cU-,.) je prostor

s m!rou a mira ~.... je na En 0' - kone~. Sye~m vllech m:z. (c«--*) -

m~ri teln$ch tunkc! na En det1nujeme jako v 7,23 a oznal!ime je j symbolem

A". (ca-l.

Pro libovolnou omezenou lebesgueovsky m~ritelnou mnoitinu A C En a libo

volnou lebesgueovsky m~ritelnou a omezenou tunkci t na A detinujeme

integral ~ t d~ jako v 7,32 A - B Iznovu s1 zo~~kujtel I.
A

Je-li nyn! t libovoln8 lebesgueovsky m~ritelna a nezapornS tunkce

v En - anebo primo v l1bovolnEl mni telnEl mnoUn!i 14 C En - mO.hme deti

novat aproxim~ :c! posloupnost pro tunkci t

11 buato jako v 7,30 Ito, jsou jednoduchEl tunkce/,

21 anebo takto:

pro x E II n [ < -n,+n) X .... x <-n,+n) ]

je-l1 - t( x) "" 0, ,

pro oetatn! x E 14

!Lehko nahlEldnete, ite t
n

tvo!'! aproximuj!c! posloupnost pro t na MI.

Lebesguedv integrEll I t d("- detinujeme nyn! jako v 7,32 C

Integral z libovolnEl lebeegueovsky mllritelnEl tunkce pak detinujeme jako

v 7,32 D •

i 17 ,34.1 IObecn~/.
Potrebujeme nyn! porovnat teor11 integralu, kterou jsme naznal!il1 v 7,32

s postupem rozii!foen! zakladn!ho prostoru (Z,A) lDaniellova metoda/.

Jelltll jsdnou zopakujme rozd!l obou metod - v Uto kepitole jems vy!ili

_z abstrsktn!ho prostoru s m!rou (X, <:p , eu--) , vybudovali jsma teor11

<P - ml!foitaln$ch tunkc! a potom jame teprve daf1noval1 integral a zavedli

sys~m :t: (<!k) vllech tunkc! s 'konel!n!m integralem. Daniellova metoda

naopak vychSd ze zSkladn!ho prostoru (Z,A) , def'in,uje se integrEll a

systElm :t: vllech tunkc! e konel!n;9m integrEllam a teprva potom se buduje

teorie mllriteln$ch tunkc!, mllr1teln$ch mnoitin a miry.

Nask;tta se nyn! naeleduj!c! otazka. Vyjdame ze z8kladn!ho proetoru

(Z,A) , provedeme Daniellovo rozA!foen! a dostaneme trojici (P, <m::, c;"V),

Dejme tomu, ite P E m - potom II.Ueme vyj!t z proetoru a m!rou

(P, m,~) Iviz 7,22/, vybudovet eye~m vllech m - mllr1teln$ch

tunkc!, mO.hme detinovat ·no~· integral ltd tv podla 7,32. Jakj

bude nyn! vztah pdvodn!ho eyetElmu mllriteln$ch tunkc! A a eyetlimu
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s m!rou (P, m,~) jame z!skal1 rozll!foenim

Dan1el1ovou metodou. a Ie P Em.

A. (m) vliecb m - ml!fo1 tel.n!cb funkc! 1 A ja~ bude vztab pdvodn:!

bo 1ntegr~lu ss a "nodbo" 1ntegrUu J f dl"? Odpovl!C!. na tyto
»

ouzky d~v~ n~eleduj!c! vl!ta.

b35~j tobecni!/. ~.
Pfoedpokl~dejme, !e proetor

z~kladn:(bo prostoru (Z,A)

Potom

11 A: A (m) Itj. systllm vi!ecb ml!foitel.n!cb funkc! A. SPlYv~

se systllmem m- ml!fo1telnycb funkc!, tj. plat:! n~sledu

j!C!

f E A.~ {x € P f( x) < c } E m pro kddll e E E1 I,

21 :e : Z (cU-) ,

31 t € ;e : Z0t--J =9 Af : J f d~ •
p

Je tedy vidl!t I !e obi! metody I jedna metoda - ne jdfo!ve 1ntegral, pak m!re,

druM metoda - nej~!ve m!re , pak 1ntegrall Mvaj! toU!. Pheni!j1, vybu

dujeme-11 teor11 1ntegra1u a miry Den1el1oVou metodou rozi!!foenim z~kladn!-

bo prostoru (Z,A) I a P € m I, potom existuje takovY e' - okrub

podmno!1n mnoUny P la sice m I a takov~ mire I ca- I , !e systllm mi!

fo1 te1nYcb ~1 1ntegrovatelnYcb funkc! jsme mobl1 takll obdr!et metodami tlIto

kapitoly 21 prostoru s m:!rou (P, m,ca-)'

17,36.1 lobecnl!/.

Je mo!no si takll poloUt obrecenou oUzku. De jme tomu, !e~ ~ prostor

s m!rou (X, <f , etL-) I znaams jej radl!j1 (X, <./', d-'-".) Iznovu podotkni!

me, h pod1e nal!:! defin1ce je X E '7' a mire c-u.." je up~ II ; mO.hme

vybudovil.t aYstllm 9" - ml!fo1 tel.n!cb funkc:! A. ('?) , BYstllm funkc!

s kone~nYm 1ntegralem .2 (ca-9") a kone<!nl! integral J f d!-,-", pro
x

funkce 21 It!! «('1-9"). PUme se nyn:!, zda existuje takovy zakladn! proetor

(Z,A) I!e A: A ( <P ) I m = CP, :e = :e (!-'-1I') , kde systll

my A I m 1;£ jsou odvozeny ze z~kladn!ho prostoru (Z,A) Dan1el

lovjm rozl!:(foenim.

~aste~nou odpovl!C!. d~ n~sleduj!c:! vl!ta, pokuste se j1 do~zat.

17,37;1 lobecni!/. Vl!ts.

BuC!. (X, 'jO I ~9')

C5' - kone~n~ na

prostor s m!rou Iv1z 7,211 , necbt 'm:!ra ea-9" je

X Iv1z'7,29/. Symbo1em Z oznaame systllm,vl!ecb jedno-

- 217 -



duchYch funkc:! Iviz 7,271, pro ktl!rll c" [N( fl J < + 00 I viz rr ,25 a 7,26/.

Ukalte, ~e

II systllm Z tvoi':! zlikladn:! aystllm f'unkc:!, tj. Z splnuje axiomy

1 - 3z luka!te,!e je nav:!c l;lplnlln Stonedv axiom, v1z 8,11/.
Z ~

Pro l1bovolnou f'unkci fEZ, f = L Y1 • ~ Itj. :t'unkce
-/-1 1

f nab;Yvli na mno!1nach E1 E SO hodnot Y1 I definujeme

Af =

tva~ funkce f,
?t-

~Y1 • A.E1 =
I-I c.

Ukazte, ze

21 cislo Af nezavis:! na volb~

f=±X.C je
i-1 1 F1

; Iv1z tskll 7,40 AI,

31 funkc10nlil A spliluje na Z anomy 4A - 7A •

tj. je-11
k

L.x
i~1 1

tllz

At" = J t d c.«--S" '
x

Tedy (Z,Al tvoi':! zlikladn:! prostor,

- obdrz:!me systllmy :e, A , m
rad~j1 symbolem CU'm. •
Uka!te dlile, ze plat:!.

47 Z = z (-« S") ,
......
51 f E ~ = ;e (cU-cp) ~

md!eme provllst Dan1ellovo rozll:!fen:!

a m:!ru (u- na m , znacme j1

r-;;r
~/obecn~/. VAts.

a c"a>tA pro A E m = If'.

Z pfedchoz:!ho dokazte nlisleduj:!c:! v~tu.

Buil. (Z ,Al z9:kladn:! prostor, proveCl.me Daniellovo rozil:!fen:!, dostane-

me troj1c1 (p,m,ca-l. Pfedpokladejme,!e P Em. Oznacme symbolem

Z aystllm vilech jednoduchYch funkc:! na P a ~N(fl < + 00 • Pro
- -

funkce ze syatllmu Z definujme 1ntegral A ate jn~ - jako v 7,37. Rozil:!f:1-

me-l1 takto z:1skan! zakladn:1 prostor (Z,Al , doataneme aystlllQ' se, m,
A, miru ("' a integral A.

Potcm

1/ ::e = ::e
21 A .. A. ,

a Af=Af pro

31 m = m a ~ II = CUll pro II Em.. m.
Tedy - vyjdeme-11 z j.dnod~ch funkc:1 a utvof:1me Dan1ellovo rozl:1feni,
dostaneme pfesn~ totll!. V1z til! 8,42.
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[7 ,39:*/leuk1eidOVSk4 prostory/.

Vretme se nyu! k Lebesgueovu integralu v En -. Ten ImUeme vybudovat roz

n;1m1 zpo.soby, uvedli jame s1 dvl! podstatnl! roznl! metody - De.niellovo roz

'iifioeni zakladn!ho prostoru Z = On , A1' = (R) J t a klssickou metodu
II< .

z teorie miry 17 ,32, 7,33/. Opl!t ozna(!me aymboly :t:, m , cU'm syst411l3'

a miru z!skanl! De.niellovym rozii!foenim. Symbolem J'-n- ozna(!me syst4m

viiech lebesgueovsk;y ml!foi teln;1ch mnoZin V En l:'1iZ 7,15, 7,181, aymbolem

cU-?L- n - rozml!mou Lebesgueovu miru na st;,. 17,181, riecht A ( ~ )
zna(!i syst4m viiech lebesgueovsky mefoite1n;1ch f'unkc! v En 17,231 s kone(!-

nl! dt!: (("'11-) a J t d C<&", syst4m viiech f'unkc1. s kone(!n;1m integra-
E....

lem a.Lebesgueo.v integral v En 17,32, 7,33/.

Potom

11 :L = :e (~11-) a A1' .. J t d C«--'" pro l' E ;e = ;e (c:U'..) ,
E...

21 ~= m?/. , (U- S",,-=, (Ibm'

31 A= A(~) •

V dalli!m jelitl! uka;!eme nl!kter4 dalii! Iv podststl! ekvivalentni defini

ce integralu

AI Nejdfoive de1'inujeme integrB.1 z

l' jednoduohl!., l' tvsru l' =

!7,40.j/obecnl!/.

Pfedpokladejme, ;!e je dan prostor

Je-11

s mirou (X, St', eu--) •
~noduohjch f'unkoi Iviz 7,27/;

. Yi' ~ , definujeme
L=1 1

=J l' d~x

ma-l1 sou(!et vpravo amysl Ichapeme O.:!: 00 = + 00 .0 = 0 I .

Je nutno ukazat, ;!e

al definice I l' d eu- nezavis1 na volbl! tvaru f'unkce l'

Iviz t4;! 7,37 - 2/,

b/j sou-l1. f n jednoduch4 funkce, f n ,/' f ,

t jednoducha funkce. potom 11m If' d c'V =
1t..,.OO n

01 jestlUe fn, ~ jsou dvl! posloupnosti jednoduchYch f'unkci.

f n »" s , ~ /" l' , potom

•
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S/ NYu! detinujeme integral z libovoln4 ;:n;;.ez:;a:;!p:..:o:.:;rn=4_~_~::;;.;:~=;.....;;;.:;::;=

Je-li £ ~ 0, £ E.A. (5"') , e:d.stuje podll! 7,30 poeloupnost jedno

duchYch £unkc:1 £n tak, h £n /'" £ - definujeme

•

Je nutno ukazat, !e

al cislo I t dca- nezavis! na volbl'i poeloupnosti £n'

bl nova de£1nice J £ dca-nan! v rozporu s de£1nic!
XJ .. dca-pro jednoduch4 £unkce •

:Y

cl Pro libovolnou

v 7,32 D •

9? - ml'iritelnou funkci de£inujeme inte~l jako

S(£ ,D) =

17,41.1 Necht (X, 5'" '('l') jl! prostor s mirou, cU-X < + 00

"Dlllenim mno!iny X" nazveme libovolnou koneenou soustavu {E }N
• "71-'1

pOdmno!in mno!iny X takovou,!e

11 E
i

E :P pro i - 1, ••• ,N ,

. 21 mnoUny Ei jaou po dvou disjunktn! ,
N

31 UE=X.
L-1 i

Pro libovoln4 "dnen:!" D = {En}:=1 mnoUny X a pro libovolnou omeze

nou funkci £ na X utvorme veliciny

Nz:
1- 1

s(£,D) =

- IS(£ ,D) a st e,D)

inf rex) •
X€£i

jsou tedy "horn:!" a -doln:!- soul!tyi.

11 £EA (SO) ~

Uka!te, !e

inf S(£,D) = sup s(£,D)
J) IJ

linfimum a supremum sa bere pres vAechna dl'ilen:! D mno!iny X ,

t E A (<P) •2/ inf S( £ ,D) = sup s( £ ,D)
D IJ

Pro libovolneu :P - ml'iri telnou omezenou :f'Unkci na

se nam tedy opl'it podarilo definovat integral vztahem

X Ipro ca- X (+ 00 I I

J £ d.M. = in£ S(£,D) = sup s(£,D) •
x t]) ])

RozAtren:! definice na pr:!pad obecn4 mnoUny X E <P a libovoln4 9" -mli-

riteln4 £unkce na X je pak stejn4 jako v cvicen:! 7,32 •
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17 ,42~ 'sua 'd'n opet prostor s m:!rou (X, 'f' , (U-) ,

t € A (<f') • Definujme integral l' f d~
x

~X <+ 00 , necht

nspr:!klad jako v cVi~en:!

7,32.

,Pro libovolna cela n a libovolna C- > 0 polo!me

Potom plat:!

A~={XE

S(f,&)=

x ;
+00

L
1'l c -co

n E. ,:= f(x) < (n+l) e. } ,

n , e. ' eu- (A;) •

1t_- OO

konverguje absolutne pro ka!d8 " >0 a

! t d('" = lim str, E- )
e... o+

Iviz tal pro 8,61/,
+00

21 reda nL;;oo n E., c<.t.. (A~) konverguje absolutne pro kaMa

E, > 0 ,=? f E 2«('l-) .

Odtud je tal videt, jak by bylomo!no def1novat integral.

Proveate

1'7,43.[ Uveame jdU jednu pouenou definici Lebesgueova integralu v E
l•

Zopakujte si proto definici ~!~~~~~~~_~c:! v intervalu <a,b >
Iviz 7,27., kde polo!:!te X = <a,b > , sP = systam vllech lebesgueovsky

mef'i telnjch mno!in v <a ,b > , cU- = Lebesgueova mra/. Funkce 9? se

nazy-va elemenUm:! jednoduch8 funkce v intervalu <a,b > , jestli!e

existuje d~len:! D intervalu <a ,b) ,

D : Yo = a < Yl < •••• <Yn = b

1 = l, ....n •

Uka!te,!e

1/ kaZda elementam:! jednoduch8 funkce je jednoduch8 funkce, ale ne

naopak Inapr. Dirichletova funkce - viz pro 2,31 - je jednoduch8

f'unkce v intervallo1 <0,1 > , ale nen:! elementam:! jednoduchS

f'unkce v <0,1) I •
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Je-li f jednoduch8 £unkce v intervalu <a,b > lat jU elementam! ci

ne/, definujeme ~ fstejn~ jako ve cvicen~ 7,40 A Icemu je pak roven
~ a

integrlil J f pro elementam! .jednoduch<! funkce ? I.
I>

Sua nyn! f libovolnli omezenli lebesgueovsky m~ritelnli funkce v inter-

valu <a,b) eEl' Oznacme symbolem J, resp. E system veech jednodu

chjch, resp. elementlim!ch jednodl1chjch funko! na interval\). < a ,b) •

Definujme nlisleduj!c! veliciny:

-? 1'-tg
-t

1'~(R)j f = inf , (R) j' f = sup
a 9iE £ a -a hiEE a

9~f h~/

-s-
J~

c&-

J~(L) I f = inf (L) /' f = sup
a giEJ a -a- hiE:! a

9~/ h~f

-d!
(R) J e •

a

jest hom! a dolo! Riemanmlv intsgrlil
-t

(R) J f
-a

-t
21 (R) If,

funkce f,
:6- -t -d-

31 (R) l' f ~ (L) J f = (L) J f ~
-a -4 Q

t -#-
Spoleenou hodnotu (L) J f a (L) J r pale prohllis!me za Lebesgue.lv

-Q. a.

integrlil funkce f pi-es interval <a,b> •

Odtud jill lehko uklizete, lie
~ ? ~

41 enstuje-li (R) J f ,jest (R) Jf =(L) Jf
a a a

Jale by se nyn! roze!rila definice (L) J~f na neomezena intervaly ci
a

Ukallte, l!e

na neomezena funkce ?

I7,44:*!AI OznaCms symbolem K system vesch nezliporn$ch a nerostouc!ch funkc1

*Izobrazen! do El II na intervalu (0,+ 00 ) • Lze uklizat, l!e existujs

priv~ jeden funkcioool. I na systemu K Ipi'ipouAt1me, l!e If.oo.l!e byt

i + 00 pro f E K 1 takovY, l!e jsou spln6ny oosleduj!c! axiomy:

IZi'ejm~ je f E K 1 =9 lim Itn = If ,
'It ......

21 f ,g E K IZi-ejm~ je f + g E K 1 =9 I(f + g) =If + Ig ,

3/ I Cz = z pro libovolne z > 0 ,pricem! Cz ZDamenli cha

rakter1st1ckou funkci intervalu (o,z> •

BI Sua nyn! (X, cp ,~) libovoln;Y prostor s m1rou. ~ f nezapomli

:P - m~i-i telna funkce na X, bua x >0 •
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Oznal!llle E; = { y € X j f'(y) > x} ,tedy E; E :p. Ka!de f'Wlke1

t € A ( 'P ). f' 2 0 pi'1i'aame relilnou f'Wlke1 hf' def'inovanou na 1nter

valu (0,+ 00 ) pi'edp1sem hf'(x) = c'l-(E;) • Zi'ejme hf' E K Iv1z od

stavec AI. Ex1stuje tedy Ihf' a polobe I t d ('I-- = Ihf"

Pro l1bovolnou f'Wlkc1 f' E A (:P) polobe pak

, mli-l1 rozdil

Mlime-l1 nyni odvozeny zlikladni vlastnost1 f'Wlke1onlilu I na systemu·

K , v~lynou nlim vAeehny vlastnost1 ~f' d~ zeela automat1eky

z pi'isluAnYeh vlastnosti f'Wlke1onlilu I •

1 7 ,45.1poznl!mky

11 0 dalAieh zpdsobeeh zavedeni Lebesgueova 1ntegrlilu sa lze do~ist

nap!'. v kniMeh

V. Jarnik. Integrlilni po~et II ,

I.~ernY - J.Mai'ik, Integrlilni po~et I Iskriptal.

21 V eele teto kep1tole jsme pi'edpokllidal1,!e X' E SO •
Lebesguedv abstraktni integrlil lze def'1novat a zavest 1 bez tohoto

omezujieiho pi'edpokladu, nebude,me se tim dak zabyvat.
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