
•
5. Mira mnoZin, FOO1nioira vata, aubat1tu<!ni met~da.

Znovu s1 uvedomte, is uval!ujeme pouze pi'ipad Z = Or ' A£ = (R) f £ ,
E,.

mdhme proto poul!ivat nasledujici vety: veta 50, 51, 52, veta 58 IFub1n1ova/,

veta 59 Iveta 0 sOOst1tuc11 •

Zopakujte s1 je

Pi'1pomenme jeste, !e symbolem ~r oznaeujeme syst~m vsech mei'1telnjch

mno!in v Er, symbolem ~r r - rozmernou Lebesgueovu miru v Er•

Ze zaeatku t~to kap1toly s1 uve&ne neko11k prikladd na jednorozmernou miru

~ Naleznete pHklad mno!1ny A E Ml tak, aby

11 A byla neomezena v El ' <'<lA = 0 ,
21 A byla neomezena v E1 (U1A = 1

31 A byla neomezena v El I A ~ El (U1A =+00

Ve vaech pripadech - pokud to ovsem je mo!n~ - volte mno!1nu A jeste
tak, aby

aI byla otevi'ena , bl byla uzavi'ena

cl nebyla an1 otevi'ena ani uzavi'ena •

~ 5astrojte pHklad posloupnost1 mnoUn En E m., tak, aby

~ C ~ C E3 C •••••• ,,",En < + 00

11 ~(Q En) = + 00

pro ka!d~ n ~ N a

21 •

a

17(, tak, aby

pro ka!d~ n E N

,11

Sestrojte priklad posloupnost1 mno!1n En E

El J E2 J E3 ::> • • • • • • ,,", En = + 00

00

('1lA f.) EnJ = + 00

•

21 calD En) = 3, ,

calf.) En) = 031
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-Je dana poaloupnoat nezapornYch c:isel an' bUll. a = L. an •
71-"

Sestrojte pi':iklad posloupno.~t1 mno!1n En € m
1

Ipokud to lzel tak, aby

c«,En = an a

1/ C'".(QEnJ = 0,

21 O</l.tQ En) < a

15,5~ [ Bull. A e m ,potom

(",A = in.f
00

L (b - a ) I
11=1 n n

je matiteln8 a me m:iru

00

kde (anI bn) jsou l1bovolne intervaly takove, lie U (a ,bn) ::> A.,,-1 n
a infimum se bere pres vaechny moline takoveto soucty. Ukalite, lie tvrzen:i

zl1atsne v pletnosti, budeme-l1 uvaliovat jen .disjunktn:i lanebo disjunktn:i

omezenel intervaly. Viz teli dodatek D 111.4.

rJPoul!ijte vatu 55 a tvrzen:i, ze libovolnou neprazdnOu otevtenou mno
zinu v El lze vyjadtit jsko sjednocen:i epocetna mnoha disjunktn:ich

otevtenYch intervall1 •.J

Ukazte, ze mnozina veech racionaln:ich c:isel v El
nula.

["";1 Viz vatu 52 •

bl Tvrzen:i dokazte pt:imo z derin1ce - viz pt. 2,31.

cl Poul!ijte tez ptedchoz:iho cVicen:i 5,5 :-n

15,7; I Veta 52 nam i'!k8, lie kazd8 spocetn8 mnoZina v El je nulova.

Naskjta se otazka, zda.vl1bec existuje najak8 nespocetna Izopakujte si de

rinici spocetne a nespocetne mnoziny II mnozina v El miry nula. Odpovall.

je positivn:i - uve1l.me si pi':iklad.

zave1l.me nasleduj:ic:i oznacen:i Ikresletel/:

Ro = <0,1 )

Rl = <0,1)- (~,~)=<O,~)U <~,l)

R2 = Rl - [ ( ~, ~) U (~, ~ )] = <0, ~>U<~, ~ >u< ~, ~ >U
u <~ , 1), •••••••••••••• atd.

9

mame-li jiz eestrojenou mnozinu R ,dostaneme mnozinu R tak ze
n -;n+l '

ze vsech intervall1 mnoziny Rn vynech8me prosttedn:i ttetiny Ipodejte
ptesnou derinici pomoc:i mat~maticke indukce !/.
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Zrejme

1/ Ro ) R1' R:1 ' ••••••
21 Rn pro libovolne n je mnozina uzavi'ena •

00

Oznacme C = (1 R • mnozina C se nazYva obyce~e £~~~2~~2_~~:_".0 n

Ukazte. ze

3I mnozina C je uzavi'ena

rrc je pronik uzavi'en$ch mnoZin-lJ •

4/ <:",C = °
rmnoZina Rn E m.. je disjunktnim sjednocenim 2n interva11l

1
delky -n- tedy

3

ca,Rn =

51 libovolne

2 n
( 3" )

cislo

nyni se uzije veta 17-.J '

Gt: €<0,1) 1ze peat ve tvaru

,kde a = 0,1 nebo 2 lrozvoj cis1a an

v "trojkove- soustave/, tento rozvoj je jednoznacn$, pozadu

jeme-li, aby
/(

ana > L --n- pro kazde prirozene k ,,,_.
3

00
~61 x {i C ... x = L kde an F 1 pro kazde nE N
3n , ,

1'1-"
7/ mnoZina C je ne apoce tna

rr- ~ an ~ ..
II 1ibovolnemu X E C, x = L-- ~ pi'ii'aame bod

,,-. 3n

CD (x) -- ~ ~ { ()T L-- a ukazte, ze mnoZina S" x j
."• ., 2n

je ne spocetnB. -.J ,

x E C}

81 MnoZina C je ridka , tj. vnithk mnoUny C je praZllna mno

Una - anebo ekviva1entne - doplnek mnoZiny C v <0,1> je

mnoUna husta v <0,1 >•
Viz tez V.Jarnik, Dif'erencialni pocet II •

15 ,e: I Bud G C E1 otevi'ena mnoUna, <f'L..G =°. Potom G = f6 •
Dokazte I

~ch-£ x E G , potom existuje <5 > 0 tak, ze (x - 0 , x + 0 ) C G

lodllvodnetell •

Tedy ("..G ~ ,4.(x - J. x + 8) = 2 J ....:-J
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15,9~1 Bu<l. FC(O,l> uzavfeIUi mno1tina, CU.F = 1 • Potom F =<0,1 > ,

dokazte I

ll'PouZijte pi'edchod cvil!en! a vlltu 15~

15,10J Ukazte, ze plat! Inemus! se ani jednat 0 mnoziny v Ell:

al II nulod .... II e 13(.,

bl III ell, II nulov' ~ III nulod.

15,11:1 Ukazte, ze piat!:

A em, II nulov' -+ A - II e 111., c"A" ~(A - II) ,

~dle vllty 13 a cvil!en! 5,10 al jest A - II Em, dlile pOuZijte

vztshu 'A = (A - II) U (A 1"'1 II) , vlltu 15 a cvil!en! 5 ,lOb....JJ
.... .

Recht A Em, II nulovti, t e :eA " Potom t E :t:.A-H'

a It = '/r. Dokazte
A-H 'A

l"PouZijte cvil!en! 5,11, vlltu 24 a vlltu 26 .:.....JJ

COOldi tll II ).

Ukazte, ze Fubiniovu vlltu .1ze uJjt v IUieledlij!c!ch specitiln!ch pl!'!padech:

II mnoZina 14 C Er+s je otevfeIUi nebo uzavfeIUi, funkce t je spojiU

... neztipomli (reep. nekla~) na II,

III mno1tina II C Er+s je otevl!'eIUi nebo uzavl!'eIUi a omezeIUi, funkce t

je spojiU a omezeIUi' na II.

IIV obou pUpadech lehko Uklizete, ze t e~~ .:JI

15,14.1 Oznal!en!:'

*'Bull. f funkce dvou promllnntch, f E~,., • Potom budeme zna/!it

~ f = .!j'f = .£ff(x.y) dx d::f

fft
H

a

x • tj.

Ze' [x,y] Ell}.II. <I'"xEE1 t' E--H", ....
....

FE'LH.
x

je

IIx znamenti prOmllt mnoZiny II do osy

~ = { x e E1 ; existuje y E E1 tsk,

a tento integrel budeme nazYvat dvo~ integrelem funkce t pl!'es mnozi
nu II

Recht

Potom podle Fubiniovy vllty je pro

a ozna/!!me-l1 F(x) = f fX' *'
H~l·

M~zeme tedy pstit. ze
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II f =,.,
Zf'ejme tez

I(
HX

kde

JJ f = J ( ..1 t*'':1 )
,., . Ny ,.,*,Y

My ={Y E El , existuje·

= J (/r: (xl dx) dy •
Hy ", .. y.

x E: El pro neli [x,y] Ell}.

-& y{x)

j' ( j' f (x,y)dy)dx.
4 ,!,{X)

je prOmet mnoZiny II do osy Y •

Posledni 1ntegraly budeme naz$Vat dvojnasobnYmi 1ntegraly funkce t pres

mnoZinu I(

V pHpade, ze IIx je 1nterval (a,b) a I(K,* 1nterval (9"(x), yr(x) ) 

krajni body mohou pochop1 telne zaviset na x! I - p1ilme kratce misto
. :I- Y"rX).I ( j fX'*(y)dy) dx 1ntegral·J ( J tX,*(y) dyj dx

"," ",X,fIt 4 <f'{x)
X

a zprav1d1a se budeme dopou§tet nekorektnost1 a misto posledniho 1ntegralu
budeme psat

x*Jsou-11 Ilx ' II' j1ne 1ntervalynel otevrene (uzavrene, polootevrene),

ponechme stejne oznaceni (viz poznamku 3,1) .

Obdobna pozn8mka plati pro obracene poradi integrace.

Nakonec je§te pripomenme definic1 miry mnol1ny:

definujeme ~M =

dx=

podle predeUe pozn8mJ<y a Fubin10vy vety je pro

X,*
II = (ljQ(x) ,V(x» c1

(W(y) , 'l (y) )

./
:1- cl 'l{y)
(y(x) - 9'(x) ) dx = J (J dx)

... e 4]{y)

d

= J (~(y) - (J) (y) ) dy •
c

[
s t e jn8 poznll.mka se tjk8 1 vicerozmlirnjch 1ntegralo., kde pak mluvime 0 troj
nYch c1 trojn8sobnYch integralech apod.

5,15. Bua 14 ...{ [x,y] E E2; ~ + y2 = 7 }. Potom II E m,2

a ~.z 14 = O. Dokalte !
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[IN;kreslete si obrazek mno!iny M I

Zi's jmll Iol" ~ U 1ol2 ' kde

M1 " {[X,y] E E2 Y " h - -2-

~ ,,{ [x,y] E E2 Y " - h--2- ,
Podle vllty 62 - avllfujte

x f < - fi, + 17> },
x E < - f7, + 17 >},

1d2E 'lnz. a A~"

opaoo6m pHpadll
f, f(x) = ax + b ,

libovolM pHmka, potom p E ml. a ~p = 0 •

= t«z. ~ " 0: Nyn! staC!! pouUt vlltu 12 a 15 C!i.f'aktu, !e sjednocen!

spoC!etn6ho syst6mu nulovYch mno!in·je mno!ins nulova.

Viz t6! pf. 5,103 ..:.JJ

Bull p c E2

Dokdte!

rNecht nspf. pf!mka p nen! rovnobll~ s osou y - v
pouze prohod:l:me osy - potom ex1stuje linsarn! fuqkce

v E1 tak,!e -,

.y " ax + b, x E E1 } •

Tedy opllt podle vllty 62 dost'vue,!e p je nulovll. mnoUns v ~.:.JI

Bull .p c E2 libovolnll. pHmka, X C p libovolM podmnoUD/l p. Potom X

je nuloVli mnoUns v E2 '. Dokdte I

[]?ri ddkazu pou!ijte cviC!en! 5,10 b) a 5,16 ~

je-li nspf. X C E1 lebesguBovsky nemllfitelnll. mnoUns v ~ ,

{[x,y] E E2; x f X; 11 " o}· ddy mllritelnll. '<a nulova)

bull . M' prdmllt mnoUny 14 do prostoru

14'" {x E Er ; exietuje s E Es tak,

SpeciBlnll,

je mnoZins

v E2 •

15,18.1 Don!te toto specill.ln! 'zni!n! Fubiniovy vllty:

buCi M C Er+s' 14 E 'mr+s '

Er prvn!chr soufadnic, tj.

!e [ x ,11J EM} •

Potom pro sk.vil. x E Er je Iol
lC
•• E 7'1ts a oznsC!!me-li

11
F(x) " ~s(Mx,.), je F E ~1'11 a

" IF
HI

- 103 -



Nakre81ete, 81 pr!81u!nj obr'zek

,I
I,

,
I
I
I--------'1-----,
I,
I

!'I' •

Obrazek <::.5

fVe veta 58 stall! poloU t t = 0101.Jj

K IE m:z. a (Ii,. K = 6:1f I

IfU Mnoz1na K je uzavren' v E2 (dokazte!). tady K IE ~ podle vety 50.

21 Oznallme IS.: promet mnoUny x: do osy x. tj.

Kx = { x IE El j existuje y e El pro nli! [x.yJ IE K} .

Zi'ejme IS.: = <- (6. + f6 >- doka!me toto tvrzen! pof"dne

a podrobne. Abychom tedy ukazal1. Ie

IS.: = <-16. + 16 > • je nutna a sta<::! dokSzat. Ie jednak

Kx C <- 16. +" 16> a jednak 1Sc:l <- 16. + 1(;).
al awl x E ~ =+ existuje y IE El • pro nlil [x,y] E K. tj. pro

nel x" + y1;; 6 • Potom ovllem x·:i 6 - y.z:li 6 =+ lxl:i 16.
001 jest xe(-I6. + fi>.T!mjemeukazal1.ze ~c<-(6.

+ Y6>.
bl awl x E <- 16. + 16> =+ urMtl! existuje Yo IE E1 - napf'.

Yo = 0 - pro nil! x.l + y: ~ 6 , te~ [x'Yo) IE K =t x E Kx •
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Tim jsme ukll.zal1, Ite <-16, + 16> C ISc •
3/ Zfe jmll dll.1e

K X'* =(II pro x E (- 00 , - (6) v ( f6 , + 00) ,

K"·* = <_/6_x2, + /6-; > pro :i:Ei<-I6, + 16> = ~ ,

(zde chll.peme <a, a> = { a } ) - opllt podrobnll vysvlltlete!

Tedy ~ K"'* - = 2 ./6 - ; (pod1e vllty 51) a
f ff

(UZ K =/2 /5 - ; dx =671".
-Ii

V prax1 obyl!ejnll poetupujeme rych1ej1 (musime ovllem UIIIllt vllechny

jednotl1v4 kroky oddvodnitl) :

Mno!1na -K je uzavi'enll., tedy mlli'1telnll.; ~ = <- /6, + /6>,
pro x e <- 16, + 16> jest K

Jt
,*= <- ~ - ;; +~ - .; >,

tedy
ff 1'6 -.x%

cUz K = J (J 1 dx) dx = 6 :r.
-rr -16-X'

Jako cv1l!en! zkuste zmlln1t pofoad! integrace 1.Jl
.

5,20. B~ II = {[x,yJ E E:!; x2 + y2 <6}. Potom 14 E m.z a ~II = er ,
Dokaltte I

1114 je otevi'enll. mno!1na v E:! ' tedy II e m2 • Oznal!ime-l1

H(l4) = {r x ,y] E E2 ; ; + y2 = 6 } ,

je H(II) e m z
Potom ('La(M U H

a ,,",2 H(ld) =0 .(Yiz obdobD$ pi'. 5,15).

(II) ) = ~z. 14 ,podle pi'edchoziho cYil!en! je

potom

caz. (14 U H (14) ) = 6 1f.

Jako crtl!en! spol!tl!te C"Z 14 pi'im0..:J

15 ,21.\ B~ K l1bovolD$ kruh v E2 ' tj.

K={[x,yJE~ (x_m)2+(y_n)2;:i r 2 } ,

K e 7l'tz a ~zK = r s , Dokaltte 1

5,22. B~ 14 ={[x,yJ E ~

Dokaltte !

f(iznsl!!me-l1 (kree1ete I)

K ={[x,yJ E E2 ;

- 105 -



x = 0, Y e (0, +oo)},

je N nw.ovll mnoUna V ~ (viz pi'. 5,17), X otevi'enll v E2 , tedy

X E m a z v~ty 13 vyp1$Vll,!e 14· X U N E m•.
1

Podle v~ty 15 pak dostllvllme - <"!I 14 = ~X.

Oznal!ime-l1 Xx prOm~t mnoUny X do osy x, je Xx = (0,+ 00 )

a pro x e (0,+00) je XX,>I< = (x.+-oo ) .

Zi'ejm~ ~Xx,* =+ 00 pro x e (0,+ 00 ) ,tedy ~X = + co

V praxi postupujeme rychlej1 a rovnou p:!lieme

= ~K = If1 dxdy =
1 K

dx = + 00 ,
anebo t~! - zam~nime-l1 poi'ad:! 1ntegrace

cal' = AX
Zkuste doklizat

00 00

= //1 dx dy = J (.I dx) dy = + 00
k 0 '¥

jelit~ j1nak,!e ca!14 = + 00 -.U
•

1 5 , 23 . \ Def'in1ce:

V mnohjch sb:!rklich pi':!kladd 1 v mnohjch ul!ebnic:!ch se setkllme s uloham1

nllsleduj:!c:!hO typu:

"mno!1na M je v rov1n~ omezenll ki'1vkami

x = 2 , Y = x, xY = 1, spol!t~te A M I "

00 se rozum:! slovy "~~!en!J~!:!!~!!!"? Toto jest nejakY pojem - kterf,

1 kdy! je 1ntu1t1vn~ zi'e,jm$ - by byl0 zapoti'eb:! def'inovat. Pokusme sa nej

di':!ve na nailem pi':!klad~ 11ustrovat, co by sa mohl0 timto pojmem rozum~t.

Nakresleme s1 tedY "ki'1vky" x = 2, Y = x, xY = 1 (viz obrllzek l!.6

na nllsleduj:!ci stran~).

l4noUna {rx,yJ E E2 ; x = 2} je pi'imka a dill:! nllm rovinu E2 na dv~

polorov1ny, oznal!me je A1 ' A2 • Rovn~! tak "mnoUna y = x" d~l:! rov1

nu na dv~ polorov1ny, ktere s1 oznal!me ~ , 52 • Konel!n~ ti'et:! mnoUna

{[x,y]fE2; xY = r ] jest rovnoosll hyperhola a 1 ta nllm dU:! rov1nu

na dv~ - byt ne aouv1sl~ - mnoUny (tzv. vniti'ek a vn~jliek hyperboly) 

oznal!me je °1,°2 •

Nyn:! utvoi'ime vliecbny mo!n~ prdn1ky.

N~ktere z t~chto prdn1kd jsou prizdn~ mno!iny. n~ktere neomezen4 1ID0!iny

a pouze jedna mno!1na - jeden prdnik - je omezenll a neprizdn4 IIDo!1na.

A ~to mnoUn~ budeme zprav1dla i':!kat, Ie je "omezen!l" dantm1 kfo1vkami".
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Obrazek l!. 6

Pokusme se nyn! vys10vit obeenou detiniei:

M~jme d~no p tunke! dvou prom~nnYeh

Neeht ka!M f'unkee f'i (i = 1,2, ••• ,p)
loIi x Ni , oznal!me

.S".,~,"".,S"p .
je detinov4na 118 mno!in~

Ki = {[x,y] E ~" l XEloIi, Y E Ni ; ~ (x,y) = 0 } ,

1 = 1,2, ••• ,p , (Ki jsou tedy naile -ld'ivky"). Oznal!me M1e

~ = {eX,y] E E2 X E loIi ' Y € Ni ~ (x.y) > o}, i = 1,2, •.• ,p,

Ki = {cx,y] EE2 X E loIi ,. Y € Ni 5'7 (x,y) < o}, i = 1,2, ••• ,p.

Utvofme vileehny mo!n~ prdniky:
A A A AA V V V V
~ n IC.z rv ••• ,., xp ,~n IC.zn ••• f"I xp , ,••,~",,1C.z n ••• n xp
(preeizujte l) •

Potnm pod pojmem -mno!ina omezen~ ld'1vkam1 JS.'IC.z" ••• ~ 
rozum!me 1ibovolnY z t~ehto prdnikd, kterj je

al nepr~zdnY,

bl omezeny V E2 •
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Je nutno 3i uv~domit, ~e·

1/ takov~ "mno~ina" vdbec nemusi exiatovat (uve dte p!'!klad!) I

2/ techto "mno~in~ m~~e bit i vice (uvedte priklad!).

Obdobne derinice ae de uvest i pro proatory vy§~i dimense, bude-li se
jednat 0 mno~iny v E3 ' budeme zpravidla tikat "cno~ina omezene plochami".

5,24. je omezene ktivkami

Potom M e m~ a

8
y = --..

4+x~

~M = 2( 7T - ~ ) •

·------1

rrv Nakresleta a). prislU§n1 obrezek, tj. mnoUny

~ = {ex,y]e E2 y = 4:;' },

~ ={Cx,y] E ~ 4y = ~ }.

2/ Oznal!me Mle

"" ={[x,y] y < 4=~ },IS. E E2

v ={[x,y] r > ...IL}IS. EE2 4+,.2 ,
A ={[x,y] ~ },~ E E2 4y.<

~ ={[x,y] E E2 4y) ~ l-
"" AUk8i1ieme, ilie mnoUna IS. n ~ je neomezenll. v E2 ._

Zvolme posloupnoat bodd An = [n,o], potom

(prol!?) ,

A A

tady ~Ers.n~

na (oddvodnllte I).

A A
a odtud vypljva, ilie mnozina K n K

1 2
nemO.ilie byt omeze-

nejsou omezenll

A A
~n ~ , oznal!me jl 101 , tedy

y<~}n {[It,7] E~ ;

a 47 > ~ } ={[x,y) E ~ ;

ze mnoZiny

M= {[x,y] E E2
y< _8_

4+~

3/ Obdobne ukailite,
v E2 !

4/ Uvailiujme mnoZinu

x
2 8}-<7 < --

4 4+~
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, neexistuje ztejme z6dn8

(pro~?) ,

mnoziny M do osy x? - pOdle derinice

existuje s E El tskov4!, ze [x,y] EM}.

:l- 8
tsk, aby - ~ --

4 4+x2

[x,y] EM. Naopak, bude-li pro nejak4! x E El pla-Y E El takov6, ze
2

tit L <~ , bude zhjme
4 4+x

Co bude prdmetem Mx

Mx "' { x E El

Zvolime-li x E i l

tedy

AeAenim posledni nerovnosti dost6vame

x E ~ ¢=> x E (-2,+2) ,

tj. M "'x (-2,2) •

Nyni pro kazd4! x E ~ jest

[x,y] EM} "' (:l
4

5/ Mnozina iii je omezen6 v E2 ' toto je ihned videt z mnozin Mx
a IiI

x , * , nebot

,~ [x ] < 2 , O~ .f-<y<......lL
4 4+.f-

tedy M C (-2,+2) x <0,2> •

[x,y] E M

6/ Mnozina iii je metite1n6 v ~

kter4! jsou obe otevten4! v ~

, neboi je prdnik mnoZin

(dokaztsl) •

7/ Mdzeme pouZit Fub1niovu v~tu, dost6vllme,
2 ~+J(j

Ai. M "' JJdx dy "'J(1. "y) dx "' 2 (Jr - ~ ) • II
( --2 M -2 t oJ ....:.JJ

V dal§ich ptikladech budeme zpravidla postupovat rychleji, je v§ak
zapotrebi umet jednotliv4! kroky - tsk jako jams to provedli v tomto
priklade - podrobne oddvodn~t.

5,25. Uillozina M je omezen6 n6sledujicimi kt1vkami

x "' 2

Potom M E 7lt~ a

y : x; xy = 1i x = 0

<U M = ~ -log 2 • Dokazte
, 2 2

r11 Nakreslete

2/ UksZte, lOe

si pHslull~ obrazek !

~ <y < x x E (1,2) },
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dx • , -log 2 •

1(y,2) ,

(y,2) .,pro

tedy .a J4 =JI (r dy) dx =./'(X - I)
t --2 1;r "

3/ Zkueme integrovat v obl'll.cen'm poi'ad:!.

Bua)l prdml!t mno!1l1Y" )I do osy y ,
Y 1

zfejml! Ny • (2,,2).

Pro y E. (~,l) je )1*' V =

pro ostatn:! y je)l*' Y = ~.

Pou!ijeme-linyn:! Fubiniovu vl!tu, dostavame

%

ca:14 = .£.. F(y) dy ,
r .

kde F(y)" 2 - 1 pro s E (1 1)s 2 '

F(y) = 2 - Y pro y E 6 1,2 ) •

Kone~l! tedy

" 2.
AI- 14 = .£ (2 - 1 ) dY + 1 (2 - Y ) dy =J - log 2 •,-. r y" 2

4/ Opl!t mO.!eme postupovat rychleji, oznal!:!me-l1 si

141 = {[x,y] E ~

142 = {[x,yJ E E2

143 = {[x,y] E ~

~ < y < 1, X E (1,2) } ,

s = 1, x E <l,2) } ,

1 < y < x z E <l,2) } ,

jest mno!ina ~ nulovli, mno!1l1Y" 141 ,~ otevfoenll ,

r-log 2-.:11

5,26.
Bua 14 = {[x,y] E ~

Spol!tl!te ca.14 I

l~ z ~ 5

Ifli II E m (prol!?)
2. r 3 r

2/ .AL II = /./ dx dy = J (..! dy) dx = .I (3 - !) dx • 12 log 5 ,
(--1 H r x 1 x

3/ ctL.1I = // dx dy = 1"( .t~X) dy + .I3

( I~) dy = 12 log 5 JI
1'1 s y f ...-.JI

Ve1m! mnoho mno!1n, s kter;Ymi se satlable, by,rli souml!rn$ch pocUe jedn' l!i
obou os. PH v;1pol!tu ml!r takov;1ch mnoUn l!i integrllld p!'es mnoUny tohoto
typu mO.!e byt pak uUte~ll se omezi t jen na l!llst tl!chto mno!in, nap!'. jen
na Mst ld:!c:! v prm:!m kvadrllntu apod. Teorstick;1m zllkladem je nllsleduj:!
c:! vl!ta.
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x)O, y)O}

15,27: Ial Bull 14 ( ~ , 14 E m2 ' nechl: 1ID0UIl8' II je.soumilrn4" pocUe osy s,
t.1.

[x,YJ E II ~ [-x,YJ Ell.

OIlIl8l!me

Ii' ={[x,YJE~ [x,YJ E II , x ) 0 } •

ii' E 'Nt2

....
DokaUelPotom a eu-. 14 = 2 cUiM •

ITOznal!!me-l1

K = {[x,;yJ {E2 j x) 0 } ,

.1e K E m
2

a 'ii = M n K , tedy 'ii E- m:t (oddvo&lilte l)

Podle vilty 59 lehko z.1ist!te, Ie

,.., ....ca-2 II = cU. (14 - 14) ,

tedy ~II = ~iI + cUi(14 - 'ih = 2 ~M ~

bl Dokaite obdobnou vlltu pro 1ID0Uny soumilrn' pocUe osy x.

cl B~ 14 C E:! mili'i telM mno!i1l8 soumilrn4 podle obou os x i y.
-Oznal!me

ll:l <01
Potom -14 E m 2 a ~.14 = 4 ~14. Dokalte I

•
d/ Vyslovte obdobn4 vllty pro prostory vyllli! dimense I

5,28. B~ 14 = {[x,y]E E2 1 < x2 + i < 4 } (kreslete l)-
141 ={[x,y] E E2 1 ':ii x2+y2~ 4 }.
142 ={[X,y]EE2 1 < ~ + y2 < 4 }.

Ukazte, ze kaMa tato mnozina .1e mili'itelM a

eu-.14 = ~141 = ~~ = 3Jr.

~I Ukazte, ze kter4koliv dvll z tllchto mnozin sa lil!! 0 nulovou mnozinu

a ze mnoZina l1. .1a uzavi'ena.

2/0znal!me 14x prOmllt mnoziny M do osy x, zi'ejmll IIx = (-2,+2)

(dokazte podrobnlll).

~le plat! implikace:

x E ( _00, -2> V{2,

x E ( -2, -1> U (1,2)

x E ( -1, +1) => M
X'*

+ 00 ) ~ 14"'* = {I/

9> 14"'* = (-/4 - x2 +~ _ x2) ,

= (-/4 - x2 ; -h - x2) U( h_x2 ; /.~4---~).
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Tedy pro

x E ( -2, -1) U <1,2) je ca1 I11 X,* ·2 14--2 ,
x E ( -1, +1) je II x,* = 2 (/4 --2 - 11--2 )(f'-, . •

Odtud podle Fub1n1ovy v~ty' dostliv4me
-1 L

""',111 = J 2 14 - .z?- dx "" / 2 14 - i
,-~ -2 1 '

= 3 J(.

3/ Poul1jeme-11 predchoz!ho cv1~en! 5,27 a postupujeme-11 rychlej1, dostli

vlime
1 (If-X'

= 4 [(k,)(. ely)dx + 4

4/ Poul1jte t~l'. vztshu

• h-.l"
• / (/ ely)dx .. 3 r .

M={[x,y]EE2; .z?-+l<4} -{[X,y]EE2; x
2

+ l < 1}

cv1~en! 5,21 a v~tu 15 ~

5,29. Bua M = {[x,y] E E2 .z?-< y < x + 2 } • Ukal'.ts, Ie

ME m
L

a ~II = +. (Nakres1ets a1 obrazekl ).

fl/ Ukal'.ts, l'.e mnoUna II je otevrena v E2 •

2/ Je-l1 "f<~2, je III
x,* = (.z?-. ~2), pro oststn! x je II x,* = r6

Nerovnost ,;. <x + 2 je splna, prav~ Itdyl x E (-1,+2) , teely
2

~ II = I (x + 2 - .z?-) dx = 2
9

•
-1

3/ Integrujeme-11 v ·obracen~m· porad! - prove~te podrobn~ - jest

., ly l' flY
~2.111 = f (1 dx) ely + I ( dx) ~ ...2...2 ."

o -IY Y-2 ~

r;,30.1 MnoUna M bude v da1li!m ddy omezeus kfo1vkam1 (viz 5,2).

Ukal'.te. l'.e II E m
2

a spo~Ute CUlM I

a/ M omezena kfo1vkam1:

2x - Y = 0 , 2x - Y - 7 = 0, x - 4y + 7 • O. x - 4y + 14 = 0 ,
potom cU. II = 7 ,

.,2+82
x.. 2a (O <b < a ) ,

,b/ 101 omezenli :

x .. y2+b2 .

2b '
_ 2

~M - 3 (a-b) • tab ,
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el I(

41 )4

eme••IUi: 7" -2; 7"' x + 2

222x + 7 .. a

7 "' 2

a> 0

; ~"' x (~)4" -¥ ),
a2

( ~I(.. 12 (J T - 4»,

11 )4

el II ~ + ; .. a2 ; x + y "' a; :It ~ 0 , 7 ~ I) 0

1 2 a2 ~
(~)4" 1;'" a -!l (1 + ,3» ,

rl )4 : 7 .. 4 - ~ 3x - 27 - 6 .. 0 (ca.1( "'~ ) ,

g/ II : ~ .. a2; ~ .. a7, Y" 2a, :It ii: 0, a/,O

(~)4 .. ~ a
2

+ a 2 log 2) ,

hi M X2 + 72 .. a2 ; Y" ~ , a >0, n >1

a2 Irf.:l 1 I 2(j, II = (arcsin -- - n.... n - 1 »c-.. ~ n nO<

.. 1) ! +~ .. 1, a >0, b> 0a 1).

(~)4 .. i ab (:Jr - 2 ) ,

j/ll:i+l ..
16 9 1 ; Y=X; xliO; 7 ~ 0 (~II = 6 arcsin ~) ,

kl II je omezena i + ; .. 5; 7" 0; tel!nou ke kru!n1e1

11 11 ]17=3; x+y"4

[l,2J (AL II .. 5 - ~ arcsin -L) ,
l-" 2 f5

( ca.. II .. 4 - leg 27 ) ,

) .

x .. 0, y.. 0, x.. a ,

a2
1«"..I( = 2' ( e - e-»,

, O(7<f-}

O(Y<~ }

a >0

x > 2

x > 1 0 < Y < f;. } (ca:..)4 .. + 00 )

o < :It < 9, 0 <y < *"} (eu.. )4 .. 6

.
x > 2

ml 1.1

nl )4 .. {[x,y] E E2

01 1( .. {[x,y] e E2

pi fA .. {[x,7] e ~

q/ M" {[x,Y] E E2

v denim sa budeme zabivat vYpol!ty jednoduch$ch dvojn$ch 1ntegrli1o.
pres danou mnoUnu M. Metody vYpol!tu jsou v podststl! stejnt! jako v pi'e
desljch cv1~enich - obyl!ejns hledlime prO-mst mno!1ny M do nsktert! z os,

pHslu!ln<! hzy mno!1ny Iol a apl1kujeme Fub1n1ovu vstu. Ne! v!lak tuto
vatu pouUjeme, musime v!dy zj1etit, zde dan$ dvojn$ 1ntegrll.l vdbec Ilnam
j~~
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/5,31:IBua M (E2 mllfiitelnli mnoZina soumllm4 podle osy y ,

bU! t tunkce dvou promllnn$ch na 14 "sud'" vpromllnn~ x, tj.

t( - x , y ) = f (x,y) kdykoliv [x,y] E lot •

*Necht dile t E :eM
Oznal!me M = { [x,y] E M x> 0 }.

*Potom t E :e;:; a

t t = 2 -£ f • Doke!te

r-viz obdobn~ cvil!eni 5,27 ~

Vyelovte vllty anSlog1ck~ k vlltam ve cvil!eni 5,27 b) - d) •

5,32. Bu~ M={eX,y]EE2; [x ] + Iyl~ 1} (nakreslete!).

Potom .It (,1 + i) dx dy = j . Doke!te I

M ,

uzavi'ena v E2) •

je apojita a nezaporn8 v

lot E m~ (mno!ina lot je

2/ Funkce f(x,y) = ,1 + i
"R

tedy f €:e
M

(viz vety 48 a 33)

Lze tedy ufit Fubin10vu v1ltu (viz t~! 5,13), poufijeme-li pi'edchoziho

cvil!eni 5,31 dostaneme (provedte podrobnll ! ,naleznllte M a IJ
x,* ) .

x

JJ;, (x2 + i) dx dy = 4

~

= 4 J (x2(1-x)

"
3/ Zkuste taz integrovat v obracen4m p~adi~

5,33. Ukezte,!e 4 e-(rry) dx dy = ~ , kde

lot = {[x,y] E ~; O:iii x ~ y }

lIMnoZi118 M je uzavi'ena, integrovana f'unkce apOji ta .a kladnS 118 M , tedy

00 00 co

ff e-(rry) dx dy = I (1 e-(rt-y) dy) dx = 1 e-2x dx = !
M • JC " 2 :.J

5,34. Spol!tllte Jl %3 dx dy , kde.,.,
a "ki'ivkou" {[x,y] E E

2
(viz definice 5,23).

I( C ~ je mno!1na omezena oaami

IX+ fi=l}.

x e y

"Ukazte,!e M = {[x,y] E ~ 0 < y < 1 + x - 2 IX
x E (0,1) } tedy (proVlldlijte podrobnli I)
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1 (r-li)'II xy ax dy =.I (.I xy dy) dx =
H '()"

5,35. (Viz t4! cvi~ent 5,47).

Uka!te,!e .If Il~~y2 = 21T , je-l1 14 = { [x,yJ E E2

x2 + y2 ~ 1}

5,15); je f'unkce f definov!l.na
N

je mnozina II! otevrenli v E2 ,

nent definovlina vllude v 14, proto!e
1=

th-71--y2
{[x,YJ E E2 ; x2 + l = 1} je nulovll. (viz cvi~ent

skoro vllude v 14. Ozna~tme-1i 'i4 = 14 - N,
N

f spojitil. a k1adnll. v . 14 a

N =

f( x,y)

vllak mno!ina

UFunkce r ,

/ f =1 f
H H

,
tedy s pOuZittm 5,31 dost!l.vll.me

= 4

= 4

. 11

( ~ dy ) ax =
• a /1-~-;

('1 Y = !l-~
-I ([arCSin ~ J )

fl-~ y = 0
1

=4!f dX=2Jr • ~
a

ax=

5,36. (Viz t4z cvi~ent 5,49).

Spo~tete
JI dxdy

H 171-+;
kde M = { [x,yJ E E2

k1adnll.

U ,oJ

)ax=2~

si mnozinu II! , je
12' Opet funkce

// dxdy

H 10+1

a po1omeru

to vlastne "kruh" 0 stredu

f( x,y) = ,j 2
1

2 nent vllude v M
r x +y

def'inovana ([0,0JE 14). Ozna~tme-l1 vilak Il = {[x,yJ E E2 j

x
2

+ l < x } I je 11 otevreml. v E2 ' funkce f spo ji til. a

v ~ a J f = .£ f (vile podrobne provedte !) , tedy
M H

= 2/'
a

rr-;,kres1ete

\5 ,37. Ukazte, ze .It x
2y

-2 dx dy = ~, je-l1 mnozina II! C E
2

i omezena krivkami x = 2, Y = x, xy = 1! (Kres1ete!).
L- .. ._---'
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dx =1' anebo t6!r .IIi y-2 dx dy =
I'f

15 , 38 . 1 Dokazujte nasleduj!c! tvrzen!:

pro 14 = <0,1> x <0,1> ,

25
= log 24 pro 14 = <3 ,4> x <1,2 >

(t:l:m rozum:l:me 14 = ([X,yJ E E2 ; It E <3,4>, y E <1,2>},),

rr x2
J(

bf JJ ~ dx dy = 12
H l+y

sf JJ dxdY
I'f (x+y)2

2+ 12
= log pro

1+13
M = <0,1> x <0,1) ,

•

ef JJ(x2 + y) dx dy _ ....:u kde M je omezen~ krivkami- 140 ,
H

x2, y2Y = = x ,

£I ././cos (x+y) dx dy = - 2 • kde 14 je omezena krivkami
I'f

x = o , y = x , y = Jr

g/ ..I/(2X + y) dx dy = 2J
H

kde 14 je omezena krivkami

x=O, y=O. x+y-3

- i dx dy = ! (..ll.
3 2

..L. )
3

y =

, kde 14 je omezena Id'ivkami

0, x = 1, Y = x ,

if JJleY dx dy = ..L pro M = {[x.y] E "E2 ; x2:;y < O~ x ~ 1},
H 24

= x ,

jl JJ(i + i) dx dy = j pro 14 omezenou Id'ivkami
I'f

y = 0 • y = l-x. y = l+x ,

k/ j](x3 + y3) dx dy = 752 pro 14 omezenou Id'ivkami
I'f 5

_ x
y = x , x =4 ,y - 2 •

11 JJ(~ + y) dxdy=Y pro 14 omezenou Id'ivkami
I'f 3

x =0 , y=J. x; s = 4_(x-l)2(x 1: 0).
2
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5,39. Bua 14 = {[x,y,z] E E
3;

x ~ 0 , y ii: 0, 0 ';li z ~ l-X-y} •

Ukaitte, ite 14 E 7lt, a ("JM = ~

~akreslete s1 mnoit1nu

[l,O,OJ [0,1,0] ,
14 - je

[O,O,lJ

to ~tytst~n s vrcholy [O,O,oJ,

, podle stf'edoikolsklS llitky je

je plocha zakladny a v dlSlka"objem 14" roven ! z.v,
3

vjiky. V naiem pi'!pad~ je

kde z

z = !
2 '

v =1 , tedy vol 14 =~ •

AI 14 je mnoit1na uzavi'ena v E
3

(iJkaitte I), tedy 14 E m
J

•

BI Ukaiteme, lie cUJ14 = ~. Zde mditeme postupovat podle Fub1n1ovy v~ty

v podstat~ dvba zpdsoby, ukliiteme oba dva.

@ Ozna~me I4x ,y

= {[x,y]E E2

Dokalleme, lie

prdm~t mnoZiny 14 do "rov1ny ry" , tj. I4x ,y =

ex1stuje z E El pro nez [x,y,zJ E 14 }.

I4x ,y = {[x,y] E E2 j x i: 0, o s s :I l-x }

(tj. Mry je trojUheln!k. s vrcholy [0 ,0 ,OJ , [1,0 ,OJ , [O,l,OJ) I

ddkaz tOho'to tvrzen! prove~e pOdrobn~:

al zvolme [x,y] E I4x , y ~ ex1stuje z E El tak, lie [x,y,z] E 14, tj.

plat! x ~ 0 , y i: 0, 0" z ~ l-x-y.

Odtud plyne, ite pro nai bod [x,y] E Mx,y plat! x ~ 0, y ii: 0 ,

o s l-x-y ,tedy [x,y] E {[x,y] E E2 x 1: 0, O:li Y :Ii l-x} •

Tim jsme ukazal1, ite Mx,y ({ [x,y] E E2, j x;: 0, 0 ... Y'" i-x}.

bl Zvolme bod [xty) E ,{ [x,y] E E2; x 1: 0, 0'" y ... l-x } , tj. zvol!

me takovj bod [x,y] ,ite je spln~no x s: 0, 0 ~ y ... l-x.

Potom ur~1te ex1stuje Zo E El - napfo:(klad Zo = 0 - pro n~it plat!

x <= 0 y;;;O, 0";; z ;;; l-x-y,o

o :=;: z ,.;; l-x-y } =

tj. ex1stuje takove Zo E El ,lie [x,y, zo] EM. Odtud plyne, Ze

[x,y] E Mx,y •

T!m jame dokliza11 obracenou 1nklus1 a jame hotov1.

Nyn! pro l1bovolne [x,y] E Mx,y je

MX'Y'* = { z E El; [x,y,z] E 14} = { z ,E E
l

= (O,l-x-y)

tedy (U~MX,y,* = 1- x- Y (delka 1ntervalu I)

Fub1niova vllta kone~n~ dava

AL M = jJJ'dx,dy dz
(--J M

=..1/' MX'Y,*
MX,y c<'f
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Posledn:l integrill spo/!:ltilme j1l zniI~m zpdsobem (oplitn$m pouli tim

Fubiniovy vlity. tentokrilte dale j1l pro dyoJrozmlimf integrill funkee

1-x-y p~es mno!inu Mx , ; ) .

D~stilvilme

~ I-X

JJ (1 - x - y) ax iJ¥" J( / (l-x-y) iJ¥)dy .. ; •
Hx.y • • "

V praxi po/!:ltilme ryehleji a primo pOems

AI.)4 .. .flI ax iJ¥ dz .. .I"(./'-")!'.X-;Z) dy) dx ,
c.-;' H D II

kde si poehop1-telnli predem spoll:ltilme ·pr:lslulln~· meze. Zkuste m:lru

mnoUny II sPoll:ltet va vliech jln3eh poi'ad:leh integrace I (napfo. nej

dr:lve integrovat podle x, pale podle z a nakonee podle y).

@ Oznal!me tentokrilt liz prdmlit amoUny Ii do ·osy z· , tj.

liz .. { z f ~; existuje [x,y] E ~ pl'O nlii [x,y,z] Ell} •

Opet podrobne ukAl!eme, ie liz" (0,1) - II: tomu je nu~ a stall:l ukAzat,

ie jednall: liz C(0,1) a jednak <0,1) C liz •

al Bu! teiJ¥ z E liz ' tj. exiatuje dvojiee [x,y] takova,!e

[x,y,zJf II , tj. takovil dvojiee [x,y], pro n1l plaU x i: 0 , \

y;::;O,O";;z"'l-x-y.

Odtud je lehko vidlit, l!e 0 ,,;;; z ,,;; 1 , tea:Y z E (0,1) •

bl Bu! naopall: z E (0,1> , mame ukAzat, !e existuje bod [x,y J , pro

nliJ! [x,y,z] Ell.

Polome napf'. , y .. 1::1.
o 3 (Il:reslete I)

z E liz - tuto 1110hu viall:

tj.

dB,

pro

potom xo~ 0 • yoil: 0, 0,.;; z!lli: 1 - X o - Yo (uka!tel),

bod [xo' Yo' zJ Ell, teiJ¥ z E liz •

Fub1n1ova vlita n8m nyn! dilvil

~.J1l .. ..( (£*.% ax ely ) dl:

kde 11*·7 .. {[x,y] E B
2

Stall! tady spo/!!tat c«-.Il*' %

J1I IlIIdE v roviDli foetit.

Je lehko vidl!t, l!e (oplit podrobnli ukaite I)

II*.% .. {[X07] E ~; x il: 0 , y i: 0, x + y :Ii 1 - z },

Col neznamen;i nie ,j1.nb, nell Ie II .,% je pro I: E <0,1>
romoatr8nD,f a prBYoo1h1I tro.)1be1JUk II d'1Il:ou odY6l111;f l-z , tea:Y

,-«...11*'% .. t (1 - z)2 •
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.. z
(Zde se nlim podai'llo pf:1mo spoC!!1:$t m!ru mnoUny II' z jej!ch

geometrickYch vlaetnoet! - jeko cV1C!en! zkuete spoC!!1:$t <".11 *,%

pomoc! Fub1n1avy vl!ty 1:$k, jako jame to udUal1 v minu:LYch cv1C!en!ch).

/
' 1 2 1

KoneC!nl! 1:$d;y caJ II = • 2" (1 - z) dz =6

Opl!t zkuste vol1t jinll pofad! 1ntegrace 1-lJ
T!mto pf:l:k1adem jame se I1myslnl! zaby,ral1 velm1 podrobnl!, znovu e1 jej

peC!l1vl! projdl!1:$ a hlavnl! s1 uvl!domte rozd!l mez1 obl!ma metodam1 I

a II. V da1ii!ch pf:l:k1adech, jej1ch! rWvod;y jH nebudou 1:$k de1:$1ln!,

sa ana!te opl!t viie sami podrobnl! odo.vodn1tl

5,40. SpoC!tl!te objem tl!leaa

z = 1, z2 = z2

(viz defin1ce 5,23)

r;:/ 0ZD8C!me

T C E3 '
2

+ Y •

omezenllho p1ocham1

~ = {[x,y.z] E E3 z > 1 },

~ = {[x,y,z] E E3 z < 1 }.
N1 = {[x,y,z] E E3

z2 > ,l- + I}.

N2 = {[z.y.z] EE3
z2 < .f- + I} .

Pro rWzornoet s1 p10chy z = 1 (rovina) a z2 = .f- .. I (kula-

lovli p1ocha) nakree1ete

Uklileme, Ie mnoUna' ~ () N1 je neomezenli - zvolme 1:$d;y poe1o~

nost bodo. An = [O.O.n] i n = 2.3.4 •••

Zi'ejml! An E ~ () N1 (proC!?) pro kddl! n. odtud plyne tvrzen!

(odo.vodnl!1:$I).

Obdobnl! ukal te, !e mnoUny ~n N2, ~ () N2
loInoUna ~ () N1 je omezenli

jaou neomezenl!.

(c .x,y.zJ E 112 () N
1

"'* I z I s 1. I y I~ 1, I z I ~ 1) ,

tedy T = 11
2

() N
1

•

2/ Z minull!ho vypl,yvli. !e

T = {[x,y.z] E E3 ; f.f-+I<z < 1},
odtud 1ehko uklilete. Ie T je o1:$vfenli mno!ina v E3 • ted;y

T E m 3 •
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3/ Lehto zj1st:l:te, Ie l' je kuiel s vreholem v bodl [0,0,0] a ZIl.

kladnou· v rovini I" 1 , pololllir z4kladDy je };, podle zn8m;feh

1
vzorcd Je ·objem T- roven 3:Jr·

4/ Spol!!Ume l' podle obou metod (rtz pi'edchoz:( cv1l!an!):

® oznal!!me-ll 1'X'7 prdmit l' do rortny X,7 ,

jest

TX07 .. {[X'7J E ~

a pro [x,7] E Tx,7 jest

'.... Jl,y,* { E B.. .. z 1;

= !:J(3 •

-s?:+/<l},

• 47)dx =

Opl!t mdieme lI:r4tce psat

~ I,-x' ~

(")'t = 4 • .f (./ (.l. dz) 47) dx
o " 'x'+y'

anebo 'Wi

of :r I":r'..y'
= 4. J (/ (.1 dx) 47) dz

" " "
a podobnl! •

@ Oznal!!me-ll 'tz prdal!t T do 087 z, Jest 1'z =: (0,1)

a pro z E (0,1) jeat

1'*,% = {[X07] E ~; -x?- + ?- s .,.2 } ,

te47 (U~1'*,7 = Jr z2 (rtz pf. 5,21),

odtud podle Pub1Jli.cw;y vl!t)' dos'WvliM

of

ALT = I (I ~) dz .. J r.2 dz .. I,3 •
'-oJ ~ ~.,z II

Opl!t z1I:uste vollt ,11D6 POS'tup7 intepace~

Z uvedeD;fch pf!1l:laM je rtdi't, !e _dn08't vtPol!'tu vela1 Arts! na
tom, ja1I:4 pal'&d! in'tepace a .f81I:ou _todu lIYo:U-. Jest url!1 'W vl!e
cv1ltu a il11I:09no8't1, ab7Ch_ vtalede1l: obdrIell co neJ.1e4noduH:(
ceetou. UYe~ n4sledu.1!c:( pi'!1I:lad.
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JJJ
11

Bua R) 0 • o_Cae J,!. {[X.Y.Z] e E2 ; ~ + I + z2 ~ ~ •

~ + I + z2::i 2Rz} •

z2dxdydz • ~ T R5 • Dokallte IPotOlll

GI Uka~te. Ie mnoUna 101 je uzavi'en' v E3 a fuDkce f.

f( x.y .z) = z2 • je spojitIi a nez4porrW. na 14.

Lae pollitt Fubiniovu vlltu (jak vypad4 mnollina II 1).

2/@ Bua 10\ prdmllt mnolliDy, II do roviDy x.7. ukallte. lls
x.y

II = {[x.y] E E2x.y
x2+v2;:S~R2}

" 4 '

Pro [x.y] E ~.y je

IIx,y,* = <R _ I~ _x2 _ y2 I~ - x2 -I >
(vile podrobnll zddvodnllte n. tedy

IR ~J('-y'JJJ z2.d:J: dy dz = ff (/ ' z2 dz) d% dy
M If 1( '1l'-x'-y'cr.Y r

a vid1me. Ie jame Be doste1i k velJDi nepi'tjeJDDim integracla.

@ Oznal!1me-1i liz prdmllt mnoUny II do osy z • jest

Dli1e pro

R 14~'z ={[x.y] E E2 x2 +i ~ 2Rz _ z2 }z E(o. ~> je •
z E ( R je II *,2 ={[x.y] E E

2
x2 + y2 <- If _ z2}2 • R) - •

tedy *.Z
(a.1I =

11*·2 =....'L2
2- z )

pro

pro

Rz E (0. 2 )

R
&E(i· R)

•

a Fubiniova vllta dliv4

= ~ 7lR5 .!1
480 ~
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/5,42.1 Dokazte Msledujici tvrzeni:

al ~Uesa je omezeno plochami x = O,y·: O,z = 0 ,

+.y + 1, potom ~J~ : ·i
x+2y=1,

omezena

je omezeno y = 0 ,

y : ~ ,z = o· ,

y =!l x ,a .

y =1 ,

z =0 ,

,
bl Mnez1na ~ C E3 je

potom A ~ : 1W;

cl ~

( a ;> 0, b) 0, c "1 0) ,
1potom ~JT : 3 abc ,

dl ~ je omezeno x: 0, y = 0, z = 0, .zf + ; : a2 ,

Z : X'f (x ) 0

el T je omezeno

,y>O,z)O),

: 1 a4
8 '

~ + y2: 1, z = 0 ,
4

z =x-Y+5 , c"..T .. :Jr 10 ,

£1 T je omezeno az : y2 , ~ + ; = r 2 , z = 0 (a > 0, r > 0) ,

7Tr+-
=9LLT'" -'-J 4a

*gl T je omezeno ; + z2 = 4ax ( a ) 0 i , <!,,, ~ =

16) ,
3

hi T je omezeno ~ + :i ~ ax, ~ + ;

se n~kdy f>ik8 Viv1an1ho ok4nko), ~T

+ z2 = ~ (a ;> 0, mnoz1ne T

=!3a3(I:-~)
2 3 '

11 T je omezenO z: 0, ~ + z2. '" a2
y '" 0 y '" 3 (z ;> 0 , R;> 0),

AL.~'" ~r~
L-:.g 2 '

jl T je omezeno z : 0 X '" 1 , x'" 3 , y = 2 , Y = 3 ,
z '" :x;y =* ("jT = 10 ,

kl ~ az"'x2+; ( a ;> 0 ) ~
ra3

je omezeno , z '" a ~~ =-
2 ,

11 T je omezeno p1ochou 5+ ~= 1 ( a> 0 , b> 0 ) a dale
a b

A x + c"Y + h ( h ) 0 ) ~ ~.J~ '" s: ab h ,

= ~ +; ~ eu..~ = ~ ab (a
2

+ b
2

) ,

= X'f ~ eu..~ = ~ a2
b

2
,

2 2 2
x+L+!.... };;;2 b2 c2 ~ ! a,b,c kladlui ~ cU:J~ =

z =

{[x,y,z] E E3

'" ! r·abc ,

21 p1ochou 2z

31 p1ochou z

11 p1ochou

m/ ~ =
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nl T je omezeno z = 4x2 +2;+1, x+y-3=O ,
x = o , y = 0 , 'z = 0 =9 c'ST = 45 ,

01 T je omezeno y = ~ + 5 y = b , a,b,e kladn' ~ ('L:,T =
e

= ! r ab2e
2 ,

pi T je omezeno 3x - 2y = 0, ax - y = 0, 2y + 3y - 13 = 0 ,

2x + 3y - 26 = 0 , 17x + 6y - 13z = 0 , z=O ='} = lJJU
24 '

ql T je omezeno

X +y - 5 = 0 ,

6x - 9y + 5z =0 ,

z = 0 =9 CU3T

3x - 2y = 0

= l.2
2 '

4x - y = 0 ,

rl T je omezeno 2x + y - 2 = 0 , 4x + 3y - 2z = 0 , x = 0 y = 0 ,,
z = 0 ~ ("jT = 2 ,

3

sl T je 4 - x2
Y = 5 0 0 =9 CUJT

160
omezeno z = y = z = = --,

3

tl T je omezeno z = a 2 -2- , x + y = a, s = 0 , z = 0 ,
y = 2x ; ca3 T = ...ll a 4

162
,

u/T je oinezeno z = a 2 -2- , -2- + ; = a2 , z = 0 , y = 0 ,
x = 0 '9 ~T = .:L :;r a4

16

l~,43·1 Dokazte nasleduj1e1 tvrzen1:

al ff/ dx dy dz =
sr abe2 pre J,\ = {[x,y,z] E 'Ez
4 3

M

x2 y2 z2 <: 1 , 5; 0 },-+ -+ '"2 = z
a 2 b2 e

bl J0r dx ely dz
= ~ (log 2 _ 2 ) je-li mnoZ1na M plollbamiomezena

(l+x+y+z) 3 a
,

.'1

x = 0 , y =' 0 , z = o , x+y+ z = 1 ,

el !JI !7( R2h2 z2 h
2 -2- +i)z dx dy dz = je-li III o.:nezena =~( ,

4
,

R..../
Z = h

d/J;J x dx dy dz = 4 , je-li Ll omezena x = 0 , y = 0 , z = o ,
N

Y = 3 x + z = 2 ,

e1J1/ (x2 + y2 + z2) dx ely dz = !l"abc (a2 + b2 + e2) , je-li
M 15

2 5 + ~ &1}~: = {:x,y,z] E E3 ;Z+ b c
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~ Stal!:! pol!:!tat pouae J)J' ~ dx dy dz , pak vyuUjta symetrie .!..J
H

f/ .$' xdx dy dz =' q je-li M omezena x = 0 ,
1'1

y = 0 , z =0 , 2x + 2y + z - 6. =0 ,

<:.~ gI/JJ xyz dx dy dz = ..J. je-1i II OIIlezena s =~ x =y296 , , ,
H

z = xy , z =0 •

5,44. Bua 14 ={[X,yJ E E2 j x2 +:1 ~ 6 }. Potom 14 E ?1l
2

a

caiM ' = 6J{ • Dokazte I (Viz t4z pi'. 5,20) •

hi Oznal!1I8

N = {[x,YJ E E2

H (II) = {[x,y] E E2

y = 0, x E (- 00 , 0> },

K = 14 - ( N uH (M) ) •

Ukazte, ie mnoZina N U H(M) je nulovll., K E m1. a

2/ BuCl. dll.1e

~M = c'iK •

L = {[r, S"] E E2 irE (0, (6), S"€ (- 'Jr, 'Jr )

a definujme zobrazen:! F mnoUny L C E2 do E2 pi'edpisem

F ( r , S" ) = [x,yJ~ x = r cos '1'

y= rainS""

(zavll.d:!me tzv. po1ll.rn:! souradnice).

Ukazte, ze

,

o F(L) = K - k tomu je nutn4 a stal!1 ukll.zat, ze jednak F(L) C K

a jednak K C F(L) •

existuje [r'l'JEL

< 6 "* [x,yJ E K U N

!r •arc cos'1' = sign Y •r =

a/ F(L) C K : zvolme libovoln4 [x,yJ E F(L) =9

tak, ze F(r, S") = [x,y] ~ x2 + :I = r 2
,

a ukazte, ze neml1ze byt [x,y] EN,

b/ K C F(L) : zvolme [x,yJ E K a po1oime

Ix2
+ i

Mus:!me ukll.zat, ze

1/ [r, 'PJ E L

2/ F (r, 'P ) = [x,yJ

- 124 -



® F Je proet4' na lII101&1nli L:'

vaZllllite tedy, [rl ,<?t] E L, [r2 , ~] € L takov', Ie

F(rl ,so, ) .. F(r2 , Cf'z) a dokdte, Ie [rl' 9JJ .. Lr2 , IPzJ •

® F Je res;uJAm! na mno1&1nil L, (viz defin1ci za vlitou 58) :

k tomu mus:(me do~zat. Ie

1/ L Je otewewl.

2/ F ma apciJit' parci4ln:! derivace ns L ,
3/ IT( r , cp ) ~ 0 pro [r, CPJ € L

(vyJde IT(r,cp) .. r ) .

,

PouUjeme-l1 nyn:! vlltu 59 0 subsUtuci (ovllfte p!'edpokladyl)

ci)1I" ~K ...f!d% dy .. f r dr d 9'

doet'vue

CUiIl .. /I r dr d r
L

pouUJeme-l1 na posledn:! integl'41 Fubin10vu viltu, Je koneC!nil
ff :r.. t (1 r d "I' ) dr .. 6 'Jf' .:JI

15,45.! (Po14m:! soul'adnice v rovinli).

DefinuJme zobrazen:! F z ~ do ~ pi'edpill8m:

F( r ,CP).. [x,y] ~ x .. r coe "I' , Y .. r sin cp •

Dokalte, Ie

1/ F Je reguUrn:! v kal&~ otewen' _011n1l II takov', Ie

II C E2 - {[r, cp] € ~; r" 0 ,}

2/ necht P C ~ Je tekov4 mnoUna, Ie

[r,"I']E P ~ r > r6 , <f'€ (-Jr,+:Y)

(reepektive obecnilJi: ex1stuJe takov' a E ~ , Ie

&,9']GP ~ r ') 0, CP€ (ajtr+Z'Jf) ,

potom zobrezen:! F Je prost' v _olinli P.

~ Viz wl.vody ve cvil!en:! 5 ,44 ~

5,46. au! II" {[x,y] E ~; l::iii -2- + I- <4 • Potoa II E ma a

CU111 II ) T • Dokalte I (Viz t41 pi'. 5,28).

1/ Pololte

K" II - ({[x,y] E E2; x2 + I- .. l}u{[x'Yl E E
2
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r > o , x ,\-'00 ,O>})
a ukdte, lie X .;; 1'1t:z. , ~X = c"LII.·

21 zave;!!te "polal'l1! soufoadn1ce", oznal!te

r e (1,2), <p€(- 7T', 7T' )}

a ukallte; lie

AI F(L) = X ,

BI F je regularn! a pros~ v mnoi1ni L,

t.I = {[x,yJ E E2

-2-+y2~ 1}.

je-l1

tedy
2 7r

ALX= .JJdxdy=;Jrdrd<p =/(Jrd'f')
('~ K L 1 -7

----,-,.._._---,._ ..

Ite ff dxdy =2 JT
.'1 A--2--1

5,47.' Ukdte,

(V1z t4l1 p~. 5,35).

~ .Oznal!me opit

X = 14 - {[x,yJ € E2 -2- + I = l} U([x,y] E E:2 ; y = 0 ,

xE <0, + 00 ) }.
bua L = {[r, 'PJ E E2 r E (0,1) , 9' E (O,2.1n } ,
bud F zobrazen! z p~. 5,45 (po18rn! aoufoadn1ce).

Ukaltte , Ze

AI F(L) = X (tj. ukallte, lie F(L) C X a X C F(L» ,

BI F je regul8rn! a prosta v L,

1 (,pR
01 E.t...- •

11-i-l X

Lze tedy pouHt vlltu 0 aubst1tuci a Fubiniovu vitu, dostavUe

15,48.1 Poznub :

11 V pHkladech 5,44 - 5,47 jlllle ae _lIlli uklI.zat na jednoduchou apl1ka
01 vllty 59 0 eubst1tuci. Byl0 ~i vidllt - ve Brovnan! " vitou 0 eubet1
tuci pro jednorozmirna integnUy - Ie ve dcerozmimlch I>:;'!kledeoh,
je-11 Mna lIDolina II a Bobrasen! F, bude hlavn!m probl':'811 naj!t
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mnol!inu L tak, aby F(L) = II • V tom bude spolS:1vat tak6 hlavn:1
obt:11 n4sleduj:1c:1ch pi':1kladd,

21 Jako evilSen:1 ae pOkuste porovnat vlltu 71 (substi tuce pro Newtonovy

integrlily) a vitu 59 (substituce pro Lebesgueovy integrlily) pro jedno
roZlllirn,1 pi':1pad.

pro 14 = {[x,yJ E. E2

'II Oznal!me K = 11 - {[x,y] € E
2

; ,l + i = x }. Zfejmi It E m•.
Zave<1me zobrazen:1 F dsn6 pOllirn:1m1 soui'adnicemi (pf'. 5,45). z pod-

, '2 2 ~_,_. 2 '
m:1nky 0 <x + y < x dostlivliJne podm..,.,... 0 < r < r • cos 9" ,

odkud plyne, Ie jednak 0 < r < cos 9" a jednak cos 'P > 0 •

OznalS:1me-l1 L· {[r, 'PJ E ~'; 0 < r < cos 9" , ~ E (- f + f) }
je

AI F(L) =K ,

BI F regullirn:1 a prost6 v L,

c/ 1 E ~R
I x2+; K'

tedy

11 dxdy =

H 'I~+;
=.IJ rdrd S"

L r
=

T
T ~S"

= 1 ( J dr) d 'P = 2 •
_J! D •

, 2

Vie proveate podrobne2-]

5,50. Bua a ) 0, 14 = {[x,yJ E ~ (x2 + ;)2 ~ 2a2(-sf_; )}.
Potom ME~. a ~.M = 2a2 • Dokal!te 1

111/ Kf'ivka 11 = {[x,yJ E E2 (-sf + 1)2 = 2a2 (~-i)}
se nazyva lemniskata, mliJne tedy vlastne' spolS:1tat "plochu" mnol!iny,

omezen6 lemniskatou. Ukal!te, Ie mnoUna N je nulovli (veta 62 lSi

cvilSen:1 5,103').

2/ Vzhledem k symetrii (cvilSen:1 5,27) a k pf'edchoz:1mu je

ca. r.; = 4 ca.K ,

kde K = {r ' E E2 (~ + l)2 < 2a2(~ _ I)L x'Y.J ,
X > 0 , y > 0 } .
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Definujme zobrazen! F z E2 do E2 takto:

F( r , 9" ) ,= [x,y] ~ x = r cos 9", y" r sin 'P

(polll.m! soui'adl\ice). Mus!me na14zt mnoZinu L C E2 tak, aby F(L) = K.

Z podm!nky

[x,yJ E K ~

dostav8me

, sinSO>O

Odtud plyne, zll

o < r 2 < 2a 2cos 2 If' (tedy specialn6 cos 2 'f' > 0) r > 0 ,

cos SO > 0 , sin sP' > O.

Ozna~!me-l1

o < r < 12a2 cos 2 9" ,5" E (0, f )} ,
je

AI F(L) = K ,

BI F regUlarn! a proste v L.

Dostavame

~II = 4 ~K =4 1/ dx dy =4 • .17 r dr d 5" ..
K L

f "r2m 2<;> ;f
= 4J (J . r dr) d If' .. 48

2/ cos 2'1' d SO = 2a2
D D D

Pokuste se nakresl1 t 1emn18kat~

5,51. Bua a > 0 , If = {[x,y] E E2 ; (~+ y2)3 < a2(x4 + y4)} ,

potom 14 € m~ a ~~II = i T a2• Dokazte I

(Pokuste se nakresl1 t mnoZinu II).

rv lInozina 14

2/ozna~

je otevrena v E2 '

K = {[x,y] E ~ X)O, y)o}.

zavelIme zobrazen! F (polll.rn! soui'adnice) a necht

0< r < a

Potom:
AI F(L) =K

BI F je regu18rn! a proat' v L,
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tedy

~AI" 4 • ~K .. 4 II r dr d cp
2 L

15.52.1 Definujme zobrazen! F mnoZiny L" {[r, 9'J EO E2 ; r >0 , tp E (0. ~ ) J

do E2 predpisem:

F(r,9') .. [x.yJ ~ x .. 2r • cos tp ,

Bua M" {[x.y ] E ~ ;

Ukene, lie

x> 0, y > O}.

11 F(L) .. AI

21 F je prost~ v L,

31 F je regu14rn! v kei!d~ otevren~ mnoZine L1 C I,o •

W Zi'ejme F(L) C M Pro [ x.y ] E AI po10llte

r" x + Y. <:f' .. arctg r' i '
potom [r, tpJ EO L a F(r. tp) ", [x.yJ •

21 Delli! je snadn~.

Z8pamatujte si.pouze, lie JacObin~v determinant zobrazen! F

IT (r.9') .. r. sin 2 tp .:JI

15.53.1 Definujme zobrazen! F z E2 do ~ jako v pI'. 5.52 ,

F(r, tp ) .. [x.yJ ~ x .. r cos2 tp , Y .. r sin2 cp.

Oznacme L' .. {[r.tpJ€E2 r E (0.+00 ) tp£(~,:Jr)} ,
M .. {[X,YJE E2 x > 0 , y > o } .

Potom:

AI F(L') .. M

BI F je prost~ v L'

c/ F je regu1arn! v L'.

Dokazte!

5,54. Bu1i a >0 , M .. {[x,y] E E2

Ukazte,:oe M E mz a ~2A1 ..

; (x + y) 4 <
L
210

a"f y ,

rrv M je otevremi a zrejme y > 0 pro libov0lni bod [x,YJ EM.

21 zave1ime zobrazen! jako v pi'. 5,52, pro r. tp dostlivlime n4s1edu
j!c:! podm:!nky:

r cos2 cp >0 , r sin2~>O. r 4 < ar3 cos4 rp sin
2 9'
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z tichto poclmtnek vYPJ.tri, Ie (OIII8dme-l1 se na 9' E (0;2 ". ) )

9' E (0, 2 :r ) • r < a 00s4 rp fJ1.;D.2 r.p •

Kdybyc:hom tady oznaalli napl'.

L'= {[r.9']€B2 ; 9'€(o.f)U (f,JI') , 0<r<aeos4 so
sln2 t:p } ,

bylo by 81ee F( L') = 101 , ale zobl'8zen! F by nebylo prosU v L' (v1z

pl'. 5.52 a 5,53 - 'rozmysletel ).

Polo!DIe proto napl".

L = {[r,9']€ B:! ; 9' € (0. of)" 0 < r <aeoe4 sP s1n
2 t:p},

potom

AI F(L) = II •

BI F je regul'rn! a prost4 v L (viz 5,52).

taely

=JJ dx ely =JJ 2 r 81n 9' COS SO
M L

Jf fa ",'"SMI'",=2. ( r s1n9' cos$" dr) d$"

a2
= - •

210

Co by sa stalo, kdybychom polol!1l1

5,55. aua a > 0, II so {[x.y] € E2 ; (x + y)4 < a ~y , x <0 }

UkaUe, Ie II E m
2

, (fL211 = + t:JO (Nakre81eta II I).

~ Poul!1jte zobl'8zen! F z B:! do B:! c1an4ho pi'edpisem

F (r, cp) = [x.y] 4=+ x = - r eos2 $" • y" r s1n2 rp~

. 15,56.1 Uvedeme cIalii! typ pl'!kladd, kter;t 88 velm1 aasto vyakytuje.

IIUe napl'. v B:! intagrovat pl'es obor

II .. {[x,y] E B:!; a < ~ (x,y) < b, e < S1(x,y) < d },

Iede 9'. sP.r jaou re'ln4 .tunltee dvou proalinD,teh.

zavada.. zobl'8zen! F .. B:! do Ba takto:

F(u,v)= [x,y]~ u .. 9', (Xt7) , ~. ~.f(X,7)

Poloble

L" {[u,v] E Ba u E (a,b) , v E (c,d) } •
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Je-l1 nyn!

AI F(L) .. 14 ,

BI F prost' a reguUm! v L,

tj. rovnost1 u.. ~ (x,Y) .,... 5'i (x,Y) B8 daj! -feUt- pro

u E (a,b) , v E (c,d) pod1e x,Y rovnicem1 x.. 1'1(u,v) ,

Y .. 1'2(u,v), Je

I;; fi (x,y) dx dy .. ..[! £1(1'1(u,v) • .t'2(u,v» .: IDF o! (u,v) I dudv,

existuje-li jeden z nap8lUl$ch 1ntsgl'll.1o..

Nejdi':(ve vilak jelltli uvedeme nl!kolik pf'!klsdo. na zobrazen! z E2 do Ez •

15 , 57 ·1 De1'1nuJme zobrazen! F z Ez do 12 pf'edp1B8m

F(u,v) = [x,y] ~ x=u+v, Y = u.v .

Oznal!me

S = {[u,vJ E E2 u = v}.

'1 = {[x,y] fi E2 ~ ) 4y }.

Potom

11 F(E2 - S) = '1 (kresletel) ,

21 F nen! prost' v E2 - S ,

31 F je regullim! v kaZd' otevf'en' mnoUnl! Q C E
2

- S •

Oznal!!me-li Mle L = {[u,v] E E2; u ( ·v }, je

4/ F(L) = ''1 ,

51 F prost' v L. Dokal!te I

ITl/ Zvolme [ x,Y] E F (E2-S) ,potom [x,y] E '1 •

Nebot pro [x,y] E E2 - '1 neexistuje Udn' [u,v]E E2 - S t:akov' ,

l!e F(u,v) = [x,y].

Zvolme naopak [x,Y] E '1 , f'ell!me-l1 soustavu rovn1c

x = u + v

dostlivlime dvl! dvoj1ce f'ellen!

, y = u.v

~ = 1 (x + (702 - 4y) vI = 1
(x - /702 - 4y)2 2

"2 = ~ (x - 1702 - 4y) , v2 = i (x + I~ - 4y)

Zi'ejml! F(~ , VI) = F{"2 ' v2) = [x,y] , . [~ , V1]E E2 - S

tsdy [x,y] E F(~ - S ) •
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2/ Okam~1ti p1yne z ptedchoz!ho.

Delil! je jU snadn':...JI

~ Definujme zobrazen1 F z E2 do E2 ptedp1sem

F{u,v) = [X,yJ *"* x = u.v y = y
v

Ozna(!me L1 = {[ u,vJ E E2 v = 0 }

~={[U,VlE~ u = 0 },

L3 = {[\l,V J E ~ u > 0 , v >0 }.

Ukaite, ie

11 F nen! prostt\ v E2 - ~ ,

21 F je regularn! v kaidl! otevtenl! mno~1ni L C E2 - L1 U ~

31 F je prostl! v. L3 •

Jak vypsdsj! mnoZiny F{L1) pro 1 =1,2,3 ?

1 5,59.1 Zkoumejte v nas1eduj!c!ch pr1k1adech, kde je zobrazen! F z E2 do E2
regull!rn! (!1 prostl!.

11 F (u,v) = [x,y J ~

al 2x = u+v , y = (u + v)

bl = u + v2
u2x , Y =

cl x = ----!!... y = ---:l-

u2
+v

2
,

u2+v2 ,

dl x = u.v y = u{1-v), ,
>i. 2

el x = y = L-
v u •

£I x = ~ (u+v), y =~ ,

g/ v u.vx = , y =
fl+u2 11+u2_v2

,

hi x = ~ (u+v), y = ~ (u-v) , a,b e E1 •

*21 F(r, ep) = [x,y] 4=+ x = ar· C08(£~

a,b Of € E1

, y = br 81n(£~ ,

(zobecnlln1: poUrn! soul'adn1ce) •
.

5,60. Bua J( ={[x,y] E ~ ; y ::ii ~ ~ 4y, 2x 6 y2 ~ 3x } -

kreslete

Ukaiie,!e J( E 1J1tf/. a rUltll. 1.
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lGI Oznal!me K .. {[X,y] E E2 i Y < x2 <4y i 2x <y2 < 3x}

l4noUna 14 ja u.zavi'en6, K otevhn6 v E2 , tecly

K, II E~ a

2/ Postupujte ·stsrYm" zpo.sobem, dostanete

JH'i f'~x' .:
(".11 = 1 (J~ cly)dx +

T 'fiX 1: f.i
3/ Po1oime

/" ,1'& .dx + Y. dx)dx= 1.
fi X'

u = i. v .. T!
x Y

a def1nujme zobrazen:! F z E2 do ~ pi'edp1eem

2
v .. t # j/u'iF( u,v) .. [x,YJ ** u .. L, x ;:

x Y

y .. TI u2v
•

Oznal!me

L .. {[u,v] E E2 u E (2,3) , v E (1,4) } •

Potom

AI F(L) .. K ,

BI F je prost~ a regulArn:! v L ,

01 fUnk/!n:! determinant zobrazen:! F-1

tedy

~-1 (x,y)

~ (u,v)

.. -3 ,

.. _!
3

(Jak~ jame zde pouz1l1 vety? Zkuste .uz spo/!:!tst ~(u,v) pi':!mo).

Odtud p1yne, ze

C"zK = If dx dy .. JJ I- t: Idu dv .. 3t:[J( j""dV) du .. 1.1
K L 3 '1 ...=J

15,61.1 Ukazte, .ze MEm. a spo/!tllts ett.M v nas1eduj:!c:!ch pUk1adech (po-

stupujte pi':!mo anebo pomoc:! substituee:

X(Y<3x}

1 J-;X t JJI1 (J ely) dx +1 (J ely)
T 2-X : z-x

al M .. {[x,y] E E2; 2 < x + Y ( 3 ,

r;f.ejmll
J;' J-X

-If M =J (1 dy)dx +
(-2 1 X

anebo t~z po subst1tuc1

dx .. :i
B

u".x+Y,
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je ca,,1 =;J -..lL... du dv = 2
(f,J)X(Z,J) (v+l) 2 aJJ'

b/ M = {[x,y]E E2 py < ~ ( qy, ax ( i ( bx , kde P(p(q,

o <a < b }.

r:5tejna substituce jako v pro 5,60,

a<x;y< b , py < x <qy , kde

fPo10l!me

O<a<b,

v = =, tj.y

(xt"y) 3 < a • x;y, x > 0, y) 0 },

F(u,v) = [x,yJ ~ x = (UV , y = If
L = {[ u,v ] E E2 ; u € (a ,b), v E (p ,q) }

Potom

CUzM =.If I~I du dv = ~ (b-a) log tJ,
d/ M = {[x,y] E E2 ; {x2 + y2)2:;o 2ax3} ,kde a) 0

~HI.I'll:! souradnice, (UzM = ~Jr a
2-.-J

e/ M = {[x,y] E E2 ;

a ) 0 •

[;Ubstituce z pro 5,52, <,"zM = ~O ~,

(x + y)5 < a ~ i ,s/ M = {[x,y] E E2 ;

a ) O.

rsubSti tuce z pro 5,52, ~M

g/ Mnol!ina M je omezena krivkou

k1adna

~ Ukal!te,!e M = {[x,yJ E E2 ;

x > 0, y) 0 },

2 2:l }
(!z+L

2
) < El.

a b c2

(doplnek teto mnol!iny je mnol!ina neomezena, sta~:! zvo1it pos10upnost

bodl1 An = [an , 0] ; zat:£m~o mnozina .II! je omezena, col! je nspr.

1ehko videt z vyj8~en:! v zobecneDYch po18I'll:!ch souradnic:!ch),

zaveate zobecnene polSI'll:! souradnice (viz 5,59 - 2)

x = ar cos "f' ,
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x2 2
hi M je omezena kf1vkou (-+ ..L)2 = 'P (x,y) , kde

a2 b2

1/ rp (x,y) = x2 +l pak cU:&M = Z ab (a2 + b2)
2

2 a3b
2/ t:p (x,y) =~ e >0 , pak

""'. M
= 7£..

c2 ,,
2c

3/ t:p (x,y) =
X2y

pak cU.M 1f a5b3

c3
, -- • --r ,

32 e

1/ mnozina M je omezen~ nasledujicimi kf1vkami

1/ =
2 l = bx , o < p < q, O(a<b,ry'= p , xy q, y = ax ,

potom <:«.11 = '!( q - p ) • log !! ,
3 a

2/ .;f =py i .;f =qy , y = ax , y = bx , o ( II < q , O(a(b,

potom (UM=!( i _p2) ( b3 _ a3 ) ;• 6,.,
j/ mnoz1na '" je omezena kf1vkami

(~a)2 + y2 = a2 ,

n zavedte po~rni souf'adn1ce,

f fa .... cp

ctt.),\ =1 (/' r d r)
D D

2a C8I 'f'
if r d r)

D

a > 0

k/ mnozina M je omezena kf1vkami

~ + l - 2ax = 0, x2 + l - ax = 0

~l~rni sOui'adnice,

1/ mnoz1na M je' omezen~ kf1vkami

~l~rni soui'adn1ce,

" 0

mI mnozina M je omezena kr1vkou

, x

(r + ~)~ ,

x3 + .; - 3ary = 0, a > 0

r;;kreslete s1 kf1vku 14 I a ukazte, ze Jak mnozina

{[ x,yj E E:!

{[x,YJ E E2

,,} + .; < 3axy }, tak 1 mnozina

.;J +.; > 3a:x;y }

jsou neomezenll v E2 (v prvllm pf'ipadl! uvazujte napf'. posloupnost

bod'" An = [,-n,O] , V clruh4m Bn = [O,n].

Pf1dejte proto dal§i podminku, ze M leU v l.kvadrantu, potom

M= {[X,yJE E2
= ~ a

2
~

x3 + .; ( Ja:x;y , x) 0, y) o} a ca..l1=
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Dokazujte nasleduj1c! tvrzen!:
2

al M ={[x.yJ f E2 ; . ( ~ +

~ ff x;y dx dy = aio,., •

• xl?:O. Y

bl M ={[x.yJE E2 ; fX+ fi ;rii 1. x ~ O. Y 2 a } =+

~ Substituce XI = r cos4 'P • y " r s1n4 9".-J •

cl M = {[x.yJ E E
2

if+ If :;; 1 • X ~ O. Y 2: a}. a) a •

b > a ~ .4 (If + 1f)3 dx dy = h ab •

~ Substituce x = arcos4 Cf'. y = b r SUl
4 Cf'..J •

dl mnozina 14 je omezena ki'1vkam1 ,l- = ay, ~ = by, y2 = px •

i " qx. a (a < b. a < p ( q • potom

ff ,l-sin x;y dx dy "

1'1 Y
sin pb - sin pa _ sin gb - sin ga

p q •

el mnoZina II je omezena ki'1vkam1

y"ax3, y=bx3, ;"px"i"qx. O(a<b. O(P(q,

potom

6 ~ " IfJ;,x;y dx dy" ~8 (;7 _ b-s ) . ( qS _ p7 ) •

fl mnoz1na M je omezena kfivkam1

potom

-4 x;y dx dy " 4t ( b4 - a4 ) (a-~ - 4-1'0) •

2 '2
g/ mnozina II je omezena kf1vkou (~+ Z )2 " "iCy •

3

potom

hi M
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Pt1 vjpoctu troJnYch 1ntegrB1~ pomoci subst1tuce budeme pou!ivat zejm~na

tzv. S£~r1ck6 a cyl1ndrick6 (vlilcov6) soutadn1ce.

[5,63.1 (Sf'6r1ck6 soutadn1ce).

Definujme, zobrazeni F z E3 do E3 ptedp1sem:

F{r, rp, Jo ) = [x,y,z] ~ x = r cos S" cos -Jo, y =

= rs1nrp cos J' , z=rs1n J> •

Nakreslete si obrazek a ptedstavte a1 zobrazeni F "geometricky".

l

,k---+-----+------ry
/",

...................... ,,/

. ,,/
...... "

............... '
<, //_______________ ------------'::.V

JC

Obrazek c.7

Ukal'.te, l'.e

1/ zobrazeni F zobrazuje mnoz1nu

prosti! na mnozinu E3 - Ii , kde

N = ([x,y,z] E E3 x E <0, + 00 ) , y = 0 }

je nulov8 mnoz1na (v E3 ! ) ,

21 Jacobil1v
zeni F

determinant zobrazeni F je roven r 2 cos ~
je regularni v kal'.de otavtene mnoZine ~ C L
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15,64.1 Leckdy se "sf'llrickll soui'sdnice" zaMvaj! takto:

F( r, rp ,.J> ) = [x,y,z]"" x = r COs 'T' sin J> , y = r sin 'f' sin.J>

z =r COs .,:r
( {} tsdy znamsnll Uhsl mszi provodil!em bodu [x.y,z] a oeou z).

Zkoumsjte prostoru aregulal'itu tohoto zobrazen! qbdobn<! jako V minul4m

pro 5,6J.

15,65.1 (Cylindl'icke l!ili dlcov'e eouradnice).

Definujme zobrazen! F z EJ do EJ predpisem:

F(r, rp , z) = [x,y,z] ~ X = r cos 'T' y=rsin9', z=Z.

op<!t s1 zobrazen! F predstavte geometricky a porovnsjte s polarnimi

souradnicemi v rovin<! II

Ukazts, l!e

11 zobrazenf F zobrazujs mnol!inu

L = {[r,9', z]e EJ j r E (0, +(0) ,g>e (0,2'" i , Z EEl}

prost<! na mnoUnu EJ - Ii , kde

x E <0,+ 00 ) , y = ° }
je nulova mnol!1na,

21 Jacob1tlv determinant zobrazen! F
regularn! v kalide otevrene mnol!in<!

je roven r, tedy zobrazen! F

~ C L •

je

5,66. Spo~t<!te objem jednotkove koule v EJ ' tj. mnol!iny

K = {[x,y,z] E EJ j ~ + .; + z2 < 1 } •

f;:"/lInoUna K je otevrenll v EJ ' tedy Ie E m
3

•

21 Bull

Ii = {(x,y,zJ e EJ

r E (0,1), 'T'E(O,2:Jr) , 1)e(- f, f)},

x E <0,+ 00 ), y '" Q }

a zave;§me zobrazenf F z EJ do EJ jako v pl'. 5,6J

(sf'erick4 8Ouradnice).

Ukal!te, l!e

al F(L) =K-Ii

F(L) C Ie - Ii

(k tomu mIls!te uk8zat, l!e jednak

a jednak F(L) :> Ie - Ii ) ,

bl F je prost' v mnol!inl! L,

ci F je regul8rnf v mnol!1nl! L.
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Potom podle v~ty 0 eubstituci a Fub1niovy v~ty je

(U K =.111 dx dy dz =IJ! dx dy dz =JJJ r 2coe J dr dcp d J1 =
J K K-N L

# 27 Z
. =.[ (f (i; r 2coeJ diJ') d<f') dr = iT .:JJ

5,67~ Bua 14 = {[x,y,z] E E3

(nakree1ete!) PotOlll 14 E m, a c4'"M = :Jfa3• Doka/te I

I J.I lIno/ina 14 je uzavi'erni v E3 ' tedy 14 E m J

Oznal!1me-U

N = {[x,y,z] E 1113 x
2

+ l + z2 = 2 az} U {[x,y,z] ,E ~ ;

x2+i=z2}u{[x,y'ZJEE3; s = 0, XE<O,+OO)},

je mnoZina N nulovll. (uka/tel) a ~14 = ~(I4-N).

21 zaveaze op~t "ef'~r1ck~ souhdnice" (tj. zobrazen1 jako v 5,63). H1.edee
nyn1 mnoZinu L tak, aby

F(L) = 14'- N •

Z podm:!nky ~ + i + z2 < 2az doetl!.vll.me r 2 < 2a r sin .". ,

l!iU 0 <r< 2a sin {}> a sin if > 0 •

Z druM podm1nky x2 + i < z2 pak r 2 cos2"" < r 2 ein2 .£h, l!iU

cos2/} < sin2 .J. col dohromady s pOdm1nkam1 .po E (- f, f) ,
sin .{} » 0 dll.vll. kone l!n~ ~ € ( r. f).
P010lme tedy

L = {[r, cp , JoJ E E
3;

r E (0 ,2a sin"") ,

." €( f, f) , <f'€(O,2"') } •

Uka/te, Ie

AI F( L) " 1.1 - N •

BI F je regulll.m1 a prost~ v L.

Tedy

~14 = C«,(I4-N)

= 7fa:..J
=Iff dx dy dz =.fI/ r 2coe {) dr d cp d.p."

H-N L

5,68. Necht mnoZins

z = x2 + y2 ,

je omezenll. p10chami

(kres1ete!) •

Potom J1I
H

, dokaltel
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III OSll8l!111e ~ .. f[x,;y,z] €EJ z>~+;},

~ ={[x,;y,z] E 13 z<~+;},

Nl = {[x,;y,z] E BJ z > 2 } ,
N2 = {[ x,;y,z] E EJ z < 2 }.

.(O,O,n] E ~"Nl

~ n N2 jsou neolD8zen4.

lInoUna ~ n Nl Je neOGllzeM (nebot nap!'.

pro n > 2), rovnllli tak lII1o!iDy ~ n Nl .'

IInoUna ~ n Nz. .je omezen4, nebot

~n N2 = {[X,;y,Z] E E3 j ~ + ; < z < 2 } ,

te~ J,!

do rov1.rl¥ x,y, zi'e,jmll

2 } (dokazujte I).

tedy ffJ
'"

2/ OSll8l!me IIx , ;y prdml!t mno!iDy II

II = {ex,;yJ E E2 j x2 + l <x,;y

Pro [x,;yJ E I4x ,1' Je

IIJl ,:y,· = (x2 + 1'2, 2) ,

z2 dx ~ dz =1£ <'~JI.y,* z2dz)dx ~ =
2 Jr"

(l.d Z2dz) dx ~ =4 Jfa _ (~ + ;)3]
Jl +:1 Jr.Y l'

Zde .111 "lIIlielll8 integrovat p!':(mo podle Fubiniovy vllt;y (zkustel) , v;1bod

nl!jli1 bude ale pou!1t poUrn1 soui'adniee, poto..

JJI z2 dx dy dz = 3! j[j[ (a - r 6) r dr d 9'] = 4 • r .
H t1 t1

3/ OSll8l!1me-ll liz prdmllt 1II10iiDy II do os1' z, Je

Tedy

liZ = (0,2) a pro z E liz Jest

11*'·'% = {[x,1'] E ~ j ~ + ; < z } •

.IJJ' z2 dz dx dy =.1 ( (. l dx dy) dz _ '/:2 .-11*'*'%
H H% it*, ~ . IJ l ~-1.

ak II *.*. Z je vn1"tl'sk kruhu 0 poloaAi-u IS, tedy

**Z("ill ., = Jrz a

"JJI z2 dx dy dz .. J "a3dz .. 4 r .
H t1

dz,

x-rcos'f',

OSll8l!1me-ll

L .. {(r, ¥' , z] E ~ r e 10,VZ) , 9" € (0,2 T r, Z E (0,2)} ,
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Iff .24%, ~ dlI .. III rZ2 dr 4 rp 4Z"" r ~
}f L

1,,69.1 Spol!;(tajte m1.ry Dll.B1a4uj;(c;(ch lInolin:

al _olina II C 1:
3

ja OII8ZeDll. p1ocham1

x .. 0, x.. 8, Y" 0, Y" b ,
x2 i

31 .. 0, 31" -- +
2p 2q

• 2 2
.. Ia(!:. +]C)

6 p q'

,

bl _oliDa II OIIazeDll. i + 7 2 + 312 .. R
2 , ~ + ;:i! r 2, r < R =+

.J..-
==t cU-il" ~ r ( a3 - (R

2
- r 2

) . )

0/11" {[X,7,.]EE
3

(~+i+z2):::i 83 31 , x.~O, y20,

31 2: o}
fSf'lirickli soui'admoa, Ak II .. ! :r 8 3 "(:t 6 -e-.Jl ,

4111 .. {[x'7'z] E E3 ;

al _oliDa II ja OmezaDll. p1oChou (x2 + i + z2)n .. ~D!-l, n > 1

r;Ololte x.. r cos cp, 7" r sin rp 008 j. , 31" r sin 'P sin .p.

:J(

c"JII " 3(Jn-1)~ ,

/i mnol1na 14 OIRllZaM (~+ i) 2 + 314 " 7

co 2
~ ~II " ! J .......i.. dt" rf2 /I,

3 D 1+t4 3 -lJ

;_OliDa II omazane (x
2 +;l)3+z6.Jz~

a,b,c,h

~lolte x .. 8r coa tp • cos iJ>, Y .. br C08 cp • CO.8 IJ. ,
z"cr sinJ.,

.. .JL
192

2
(~+

8

• •
~ abc ,
If
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JI J(" ([x,y,zJ E E
3

r
~Ja ,. 60 abc,

k/ 14 Je Omezena ~ + i + z2 ,. 1, ~ + i + z2. = 16 ,

z2 = ~ + i, z =.0, y = 0, y = x

~ 21.~~
II sf'~r1clc~ souf'adnice, ~ J( ,. , II;, 4 .Lll

11 II = {[x,y,z] E EJ ( I t + ( t t + (~,t:;. 1} ,
4

~14 = J5 :II' abc

r;oloh x = ar sin3(j' cosJ.f} ; Y = br sinJ (j' sinJ.f} ,

z =cr • co~ <p ...!....II

(x + y + z)2 < ay, x > 0 , Y>0, z > O},

II po10Ue x = r s1.Ja2 <p coi .f} , y = r sin2 <p sin2 J. ,
z = r C08

2 .f} -.J ,
(~ y2 2

nl Ja = {[x,y,z] E EJ + + !.... )2 ~ a ) O} "*(fSM =;}: ~ c2 ax ,

1 2= 3 Jf a bc ,

01 M je omezena c( ~ + y2 ) + a2z ..- a2c , z = ° . a ,. ° .
c > °
~ cy11ndr1ck~ souf'adnice.

pi Ja je omezena p10cbam1 2 2 2
X + Y + z - 2z = 0 ,

ql M jeomezena ~+i=4Z,

,. ~:r (613 - 5).

rl 101 je omezena ~ + i + z2 = 16, ~ + i ot z2 - 8z ,. °
80

~II = 3':r

2 222sI II jeomezena y "pz, x +7 =a ,

Ja _ Ta4
ca.J - 4'P '

z=o, p)O,

tl II omezena x2
+ i =~, ~ + I- = z, z = 0 ~ c«.tll
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u/ spolSHejte pi'tk1aely v 5,42 pomoc1 substituce (pOkud je to vYhodn4).

15,70.1 DokaJte nasleduj!c! tvrzen1:

al 14 = (ex,y,z] E E
3

;

2
+ Z ) dx ely dz = :i

5
7l' abc ,

"l

dxelydz =

bl II = . {[x,y,z] E E3

~j)( x·+ y + z )2
H

5
= ~~ (18 13

-2 + l :5 2az, -2 + l + z2 = 3a2 } =+

.fIJ (;,f + l + z2) dx dy dz =
H

21)
6 '

(2 - (2) ,

• Z = 0-+./JI-F2dx dy dz =
H x +y

je omezena

= a
4

144

cl II = {[x,y,z] E E3

JJJ ( ;,f + l + z2) dx ely dz
H

dl 14

x z 0
•

X3z 2e .xydxdydz

~ve~te substituci x =u ,

e
= - -12

y = .l!!f.
u '

u+v+w ~Z = t
u+v

13= - Jr •
4

;,f + y2 = 3z ~.IlIz dx dy dz =
fof

Fubiniovy vety 1ze tez uZ!t k vYpoctu nekter;Ych integrlill1.

I.ietode, pod1e kter4 bud8llle v nas1eduj!c1ch pi'!k1adech postupovat.

se nekdy i'1ka "fntegrace podle parametru".

•
arcts ax - arcts bx dx

x

(viz tez pi'. 6,44 • )["~no . --'
~hkO zjist1te viz obdobnY pi'!k1ad 3,42 - ze pro a ~ O.

anebo pro a > 0, b ~ 0 integre1 I(a,b) diverguje.

a >0, b) 0 , necht napi'. je b < a •

Uvazujme n6.s1eduj1c! integra1 I ,

b > 0

Bu~ tedy

I =./1 ; 2 dx dy • kde 14 = {[x,y] E E2
H 1+ Y

x E (0,+00) y € (b,a)}
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Funkce
1. je spojita a kladna na mnoZine III I teely

1

l+-2-i

a JIll1l!eme poul!i t Fubiniovu vetu.

Dostav.ame

I = 4 J2 dxdy = ./', ,a. j2 )dx =
1+ y 0 1+ Y

00 [ JlI=a=/ aNtg yx _
o X y-b

= 'I(a,b) ,

dx =./00 arctg ax-arctg bx
• x

dx=

na druhe strane, provedeme-li integraci v obracemlm pof'adi ,

I =/1
11

... 00 ... [ ] x=+oo
1 dx ely =.1 (./ 1 dx) ely = I arctg XX dy =

1+x2i ~. l+ii y x=o

...
=/~ely=

Odtud vypljva, l!e

:IT a'2 • log b

I (a,b) = I = ~ • log ~ •

a mnol!inu Id musime naUzt, obllcejneV praxi ov!em funkci

postupujeme takto:

arctg ax-arc~ bx =
x [ ]

y=a
arctg yx =

x y=b

a.
f ( arct~ YX ) dy =

Z uvedeneho pf'ikladu bylo videt, v cem. spociva metoda integrace podle pa
rametru. Oklikou pres dvojn$ integrlil.lI8 n8m podai'ilo spocitat intl!gr81 ,
s kter,tm bychom si jinak tel!ko vedeli ·raely. J1ne zpdeoby vYpoctu techto
integrlild, pomoci metody derivace podle parametru, jsou uvedeny v ruiele
dujici 6. kapitole.

5,72. Dokal!te, l!e

b E (-1,+ 00

/1~ dx =
o loglt

) .
log 2:!!

8+1
pro a E(-l,+ 00 ),

~ Zjistete jako cviceni, l!e integral konverguje, prave kdyl! a = b

anebo a > -1 I b) -1 •

21 Bud -1 <a < b. Potom
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= [ J
y=b It,(Y _ a (

~ y=a - a '8y

y
...!- )
logx

ely = J-? rY
a

ely.

Ukalte, Ie na integral

dx ely , M = {[x,y] E E2 ; x E (0,1) Y E (a,b) }

mo.lete pouUt FubinioVll vl!tu, dostanete

" b ~ t IfJ ~ dx =.IJ rYdx ely = J ( rY dx) ely =
a logx I'f a 0

b+1log
a+1

15 , 73 . I PoznamJea :

Spec1a1ni vo1bou hodnot a,b dostavame z minu1olho pf'ikladu napf'.

"J x-1
- dx =

o 10gx
1ag 2 (b =1 , a = 0 ) ,

r' !i-1 dx = 10g J. (b = ;b a = 0), atd.,J. 10gx 2 2 ,

kterollto integra1y bychom asi jinak tUko pocitaU.

5,74. Uka~te, Ie

!Y

I~ 10g
o

a+b sin x
a-b sin x

•
dx

sinx
= s: arcsin ~ pro 0 <b ~ a •

~ Poulijte vztaho.

1/ 10g
a+b sin x

s -b sin x
1

sinx
= 2ab

pro 0 < b ~ a

2/
1

222 2
a -b y sin x

u>1?
E ~M pro M = {[x,y] E ~

pro IA I > IB I1
•= L..

2A
dz

x E (0, f ). Y E (0,1) } •

:If

3/ JT

• A
2

B/ Pou~ijte tol~ vztahu
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1-.
sinx

log
8+b s1nX

8,:,b II1nx •

Jak! bude vYsledek pro 8:!O b < 0 .!JJ

5,75. lJka!te, !e r 8rctg x dx = f . 10g(1+ fi>.
Ox 11-x2

~u!1jte vztahd

11
arctg x

x
,

./

1 dx
21

• (l+,f-/) 11--2-
=

2/1+y2 J'

Dokal!te IUisleduj:!ci tvrzen:!

/

00 _ax' _bx 2

e - e
pro a ... 0, b ~ 0

fPOu!1jte pf':!kladu 5,84 , viz t41! 6,35--'1 .
00 1 2

j -ax -bx
1 log !!bl e - e dx= > 0 , b > 0 ,pro 8

x 2 a

.roo -ax -bx b
c/ e - e = log ii

° x
pro 8>0, b>O,

00 <l' b'

el .I (e
-Xl -Xl

) dx = ffCb-a) a,b E Bl- e pro ,
°
~

18
2+b2+bfl f -1:- arc tg bs1nX dx = Z log 8 > 0pro ,

° s1nx 8 2 a

b ~ 0

r 1 b s1nx -f
ab-arc tg = ! 8 2 ~-is1nx 8

+ b2/ s1n2x

Dallli l!'st t4lto kap1tolJ VllnUjelU oU~ konvergence 8 divergence 1nte
grild f'unkci vice proml!nn;fch. Ddlel1tau roll zde buds brllt vAta 0 lIUbeti
tuc1 - jslltA jednou s1 .11 IIOpakujte I
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Pro kter4 hOdnoty a konverguje..f/ dx~-~-~
11 (X2+y2)a.

je-li II = {[X,y] E ~; ~ + y2 ;; 1}. ?

1 jest kladn4 a spe j1til. v mnoUnl! M- {[°,0]}
(x2+y2)ot. R

1
tedy zaj1stll 2 2 « E;e pro jakllkol1v a € E1 (znovu s1 uvlldom-

(x +y) . M

te, Ite dan4 funkce nen:! def'inovaD4~ v mnoZinl! M - nen:! toti! def'i-

nov4ne v po~'tku - ale proto~e jednobOdov4 mno~1na je nulov4 mno~1na,

ma~eme nall1 :f'Unkc1 dodef'inovat yo poMtku jak chceme, ani! t:!m cokol1v zml!

n:!me na ex1stenc1 ~1 konvergenc1 integr41u).

Zevedeme zobrazen:! F z ~ do ~ (po14m:! soui'adn1ce)

F (r, cp ) =

dost4v4me, lie

[x,yJ~ x = r cos Cf', y = r sin tp ,

kde L =

~

(~+y2)a

{[r,<pJE E2 ; r E (0,1) , rp E (0,2 sr )} •

V:!me , lie drul\Y integr41

27 f

Cf' =J (j r l - 2 a dr)d Cf'
a a

konverguje, pr4ve kdyi 1 - 2 a > -1 ,~il1 pro a < 1 •

Podle vl!ty 0 subst1 tuc1 te~ n4il po.vodn:! 1ntegr41 konverguje, pr4vil kdy~

a < 1 •

Vile s1 do.kladnl! a deta1lnl! rozm;yslete a prove!te .!-II

5,78. Bu!

al

II = {[x,y] E E2 ;

1 E 2",
(2x2+3/)/%

ukaite, ie

r;;stupUjte stejne jako v m1nuHm pro 5,77,.zave!te ·zobecnl!n' po14m:!
soui'sdn1ce·

x = r(3 r cos Cf' ,

bl rr4
dx ~

2 2 a
(x -xY + y )

r » r2 r sin tp--l! ,

konverguje ... a < 1

r-;;-kazte, lie 1 E ~R
II
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pi'il!em! prvni integral eziBtuje jako RiellllUlli.dv pro jak'kol1v IX € ~

a drub;t integral konverguje, privil kdyl IX < 1 ~

5,79. awl II = <0,1> % <.o,i> , potom

konverguJe # a < 1 •

~ulijte vzteM

% e 2< O,l} ~ T % ::; s1nx :!O %, COB 1 :;i eOB % == 1 ,

tedy 1'unkce

! , pi'i odhadsch nutno rozl1ilit

se bude ·chovat· asi stejnil Jako1

IX < 0 .---.lI

(~lcoi% + s1n2x ) a

- provs!te podrobnil
1

pHpady

f'unkce

15,80.1 Zkoumejte konvergsnci a divergsnci Msledujicich integrald:

af )I = {[x,y] E E2 ;

konverguje ~ IX <1 ,

dxdy

2 2 a(l-x--y )

bl II = {[%,Y] E ~ ; ~ +; ~ 1}, pak

konverguje # IX> 1 ,

cf )I = {[x,Y] E ~;
IZ + xII ~ 1 , x~ o , ;> o }x 7 =

a> 0 , /1> 0 , potoa

1/ .If, dx¥
# k + ~ >(xa +7,8 )11.

konverguje II. ,

2/% dxd7 >diverguJe +=+ • 1 ,
tV (l_xlZ -719 ).

~uI1Jte eubetituce
2 .z. 2 2

X = r" • C01l
4 tp 7 = r 7

a1D
H

tp-.J ',

d/ )I = {[X,7] E ~ ; « + 711 ii: 1 , x~ o , 7~ },x 0
a) 0 , /1> o , potoa
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el 14 je OIIIezena ki'ivkami y = 0, y

x)O, y)O,

POtOlll konverguje

~vedeme..,ll pol'm! souf'adnice, ex1stuje takov6 ~ € (0, f)
(neZlilei! Mm te~ na jeho vel1kost1), ie

posledn! integrlU je roven coi",
sin 9'

L =

Jl dxdy

If .X!- + i

Hr, '1'] E E2

=11'L

r E (

~. dr d 'I' , kde

s1n9'
2 ,1), tp € (0,

cos '1'

J
~

l.og
•

o kter6m zjist:l:me, ie konverguje~ ,

rr II = {[x,y] E E2 ; >x = 0 , y ii: 0, x + Y ;::1i 1}, potom

JJ dxdy

11 l-Xl-i
u-z;.vedeme-l1 pol'rn! souradnice, bude

konverguje

1T
= _ 112-

2 •
log s1n2 9'

l+s1n 2 'P

a posledn! integrU konverguje -ll '
gI definujme f'unkci f pfedpisem f(x,y) =

potom

,

11 ),; = {[x,yJ E E2 ; x ;;; 0 x ::i y~ 1 } ~ fff = + 00,
H

r;f!m! "ypol!et anebo poUm! souf'adnice ....J ,
2/ N ={[x,yJ E E2 ; Y ~ 0 , 1 ~ x ~ r ] ... Iff =-00 ,

N

31 P = <0,1> x <0,1> =+ ff t neex1stuje
p

r-;;uiijte·dVOU pfedchoz!ch vtsledkd a vl!ty 26, /li vl!~ 42, viz

t6i pro 5,81--.J '

4/ 0 = {[x,y] E ~ x E <0,1 >,
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5/ Q = {[x,y] f E2 ;

14 je omezena ki'ivkami

x ~ r , x ~ 1} ~ ff f nekonverguje,
dI

y = 0, x =:r , y = x, potom

-4 log sin (x-y)

~veate substituci x

ukazte, ze

dx dy konverguje

= ~ (u+v) , y = ~ (u-v) a

ff log sin
M

konverguje;

1r

(x-y) dxdy =:r! f' log sin 'v dv , posledn! integI'lil
2 oJ.

pouzijeme· _i vYs1edkll cvi1:en! 6,30, 5,87 1:i 8,64,

:Jr
= :IT j' log

2 "

dostav~me nav!c, ze
:;r

sinv dv =r / \Og sin v dv =
a

(0, + 00 ) x (0, + GO ) ~ ff e-XY smx dx dy
M

jl

konverguje

r&.n! integr~l odhadnl!te a pouzijte vztahu

14 =
nekonverguje

~ Ukazte, lie

-x
!-
IX

,

ff Ie'-XY sin xldX dy =
H

00j' JSin x]
a x dx=+oo

(viz p~, 3,47) a pouzijte vl!ty 44 ,

*Mo.ze bit e-XY sinx e £14 ? .JI '

k/ M = (0,+ 00 ) X (0,+ 00 ) ~ .JJ;, sin (~+l)dxdy' neexistuje

rr;hdpok14dejte sin(~+y2) f ;c:, ozna1:te pro n = 1,2",.

I<h = {[x,y ] E E2 ; ~ + y2 ~ n, x;; 0, y iii: o} ,
Potom podle vl!ty 28 must bit

./I sin(~ + i) dx dy = lim
M "..-""

zavedete-li

.1.1 sin(~ + i)dx dy ,
K..

do posledniho integI'lilu pol~rn! soufadnice, jest

a posledn! v;fraz nemli pro n ~ + 00
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Obdobne se vy§e~uje konvergence a divergence troj - i vicerozmernyoh
integr61~. Nebudeme se tim v§ak zsbtvat.

Fubiniova veta nBm tedy zaru~uje. ze dvojn$ 1nte~l sa rovn~ kter'muko
l1v dVQjoosobnemu. toto obecne nemusi byt pravda (potom ovilem dvoJnj 1n
tegr~l ne~ze ex1stovatI ). Uvedme p,riklady.

De:f1nujme :f'unkc1 :f takto: :f(x,y) potom

al ff :f neexistuje, je-l1 M = (0,1.) x <0,1.)
I'f

bl r. J~(x,y) dx) dy = f '
° o

01 r (J~(x,y) dy) dx = 7T
D • -"4

~ prvnimu bodu viz prik1ad 5,80, ostatni overte prim;Ym vyPo~tem~

15 ,82 .1 Ukazte, ze

1 1

I «( (:~)~ dy) dx =!
2

Odtud odvolhe pod1e Fubin10vy vety, ze ff ~ dx dy
<o,n" <0,1) (r+-y) 3

neexistuje. Posledni tvrzeni dokazte take primo~

Ukazte, ze

~J
.x

- )" dx) dy 1.e = ,
e

- ;f ]e - ;. dy) dx = - ! + !
e 2

dy) dx = 0

+00 +00

= J (J :f(x,y)
-00 -00

na mnozine M =

dx)dy

=

+00 +00

11 i (1 :f(x,y)

21 t ¢ ;e;

bl bud :f( x,y)

cl bud

:f(x,y) =

1. pro 0 < y < IX - ~ I

o j1nde v E2 '

,

bud d61.e M = (0,1) x (0,1.) ,
1 1

1.1.1 (.I :f( x,y) dy) dx
D D

potom '

neexi atuje ,
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Zbytek t~to kapitoly vanujeme rdznjm ptikladOm.

5,84. al Spoctate ,00e_>1- dx (tzv. Laplacedv integral).

rv v pl'. 3,32 .Jsme ukazali, lie tento integral konverguje.
00

21 Oznacte I = J e..:>1- dx, 14 = (0,+ 00 ) X (0,+ 00 ).
D

Pomoci FUbiniovy vaty ukalite, lie

JJ e->1--1 dx dy = 12 •
H

Do integralu ff e->1--1 dx dy "zave<l.te polarni souradnice",
H

dostanete

="2 •odtud vzhledem k podm!nce I ~ 0 p1yne I

ff _x2_ 2
Y dx~" =He...,

'IT

.iT co 2
D (1 r e-r dr) d 'P :IT=

4
,

31 Jinj zpdsob:

do integrSlu prove<l.te substituci

x = u, y = u.v , dostanete

/'00 roo 2 2
dx dy =~ (./ e-u (l+v) •

a 0
udu)dv = f.

*4/ Jeeta jinj zpdsob:

Pro n = 1,2

f (x)
n

••• pololite

x2 n
= (1 - n )

-------- 0

pro x € (0, rn),

pro x € <rr;; + 00) •

Uka lite, lie

al ->1-,.,; e pro x E (0,+ 00 ), n = 1,2 ... ,

bl lim fn(x) = e->1- pro kdd~ x € (0,+ 00 ) •
1t-+OO

Podle Lebesgueovy vaty je tedy

00 00 fit

J e->1- dx = lim .I fn{x) dx = lia J (l _ -2 )D dx.
D .....00 D .....00 I) n

Zbyva spocitet p~sledni integraly a jejich liJaitu. Po provedeDi substi

tuce x.. rn. cos t , dostav~ s pouUtim Wallisovy f'ormu1e "ysle-
dek.
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Viz tez V.Jarn:Ot, Integralni pocet II..:..J

1'00 e-a ,{2- dx _- 1
2
- ,IK

a
probl Substituci odtud lehko odvodite, ze ~ {El

o
a E (0,+00).

15,85., Uvedeme jellte jeden ddlezity priklad.

(0,+00 ) X (0,+ 00 ) , I =JJ
M

dt dx

(l+t) (l+ti)

Na posledni integral pOuZijte Fubiniovu vetu (pokaZde v jinem pof'adi inte

grace) a dostenete jednak

I

jednak

I ) dx = 2./
00

o

log x
x2_1

dx •

Ukazte Mle, ze /000 log x dx =
,.2-1

1
3 J log(l-x)
2 0 x

dx

~ FouZijte v prvnim. integralu sUbstituci x = ~ na intervalu (1,+ 00)

a pak vztahu

1J log(l-x)
o x

1

dx = J log Y
a 1 _ Y

dy = 1" 12Ll2o 1 _ Y

1

dy +.1 y log y dy =
• 1 2- y

1

= j12.&...Y dy
o 1 _ ;

1

+!f~dZ'1I
4 0 1- z --lI

Konecne s pOuZi tim pf'ikladu 4,25

[J1 log(l-x)
o x

dostavame

1
;T = .a,

2 + •••••
3

=

Fodafilo se nam timto zpdsobem s pomoci Fubiniovy vety secist konvergentni
00

f'adu L ~ ,
'1't=1 n

(jinjID zpusobem lze secist tuto f'adu napf. pomoci teorie Fourierov;Ych f'ad).

Fomoci tohotov;Ysledku ukazte, ze

00

L 1 = 1 + + •••• = Jl
8

(Fouzijte znamjch vlastnosti absolutne konvergentnich f'ad a nasledujici
myslenku:
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II 00 00 00 00

L=L:t-= L. ( 1 2 + (2~)2 )
= L 1 +1 L ...l....

2 4 n26 '11=1 n 11=1 (2n-1) 'n,:::r.1 (2n-1) '11-1

jeWlotlive kroky podrobne oddvodnetel)

Ukail!te tel!. lie
00 (_u n- 1= I 1 :tr

ll

L 1
1-
2"

+
3"

-.---;:- + ",". =-
'71.=1 n2 4 12

00 (_l)n-l 00 • •L L ( 1 1 ) :Jr _ 1: L.)'" = • •
11-1

2- 11=1 (2n_l)2 (2n)2 8 4 6n-

, kde
du dt

(l+tu) (1+tu2 )

I = If _.=...l!~_
H

>I<
5.86. Spo/!tete

t E(O.+ 00 ) , u E (1,+ 00 i }.

~ Poullijete-li Fubiniovu vetu, dostanete jednak

=joo(j 00

dt
du =J log u

du •I )
1 0 (l+tu) (1+tu2) 1 u ( u-1 )

jednek
00 00 00

:Til=/(! du 1 .f10gx dx +I
(l+tu) ~1+tu2)

) dt =- - 4 •
D " 2 ? x(x-l)

Odtud dostavllme Iviz tell pl'. 4,26/. lie

Opet se nO podarllo ae/!ist radu

r ll

6
log u

du =
u(u-1)

1

7"

Lehko zjistite, lie pro A E(O,+ 00 )= ,. • ~
2 1+:l

JI .,_dx:;::._..::.,d~:t
2. 2 , M =

M 1+ X tg x

"J.f dx

D X"_:l1+ tg x

Pol!itejte

(viz tell pl'. 6,17), te~

r .,

JT( J ~"-:l)
D 0 1+ x: tg x

dx=

zatimco
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1 Z.J (J2 ~ 2 ) dA. =
o 0 1+ X ~ x

Odtud podle Fub1n1ovy vety dostavate, !e

:IT
2

log 2 •

:IT
dx = ~ log 2

existuje jako R1emann~v i jako Newton~v, budellle-li

:ITJ2 x

:r 0 tgx
2

Integral .f ~ dx
D tgx

jej 1ntegrovat jako Newton~v per-pertes, obdrz:!ms

:Jr ".

-" (N) JT~ dx = _ (N) r Tlog einx dx
tgx J

D T 0

/v/UlIIIlete s1, !e integral J r log s1nx dx neexistuje jU jako R1elllSnn~v,
D

existuje pouze jako Lebesgue~v l!1 Newton~v/. Odtud plyne, !e

Z. T

/

1 . IT s:
(L) log sinx dx = (N) log sinx dx =- 2"" • log 2

D 0

Iv1z t~! p~iklady 6,3Q a 8,64/.

15,88~1 Pozn8mka.

Znmvu na tOllltO lII!ste p~1polllenme, !e nemame prozat!m zadnou vetu 0 1ntegra
c1 per partes pro Lebesgueovy integraly. Chceme-l1 p~esto 1ntegrovat per'
partes, ~!el!le tuto lIIetodu pouUt pouze pro Newtonovy 1ntegraly /veta 70/;

v!me-l1, !e dana f'unkce ma jak Lebesgue~v tak.Newton~v integral, IIIUS! pek

lIIezi tem1to 1ntegraly nastst rovnost /v1z 3,15/.

,

pro ks!d~ III E El •

dx dtX
1 Z

• a e- a (l+x )

1 '
-tX(l+X)"'A

ae '" Mcos IIIX

F(m) = ff cos IIIX
M

) X (0;+ 00 )

ZkoUlllejte

~l = (0,+00

lrVUka!te, ilie

2/ Ze vztsM

Icos IIIX
1 21 1 '-ae-a(l+x )Lae-tX(l+x ) ,

dx da =L
4

plyne, ilie daIlY integral pro kaM~ m E El konverguje /vets 31/, lze

tedy pou!it Fubiniovu vetu.

3/ PouZijete-l1 vYsle~ ze cv1l!en! 5,84 a 6,51 dostanete pro III ~ O,!e

F(m) =

00

J _az
ae•

00 ••

(1cos mx • e-a.x dx) da
D ="2 00 2 •

J -a-b
e fa da=

D

Jr -m
= -- e4
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a takl!

F(m)

00

= J COB IDX
a

00 2 %

(/ -a(l+x)ae .
o

da) dx " !
2

00f coe mx
o 1:" x2 ~.

15 , 90 . 1 UkaittB, ite pro !<aitdl! m ~ 0 jB

C(m)

00

=/
a

COB _ Jr
2 dx =""2

1 + x
.-me· ,

00=/ Bin mx
a x(l+x2)

rv Jako cviceni ukaitte ,ite oba integraly konverguji.
T -m21 POdle pi'edelill!ho cviCBni 5,89 jeBt C(m) = T e •

31 UkaittB - viz kapitolu 0 dBrivaci integralu podle parametru - ite

5'(11) = C(m) ,

odtud vzhle~em k podm!nce 5(0) = 0 dOBtavame tvrzen.:..:J

ualeY bude vYsledek pro m <·0 ?

/5 ,91~IUkaitte, ite fOO log
o

• cos mx dx = L (e-b~e-am)
m

pro a >0, b > 0, m > 0 •

~ PoUZijte vztahu

2 2
log (~)

b +x
cos mx =

a.

I
2y cos _

y2+ 12
Ijak jej odvodite? 1 ,

Fubiniovu vlltu a vYsledak pi'edchoziho cVil!eni 5,90.

Viz tl!it pro 6,68--:]
Jakj bude vYsledek pro m < 0, a ~ 0, b 6 0 ci pro m = 0 ?

15,92:1Ukaitte, Ze

al JOO cos mx dx=.7' e-ma
a > o , > o ,

a2 + x2 2a
pro II

0

00

bl J sin2 -dx =..L (1-e -2ma) pro a > o , m ~ o ,• 8
2 + ;- 4a

00

coi mxcl J dx =L (1+e-2ma) > o , 2: o •
a2 + x2 pro a m

0 4a

~ Lehko plyne z 5,90 substituci.
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bl Pou!ijte vztahu sin2
JD:1t = ~ (l-cos 2mx) a odstavce e/',

cl Pou!ijte vztshu cos2mx =1 - ain2mx a odstsvce b/.

lSi vztshu cos2mx = ~ (1+ cos 2mx) a odstsvce a/....:JI
00

l!e J
°

/5 ,93~ IUkal!te,

hUd

ain
2

2
mx dx -- 7f

2
11l 00x: Pl'O m ~ 0 •

I sin2 mx
m E <0,+ 00 ) pevnll, oznalSme F(a) = ~ 2

fJa+X-
dx •

Ukal!te, l!e runkce F

pitola/, odtud spo1u

je spoji tll v interva1u (- 00

s vYsledkeD pi'. 5,92b p1yne

,+ 00 ) Iviz 6.ka-

;

00 2
.san mx

dx, = F(O)o 2x

•

=

Viz tlll! pi'. 6,7~

Jak! by byl v,fs].eak pro .< 0 ?

15,94~1 Ukal!te, l!e pro a E (0,+00 'i , mE E]. jest

ICa,m) = je.,.a~ . cos ~ dx = [if la+/a2+
m

2

a 2 f2' a2 + m2

II Postup je stejn! jako pH vYpoctu Laplaceova integr'lu Ipi'. 5,84/.

Ukazte, ze

12(a,m) = ~ ff e-a(x
2+l)

[ cos m(~+l) + cos m(~-I)]dxdy.

(0,+00)X(0,+00)

Do pos1edniho integrUu zavedte po1'rni soui'adnice a vyuUjte vYs1edku
cviceni 4,48 , dostanete

r
12(a,m) 1 fr f a + a )

= 4" 0 a2+m2 a2+ri coi 2 'P d <f'

+.JL
8

].

2+m
,

odkud jiZ p1yne vYs1ede~,

x
15,95.1 Ukazte, 'Ie

00J e-ax 1
o

- cos x dx = !
2

pro a E (0,+ 00 ) •

f;;;UZijte vztshu

-ax 1 -cos x [ -axe = e
X '

a cVlceni 4,47. Viz tllz pi'. 6172~
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v 4ali1m ukAllellla, Ie v oboru r1emannov8lQr intergrovatelnlch t'unkc:! Ja
Bituac. pM pouU t:( Fub1n1ovy viti poniikud J1M.

15,96:IJa-11 x E (0,1) rac1on4ln:! l!:!alo, X" ~ Ip,q D8eoudiillll., q > 0),

polo!me 9' (x) .. q • D41a polo!llls '"cp (0) • 0, <p (1)' • r, Definu,1me

f'unkc1 f na lIIIlOl!inii II" (0,1) x (0,1) tall:to:

Jinds v II.

Ukal!te, lie

f(x,y)

1

9'(y)
Jeou-11

11 f Je neepoJ113 va viech bodach mnoliiny II maJ:!c:!ch obi! eoul'adnice

rac10naln:l:,

21 f Je epoJ113 va viech oetatn:!ch bodsch 1IIl0liiny II

IporovnaJte s pl'. 2,32/,

31 (L) Jl f .. 0 ,
If

41 (R) JJ f .. 0 ,

If, r
51 (R)! ( (R) D f(x,y) dx) ~ ,

neex1etuJ:! •

15,97:I DefinuJme nyn:! fWlltc1 g na III1OUni! II • <0,1) x <°,1> tall:to:

pro. x ,y rac101Ulln:l: ,

Irlz pl'. 5,96/,

J1nds v II.

cp (x) • <p (7)

Ukalite, lie

11 (L) Jl s > 0 ,
If

21 (R) 11 g neex1atuJe ,
If ~ ~ 1 f

31 (R) .f ( (R)! g(x,y) dx) q ... (R).f ( (R)! g(X,7) q) cbt • 0.
•• •

15,98~ IDefinuJu t'wkc1 h na .ulUnii II .. <0,1) :II: <0,1) pf'edp1•• :
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1
je-li x E <0,1> rae1onaln:!, y E < 0, 2 >

libovoln' anebo je-li x E (0,1> 1rae1ou'1
1

d, Y E < 2 ' 1) libovoln' ,

je-li x E (0,1> rac1ou'ln:!, Y E (~ , 1 >

anebo je-li x E < 0,1> 1rac1oMln:!,

Y E <0, ~) •

neexistuje ,

,

Ukalte, Ie
f •

1/ (R)J ( (R)1 hex,y) dy) dx = 2! ,, . ' .
2/ (R) J "( (R)J hex,y) dx) dy

, D

3/ (R) ff h ·neexietuje ,
H

4/ h EA
H

5/ (L).If h '" ~ •
H

• Dolralte. /i
a.

15,99.1 Bua II • <O,l) x (0,1), potom

•ff (Jl;f)llY dxdy = J ZZ dz • Dokalte I
H D

~ PouUjte Fub1n1ovu v~tu, 8Ubst1tuc1 Jl;f = t a v~tu 0 1ntagrac1 par

part8s.:JI

15 ,loci Buate t ,g E ~(a,~) • Potom

-I- 01-(J f.g)2~ J ~
.. «

I'fsv. Cauchy - Bunjakovskllho narovnoat./

~ul1jte nerovnost 1M '" <a,b) x (a,b) /

o ~ ff (f(x)
H.

01-

= 2 J ~..
)2 dx d8 •

-I-

(/ f • g)2 ....:J
15,101.\ Bua f kladn4 a .~i'1tala' v intervalu < a ,b > •

-I- 0I-

If. I ~ ~ (b - a)2 •

I Dobl'.te pi':!mo anabo pOtRoe:! cv. 5,loo..:J

PotOtR

Doblte I
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15, 10" . 1 Bu! t spoj1tli a-nezll.porn4 v 1nterva1u (a,b). Bu!

Dakalte I

'!!of( x)} .x E (a·,b), o.!!O;y

. [:I-
~II = t(x) dx •Potom II E l1l1l. a

fViz till vlltu 62..J1

15 ,10; ~IBudeme ae ~i zab!Vat otlizkou, kd;y nllJak4 1II10lina N C Er mil. Lebeagueovu

miru nub. Pi'edeviitm v1me podl.e vllt;y 62, Ie -grat"kaldll spoj1tll tunkce

r-1 promll~c!;l mil. v Er nulovou miru. Pi'edpoklad spoj1tosU tunkce f

ve vllt!!· 62 je zbytel!nll s11.n$, v daliitm vYslov1me da1eko obecnll jili vlltu.

II fiu! M C Er ' II E 'mr , necht tEA,., • Oznal!!me-U

M1 = ([ x,Y ] E Er+1 x E 101 , Y EEl , Y < f(x) },

"'2 .. [IX,Y] E Er+1 x E lit , Y E E1 Y > f(x) },
grafll f = ([ X,Y] E Er+1 x E II , Y E E1 , Y . =f(x) },
jest III , 112 E 7llr+'1 • grafll t E m,.+., •
Zhruba rel!eno - graf ml!r1telnll tunkce je mllr1telnll. mnolina.

IIlli V.Jam:l:k, Integrll.ln1 pol!et II, vita 75-=.JJ

III Necht jsou splnMy predpokla~ z II. Potom

,..u.r+1 (grafJf) =0 •

Toto jest te~ sl!benl! zobecnlln! vllt;y 62.

~ul1jte Fubin10vu vlltu~
•

Ve1m1 l!asto se stlivll., Ie molina N C Er je dafinovana jako lIIIlolina

bodd [~'••"~] E Er , kter6 v;yhovuji nlljakll rovnic1 F(" ••• ,::ar) ..
= 0 Debe je Mst takovll mnol~. Zej1mll. MS, za jall;Ych pfedpokladd

bude lIIIlolina N nulovll.. Dakslte Msledujici vlltu lviz V.Jam1k,

Integrll.ln1 pol!et II , ksp. VII, §2, poznllmkp 3/.

IIII Necht rell.lnll. funkce F(~,•••~) mil. v otevrenll lIDolinl SeEr ko

nel!nll spoj1tll pare1l11D! derivace· d do rll.du n-tliho In) 01.

Bu! N ={ XES; F(x) =0 }, bu! Nn 1ID0lina tllch bodd xES,

v Diehl f'unkce F 1 viiecllDJr jej! der1vace d do n-tllho Hdu jeou

rovny nule.

Potom N, Nn C 11&,. a

lte~ je-U ~Nn = 0 ,

ct',.(N - Nn) = 0

je ~N" 0 I •
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Na z4kladi t'to vity lal t'l podle vity 62/ ukaite. Ie nasleduj!c! mnoil
ny jaou nulov':

al N = f[ :;,•....~J E Er 8 1;' + ... + ar~ = b } •

a~ + ... + 8
2 ) o •1 r

bl N = {[;,.....~] E Er ~ + ... +x2=R2}. R >0r

c/ N = {[:;,.....~J E Er P(x1•• ...~) = 0 } . kde

P( ;, •••••xr) je realnY polynom n-teho stupnil takovY.
¥ ~ ~

ie alespon jeden alen tvaru aX
1

••• : xr
~ +•••+kr = n/ me. koeflclent a ~ 0 •

speclalnil napl'.

1/ N = {[x.y] E E2 (x + l)2 - ~ - YJ = 0 }.

21 N = {[x.y] E ~ x + y2 = I~ + y3 } •
31 N = {[x.y] E ~ ~ + y2 = 2a(~ - l) } •
4/ pl'edchoz! lll'!klady a j.

dl N ={[x.y] E E2 4y sin x - arcsln X::f =0 } •

15.104~1 Bua ~ = {[;,.....~]E Er; ~ + ... + ~ ~ '1 }

Ijednotkova koule v Er I. Ukaite. ie

1.3.5.... (2r+l)

e!emu je rovna 11mta 11m, Al-Kr ?
,.. .... +(X) t'-r

15.105.\ Dokaite nasleduj!c! tvrzen!:

00

al f E ~(,,+oo' ~ J f(x +
00 ,J D

b/~ logx • f(x +!) dx =0
o X X

15.1061 Dokaite nasleduj!c! tvrzen!:

ME m~ ~

25S)S F11

00 f

Ix
2 +1) dx =~ [!f(X)dx +! f(~)dx ] .'

• existuje-li tanto integral.
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/5,107.1 De£1nujme tunkc1 t na mnoUnli 14 .. (0,1) x (0,1) pf'edpisem:

£(X,7) .. ~, je-11 7 rac1onaln!, £(x,~)·" X je-11 7 1racionaln!.

Ukaltte, !e

II t € 2~ , ./7t .. 1
H

H 2
.,

1

21 oznaC!~l1 F(y) .. I t(X,y) dx , je tunkce F V intervalu

(0,1) epoJiU., aC!kol1v tW1kce' t pf'i .pevn~m X nen! Is vY jimkou

X .. 1 ; viz t~! nasleduJ!c! kapitolu/•2'

15,108~ IBua 14 E m;
Detinujme 1'rulkci

, N E m$ , t E ~H

'f' na 14 X N pf'edpisem

, 8 E:eN

'P (x,y) .. t(x) • 8(y) , XEI4, ;YEN

ltunkce l' je tedy tunkc! r proml!nrijch, tunkce 8 tunkc! s promlin

njch a tunkce 'P 1'W1kc! r + 8 promlinnjch/. Potom :f' € IeM x N a

Jg .
N

Dokal:te I

25515 ZU
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