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1. prednaska 3.3.1999
I. UVOD ANEB CATALANOVA CISLA

Na prikladu Catalanovych cisel si predvedeme hlavni rysy enumerativni
kombinatoriky.

1. KOMBINATORICKA STRUKTURA. Na pocatku stoji enumerativni problém
— trfida kombinatorickych struktur, které chceme spocitat. My se nejprve
podivame na zakorenéné rovinné stromy (strucné zr stromy nebo jen stromy).
Zr strom je kone¢ny strom s vytéenym vrcholem, kterému rikame koren, a
linedrnim uspofadanim na kazdé mnoziné déti. (P¥i orientaci hran smérem od
kofene mnozina déti sestava z koncti hran vychazejicich z jednoho vrcholu.)
Stromy znazornujeme obrazkem:

Kofen je nejnize, orientace hran souhlasi se smérem nahoru a linearni uspo-
radani jsou zachycena smérem zleva doprava. To napriklad znamena, Zze na-
sledujici dva stromy jsou rizné:

Mnozinu vS8ech neprazdnych stromt oznac¢ime 7 a pro n € N, kde N =
{1,2,...}, definujeme T(n) = {T" € T : v(T) = n}, kde v(T) je pocet
vrcholtt T. Cheeme spocitat ¢isla ¢, = |T(n)|. Napiiklad ¢; = ¢; = 1,¢3 = 2
acy =0



v T

2. KOMBINATORICKY ROZKLAD. Strom T nésledujicim zptisobem rozlozime:

-

Tedy T = (T1,T5), kde T} je podstrom zakotenény v prvnim ditéti kotene T
a Ty je zbytek T. Stromy T; jsou vidy neprazdné a v(T) = v(Ty) + v(T3).
Dostavame bijekci

foT\{} =T xT,
(1) = (11, T3), o(T) = v(Th) + v(T3).

3. REKURENCE. Predchozi rozklad dava rekurenci

n—1
ca=1 a ¢, = Zcicn_i pron > 1.
i=1

Takze ¢5 = cicq + coc3 +c3co +c4c; =2 -5+ 22 =14.

4. GENERUJIcI (vyTvORUJic) FUNKCE. Posloupnost {c,},>1 zakédujeme
do koeficientti mocninné rady

(o@)
=St = 3
n=1 TeT

Rik4 se ji (obyCejnd) generujici funkce posloupnosti {c,}n>1. Misto vyrazu
ygenerujici funkce“ budeme pro jednotné i mnozné ¢islo psat zkratku GF. Z
2, popt. 3 plyne — toto je klicovy krok kombinatorické enumerace — relace

Dospivame k rovnici pro GF.



4A. RoOVNICE PRO GF. Sice, oznac¢ime-li C'(x) jako C,
C*—C+x2=0.

Dostali jsme kvadratickou rovnici. Jindy to muze byt algebraickd rovnice
vyssiho stupné nebo diferencialni ¢i funkcionalni rovnice. Pro GF s vice pro-
meénnymi dostaneme soustavu rovnic. Nasi rovnici umime vyftesit; casto ale
takové Stésti nemame.

4B. ExPLICITNf FORMULE PRO GF. Podle stfedogkolské algebry
C=11-V1-4x).

Ze znamének + jsme zvolili —, protoze C' ma nulovy absolutni ¢len. Nas vSak
zajimé hlavné ¢islo ¢, = [2"]C; symbolem [2"] se oznacuje koeficient u 2" v
nasledné mocninné fadé. Pocitame dale.

4c. EXPLICITNT FORMULE PRO c¢,. Binomickd véta pravi, ze

(1+y)" = i (Z)y’“

k=0

kde o € R je pevné a (‘,:) = ra(a—1)---(a—k+1). Proto pro n > 0 mame

n

o = (=31~ 40) = =3 (7).

A to se rovna

— — —(2n—3 n—
(_l)nﬂé'ﬂ%.;.g.....%:2 13- (2n-3)

Tudiz (zlomek rozsitime (n — 1)!)

(@2n=2)  1(2n-2
" n—=D! n\n-1)
Cisla ¢, jsou tzv. Catalanova ¢isla.
Ne vzdy se ndm v kombinatorické enumeraci podaii dopocitat se az k
vysledku typu 4c, mnohdy uvizneme ve stadiu 4b nebo uz ve stadiu 4a. To



vSsak neni zadné nestésti, i tehdy se da o hledanych poctech zjistit mnoho
zajimavych véci.

5. NOVA REKURENCE. Pomoci GF nyni odvodime rekurenci pro ¢, ktera je

vvvvvv

1
C'=——= atedy (1-42)C"=-2C+1.
1—4x
To jest,
20+ (1 —42)C" —1=0.

Vlevo mame mocninnou fadu, ktera ma vsechny koeficienty nulové a soucasné
je vyjadirena pomoci C. Pro kazdé n > 0 tak dostavame rovnici

2¢, + (n+ 1)epyq — 4ne, = 0.

Takze
4n — 2
n+1

To se samoziejmé dostane snadno i ze vzorce pro ¢, v 4c, ale pravé pred-
vedeny postup funguje, i kdyz takovy vzorec nemame k dispozici. Nepotie-
bujeme vlastné ani 4b a vysta¢ime si s 4a! Rovnici C? —C 42z = 0 derivujeme
podle x a vyjadiime C",

2—4n)c, + (n+1)cps1 =0 a ¢y =

- Cp.

1

L _ r_
20-C'=C'+1=0 a ' = —=,

a vysledek zjednodusime,

o C—1/2 B C—1/2 _C—1)2
S (1-20)(C—1/2)  —202420-1/2 22-1/2

Pti racionalizaci zlomku jsme vyuzili, ze C' spliuje kvadratickou rovnici. Do-
spivame opét k diferencidlni rovnici (1 — 4z)C" =1 — 2C.

Trocha terminologie. Posloupnost komplexnich ¢isel A = {a,}n>0 se
nazyva P-rekurzivni, existuje-li ¢islo m € N a celoc¢iselné polynomy
D0, P15 - - - » Pm (ne vSechny nulové) takové, Ze pro kazdé n € N plati

pO(n)an + 1 (n)an—l—l + -+ pm(n)an—l—m = 0.

Pokud m = 1, je A hypergeometrickda posloupnost. Podil sousednich ¢leni
pak spliwje a,1/a, € Z(n), tj. je racionalni funkci v n. (Raciondlni funkce
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je podil dvou polynomi.) Catalanova ¢isla jsou prikladem P-rekurzivni a
dokonce hypergeometrické posloupnosti.
Novou rekurenci se Catalanova ¢isla dobfe pocitaji:

18 22 26
o=l =420 =42 =132, ¢ = o132 =429,

Nenapada vas néco pri pohledu na paritu ¢,?
6. KONGRUENCN{ VLASTNOSTI. Kdy je ¢, liché? Odpovéd: tehdy a jen tehdy,

je-li n mocnina 2. Ted vyborné poslouzi posmivana rekurence 3, naopak 5 je
pro tuto ulohu prilis tézkopadna. Modulo 2 mame ¢; = 1 a, pro n > 1,

n—1
h= Citpy = 0 pron=2m+1la
i=1

2

= ¢, pron=2m.

Indukci podle n plyne okamzité, ze ¢, = 1, pravé kdyz n = 2™.

7. JAK RYCHLE ¢, ROSTOU? Odhadneme je Stirlingovou formuli

n\" n!
n!N\/27rn<g) , tj. ———— —1 pro n — oc.

V2mn(n/e)r

vvvvvv

e = 2.71828... a Ludolfovo ¢islo 7 = 3.14159..., a dokdzeme ji pozdéji.

Protoze
1/(2n—2 1/2n n? 1 (2n
Cp = — = — _ ~ — ,
n\n-1 n\n/2n2n—1) 4n\n

mame asymptotiku

1 V2 2mn(2n/e)*  n32 o

Cp ~ — -

I’ (Vemn(n/eyy | AVm

Vysli jsme z 4c, metoda GF vSak umi odvodit asymptotiku, i kdyz zname
jen vztah typu 4a.

2. prednaska 10.3.1999

8. JAK ROZUMET POJMU GF? Dvéma vzajemné se dopliiujicimi zptisoby.



8A. FORMALNE CILI ALGEBRAICKY. C(z) nebo jinou GF chiapeme jako
prvek C[[x]], okruhu mocninnych ¥ad v jedné proménné s komplexnimi ko-
eficienty. Jeho prvky jsou nekonec¢né posloupnosti A = {a, } = {a, }n>0 kom-
plexnich ¢isel, s nimiz pocitame formalné podle ,ziejmych“ pravidel. Pro
A ={a,} a B ={b,} z C[[z]] maji soucet A + B, sou¢in AB, derivace A a
integral A n-tou slozku postupné a, + by, >.7 aibp—i, (n + 1)a,+1 a %an_l
(0-t4 slozka se zde definuje jako 0). Prakticky pouzivame samoziejmé radéji
zapis A =, >0 a2,

Posloupnost mocninnych fad Ay, Ao, ... formdiné konverguje k A, je-
li pro kazdé pevné n € Ny = {0,1,...} posloupnost komplexnich ¢isel
[z"] Ay, [2"])Ag, . .. aZ na koneéné mnoho ¢lent rovna [2"]A. Jinymi slovy, po-
sloupnost koeficienti n-té mocniny x se stabilizuje po kone¢né mnoha krocich
na [2"]A. Nekonecéné soucty a souciny se v C[[x]] definuji jako formélni limity
posloupnosti ¢astec¢nych souctii a soucinii.

Dilezitou operaci je substituce neboli dosazeni jedné mocninné rady do
druhé. Pro A =3, 5pa,2" a B = 3,5 b,2" poloZime

A(B)=>a,B".

n>0

Pro by = 0 tento nekone¢ny soucet formélné konverguje a A(B) je definovana.
Pro by # 0 nemé obecné formalni smysl (mize mit smysl analyticky). Je-
li jen koneéné mmnoho koeficienti a, nenulovych, je A(B) definovana pro
kazdé B. TakZe mocninna fada e® ~! je dobfe definovana, ale vyrazu e z
formalniho hlediska nerozumime. Shrnuto: dosadit mizeme jen mocninnou
fadu s nulovym absolutnim ¢lenem.

Pokud ay # 0, definujeme multiplikativni inverz A pomoci substituce jako

1 _ 1, 1
A ap 1+ ((ay/ag)z + (ag/ag)z? + - )

> (=1)"((ar/ao)z + (az/ag)z® + -+ )"

n>0

A7l =
1
Qo
Délit v C[[z]] tedy miizeme jen fadami s nenulovym absolutnim ¢lenem.

Podobné, je-li ag = 0 a a; # 0, existuje jednoznacny funkciondlni inverz
A znadeny ACD a je to fada B spliiujici vztah

A(B) = z.



Odtud pro koeficienty B = A1 dostavame rovnice vyjadiujici jednoznaéné
{b,} z {a,}. Napiiklad, podle 4a, (x — 2?){~" = C(z). K tomuto piikladu se
vratime v prednasce o Lagrangeové inverzni formuli.

Popsané operace spliuji spoustu identit znamych z analyzy. Plati napti-
klad Leibnizova formule pro derivaci sou¢inu nebo identita log(e”) = log(1 +
(e — 1)) = x. (Formélné e® = 3,50 2" /n! alog(l+z) = 3,51 (=1)" 12" /n;
el°6? nemd smysl, protoze funkce log x neni definovéna jako mocninné fada.)
Nebudeme se jimi podrobné zabyvat. Formalni hledisko je podrobné popsano
v avodu Gouldena a Jacksona [7] a trochu v Stanleym [21]. Algebfe mocnin-
nych fad se vénuje Ruizova kniha [18].

8B. ANALYTICKY, TO JEST KOMPLEXNE ANALYTICKY. Prvky Cl[z]] se
pak chapou ve smyslu komplexni analyzy. V par odstavcich nelze pochopi-
telné ani zhruba pfribliZit tuto rozsdhlou a podivuhodnou disciplinu. Chceme
spise ¢tenarku i ¢tenafe nasmérovat a motivovat k jejimu studiu. Vyznam
komplexni analyzy pro odvozovani asymptotik v enumeraci je nezastupitelny
a jeji moc je obcas skoro zazracna.

Jak plyne z 7, fada

Ol = T et = 2 (2 Har

n>1 sin\n—1

konverguje v8ude uvniti kruhu |z| < 1/4 (i na hranici) a diverguje vSude
mimo néj, proto méa polomér konvergence 1/4. Podle jedné ze zakladnich vét
komplexni analyzy spliuje polomér konvergence R fady >, a,2" vztah

% = linmj)gp |a, M.

Koeficienty tedy rostou velmi zhruba jako (1/R)™. Na druhé strané je R
roven absolutni hodnoté dominantni singularity funkce definované prislus-
nou rfadou. Dominantni singularita je singularita nejblizsi poc¢atku. Rychlost
ristu absolutnich hodnot koeficienti je urcena chovanim funkce v okoli do-
minantnich singularit. A toto chovani se pozna jiz z vysledki typu 4b nebo
4a. To je v kostce princip analytickych metod v kombinatorické enumeraci.

Napriklad 3°,,~; c,x™ definuje funkci

C(J?) = %(1 - Vi- 437)/

10



kterd je holomorfni v kruhu |z| < 1/4, ale v 1/4 m4 singularitu (v/0). Proto
R = 1/4 a i bez 4c je nabiledni, Ze ze vSech exponenciel popisuje rychlost
ristu cisel ¢, nejlépe 4.

V kombinatorické enumeraci a, ovSem nejsou obecna komplexni ¢isla,
ale nezaporna celd cisla. Podle Pringsheimovy véty ma rada s nezapornymi
redlnymi koeficienty v poloméru konvergence vzdy singularitu. Mezi domi-
nantnimi singularitami se proto vzdy musi vyskytovat kladné realné ¢islo. V
enumeraci nam proto jako GF nikdy nemiize vyjit tfeba funkce

1
x4t —3x+3’

protoze ta nemda dokonce viibec zadnou realnou singularitu.

9. NEDA SE VZOREC PRO CATALANOVA CISLA ODVODIT BEZ GF? Exis-
tuje fada takovych dikazt. Ukazeme si dva.

9A. DUKAZ PoMOCT MRIZOVYCH CEST. Jako Z? oznac¢ime mnoZinu mfii-
zovych bodu {(a,b) : a,b € Z}, pticemz Z = {...,—1,0,1,...}. Cestou
budeme rozumét posloupnost v = vyv; ... v, bodi z Z2, kde v;1; —v; je (0,1)
(krok na sever) nebo (1,0) (krok na vychod); cesta tedy sebe samu nikdy
neprotne.

Necht B(n) je mnozina v8ech cest z (0,0) do (n,n) a A(n) C B(n) pod-
mnozina téch z nich, které se nikdy nedostanou pod diagonalu y = .

Pozorovani. Mdme bijekci mezi T (n) a A(n — 1).

Dukaz. Obraz stromu T € T (n) ziskdme tak, ze T' obchazime dokola
ve sméru hodinovych rucicek. Zaéneme od kotene a za krok vzhiru (doli)
udélame v cesté krok na sever (vychod). Inverzni zobrazeni postupuje stejné
opacnym smérem. Priklad:

11



Nyni je pozorovani ziejmé. O

Takze |T(n)| = |A(n —1)|. Potiebovali bychom spocitat |C(n)|, kde C(n)
je mnozina cest z (0,0) do (n,n), které se pod diagonédlu dostanou. Pak uz
| A(n)| spoéteme snadno: [A(n)| = [B(n)| — |C(n)| a |B(n)| = (*). (Cesty v
B(n) odpovidaji n-prvkovym podmnozindm 2n-prvkové mnoziny.)

Kazd4 cesta v € C(n) m4 alesponi jeden spoleény bod s piimkou y = z—1.
Prvni z nich bud r. Poc¢ateéni tsek v od (0,0) do r zobrazime zrcadlenim
(x,y) = (y+1,z—1) podle pfimky y = x—1, zbytek v ponechdme nezménény.
Dostaneme cestu w z (1, —1) do (n,n). Piiklad:

y=x
y=x—1

(0,0)

1,-1) w

Pozorovani. Zobrazeni v — w je bijekce mezi C(n) a mnozinou vsech
cest z (1,—1) do (n,n).

Dikaz. Je ziejmé, ze jde o zobrazeni do a ze je prosté. Kazda cesta w z
druhé mnoziny mé vzor v C(n): poc¢atek a konec w lezi na riznych stranach
od y = x — 1, w tudiz protind y = x — 1 a vzor se dostane zrcadlenim
pocatecniho tseku. O

Druha mnozina cest z predeslého pozorovani ma zjevné (ffl) prvka (n+1

12



kroki na sever a n — 1 krokt na vychod). Podle hofejsi diskuse dostéavame

¢ = |T(n)| = [B(n—1)| = |c(n— 1)] = (2”_2) - (2:—_22)’

n—1

cozZ je

- n—1

(2n=2)! = (2n—=2)I"% 1 (2n -2
(n—1)!(n—1)! _n< >

3. prednaska 17.3.1999

Trik se zrcadlenim se nazyva Andrého princip odrazu. Pochazi od D. An-
drého (1840-1917) ([1]), ktery ho pouzil pii feseni nasledujictho hlasovaciho
problému (ballot problem). Ve volbach soupeii dva kandidati. Kandidat P
dostal celkem p hlast a kandidat @) celkem ¢ hlast. Plati ¢ > p, takze @
vyhral a porazil P. Jaka je pravdépodobnost, 7ze ) neustale vedl pred P
v kazdém okamziku hlasovani? VSechny prubéhy hlasovani povazujeme za
stejné pravdépodobné. Zkuste si to spocitat jako DOM CV.

9B. DUKAzZ poMoci UZAVORKOVANI. Druhy dikaz publikoval Ru-
benstein v r. 1994 v [17]. Uzdvorkovanim rozumime posloupnost u =
a1, as, . .., a,, kde a; = [ nebo a; =] a mame celkem n levych a n pravych
zavorek. Dobré uzavorkovdani je uzavorkovani, jehoz kazdy pocatecni usek
obsahuje alespon tolik levych zavorek jako pravych. Necht B(n) je mnozina
vSech uzévorkovani s 2n zédvorkami a A(n) C B(n) je podmnozina dobrych
uzavorkovani.

Pozorovani. Mame bijekci mezi T (n) a A(n — 1).
Dukaz. Prakticky stejny jako pro miizové cesty. Krok vzhiiru (dol) pii
obchézeni stromu nyni odpovida levé (pravé) zavorce. O

Zatim to jsou mrizové cesty v trochu jiném havu. Vyuzijeme vlastnosti uza-
vorkovani, kterd nam je divérné znama jiz ze zakladni skoly.

Pozorovani. Uzivorkovani u = ay, as, ..., as, je dobré, pravé kdyz mu-
zeme {1,2,...,2n} sparovat do n dvojic iy < ji,...,0, < j, tak, ze a;, = |,
aj, =] a nikdy nenastane i, < i, < j, < j,. Toto sparovani je navic jedno-
zna¢né. Dvojicim a;, a a;, budeme fikat pdry (zavorek).

13



Dukaz. Neni-li u dobré, pak jeho néktery pocatecni tsek obsahuje vice
| nez [. Pak ale popsané sparovani zjevné nemitze existovat. Naopak, necht
u je dobré. Indukci podle n dokazeme existenci a jednoznacnost sparovani.
Ziejmé a; = [ a a;11 =] pro nékteré i. Pak 7 a i+ 1 museji byt spolu v kazdém
sparovani. Z u vyhodime a; a a;;1, ¢imz dostaneme zase dobré uzavorkovani.
Nyni uzijeme indukéni predpoklad. a

Tvrzeni. Pro obecné uzivorkovani « mame rozklad
u = uq|usg] . . Juglvvgl. . . [va]vr,

kde £ > 0 a u;, v; a v jsou dobra uzavorkovani. Tento rozklad je jednoznacny.

Diikaz. Jednoznac¢nost plyne hned z definice dobrého uzavorkovani: po-
¢atecni dobré tiseky u; a u} museji byt v obou pfipadnych rozkladech stejné,
takze uy = u}, a stejné tak dale. Oba rozklady splyvaji.

Ukézeme existenci. Pro dobré u rozklad trivialné existuje (k = 0 a u = v).
Necht u neni dobré. Pak mizeme psat u = uy]r, kde uy je dobré (a r neni
vitbec uzavorkovani). Ze symetrie mame, Ze té7 u = s[vy, kde vy je dobré (a
s neni uzavorkovani). Po¢atecni tisek u1[ a koncovy tsek |v; se neptekryvaji,
jinak by totiz celé u bylo dobré. Takze mame rozklad v = uq|v]vy, kde u; a vy
jsou dobréd a v nyni je uzavorkovani (mozné prazdné). Na v uzijeme induké¢ni
predpoklad a mame hledany rozklad. a

Uvazme nyni nasledujici zobrazeni F' : B(n) — A(n). Dané u € B(n)
rozlozime jako u = uqjus] .. Jug|v[vg]. . . [v2[v1 podle posledniho tvrzeni a de-
finujeme

F(u) = upfug|. . . [ug[v]vg] . . .Jug]uy,

tj. oto¢ime nesparované zavorky. Je jasné, ze F'(u) je dobré a ze otocené
zédvorky se sparuji spolu: zavorka uq[us se zavorkou vo]v; atd.

Tvrzeni. V zobrazeni F' ma kazdé w € A(n) pravé n + 1 vzort.

Dukaz. Necht w € A(n). Hnizdo ve w je takovy systém do sebe
vnofenych pari —[—[...[—]...]-]— ze sparovani w, Ze sousedni pary
...[=]--.]=]... uz neoddéluje zadny jiny par w a ze uplné vnéjsi par neni
obsaZzen v zadném péaru w (Gplné vnitini par mitize obsahovat jiné pary w).
Snadno se vidi, ze F'(u) = w, pravé kdyZ u vznikne z w otocenim zévorek
v nékterém (i pfipadné prazdném) hnizdé w. Po chvilkové meditaci je stejné
tak jasné, ze w obsahuje presné n + 1 hnizd: kazdy par w je uplné vnitinim
parem pravé jednoho hnizda a pak mame jesté prazdné hnizdo. O

14



Ziejmé |B(n)| = (2:) a podle posledniho tvrzeni [A(n)| = —=5|B(n)| =

#1(2:) = ¢11- Podle hotejsf bijekce | T (n)| = [A(n — 1) = cp.

10. DALST KOMBINATORICKE STRUKTURY POCITANE CATALANOVYMI
¢isvy. Stanley [22] jich uvadi 66. My jich uvedeme jen par. Struktury ilu-
strujeme vzdy prikladem pro ¢4 = 5.

Triangulace n-thelniku:

AR R

Posloupnosti prirozenych ¢isel 1 < ay < ay < --- < a,, spliwujici a; < i:

111,112,113, 122, 123.
Posloupnosti prirozenych ¢isel 1 < ay < ay < - -+ < a, spliujici a; < 24
12,13, 14,23, 24.

Permutace mnoziny {1,2,...,n} neobsahujici rostouci podposloupnost
délky 3
132,213,231, 312, 321.

(Jen jedna permutace je zakdzana.)
Permutace mnoziny {1,2,...,n} neobsahujici podposloupnost typu 312,
tj. ty a1asy. .. ay, Ze neexistuji tii indexy 41 < i < i3, Z€ a;; > Q5 > Q-

132,213, 231,123, 321.

(I zde je zakdzana jen jedna permutace.)

Nekfizici se rozklady {1,2,...,n}. To jest rozklady {1,2,...,n} = P, U
Py U .- Py, pro néz neexistuji 1 < a < b <c<d<ntak, ze a,c € P; a
b,d € P; pro néjaké i # j. Pro n = 3 jich mame pét:

123, 12|3, 13]2, 23|1,123,

Je to ovSem trochu nejapny priklad.
Hromadky minci v roviné s n mincemi v dolni radeé:
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OO0 000 OO0 000 00O

Nakonec zminime zajimavy vysledek kolegy P. Valtra ([24] a [25]). Neé-
jakych n bodu v roviné tvori konvexni retézec, pokud — usporadame-li je
podle vzrustajicich hodnot z-ovych souradnic jako by, bs, ..., b, — jsou smé-
rové vektory b, 1 — b; usporadany monotoné proti sméru hodinovych ruci-
¢ek. Necht A, je jev, ze n bod vybranych ndhodné a nezavisle v jednot-
kovém ctverci tvori konvexni fetézec. Necht B, je jev, ze tyto body tvori
vrcholy konvexniho n-thelniku. Je jasné, ze kdyz nastane A,,, nastane i B,,:
Pr(A,B,) = Pr(4,).

Plati ([25]):

Pr(A,B,) Pr(4,) 1

PrdalB) = 50B) = Pr(By) e

Pravdépodobnost jevu A, podminéna jevem B, je rovna prevracené hodnoté
Catalanova ¢isla!

11. ZJEMNENT CATALANOVYCH CISEL. Necht n(a,b) je pocet stromi
s a vrcholy a b listy, kde list je vrchol bez ditéte. PoloZzime n(1,1) = 1.
Napiiklad n(4,2) = 3 a n(4,1) = n(4,3) = 1. Zfejmé n(a,b) > 0, pravé kdyz
1 <b<a-—1 (kromé a = 1). Dale je jasné, 7e

a—1 -
n(a,b) =c, = l<2a 2).

) a\a—1

Il
—

Co se da o ¢islech n(a,b) fici? Nasadime na né GF a uvidime. Pfipominame,
7e pro T' € T pocitd v(T) pocet vrcholi stromu 7. Zavedeme jesté funkci
I(T), kterd pocita pocet listi T. Definujeme GF o dvou proménnych

Clr,y) = > 2Dy D = 3~ n(a, b)a"y".

TeT a,b>1
4. prednaska 24.3.1999
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Kombinatoricky rozklad 2 z 1. prednasky nam dava vztah
Clz,y) —zy = C(z,y) - (Clz,y) — 2y + ).

Nezapomnéli jsme na to, ze jednovrcholovy T, nepfispiva zadnym listem.
Takze, oznac¢ime-li na chvili C'(z,y) jako C,

C*—C-(1—z+mxy)+ay=0

C’:%(l—x+xy—\/(1—x+xy)2—4:1:y).

Je jasné, 7Ze substituce y = 1 (kterou miZeme provést, protoze C(x,y) je
mocninnd fada v x, jejimiz koeficienty jsou polynomy v y, nikoli mocninné
fady v y) vymazava informaci o listech. To jest, C'(z,1) = C(x) a substituce
y = 1 v poslednim vzorci dava formuli 4b z 1. prednasky.

Cisla n(a, b) jsou tzv. Narayanova cisla. Plati pro né vzorec

o= 5( ) (00)

Méame n(a,b) = [2%9°]C(z,y), ale nezndm Zadny efektni vypocet, kterym
bych vam posledni vzorec odvodil z formule pro C'(x, y). Pomoci Lagrangeovy
inverzni formule (LIF) se d4 odvodit z kvadratické rovnice pro C(z,y), ale k
LIF se dostaneme az pozdéji.

Symetrie binomickych koeficientit () = (") je jiz téméF nasi druhou
prirozenosti. Je pozoruhodné, zZe Narayanova ¢isla maji tuto vlastnost také:

n(a,b) = n(a,a —b).

Mizeme to dokézat z explicitniho vzorce pro n(a, b), kombinatoricky pomoci
bijekce nebo pomoci GF. OvSsemze volime posledni moznost. Substituce x :=
xy,y = 1/y prevadi C'(x,y) na mocninnou fadu D = D(x,y) = C(xy,1/y),
piicem? pro a > 1 plati [#7y°]D = [2%y*~*]C. Stadi tedy ukazat, 7e D — x =
C — xy. To je ale témér ocividné, protoze pro D dostavame vzorec

D= %(1—xy+x—\/(1—xy+:1:)2—4x)
a, jak se snadno presvédcime,

(1—z+ay)? —day = (1 — 2y +2)* — 4.
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[I. STIRLINGOVA FORMULE

Nyni slibeny diikaz Stirlingovy formule. Pro n — oo plati

nl = (14 0(nY)Vamn (9)

e

Lemma. Pro m — oo plati

m+1/2
logm = / logz dz + O(m™?).
m—1/2
Dukaz. Jak zndmo, [logz = zlogz —x alog(l+z) =z — "’“’2—2 + 2—3 —
Takze

m+1/2 N log(m? —1/4)

(xlogx — x)mﬂg = mlog m—12 5 -1
~ mlog (1 N _ _11/2> N log(1 — ;/(4m2))
+logm — 1
= — 1711/2 = 5m T1/2)2 —1+0(m™?) +logm
~ 2(m :11/2)2 +Om™) +logm

= logm + O(m™?).

S pouzitim lemmatu a Taylorova rozvoje pro logaritmus mame, Ze

logn! = Z_Qlogm = Z(

m=2

m+1/2
/ logx - dx + O(m_2)>

m—1/2
n+1/2
= ¢ +0(nh —|—/ logx - dx
3/2
= (n+1/2)log(n +1/2) — (n+1/2) +c, +O(n™ )
= nlogn —n+ 3logn+c+0(n™").
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Odlogaritmovani nam dava vztah

n! = (14+0(n™Y))Vdn <E>n,

(&

kde d > 0 je neznamad konstanta. Spoc¢itame, ze d = 27. (Postupujeme podle
cvifeni v Tenenbaumovi [23].)
Pouzijeme tzv. Wallisiv integral

/2
W, = / (cosx)"dx.
0
Je nabiledni, ze Wy = /2 a Wi = 1. Integrace per partes dava

/2
W, = sinx- (cos x)“_1|g/2 + (n — 1)/ sin?x - (cosz)" 2 - dx.
0
= 0+ (n—1)W,_o—W,).
(Pouzili jsme rovnost sin?z = 1 — cos? x.) Takze, pron > 1,

1
w, =2

: Wn—?-

n

Pomoci této rekurence a jiz dokazané netplné Stirlingovy formule dostavame

2n—1)2n—3)-...-1
2n(2n —2)-...-2

(2n)!
(2mm)?

T 2
5 )

dn

W2n =

T
2

o

Podobné

Wo 2n(2n —2)-...-2 - (2nn!)? d
= o )@n—1)-...-1 - @2+l Ve

Z definice W,, plyne bez trapeni, ze

Wn < Wn—l < Wn—?-

Proto, podle rekurence,
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Tedy W, _1/W, — 1 pro n — oo. Nutné

(m/2) - 4/2/dn oy
\/d/8n

To je ovSem mozné, jen kdyz d = 27.
I1I. DVAKRAT O ZAHADNE MOCNINE 4"

OBRAZCE. Postupujeme podle ¢lanku Woana, Shapira a Rogerse [28].
Obrazec velikosti n je dvojice miizovych cest (typu sever-vychod, zndme je z
druhé prednésky) délky n, které maji spoleény pocéateéni a koncovy bod, ale
jinak se neprotinaji. Mnozinu obrazci velikosti n oznacime jako A(n).

Vétigka. Pro kazdé n plati [A(n)| = ¢, = 2 ('77).

n\n—1

L ! L

Nas ale vice zajima
Véta. Pro kazdé n plati

P,:= Y Plocha(X)=4""2
X€eA(n)

To objevil a dokazal nékdy pred rokem 1985 Schwarzler. Napiiklad v
poslednim obrazku mame ¢tyfi obrazce s plochou 3 a jeden obrazec s plochou
4, coz dohromady dava 16.

Woan, Shapiro a Rogers uvadéji, ze neni znamo, zda se pro kazdé n da
beze zbytku a bez prekryvani pomoci ¢, obrazci velikosti n (miZeme je
otddet) pokryt Sachovnice 2772 x 2"~2, P¥ipad n = 5 se ¢trndcti obrazci a
standardni Sachovnici 8 x 8 je pry ,amusing puzzle“. VyzkouSejte si puzzle
za DOM CV.
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5. prednaska 31.3.1999

Dikaz véticky. Odvodime explicitni vzorec pro obecnéjsi velicinu b(n, k)
rovnajici se poc¢tu k-otevrenych obrazcu velikosti n, jimiz rozumime dvojice
miizovych cest délky n se spole¢nym pocatecnim vrcholem, které se jinak
neprotinaji a jejichZ koncové vrcholy maji vzdalenost kv/2. Plati rekurence
(k>1,b(n,0)=0)

b(n,k) =b(n—1,k—1)+2b(n—1,k) +b(n—1,k+1).

Jsou totiz dvé moznosti, jak obé cesty po jednom kroku zlistanou stejné
daleko, ale jen jedna moznost, jak se po jednom kroku rozejdou nebo sejdou

0V2.

Indukci podle n dokdzeme vzorec

bn, k) = %(HQ_”IJ

Pro n = 1 plati: 6(1,0) = 0 a b(1,1) = 1. Déle jde jen o manipulaci s
binomickymi koeficienty. Protoze 2k = (k— 1)+ (k+ 1), mizZeme po dosazeni
vzorce do pravé strany rekurence zjednodusSovat:

b(n,k — 1)+ 2b(n, k) + b(n, k + 1)
k—1 2n 2k [ 2n k+1 2n
= += +
n n—k+1 n\n—k n n—k—1
_ k=1( 2n+1 +k+1 n+1
N n \n—k+1 n n—=k)

(Pouzili jsme zakladni rekurenci (Z) = (“;1) + (Zj)) Rozepiseme-li % =

k=1 _ _k k - c kel Siis . :
- — + 707 a stejné tak i %=, dostaneme, znovu s pouzitim zakladni

binomické rekurence, ze se posledni vyraz rovna
k 2n + 2
n+1l\n—Fk+1
1 2n +1 2n +1
_ k+1 — 1—k .
+n(n—|—1) ((n—!— * )<n—k> (n+ )<n—k—|—1>>

Rozdil v zavorce je roven nule a tak

b(n+1,k)=b(n,k—1>+2b<nak>+b<"ak+”=—nL(nQ—n;ﬁl)'
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Tim jsme vy¥idili i |A(n)|, nebot

Am)| = b(n —1,1) = — (2”_2>=1<2”_2>=cn.

n—1\n—2 n\n—1

Dukaz véty. GF pro ¢isla b(n, 1) jiz méame:

Clw) )

D(a) = X b 1)a" = ¥ cppis” =

n>1 n>1

(C(x) je GF Catalanovych ¢isel.) Tvrdime, Ze GF pro ¢isla b(n, k) je rovna

k
> b(n, k)a" = (Z b(n, 1)x")) = D(2)*.

n>1 n>1

Abychom to nahlédli, v k-otevieném obrazci velikosti n rozdélime obé cesty
na useky délky li,1ls,...,l;, kde [; je jednoznac¢né urceny pocet kroku od
po¢atku do okamziku, kdy jsou obé& cesty naposledy daleko v/2, Iy je jedno-
znac¢né urceny pocet kroki od této chvile do okamziku, kdy jsou obé cesty
naposledy daleko 2v/2 a tak déle. Jisté Iy + Iy + - - - + I = n. Pocet moznosti
pro i-ty tsek obou cest je ale stale b(l;, 1), protoze Sikmym posunutim tseku
dolni cesty o (i — 1)y/2 ztotoznime poc¢ate¢ni vrcholy a obdrzime 1-otevieny
obrazec velikosti [;. Tudiz b(n, k) = > b(ly, 1)b(l3,1) - - - b(lg, 1), kde s¢itame
pres vSechny k-tice prirozenych ¢isel I; spliujici Iy + 1o + -+ + 1, = n. To je
piesné koeficient u 2" v D(z)*.

Pro pfirozené m rozumime m-diagondlou diagonélni (severozapadni smér)
posloupnost m jednotkovych ¢tverecki. Déle, B(n, m) oznacuje celkovy pocet
vSech m-diagonél ve vSech obrazcich X € A(n). Napiiklad obrazec
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prispiva 3 do B(8,1), 3 do B(8,2), 1 do B(8,3) a 0 do B(8,m) pro m > 3.
Je jasné, ze hledand plocha P, se rovna

> mB(n,m).

m>1

Tvrdime, ze GF pro ¢isla B(n,m) je

Bpn(z) := > B(n,m)a" = (Z b(n,m)x") = D(x)*™.

n>1 n>1

Vskutku, m-diagondla rozdéluje obrazec X € A(n) na dva m-oteviené ob-
razce velikosti I a Iy, kde Iy + Iy = n. Proto B(n,m) = Y. b(ly, m)b(lo, m),
kde sc¢itame pres dvojice prirozenych ¢isel splhujici [} + [, = n.

Pro GF celkové plochy dostavame formuli

P(z) = > Pa"=> a"> mB(n,m)

n>1 n>1 m>1

= > m> B(n,m)a"=> mBy,(z)
m>1 n>1 m>1

= > mD(z)*™.
m>1

Binomicka véta pro exponent —2 pravi, ze

2 3 _
T4+22°+ 327+ = (l—x)z'

Proto D(a)?
PO = Ty

Protoze D(z) = C(x)/x—1a C(z)>—C(z)+x = 0, mdme D = C?*/x. Takze

Plz) = C*/z? B C*/x? B C?
 (1-D)(1+D)? (2-C/x)2C%/22 (2 —C/x)?
r2C? r2C? r2C?
- (2:)5—0)2:4x2—4xC+C’2:4x2—4xC’+C’—x
22C? x?

(1—42)(C—2) 1-—4a’
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Tudiz P, = [z"|P(x) = [z"]|2?/(1 — 4x) = 4", 0

STROMY. NA&$ druhy piiklad pracuje se (zakofenénymi a rovinnymi)
stromy. Postupujeme podle ¢lanku Klazara [9]. Je-li v € V(T') vrchol stromu
T € T, oznacuje d(T,v) pocet jeho déti.

Véta. Plati
ZEED VD DIF A ! (4"‘1 - <2n i 2)) .
TET (n) veV(T) 2 n—1

Ddukaz. Nejprve k, vylozime trochu jinak. Kostata jsou tyto stromy:

LN N

(Stromy vysky 1.) Kosté K je obsaZeno ve stromu T tehdy, kdyZ se K ob-
jevuje v T jako orientovany podgraf. Ocividné k, pocitd vsSechna kostata
obsazend ve viech stromech T € T (n), protoze 247 je pocet téch kostat
obsazenych v T', jejichz koren splyva s v.

Na zalezitost s ko$taty se nyni podivame z jejich hlediska. Ziejmé je k,
rovno také poc¢tu rozsireni néjakého kostéte K na néjaky strom 7' € T (n).
Generické rozsiteni K na T vypada takto:

T,
T T
U
Us

Si
S2

-

K je vyznaceno tucné, v nasem prikladu ma k& = 2 vrcholy. Do mezer mezi
sousednimi hranami K vkladame libovolné a nezévisle 2k — 1 stromta 7; € 7.
Z korene K spustime cestu s [ > 0 vrcholy (v nasem piikladu je | = 2), do
nichz zakorenime libovolné a nezavisle 2[ stromu U; a S;. Jediné omezeni je,
ze celkovy pocet vrcholi musi byt n.
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Po chvilkové meditaci nad obrizkem vidime rovnost

K@) = ¥ k" = ¥ (&) DT (@)

n>1 1>0 z k>1 z
Takze
1 2 2
K(r) = oz Cfr _ °C
1-C%?/x C 1-C?/z (x—C?)?
z2C z2C z2C

(22 —C)? 422 —420+C —2 (1 —42)(C —x)

x xr x 1++v1—4dx
1—4z C 1—4x 2

1 T n T
Co2\1-da  V1-dz)’
Pomoci binomické formule s exponentem —1/2 dostdvame

Be = 0K () = (0 - 40) 7 (1 ) )

2
1 2n — 2
= — (4! )
(e (000)

6. prednaska 7.4.1999

V celém pocitani jsme ale o kostatech potiebovali védét jen to, Ze pro
kazdé n € N mame pravé jedno kosté s n vrcholy. (Tomu odpovida koeficient
1 u 2F v prvni formuli pro K(z).) DAl jiz nic nezavisi na tvaru kostéte.

Dokazali jsme vice:

Pozorovani. Necht §,S C 7T je tfida stromt, v niz je pro kazdé n € N
pravé jeden strom s n vrcholy. Necht, pro T € T, funkce ws(T) pocita
celkovy pocet zptsobi, jak se néjaky strom z S objevuje ve stromu 1" jako

orientovany podgraf. Pak

wsn) = ¥ ws(T) = 3 (4"—1 + (2” B 2)) |

TET(n) n—1

Dukaz. Stejny jako pro tiidu kostat.
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Pomoci pozorovani odvodime dalsi vysledek, v némz se ,,zahadné“ ob-
jevuje mocnina ¢tyF. Pfipominame, ze kazdy strom T € T je téz Castecéné
usporadand mnozina: pro dva vrcholy u a v polozime u <7 v, pravé kdyz u
lezi na cesté spojujici kofen a v. Rekneme, Ze vrcholy u a v jsou ve stromu
T porovnatelné, pokud u <7 v nebo v < u.

Véta. Plati

> #{(u,v) € V(T) x V(T) : waw jsouv T porovnatelné} = 4" ",
TeT(n)

Dikaz. Pozorovani pouzijeme pro tiidu stromi S rovnou cestam:

.

Nyni ws(n) po¢itd vSechny dvojice vrcholt (u,v) ve vSech stromech T €
T (n), ze u <r v. Hledana hodnota se proto rovna dvojnasobku ws(n) minus
pocet diagonélnich dvojic (u,u) (bez odecteni bychom je zapocetli dvakrat):

2usn) ~ Y Y 1=4"-1+(2"‘2)—n~cn=4"-1.

TET (n) ueV(T) n—1

IV. LAGRANGEOVA INVERZNI FORMULE

Lagrangeova inverzni formule (LIF) je velmi uzite¢ny klasicky vysledek o
mocninnych radach.

Véta (LIF). Necht ¢(u) € Cl[u]] je mocninnd Fada spliujici ¢(0) =1 a
w = w(u) € Cl[u]] je jednoznaéné urcené feseni funkciondlni rovnice

w=u-p(w).
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Pak

n—l] n

p(u)".

Je-li f(u) € C[[u]] dalsi mocninné fada, plati obecnéji

[w"] f(w) = Z[u" 1 f (u)p(u)".

Dukaz. Pozdéji. O

[u"w = Au

Ekvivalentni disledek. Necht o(u) € Cl[u]], pfi¢emz [u’]p = 0 a
[ul]lp = 1. Pak

Diikaz. Rada w = w(u) = ¢~ (u) je feSenim rovnice u = p(w), kterou
piepiSeme jako w = u - (w/p(w)). Zbytek plyne pomoci LIF. Obdobné se
naopak odvodi LIF z vysledku o funkcionalnim inverzu. O

Predvedeme si nékolik klasickych pouziti LIF. Nejprve spocitame stromy
T € T s danym poctem vrcholt, jejichz kazdy vrchol mé stupen (tj. pocet
déti) rovny 0 nebo 3. Hledany pocet oznac¢ime jako a, — napiiklad a; =
1,a9 =0 a ay = 3 — a definujeme GF

A=Ax) =) aa™

n>1

Ma-li strom T vice vrcholi nez jeden, ma jeho kofen tfi déti a v nich jsou
zakorenéné tii stromy téhoz typu. Dostavame rovnici

A=2+1A% =21+ A%,
ktera je $ita na miru LIF. Podle ni
a, = [z"]A= %[x"‘l](l + 23"

- %@szQ

pro n — 1 délitelné tiemi a a,, = 0 jinak.
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Uplné stejné se spocitaji stromy, jejichz vrcholy maji stupen rovny 0 nebo
k. I vzorec pro Catalanova ¢isla vyplyne pomoci LIF: rovnice C? —C +2 =0
se prepise jako

x
“=1"¢
a podle LIF
¢, = [2"]C = %[x"_l](l —z)™"
17,n—1 —-n k L —n n—1
e = — — _1
e (V) et = (e
_ 1 (—n) - (—n—1)-...- (—2n+2) (1)
n (n—1)!
1 n-(n+1)-...-2n—-2) 1(2n-2
on (n—1)! S n\n-—1)
Podivejme se, co ndm LIF fekne o feSeni w = w(t) € C[[t]] rovnice
w="1t-e".
Rika, ze
n 11yn—17,nt nn—l
Takze )
n" "
w(t) = Z n!

Podobnost s Cayleyovou formuli n"~2 pro pocet vsech oznacenych (ne zako-
fenénych rovinnych) stromi na mnoziné {1,2,...,n} neni ndhodna, takto ji
pozdéji odvodime. Obecna verze LIF s (napifklad) f(t) = #* nam d4

nn—?

(n—2)!"

Pu)? = Lo = 2

Koeficient [t"]w(t)? 1ze vSak spocitat pifimo z definice, vyjde jistd suma. Po-
rovnanim tak jako vedlejsi produkt LIF dostavame identitu

nf <n> i — )" = 2(n — )2,

i=1 ¢
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(Ve jsme vynésobili n!.) Jde o specidlni piipad Abelova zobecnéni binomické
formule.

NEZAVISLE MNOZINY. Jako posledni piiklad uzite¢nosti LIF nalezneme
celkovy pocet vSech nezdvislych mnozin ve vSech stromech T' € T (n). Postu-
pujeme podle Klazara [9]. Mnozina X C V(T') je nezdvisld, nejsou-li zadné
jeji dva vrcholy spojené hranou. Pocet vSech (véetné () nezdvislych podmno-
zin v T oznac¢ime w(T') a pocet t&ch z nich (opét véetné (), které neobsahuji
kofen stromu T, jako z(T'). Zajimaji nas velic¢iny

win):= Y w() a z2(n):= > z(T).

TeT (n) TeT (n)

Pro ilustraci uvadime hodnoty funkci w a z na ¢tyrvrcholovych stromech:

1 (3n—-3 1/3n -2
w(n) = a z(n)=— .
n—1 n n\n-—1
Dukaz. Jak pocitat w(T) a z(T) pro dany strom T? Je-li T jednovr-
cholovy, mame z(T) = 1 a w(T) = 2. M&-1i T vice vrchold, oznacime jako

T1,T,, ..., T, podstromy zakorenéné v détech korene T'. Lehce se nahlédnou
rekurence

A1) = TTw(@) a () = [Lw () + [T 1)

Prvni je jasnd, nezavislou mnozinu ve stromu 7' neobsahujici kofen dostaneme
tak, ze v kazdém podstromu 7; zvolime libovolné nezavislou mnozinu. V
druhé rekurenci jesté pripoc¢teme nezavislé mnoziny, které koren obsahuji.
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Definujeme GF

Fr)=Y whn)a" =Y w(@2'®D a G@)= 2(n)a" =Y 2(T)z"™

n>1 TeT n>1 TeT

(v(T') poc¢ita vrcholy stromu T'). Rekurence se prekladaji do rovnic

T

Glz) = zY Fo)f=—"—
@) = » TP =
Fiz) = 2Y G@)f+2Y Fa)f = ? -+ ° .
(z) ,;, (z) ];0 (z) G T1-F@)
Dostali jsme soustavu
x x x
P i=r* 1%

7. prednaska 14.4.1999

Eliminujeme-li ze soustavy G' (G v prvni rovnici nahradime z/(1 — F)),
obdrzime po tpraviach vztah F3 — 2F? + (1 + 22)F + 22 — 2z = 0. To moc
nadéjné nevypada. Eliminujeme-li F' (z druhé rovnice vyjadiime F jako F' =
1 — 2/G a dosadime do prvni rovnice F = z/(1 — G) + G), obdrzime po
tpravach vztah G — 2G? + G — 2 = 0. Jinymi slovy,

“=ta-op
A to je jina kava. Podle LIF
z(n) = [2"|G(z) = %[:U”_l](l _ x)—?n
s ()

_ 1 (3n-2
= =)
Jak ale dopocditat w(n)? Ukdzeme, Ze je splnéna linedrni diferencidlni

rovnice

3xF' — 42G' — 2(F — G) = 0.
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Ta pro koeficienty dava relaci (3n — 2)w(n) = (4n — 2)z(n). Vzorec pro z(n)
tak po lehkych tpravach poskytne i vzorec pro w(n):

w(n):ni1<3nn_3>'

Zbyvéa dokézat onu relaci mezi F’, xG" a F — G. Z vychozi soustavy pro
F a G je jasné, ze

T
1-G°

Zderivujeme-li podle z kubickou rovnici pro G a vyjadiime-li G, dostaneme

G' =1/(3G* — 4G + 1). Takze

F-G=

T 1 T

G2_4G+1 1-3G 1-G

G =
T3

Kone¢né, zderivujeme-li podle x rovnici F' = z/(1 — G) + G, dostaneme
F' =G +1/(1 - Q) +2G'/(1 — Q)2 Diky 2/(1 — G)? = G méme F' =
G'+1/(1 - G)+ GG'. Takze

T 2 - 2G T

/! ! .
xF _1_G+(1+G)a:G =1 30 1_¢

7 téchto vyjadieni o F', G’ a F' — G vyplyva, Ze jejich linedrni kombinace s
koeficienty 3, —4 a —2 je identicky nulova. O

DukAz LIF. Postupujeme podle knihy Gouldena a Jacksona [7]. Od
C[[z]] pfejdeme k obecnéjsi struktuie

C((ZL’)) = {ZnZk anxn Dap € Cak S Z}a

to jest k rozvojim s koneénym poctem mocnin se zapornym exponentem.
Rik4 se jim Laurentovy fady. (C((z)),+,-) je téleso: oznacime-li pro f €
C((z)) jako val(f) nejmensi k € Z takové, ze [#F]f # 0, mame f = V(g
kde g € C[[z]] a [2°]g # 0, a 1/f = a7 Ng=1 (jak vime, g~' v C][z]]
existuje).

Reziduem f € C((x)) rozumime koeficient [z~1]f. Jeho vysadni postaveni
plyne ze skute¢nosti, ze ! jako jedina celo¢iselnd mocnina 2", n € Z neni
derivaci zadné fady g € C((x)).
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Pozorovani. Pro kazdé dvé Laurentovy fady f,g € C((x)) plati identity
27 f =0 a [27Yf'g=~[z""]fg"

Diikaz. Prvni rovnost je ona zakladni vlastnost rezidua. Druhé plyne z
ni a z Leibnizovy formule (fg)' = f'g + f¢'. O

Tvrzeni (reziduum a substituce). Necht f,r € C((x)) jsou Lauren-
tovy fady, pficemz k = val(r) > 0 (aby substituce f(r(z)) byla definovana).
Pak

kla™'f(2) = [a7'1f (r(2))r' (2).

Dukaz. Nejprve ovéiime specialni piipad f(z) = 2", n € Z. Pron # —1

[z (@)™ (2) = izl ] (r(2)") =0,

podle zékladni vlastnosti rezidua. Vlevo mame té7 nulu: k[z~!]a™ = 0.
Necht n = —1. Mame r(z) = bz*h(z), kde b # 0 a h € C[[z]] spliuje
h(0) = 1. Tedy existuji mocninné fady 1/h a log(h). (Jak vime, log(h) =
log(1+ (h—1)) =X ,>1(=1)"(h — 1)™/n.) Podle zékladni vlastnosti rezidua
[z r(2x) Y (z) = [z7o e h(x) " - (Dka® T h(z) + ba* R (z))
= [o7(ka™" + W (x)/h(z)) = k + [z7"](log h())
= k.
Vlevo méame taky k: [z ']kz~! = k.
Pro obecnou Laurentovu fadu f(x) = 3,5, a,x™ se k[z7!]f rovnd ka_;.
Co7 se rovna pravé strané, podle pfedchozi tvahy totiz

[27] z:lanr(x)"r'(x) = [z a_1r(z) "' (z) = a_,k.
B O

Vlastni ditkaz LIF. Dokazujeme vétu ze strany 26. Rada w = w(z) €
C[[z]] je Fesenim rovnice w = x - p(w). Polozime ®(x) = x/p(x). Pak, podle
piedpokladu o ¢(z), val(®) = 1. Dale ®(w(z)) = =, a tak w(z) = ®(z)Y,
Pro libovolnou mocninnou fadu f a ¢islo n € N dostavame

"] f(w(z)) = [27 N2 f(@(a) )
= [o7" ()" f(2) @' (x)
= —; 7 (@) (@)
= L7/ (@)@(=)™
= "N @)@
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Na druhy fadek jsme piesli pomoci substituce x := ®(z) a posledniho tvrzeni.
Na ¢tvrty jsme se dostali pomoci druhé rovnosti z posledniho pozorovani. Pri
prechodu na péty jsme ®(x) nahradili x/p(z). O

V. SCHRODEROVA A MOTZKINOVA CISLA

Jsou to blizci pribuzni Catalanovych ¢isel, protoze jejich GF splhuji kva-
dratické rovnice.

SCHRODEROVA CisLA. P bud konvexni n-thelnik s vrcholy oc¢islovanymi
1,2, ..., n proti sméru hodinovych rucic¢ek. Rozrezanim P rozumime jakykoli
(i prazdny) systém thlopticek v P, v némz se zadné dvé thlopiicky nekiizi.
Napriklad pro n = 5 mame téchto 11 roziezani:

ARZIRNN/ZE

Jako a, oznacime pocet vSech roziezani P a jako b, pocet téch, v nichz
z 1 nevychazi zadnéa thlopricka. Takze a; = a3 = by = by = 0, a3 = b3 = 1,
ay = 3, by = 2 atd. Nalezneme GF

F=F(x)=) aua" a G=G(z) =) ba™

n>1 n>1

Uvazime roziezani P, v nichz z 1 vychéazi alespon jedna uhlopricka. Roziiz-
nutim P podle nejlevéjsi z téchto thlopricek dostaneme roziezani P; a P,
pricemz v prvnim z 1 nevychézi tthlopricka, druhé je obecné a mnohothelniky
P, a P, maji celkem n + 2 vrcholi. Z tohoto rozkladu plyne rovnice

F
X

8. prednaska 21.4.1999
Druhou rovnici

G =2xF + 23
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dostaneme tak, Ze roziezani P (n > 3), v nichz z 1 nevychézi Zadna ahlopricka
rozdélime na dvé skupiny podle toho, zda vrcholy n a 2 jsou nebo nejsou
spojeny. Oba piipady se lehce prevedou na obecné roziezani (n—1)-thelnika,
a tak vidime, Ze v obou skupinidch mame a,,_; rozfezani.

Eliminujeme-li ze soustavy G, dostaneme pro F' rovnici

2F? + (32° —x)F +2* = 0.
Pro F' tak mame formuli
F =F(z)=j2(1 — 3z — Va? — 6z + 1).

Zvolili jsme Feseni se znaménkem minus, protoZe F(x) = z° + ---. Vime,
ze a3 = 1,a4 = 3,a5 = 11. Odvodime rekurenci pro pocitani a,. Misto I
budeme pracovat s H = £ = 1(1 -3z — V1 -6z +22) = ¥,>3a,2" L.

Protoze
(x—3)-H =
(1-6z+2%) -H =

H(=3+ 10z — 32> — (x —3),/ ")
L(—3+18z — 32> — (z — 3)\ /"),
spliuje H diferencialni rovnici

(1 -6z +2°)H — (v —3)H = 2z.

Pro n > 1 je tedy koeficient u ™ v mocninné fadé vlevo roven nule, coz je
vyjadieno vztahem a, 2(n 4+ 1) — a,41(6n — 3) 4+ a,(n — 2) = 0. Takze
(6n — 3)apy1 — (n — 2)ay,

n+1 '

Ap4+2 =

Dostavame hodnoty

21-11—-2-3 27-45—-3-11
a6=#=45, a7 = 5

=197,...
Posloupnost
{sn}n>1 = {an}n>s = {1,3,11,45,197,903, 4279, 20793, . . .}

se nazyva posloupnosti Schriderovijch cisel. Je pojmenovana podle E. Schro-
dera, ktery ji zavedl v roce 1870 v [19].
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Uvedeme si tii explicitni vzorce pro s, vyskytujici se v literature.
1 & Jj+n
AP Y ( )05
oo L g (ML) (2n =
n+1 i=0 J n

3

n+1) 1-2j
2n —2j — It 3vHm=
- , 1).
° z:: (n—|—1—2]) p (1> 1)
V poslednim vzorci (2m + 1)!! oznac¢uje lichy faktorial, souc¢in 1-3-5-...-
(2m +1).
Za DOM CV uhodnéte, ktera ze ti'i formuli se d4 odvodit LIFou, a odvodte
ji tak.

Singularita funkce v/1 — 6x + 22 nejbliz$i k pocatku se dostane z kvad-
ratické rovnice 22 — 6z + 1 = 0, jejiz FeSeni jsou 3 £ 2v/2. Schroderova &isla
tedy rostou zhruba jako (3 —2v/2)™™ = (3 +2v/2)" = (5.828...)".

DALST STRUKTURA POCITANA SCHRODEROVYMI CiSLY. Pro pevné n €
N uvazme rozklad mnoziny [I] = {1,2,...,1} (I miZe byt libovolné) na n
blokﬁ pfiéemi (i) zadna dvé éisla mam+ 1 nejsou v témée bloku, (ii)

N4

NIV

néjz neexistuji ctyti cisla 1 <a<b<c < d <[ a dva rtzné bloky A a B
tak, 7e a,c € Aab,d € B.

Tyto struktury se daji prehlednéji reprezentovat pomoci posloupnosti.
Misto rozkladu [/] na n blok vezmeme posloupnost u = ajas...q;, kde
a; = a; tehdy a jen tehdy, kdyz ¢ a j jsou v témze bloku rozkladu. Pfidame
jesté normalizacni poZadavek: {ay, az,...,a1} ={1,2,...,n}al<i<j<n
implikuje, ze prvni vyskyt ¢ v u prechazi prvni vyskyt j. Posloupnost u je
pak pro dany rozklad urc¢ena jednoznacné. Je jasné, jak z ni rozklad zpétné
vyCteme. Hofejsi podminka (i) fikd, ze a; # aj11 pro kazdé j. Podminka (ii)
zakazuje vyskyt podposloupnosti typu abab. Podminka (iii) chce, aby a; = 1
(vzdy a; = 1). Napfiklad r3 = 3, jak dosvédcéuji rozklady

1231, 12321 a 12131.

Tvrzeni. Posloupnost {7, },>2 je posloupnost Schrioderovych ¢isel.
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Dukaz. Odvodime rovnici pro GF

F:Zrnx"=x+x2+3x3+~~.
n>1

Vezmeme libovolny rozklad [/] na n blokd vyhovujici podminkam (i)—(iii) a
reprezentujeme ho posloupnosti u. Vyskyty jednicky rozdéluji u na tseky:
u = lugluol ... lugl. Useky u; se mohou nezavisle na sobé (vzhledem k
podmince (ii) nesdileji symboly) volit jako neprdzdné rozklady spliujici pod-
minky (i) a (ii). Podminku (iii) obecné nespliuji (u; nespliiuji ani norma-
lizaéni pozadavek, to je ale jen forméalni zavada). Necini to velky problém,
snadno se totiz vidi, Ze pocet rozkladi majicich m blokt a spliujicich (i) a
(ii) je pro m > 1 roven 2r,, (chybéjici koncovou jednicku lze vzdy pridat);
pro m = 1 mame jen jeden takovy rozklad. Dostavame rovnici

X

F= OF — g =T
v A T

E>0
to jest kvadratickou rovnici

2F? —(1+2)F +1=0.
Jejim feSenim je mocninna rada

1 —V1- 2
F=F) = + ; 63:+x‘

Coz je, az na nepodstatné odchylky, vzorec pro GF Schroderovych ¢isel. O

MOTZKINOVA CISLA. Zavedl je Th. Motzkin v roce 1948 v [13], kdyZ zkou-
mal nasledujici problém. Na kruznici je umisténo n bodu. Kolika zptisoby se
daji spojit vzdjemné disjunktnimi tétivami? Zadné dvé tétivy nemaji spo-
le¢ny bod a jejich pocet je libovolny, mezi 0 a n/2. Poc¢et moznosti ozna¢ime
jako m,,.

Ulohu mirné preformulujeme. Mame déano n bodt nakreslenych ve vodo-
rovné fadé. Kolika zpisoby je (ne nutné vSechny) miizeme spojit oblouky,
které vSechny lezi nad touto fadou a jsou vzajemné disjunktni? Pro n = 4 to
lze 9 zpusoby:
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Rovnice pro GF
M = Zmnx”=1+x+2x2+~~
n>0

se odvodi lehoulinouc¢ce. Prvni z bodi bud neni nebo je koncovym bodem
oblouku. Neni-li, mtizeme zbylych n — 1 bod propojovat oblouky libovolné.
Je-li, urcuje druhy konec oblouku dvé skupiny bodi, které maji dohromady
n — 2 ¢lent, a na kazdé z nich muzeme libovolné a nezavisle na druhé kreslit
oblouky (mezi skupinami oblouk vést nemtize). Stru¢né feceno,

M=1+xzM + 2> M?.

Kvadratickd rovnice 2> M? + (z — 1)M + 1 = 0 déva vzorec

M:M(I):1—x—m:1—x—\/(1—3x)(1+x).

222 212

Posloupnost
{mn}n>1 ={1,2,4,9,21,51,127,323,835, ...}

je posloupnost Motzkinovych cisel. Je jasné, ze rostou zhruba jako 3".
Rekurence pro m,, se odvodi podobné jako pro Schroderova ¢isla. Pone-
chavame to za DOM CV.
Explicitni formule? Jedna plyne pfimo ze samé definice:

m, = E ( ;{) - # dobrych uzavorkovani s k dvojicemi zavorek

k>0
1 2\ [ n

- Sl (o)
k20k+1 k \2k

Oblouky totiz vytvareji dobra uzavorkovani, kterd jsme spocetli ve treti
prednasce. Jina moznost je vyuzit binomickou vétu a rozvinout podle ni
(1 —32)Y2(1 4 2)'/? v hofej§im vzorci. To po men$im vypoctu da vztah

1 n+2 i
Mn = 2. 4n+l g(_l)n+ +l3lcicn+2—iv
kde ¢, = (2:__12) /n jsou Catalanova ¢isla a ¢g = —1/2.
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DALSf STRUKTURA POCITANA MOTZKINOVYMI CISLY. Jsou ji zakofe-
néné rovinné stromy s n vrcholy, v nichz zadny vrchol s pripadnou vyjimkou
kofene nemé jen jedno dité. (Radu dalsich struktur pocitanych m, uvadéji
Donaghey a Shapiro v [4].) Pocet téchto stromi ozna¢ime a,. Kupiikladu
s = 4:

NNV ¢

Ukéazeme, Ze a, jsou az na posun indexu Motzkinova ¢isla. Pomocnd GF

B=Y ba"=z+a°+---
n>0

pocita stromy, v nichz viibec zadny vrchol nema jen jedno dité. Pro ni mame
— z rozkladu na podstromy zakorenéné v détech korene — vztah

1
Beao(l+ B2+ B 4+...) = (——B).
r(1+B*"+B° +---)=x T g

Takze
x
1-B
Celkem dostavame pro B rovnici (1+x)B? — (1 +2)B +x = 0. Hledand GF
A =3,50a,2" spliluje

(1+2)B=

A=$(1+B—|—B2+--~)=$=(1+$)B.

7 rovnice pro B tak dostaneme hned rovnici pro A, totiz
A= (1+z)A+z(1+1z)=0.
Jejim vyreSenim dostavame motzkinovsky vzorec
A=A(r) =11 +2— V1 -2z - 322)
a vse je jasné.
9. prednaska 5.5.1999
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LITERATURA A INFORMACE O KOMBINATORICKE ENUMERACI. 1.
Knihy. Comtet: Advanced Combinatorics [2], Goulden a Jackson: Combi-
natorial Enumeration [7], kapitoly ve van Lintovi a Wilsonovi: A Course in
Combinatorics [26], Wilf: Generatingfunctionology [27], kapitola v Lovéaszovi:
Combinatorial Problems and Exercises [12], Stanley: Enumerative Combina-
torics Vol T [21] a pravé vysly Vol II [22], pasdze v Knuthovi: The Art of
Computer Programming [10], dvé kapitoly v Handbook of Combinatorics
[8] a sice 21. Gessel a Stanley: Algebraic Enumeration a hlavné 22. Odlyzko:
Asymptotic Enumeration Methods. Vétsina toho ovSem v knihovné v Karliné
neni. 2. Casopisy. Napiiklad Journal of Combinatorial Theory A, Discrete
Mathematics, European Journal of Combinatorics, ... 3. Internet. Electro-
nic Journal of Combinatorics (EJC) [5], Discrete Mathematics & Theoreti-
cal Computer Science [3], aj. Stranky hyperaktivnich kombinatoriki: Flajo-
let, Gessel, Knuth, Odlyzko, Sloane, Zeilberger, ... (dalsi odkazy viz www
stranka EJC). Sloane: Handbook of Integer Sequences na Sloanové www
strance, ktery vySel nejprve knizné [20]. Umoziiuje testovat, zda vase obli-
bend posloupnost ¢isel je pritomna v rozsahlé databazi (tj. zda se timto nebo
ekvivalentnim problémem uz nékdo zabyval), popf. zda tam je pfitomna mo-
difikace vasi posloupnosti.

VI. POUZITI GF V TEORII PRAVDEPODOBNOSTI

VETvici SE NAHODNY PROCES. Jedinec zplodi £ déti s pravdépodob-
nosti px, kde £ = 0,1,2,..., a umird. Jeho déti maji opét déti se stejnymi
pravdépodobnostmi, umiraji a vSe pokracuje stejné dale. Zajimaji nas pocty
jedinclt v n-té generaci, zejména, co se da fici o pravdépodobnosti ¢,, ze v
n-té generaci (tim padem i v dalgich) v8ichni vymfeli.

Je mozny i technicko-budovatelsky pohled Rényiho [16], podle jehoZ knihy
zde postupujeme. Na prvni z mnoha stinitek dopadne elektron, pii srazce
zanikne, ale vytvori k£ novych elektront s pravdépodobnosti p,. Vzniklé elek-
trony dopadnou na druhé stinitko a kazdy z nich vytvori podle téhoz zakona
dalsi elektrony atd. Rozumi se, ze udalosti vzniku elektroni v jednotlivych
srazkach jsou vzajemné nezavislé.

Dilezitym parametrem popisujicim nas proces je

M= kaka

k>0

stiedni (o¢ekdvand) hodnota poctu déti jedince, popf. poctu elektront zro-
zenych ve srazce.
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Véticka. Existuje limita ¢ pravdépodobnosti vymrfeni g,,

im o — o a =1 proM<1a
n—)ooqn_q’ q <1 pI"OM>1.

Dikaz. Vylou¢ime degenerované pripady pg = 0,1 a predpokladame, ze
0 < py < 1. Zavedeme GF

k>0

GF rozdéleni pravdépodobnosti, nastroj v teorii pravdépodobnosti hojné uzi-
vany. Podobné definujeme

Z) = Z pn,kzka

k>0

kde p, , udava pravdépodobnost, ze n-ta generace obsahuje & jedinct. Kla-
deme G| = G. Protoze Y32 pnk = 1, mame G, (1) = 1. Je rovnéz oc¢ividné,
ze funkce G,, jsou definovany pro kazdé |z| < 1. Plati krucidlni vztah

Gni1(2) = Go(G(2)),

protoze

[21Gni1(2) = Pug1g =D Pk szlpb Dl
k>0

kde sc¢itame pres vSechny k-tice celych cisel 0 < Iy, 15, ..., splhujici 4 +
lo+ -+ 1x =1, a to je pfesnéd [2']G,(G(z2)). GF G, ( ) je tedy n-ndsobnou
sloéeninou G(G(---G(z)--+)).

Patrné ¢, = pno = Gn(0). Pravdépodobnosti g, tvori rostouci posloup-
nost: ¢,—1 = G,_1(0) < G,_1(G(0)) = G,(0) = ¢,. Limita ¢ = limg, tedy
existuje. Protoze téz ¢, = G(G,_1(0)) = G(gn_1), limitni prechod vede na
rovnici

q=G(q).

Limita ¢ je pevnym bodem funkce G. Jisté jim je 1, nebot G(1) = Y pp = 1.
Ukézeme, 7ze pro M < 1 jiny pevny bod v [0, 1] neni a pro M > 1 je pravé
jeden dalsi.
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M<I1 M>1

) Yy==z Y Y=z
1 e 1
G G
Do | Po
. z . . Z
0 1 0 q 1

G ma mocninny rozvoj s nezapornymi koeficienty. Je proto, stejné jako jeji
v8echny derivace, v intervalu [0, 1] nezaporna. G je rostouci a konvexni. Pro-
toze G(0) >0a M = G'(1), pro M < 1 se jeji graf ptiblizuje k piimce y = z
shora a protne ji az v z = 1. Tudiz ¢, = G(G(---G(0)--+)) — 1.

Pro M > 1 se v levém okoli 1 ptiblizuje graf G k pifimce y = z zdola a
nékdy predtim ji v z = ¢ musi protnout. Priisecik je zjevné jen jeden. Z 2z < q
plyne G(z) < G(q) = ¢q. Tudiz ¢, = G(G(---G(0)--+)) => ¢ < 1. O

Stredni hodnota M, = 332 kpn x poctu potomki v n-té generaci spliiuje
M, = M", nebot M, = G),(1) a G},(1) = G;_,(G(1)) - G'(1) = G, (1) -
G'(1) = M,,_1 - M a M; = M. Shriime na zavér, co se déje pro jednotliva M.

Necht M > 1. Pak ¢, — ¢ < 1 a M, roste exponencialné k nekonec¢nu.
Protoze G,(z) — ¢ pro kazdé z € [0,1), méme p,, — 0 pro kazdé pevné

k > 0 (to plati pro kazdé M), a tak
Pr(# potomki v n-té generaci je > k | jeSté nevymieli) — 1

pro kazdé pevné k a n — oc.

Pro M <1 mame g, — 1 a M, jde exponencialné k nule. Pro M =1 jde
pravdépodobnost vymreni rovnéz k 1, ale stfedni hodnota poc¢tu potomki je
v kazdé generaci 1.

HAZENT MINCI A CEKANT NA SLOVO. Postupujeme dle Odlyzka v [8]. A =
aray . ..ap € {P,O} je slovo délky k,k > 0, nad abecedou {P, O} (,panna
nebo orel*). Hazime poctivou minci (P i O padaji s pravdépodobnosti 1/2)
a zajima nas, jak dlouho musime v priméru cekat, nez se v posloupnosti
vysledki objevi A jako souvislé podslovo. Odpovéd nalezneme pomoci GF'.
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Necht
Fy(z) = ZfA(n)z" =1+,

n>0

kde fa(n) je pocet slov z { P, O}" neobsahujicich A, a

Ga(z) = _ ga(n)2",

n>1

kde ga(n) pocita slova v {P,O}", kterd obsahuji A na zacatku, ale nikde
jinde.

Veli¢inu c4(j) definujeme jako 1, pokud se pocatecni usek A délky k — j
shoduje s koncovym usekem téze délky, a jako 0 jinak. Takze vzdy c4(0) = 1.
Korelacni polynom C4(z) je definovan jako

Napiiklad pro A9 = POPOPPOP méme Cy,(z) =1+ 2° + 2.
Odvodime, ze obé GF splhuji soustavu

22y =F4—1+G,4 a ZkFA = C,G4.

Slovo v € {O, P}", A ¢ v, bud libovolné. Prvni rovnice vyplyva z faktu, ze
po pridani O nebo P pred v se A miize vytvorit, ale jen na za¢atku. Druha
rovnice se dostane uvazenim slov tvaru Av. Kazdé z nich ma jednoznacny
rozklad Av = BAw, kde Aw obsahuje A jen na zacatku. (Vezmeme posledni
vyskyt A v Av.) Patrné je B pocédtecnim tsekem A, A = BC, a tedy i
A = CD. C je tedy shodnym pocateénim i koncovym tusekem A. Sumaci
pres C' dostavame druhou rovnici.
Soustava ma Teseni

Ca(2) B P
Fr-2)0.0 * M= a i T

FA(Z) =

Tvrzeni. Stiedn{ ¢ekaci doba na A je 28C4(1/2).
Dikaz. Jako p, oznac¢ime pravdépodobnost, ze se A objevi poprvé po
n hodech, a ¢, pravdépodobnost, ze se A béhem n hodd neobjevi. Ziejmé
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Pn = Gn-1— G & ¢o = fa(n)(3)". Proto

E(# hodt, nez se A objevi) = Y np,

n>1
- Z n(Qn—l - Qn) - Z qn
n>1 n>0
= > fa(n)(1/2)" = Fa(1/2).
n>0
= 2kC,(1/2).
O
Na Ay = POPOPPOP nutno v priméru ¢ekat 28(1+ (3)° + (3)7) = 266

hod.
10. prednaska 12.5.1999

VII. POUZITI GF V TEORII CISEL

V nésledujicich péti tlohach postupujeme podle Newmanovy knihy [14].

ROZKLAD NA ARITMETICKE POSLOUPNOSTI. X C N je (nekone¢nd)
aritmetickd posloupnost, mé-li tvar X = {a,a + d,a + 2d,a + 3d, ...}, kde
a,d € N. Konstanta d > 0 se nazyva diference X.

Tvrzeni. Mnozinu pfirozenych ¢isel N = {1,2,...} nelze rozlozit na dis-
junktni sjednoceni (alesponi dvou, ale kone¢né mnoha) aritmetickych posloup-
nosti se vzajemné riznymi diferencemi.

Diikaz. Reknéme, Ze to mozné je. Tedy

N=5SUSU---Us,

kde Siz{ai,ai+di,ai+2di,...}, dl7éd7aSlﬂS7:®pr027é]a122
Receno GF,

R S SR R O
k>1 kesSy keSs kesS;

z zM 292 z%
= + + ot —
1—2 1—2d0 1 — zd 1 — 2
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Coz je sporna rovnost: je-li d nejvétsi d;, jde pro z — e*™/4 pravé jeden jeij

¢len (v absolutni hodnoté) do nekoneéna a ostatni maji koneéné limity. O

DOKONALE PRAVITKO. Dokonalé pravitko je n-tice 0 < a; < ay < --- <
a, celych ¢isel vyznacujici se tim, ze rozdily a;—a;, ¢ > j, probihaji vSech N =
(72‘) hodnot 1,2, ..., N. Prikladem dokonalého pravitka je ¢tvefice (0,1, 4, 6)
— na odméteni vzdalenosti 1,2,...,6 nam staci jen uvedené ¢tyti rysky.

Tvrzeni. Pro n > 4 dokonalé pravitko neexistuje.
Dikaz. Necht 0 < a; < as < --- < a, je dokonalé pravitko a n > 4. Pak

GF N
= Z Zak
k=1

spliuje rovnici
N

A)A1)2) = Y ZF4+n—1
k=—N
(Rozdily a; — a; davaji jednou kazdé z ¢isel £1,+2,...,£N a n krat ¢islo
0.) Protoze

N (2N ) SNH1/2 _ L —(N+1/2)

~N ~N+1 | .. N _ _
z 5tz B 4 1 Ry YR

e’ = cos p+isin g a A(e™?) je ¢islo komplexné sdruzené k A(e?), dostavame
po dosazeni z = ¢ do hotejsi rovnosti nerovnost

sin(N +1/2)6

0 < JA()? = A(e”)A(e™) = sinf/2

Pro spor staci nalézt 0 tak, ze posledm zlomek je mensi nez —(n—1). Polozime
0 = 2T~ Pak sin(N + 1/2)9 = sin 29 = 1,0 < sinf/2 < /2 a pro
n > 5 opravdu

sin(N +1/2)6 2 2n% —2n + 2
LS AN TARTES ),
snf2 -9 e ey

protoze 2n? —2n+2—-31(n—1) > 2n?> —2n+2—-10(n—1) =2(n—3)*—-6

>
2> 0. a
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EULEROVA IDENTITA. Ciselnym rozkladem n € N rozumime rozklad n
na soucet prirozenych séitancu, pricemz na poradi nezalezi. Naptiklad cislo
6 ma celkem jedenact rozkladi:

6 =6 =343 =2+2+1+1
=5+1 =3+2+1 =24+1+1+1+1
=442 =3+14+1+1 =1+14+14+1+1+1.

—44+1+1 =242+42

Z nich ¢tyfi pouzivaji vzajemné rizné séitance (6,5 +1,4+2a3+2+1) a
rovnéz ¢tyfi pouzivaji jen liché séitance (5+1,3+3,3+1+1+1al+1+
1+ 1+ 1+1). Euler dokdzal, Ze to neni nadhoda.

Tvrzeni. Pro kazdé n € N se pocet rozkladu r,, ¢isla n na rizné s¢itance
rovna poctu rozkladi [, ¢isla n na liché s¢itance.
Dukaz. Dokazeme, ze se GF

R=Zrnx"=1—|—x—|—~-- a L:Zln:ﬂ”:l—kx—k“'

n>0 n>0
rovnaji. Neni slozité si uvédomit, ze

1
(1—2M(1 —a3)(1 —a5) -
Ovsem 1+ 2% = (1 — 2%)/(1 — 2%), a tak opravdu

R=(1+z"Y(1+2)(1+2*)- a L=

po T=)T=)(T==(T==Y ... _
(1—2)T—e)(1 - 23)(T—ad) ...

|

RozMENOVANT BANKOVKY. Kolika zptisoby se d& rozménit bankovka
hodnoty n korun na jedno-, dvou- a t¥ikorunové mince? Je-li a,, pocet vSech
moznych rozménéni, je GF ¢isel a,, dana formuli

1

2 S A )
Po chvilce pocitani ovérime identitu
1 1/6 1/4 1/4 1/3
VLN V2 S VS

1-2)1—-22)1-2%) (1-2) (1-2)2 1-22 1-—2a%
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Ale

(1_13:)2 B i( : >:Z(n—|—1)x"

dzx \1—=x w30
1 1 d_2< 1 >_Z(n+2)(n+1)xn
(1—-2)3 2 di2\l—x _nZO 2

a zbyvajici dva Cleny jsou geometrické fady. Ziskavame formuli

_(n+2)n+1)  n+1 1/4  pro n sudé
n = 12 4 1/3  pro n délitelné t¥emi,

ktera se kompaktné zapise jako

LA
an=|—+ = :
122

S¢iTacf FUNKCE NENI SKORO KONSTANTNI. Pro A C N definujeme
scitact funkci r4(n) jako pocet FeSeni rovnice

n=a+d, a<d, ad € A.

Funkce definovana na IN je skoro konstantni, pokud je konstantni od urcitého
ng dale.

Tvrzeni. Pro zidnou nekoneénou A neni r4(n) skoro konstantni.
Diikaz. Sporem pomoci GF. Z GF

Az) = 2

a€A

mnoziny A snadno odvodime GF sé¢itaci funkce:

> ra(n) = LA(2)? + A(2?)).

n>1

Byla-li by r4(n) skoro konstantni, méli bychom pro néjaké ¢ € N a polynom
P s celoc¢iselnymi koeficienty rovnici

(&

LA+ A(%) = P(2) + T
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Ta je pro 2 — —17 sporna. A(2?) — oo, A(z)? > 0 a leva strana jde do
nekonefna. Prava vSak jde ke koneéné limité P(—1) + ¢/2. O

11. pifednaska 19.5.1999
VIII. EXPONENCIALNI GF

V této prednasce postupujeme volné podle Stanleyho [22]. Ezponencidlni
GF posloupnosti {ay },>o je definovana jako mocninnd rada

anpxT"
>

|
n>0 T

Proc¢ jsou EGF uzitecné? Protoze se dobte chovaji ke kombinatorickym kon-
strukcim.

SOUCINOVA FORMULE. Mé&jme dva typy struktur, F a G, které jsou de-
finovany na mnoziné [n] = {1,2,...,n}. Jejich poéty oznacime jako f, a g,.
Na [n] definujeme novou strukturu H: vezmeme uspotradanou dvojici mnozin
(A,B), kde AN B =0a AU B = [n], na A definujeme F-strukturu a na B
(nezavisle na predchozi volbé) G-strukturu. Pocet téchto slozenych struktur
oznacime jako h,,. Necht

n

RS LA SELAN EE p

n>o0 v n>o0 v n>0

jsou prislusné EGF. Pak plati soucinovd formule

Ditikaz neni slozity. Ziejmé

= i (Z) JeIn—k;

k=0

protoze (Z) je pocet voleb dvojic (A, B) s |A| = k a frgn_k je pocet voleb
B

F-struktur a G-struktur pro dané (A, B). Rovnici vydélime n! a mame

[+"|H zij}’:— ng"_ 2) = [+"]FG.
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KOMPOZICNI FORMULE. F, G, f, a g, budte jako vySe. Z F a
G opét budujeme slozenou strukturu H: vezmeme neusporadany rozklad
{A1, Ay, ..., Ax} mnozZiny [n], to jest A; # 0, A;NA; =0a AjUAU---UA, =
[n], na {1,2,...,k} definujeme F-strukturu a na kazdé mnoziné A; definu-
jeme G-strukturu (vSechny volby jsou nezavislé). Pomoci h, opét oznacime
pocet slozenych struktur. Jsou-li F(z),G(x) a H(z) piislusné EGF, plati
kompozicni formule
9o =0.

Pozor: nyni nutné G(0) = Ditikaz je zase piimocary. Ziejmé

— Ji n
hy = — O N .
" kglk'z<m1 mo ... mk>g 19ms Grm,

kde ve wvnitini sumé scéitame pres vSechny k-tice prirozenych ¢isel
(my, ma, ..., my) spliwjici my +mso + - - - + my = n. Multinomicky koeficient
udéva pocet usporadanych rozkladi (Ay, As, ..., Ax) mnoziny [n] na ¢asti s
predepsanymi mohutnostmi |A4;| = m;. Musime ho jesté vydélit k!, abychom
dostali pocet neusporadanych rozkladd. Zbylé ¢cleny fi a gm, Gm, - - - Gm, uda-
vaji pocty voleb F-struktur a G-struktur. Po vydéleni n! mame

)i = =3 ey S e (G,

~ my! m!

BELLOvVA ¢isLA. Kolik je vSech neuspofadanych rozkladt [n] na ne-
prazdné podmnoziny? Necht jich je b,. Naptiklad b3 = 5:

123, 1|23, 2|13, 3[12 a 1]2|3.

Pro nalezeni EGF ¢isel b, provedeme trivialni kompozi¢ni konstrukci. F-
strukturu definujeme jako ,,byt mnozinou“, EGF pak je 3,5, 12™/n! = e”
a G-strukturu jako , byt neprazdnou mnozinou®, jeji EGF je 3,5, 12™/n! =
e —1. Slozené H-struktura je zjevné strukturou rozkladt na neprazdné ¢asti.
Podle kompozi¢ni formule maji b, EGF

b,x"
>

!
a0 M

€T __
— e L,

Cisla
{bn}n21 ={1,2,5,15,52,203,877,4140,21147, .. .}

48



se nazyvaji Bellovymi ¢isly. Byla pojmenovéana podle E. T. Bella (1883-
1960), ktery napsal znamy soubor medailontt matematikt Men of Mathema-
tics. Pod pseudonymem psal téZ sci-fi novely.

CAYLEYHO FORMULE. Znamy kombinatoricky drahokam: pocet ¢, ozna-
¢enych (tj. izomorfismus nebereme v tivahu) stromi na mnoziné [n] se rovna
n"~2. Nyni se jedna nikoli o zakofenéné rovinné stromy, ale o véechny neori-
entované stromy. Misto ¢,, nalezneme pocet z, zakorenenych stromi, to jest
stromt s jednim vyznacenym vrcholem; jejich strukturu oznacime jako Z. To
staci, nebot z, = nt,. Odvodime rovnici pro EGF

Z(z)= Y 27

!
s

Vyhozenim kotene se Z-struktura rozpadne znovu na nékolik Z-struktur
(jejich koteny jsou sousedé zmizelého kotene). Obecna Z-struktura na [n] se
tedy dostane nasledujici rekurzivni konstrukei: nejprve vezmeme usporadany
rozklad (A, B) mnoZiny [n]. Na A zvolime strukturu , byt jednoprvkovou
mnozinou“ (jejiz EGF je zjevné x) a na B provedeme kompozi¢ni konstrukci
s vnéjsi strukturou ,, byt mnozinou“ (EGF je e®) a vnitin{ strukturou rovnou
Z (EGF je Z(z)). Podle sou¢inové a kompozi¢ni formule obdrzime rovnici

Z(z) = ze?®),

Podle LIF

=2 = ) =

a 2z, =n" . Takze t, = n" 2.

2-REGULARNI GRAFY. Oznac¢me d, pocet vSech oznacenych 2-reguldrnich
grafii na [n], to jest neorientovanych grafii bez smyéek a paralelnich hran, je-
jichz kazdy vrchol mé stupen 2; izomorfismus nebereme v iivahu (jakou tilohu
dostaneme v opa¢ném pripadé?). Pro kontrolu, dy = dy = 0,d3 =1 a dy = 3.
EGF pro d,, ziskdme pomoci kompozi¢ni formule. Vnéjsi struktura je struk-
tura ,,byt mnozinou“ s EGF e a vnitini struktura je struktura souwvislych
2-regularnich grafi cili cykli. Ma EGF

n—1)! 2" 12" 1 1 x?
G =2 5 =2 =glesr— v 5 )

n>3 n>3 1
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nebot z n! permutaci ajas . . . a, mnoziny [n] jich vzdy 2n urcuje tyz cyklus.
(Lisi-li se jen cyklickym pofadim nebo obracenim.) Dostédvame vzorec

/92
dnxn e x/2—x?%/4

2 = oG] = =

Odtud se da ziskat asymptotika. Za DOM CV odtud odvodte rekurenci pro
d,. Pouzijte logaritmickou derivaci.

SOUVISLE GRAFY. Jako a, ozna¢ime pocet souvislych oznacenych grafii
na mnoziné [n]. Napiiklad a; = a; =1 a a3 = 4:

Lo SN LN

Cisla a, nezname, ale zndme pocty b, Gplné viech gafti na [n]: b, = — 90
(Odpovidaji podmnozindm mnoziny {E : E C [n] & |E| = 2}.) Podle kom—
pozi¢ni formule je mezi EGF

A@) =Y " 4 By =Y

|
n>1 v n>1

b,x"

n!

vztah
B(x) = exp(A( ).
Aplikujeme-li na obé strany operdtor x - 4 Jog (tj. logaritmicka derivace niso-

bena ), dostaneme vztah
B' =zA'B

Odtud dostavame po tpravach rekurenci pro a,:

o2 = 5k ()20

N

Takze tieba

ag=064—1(1-1-4-842-1-6-2+3-4-4-1) =38.

V MATERSKE SKOLCE. Dé&ti, kterych je n, se rozdéli do skupinek. V kazdé
z nich se vSechny kromé jednoho vezmou za ruce a postavi do krouzku kolem
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zbylého ditéte. Krouzek se miize skladat i jen z jednoho décka. Kolika zptisoby
se to da udélat?

Krouzek s ditétem uprostied se ze skupinky i déti da vytvorit i(: — 2)!
zpusoby (pro¢?). Pro EGF hledanych pocti a, dostavame podle kompozi¢ni
formule vzorec

apz" i(i —2)!
Yoo = exp(zi( )
=y =
e
= (X 1) = explrlog 1/(1 - 1)
i>2

1 X
- (1 — :1:> '
12. prednaska 26.5.1999

Hadanka: ¢emu se rovna

Kazdy vi, Ze e*. A ¢emu se rovné

Pro x € N se rovna eb,. Pro Bellova ¢isla tak plati

1 m"

by =~

—
e oSo m!

Tuto tzv. Dobinského formuli ponechame bez diikazu. Lze jej nalézt napriklad
v Lovaszové cvic¢ebnici [12].
Jind zajimava reprezentace b, pochazi od Flajoleta [6]:

i 1
Z bpa” = 2
— x J—
212
1—2x — 3
3z

1-3x — —
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Ani toto vyjadieni GF Bellovych ¢isel fetézovym zlomkem nebudeme doka-
zovat.
Neni vSak tézké nahlédnout rekurenci (n > 0)

n—1 n___1> n—1 n—1 n—1 n—1
b, = Z ( b1k = Z ( )bn—l—k = Z ( )bk
k=0 k k=0 n— k -1 k=0 k
V rozkladech [n] uvazime blok X obsahujici ¢islo 1. Mnozinu X\{1} s | X| =
k+1 muzeme volit (”;1) zpusoby a nezavisle na nich b,,_;_; zpusoby rozklad

{2,3,...,n}\X.

Véticka. GF Bellovych ¢isel spliuje vztahy

=2 bu" = 1+ 5B()
n>0

ZL’k

- Z(1—:c)(1—23;)---(1—/m)'

k>0

Dikaz. Obé formulace jsou jednoduse ekvivalentni. Séitanec

Tk

(1—2)(1—2x) - (1 — kx)

totiz substituci z := x/(1 — ) piejde na 2*/(1 — 22)(1 — 3z)--- (1 — (k +
1)x). Substituci, vynasobenim z/(1 — x) a pFi¢tenim 1 se proto nekonecény
soucet neméni a B(z) spliiuje funkcionalni rovnici. Na druhou stranu jejim
iterovanim dostavame pro B(x) nas nekoneény soucet.

1. Dikaz pomoci GF. Vyuzijeme posledni rekurenci a binomickou vétu
pro zaporny celociselny exponent.

D-1=Yne = oS ("

n>1 n>1
k>0 n>k k
— bk—|—1 n—k—1
N 2( )
k+1+m-—1
g
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k>0
k
_ x Zbk( x >
1-— >0 1—=z
= 5B(%)

2. Bijektivni diikaz. Pismenem N ozna¢ime mnozinu vSech normdinich
slov, to jest kone¢nych slov v nad abecedou N = {1,2,...}, kterd maji tyto
dvé vlastnosti : (i) v u jsou pouzita pravé ¢isla 1,2,...,n pro néjaké n € N
a (ii) pro kazdd dvé ¢isla 1 < ¢ < j < n prvni vyskyt ¢ v u predchézi
prvni vyskyt j. (Norméalni slova by ndm méla byt povédomé z prednasky
o Schroderovych ¢islech.) Mnozina vSech rozklada [I], kde [ probihd N, je
zjevné v bijekci s M. Normalni slovo u = ayas .. .a; kdduje rozklad [I]/ ~,
kde relace ekvivalence ~ je ddna vztahem ¢ ~ j < a; = a;, a kazdy rozklad
[1] je kédovan pravé jednim norméalnim slovem délky I. Proto, oznacuje-1i |ul

délku u, plati
B(z) =Y bya" = > all,
n>0 ueN

Je-li u = ajas...a; normalni slovo, nafouknutim u rozumime kazdé slovo
tvaru
00...0&10...()&20...Oag...alO...O,

kde prvni usek nul pred a; obsahuje alespon jednu nulu a ostatni tseky nul
mohou byt i prazdné. Slova, kterd takto z u vzniknou, pocita podle délek GF

()
1—2 \1-2) "

Pro mnoZinu N vSech nafouknuti vsech slov v € N tak plati

>ty (7)) = )

ueN’ 1_xu€N -

Na druhou stranu se ale nafouknutim vlastné skoro nic nezménilo,

S gl =% gl -1 = B(2) -1,

ueN’ ueN

protoze N’ se sklddd z neprazdnych norméalnich slov nad abecedou
{0,1,2,...}. Takze B(z) — 1 = = B(:%). O

11—z 1—x
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Necht S(n, k) oznacuje pocet rozkladii [n] na pravé k neprazdnych bloki.
Cislim S(n, k) se iika Stirlingova cisla druhého druhu. (Stirlingova ¢isla
prvniho druhu stiidaji znaménko a pocitaji permutace [n] s danym poc¢tem
cykli.)

Pozorovani.

k

;,S(“v’f)x”: 1—2)1—20) (1 ka)

Dukaz. Plyne po chvilce zamysleni nad strukturou normalnich slov.
S(n, k) je pravé pocet u € N délky n s k symboly. Takové u se da rozlo-
7it na

u = lui2us. .. kuy,
kde wu; je slovo (i prazdné a ne nutné normdlni) nad abecedou {1,2,...,i}.

Slova u; muzeme takto volit libovolné a nezavisle na sobé. Pocet u; délky [
je i. Podle délek je poc¢ita GF

1

11—z

Normalni slova s k£ symboly tak podle délek pocita GF

LA ok
‘ gl_m— 1—2)1—22)--(1— ka)

O

Formule vyjadiujici B(z) nekoneénym sou¢tem tak pouze zachycuje rozdéleni
tridy vSech rozkladi na podtridy podle poctu bloki.

Prestoze ma B(x) nulovy polomér konvergence a je pouze mocninnou
radou, leckdy se hodi. Ukazeme si dvé jeji pouziti.

RIDKE ROZKLADY. Ridkymi rozklady [n] rozumime rozklady, v nichz
7zadna dvé po sobé jdouci cisla 2,7 + 1 nelezi ve stejném bloku. Jejich po-
¢et oznacime r,. Napriklad r, = 5:

12]3]4, 13]24, 1/3|24, 13[2]4 a 14[2|3.

Nasledujici vysledek (i zesileni, které neuvadime) dokézal Yang [29].
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Véticka. Pro kazdé n € N plati r, = b,_;.

Diikaz. UvaZme mnoZinu R C N normadlnich slov kédujicich #idké roz-
klady. Norméalni slovo v padne do R, pravé kdyz v ném neni zadné bez-
prostiedni opakovani. Nadutim v = ajas...q; € R rozumime kazdé slovo
tvaru

ajay...a1a2a9 ...049...quQ; ... Qp,

kde a;a; . .. a; je libovolné slovo nad {a;} délky alespon jedna. MnoZina vSech
naduti vsech u € R je pravé N. Slova vznikla nadutim pevného u € R délky
[ jsou podle délek pocitana GF
()
1—2/

B =Y = (2 )'“' -y (7))

ueEN UER z n>0 -2

Takze

Oznac¢ime-li GF ¢isel r,, jako R(z), dostavame odtud s pomoci identity pro
B(z) vztah
1+ £ B(%) = B(x) = R(:%).

1—x -z
Substituci z := z/(1 + z)) ho pfevedeme na 1+ zB(z) = R(x). Opravdu
Tn = bn—l- u

PERIODICNOST ZBYTKU BELLOVYCH CIiSEL. V prvni predndsce jsme
prozkoumali paritu Catalanovych cisel a zjistili jsme, Ze jejich zbytky mo-
dulo 2 netvorii periodickou posloupnost. (Periodickou posloupnosti rozumime
posloupnost, v niz se od jistého ¢lenu opakuje jeden kone¢ny tsek.) Bellova
¢isla se na rozdil od Catalanovych chovaji v tomto ohledu sporadané.

Tvrzeni. Pro kazdé m € N je posloupnost {b, mod m},>o periodicka.

Dikaz. Pro m € N a mocninné fady S, T € Z[[z]] pomoci S = T mod m
ozna¢ime kongruenci po koeficientech, to jest [2"]S = [2"|T mod m pro
kazdé n € Ng. Je o¢ividné, Zze z S; = T, a Sy = T, plyne 5,5, = 1115 a
S1+ Sy = T1 + Ts. Takze (kongruence jsou vzdy modulo m) se B(x) rovna

k

Z(l—x)(l—?x)~~(1—kx)

k>0

m—

—

l

prd (1—x)(1—2x)-~-(1—lx)2((1—3:)(1—2x)-~(1—mx)>

r>0

m

95



m—1

N 1—157”/Q IZQl

kde Qi(z) = (1—2)(1-2z)---(1—lz) a Q(z) = (1 —x)(1 —2x)--- (1 — mx).
Celkove

kde S(z),T(x) € Z[z] a T(0) = 1. Existuje tedy posloupnost celych ¢isel
{vn }n>0 takova, ze b, = v, a {v,}n>0 ma racionalni GF %ﬁ—; Necht T'(z) =
the® + b+ -+ 1, t; € Z. Ze vztahu

)Y v,z = S(x

n>0
plyne pro n > deg S(z) rekurence
Up + 01001 + -+ pvp_r = 0.

Cisla v, spliiuji linedrni rekurenci s konstantnimi koeficienty a posloupnost
jejich zbytkid modulo m (vlastné modulo jakékoli ¢islo) je nutné periodické
(pro¢ presné?). Diky b, = v, totéZ plati i pro Bellova ¢isla. O
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