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K elektronickému vydani knihy

llja Cerny: Inteligentni kalkulus 1

Kniha Ilja Cerny:Uvod do inteligentniho kalkulu s podtitulem ,,1000 piikladt
z elementarni analyzy*“ byla vydéna nakladatelstvim Academia v roce 2002 a ma
nyni kratsi ndzev uvedeny nahofe. Je urcena studenttiim a ucitelim matematické
analyzy vSech typt vysokych skol, kterym nestaci seznamit se s bezduchou pocetni
rutinou, ale ktefi chtéji do zdkladu pochopit teoretické principy, na nichz jsou vy-
pocty zalozeny, kteri chtéji znat predpoklady, za nichz lze danou pocetni metodu
uzit, i obor, v némz ziskané vysledky plati.

Zasada, ze kdyz nékdo o néem mluvi, mél by védét, o ¢em presné mluvi, ktera by
se mezi rozumnymi lidmi méla uplatnovat aspon v primérené mife, se v matematice
jevi jako zcela nezbytna. Presto vSak tuto zadsadu vétsina matematik® nerespektuje
na priklad v ptfipadeé tzv. neurcitého integralu. Podle autorova nazoru nelze do neko-
ne¢na omlouvat, Ze o integralu bez mezi se mluvi jiz nékolik stoleti, aniz se podarilo
podat jeho definici — dosavadni pokusy v tomto sméru vzdy skoncily netspéchem.
Protoze je tento symbol ve skutecnosti nepotfebny, meéla jej Occamova bfitva jiz
davno ze seriozni matematiky odstranit. Pfesto jej prevazujici ¢ast matematické
verejnosti toleruje — prednost mé zfejmé tradice pred jednou z hlavnich zasad vSech
skute¢nych véd i pied zdravym rozumem.

Bohuzel je podobnych ,zvyklosti“ v matematické analyze vice; vyrazné se pro-
jevuji napf. i pfi vySetfovani pribéhu funkce. Autor je toho nézoru, ze piislusny
vyklad je tfeba racionalnim zpisobem modifikovat: Vyjasnit vSechny uzivané po-
jmy véetné jejich vyznamu v dané souvislosti, upravit véty, podle nichz se pii vy-
poctech postupuje, tak, aby se daly co nejlépe aplikovat, eliminovat vse, co neni
skutec¢né nutné. Témito zasadami se autor snazil ¥idit nejen v této knize, ale i v je-
jim pokracovéani, které mélo nazev Uvod do inteligentniho kalkulu 2 (1000 piikladi
z pokrocilej§i analyzy), které vyslo v nakladatelstvi Academia v roce 2005 a mé
v elektronické podobé kratsi nazev Inteligentni kalkulus 2. Proto nabidce piikladt
urc¢itého typu predchazi struény vyklad potfebnych pojmt a vét spolu s nékolika
rozfesenymi typickymi piiklady. Reseni predlozenych piikladi (event. doprovazené
obrazky) jsou uvedena vzdy na konci pfislusné kapitoly.

Autor obou knih, prof. RNDr. Ilja Cerny, DrSc., se narodil v roce 1929 v Praze.
Po ukonceni gymnazia zacal v roce 1948 studovat na tehdejsi P¥irodovédecké fakulté
Karlovy univerzity v Praze, po absolutoriu se stal védeckym aspirantem na tehdy
vzniklé Matematickofyzikalni fakulté UK, pak odbornym asistentem postupné na
katedie matematické analyzy a katedfe aplikované matematiky, na niz v letech 1962
a7 1968 zastupoval vedouciho katedry (a kterd z vécnych dtivodt zménila svij nazev
na katedru zakladi matematické analyzy). Od roku 1965 byl docentem, od roku
1989 je profesorem. Po odchodu do diichodu pracoval (do roku 2000) na Technické
univerzité v Liberci.

Béhem svého 49 let trvajiciho ucitelského ptisobeni na vysokych skolach vedl
prednésky, seminédfe a cviceni nejen z redlné a komplexni analyzy, ale napt. i z to-
pologie a teorie mnozin. Jeho publikacni ¢innost byla ve velké mife ovlivnéna potie-



bami jeho ¢innosti ucitelské. V poloviné padesatych let napsal skriptum Integralni
pocet, zalozené na ¢lanku jeho o néco starSiho ucitele a pritele prof. Jana Mafika
a umoznujici nejen vyklad Lebesgueova integralu jiz ve druhém ro¢niku, ale majiciho
za nasledek i konec pokust o prijatelny vyklad teorie vicerozmérného Riemannova
integralu (ktery se, jak je dobfe zndmo, k tomuto ucelu vitbec nehodi).

Vyklady komplexni analyzy trpély jesté koncem padesatych let nepiijemnym
rozporem: v ,matematické ¢asti“ mély jiz co do presnosti skvélou droven realné
analyzy (o niZ se u nés zaslouzil pfedevsim prof. Vojtéch Jarnik, ale i o generaci
mladsi prof. Jan Matik), kterd vSak byla znehodnocovéna jeji ,topologickou ¢asti,
ktera se studentiim predkladala bud jako ,evidentni“, nebo s odkazem, Ze napf. Jor-
danovu nebo Eilenbergovu vétu se studenti nau¢i (v tehdy neexistujici) prednasce
z topologie. I. Cerny navrhl ve skriptu Stru¢ny tvod do teorie funkci komplexni
proménné zpisob, jak nazorné, ale pomérné tézko dokazatelné véty z topologie za-
fadit do vykladu komplexni analyzy. Obé citovana skripta se dockala fady vydani —
snad i proto, Ze podle nich jako prvni nepfednasel jejich autor, ale jeho ucitel prof.
V. Jarnik, jeden z nejlepsich univerzitnich pedagogi.

Snaha o proveditelny zpusob, jak exaktné vylozit véty o kifivkovém a plosném
integralu, vedly I. Cerného k piekladu knihy vynikajictho polského matematika
Romana Sikorského, kterou nakladatelstvi Academia vydalo v roce 1973 pod né-
zvem , Diferencialni a integralni pocet. Funkce vice proménnych“ a kterd vyborné
dopliiuje Jarnikiiv Integralni pocet I1. V dalsich letech rozpracovaval I. Cerny i mys-
lenku tésného propojeni komplexni analyzy s topologii roviny: V roce 1967 vysla
(v NCSAV) jeho kniha Zaklady analysy v komplexnim oboru, v roce 1983 (v nakla-
datelstvi Academia) obsahla monografie Analyza v komplexnim oboru, o niz proje-
vilo zajem anglické nakladatelstvi Ellis Horwood a ktera byla nakonec ve zhusténé;jsi
podobé vydana v roce 1992 pod nazvem Foundations of Analysis in the Complex
Domain. V posledné zminénych tfech knihach autor znaéné rozsifil vyklad o (vice-
znadnych) analytickych funkcich a o konformnich zobrazenich, aby umoznil exaktni
aplikace komplexni analyzy napf. v rovinnych problémech aerodynamiky a hydro-
dynamiky.

I. Cerny byl na MFF fadu let ¢lenem védecké rady, vedoucim katedry a v letech
1966 az 1970 prodékanem. V letech 1955 az 1970 se aktivné ucastnil prakticky
vSech studijnich reforem, které tehdy na MFF probihaly. Nebyl nikdy ¢lenem zadné
politické strany, ale byl ¢lenem kolegia dékana (vedeného prof. A. Svecem), které
v dobéch represe a hromadného vyhazovani ucitelt i studentt vysokych skol po roce
1968 dovedlo své ucitele i studenty pred timto osudem uchranit. Je nositelem dvou
medaili fakulty a jedné medaile Univerzity Karlovy.

Elektronicka verze

Autor udéluje souhlas k volnému Sifeni této elektronické knihy v nezménéném
tvaru prostfednictvim elektronickych médii.

Praha 2011 I. Cerny



R4d bych touto cestou podékoval vSem, ktefi se o vydani knihy nejvice zaslouzili.

Je to predevsim Akademie véd Ceské republiky, ktera na ni poskytla velkorysou
dotaci.

Za mimoradné peclivou korekturu mnohokrat dékuji pani RNDr. Evé Leinerové
z redakce prirodnich véd a pani Béle Trpisovské z technické redakce. Prvni z nich mi
pomohla preklenout néktera pravopisna tskali, zasluhou druhé se vyrazné zlepsila
grafickd tprava textu. (Veskerou vinu za nedostatky, které budou v knize nalezeny,
je proto tfeba pfi¢ist mné jako autorovi.)

Vedouci redakce, pi Ing. Jitka Zykanova, vydani knihy fidila; rad bych ji co
nejsrdecnéji podékoval jak za skvélou organizaci prace, tak i za neocenitelnou ochotu
fesit se mnou vSechny vzniklé problémy.

I. Cerny, cervenec 2002
Moje vrelé diky patfi nyni i panu doc. Pavlu Pyrihovi z katedry matematické
analyzy na MFF UK, ktery elektronické vydani této knihy inicioval a realizoval.

I. Cerny, prosinec 2011
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Predmluva

Kalkulus chapany jako soubor vypocetnich metod matematické analyzy mize byt
bezduchy, nebo inteligentni. Prvni z téchto verzi kalkulu je pouhé pocitani, pfi némz
neni nutné presné védét, co se vlastné pocita, podle jakych pravidel se pocita a jaky
je obor platnosti ziskanych vysledki. V inteligentni verzi kalkulu se nejdrive piresné
definuji pojmy a jednotlivé pocetni metody jsou zaloZeny na presné formulovanych
vétach; béhem pocitani se stale kontroluje, za jakjch podminek a ve kterém oboru
jsou splnény potfebné predpoklady. V disledku toho je pak zcela pfesné znamo,
jaky je smysl a obor platnosti vysledki; je plné zarucena i jejich spravnost. Tato
knizka mé ¢tenafe uvést do inteligentniho kalkulu.

Po ctyticetidevitiletém ptisobeni na dvou univerzitdch — na Karlové univerzité
v Praze a na Technické univerzité v Liberci — jsem dosel k pevnému pfesvédceni,
mysleni v tom nejsirsim slova smyslu: Student ma prakticky poznat zakladni pra-
vidla logického mysleni, naucit se spravné uzivat alternativy, konjunkce, implikace
a ekvivalence spolu s jejich negacemi. Ma vzdy védét, o ¢em mluvi nebo piSe; v ma-
tematice to napf. znamend mit dobfe rozmyslené definice pojmu, které uziva. Ma
znat obecné zakonitosti oboru, v matematice tedy véty; dilezité pritom je, aby spo-
lehlivé védél, za jakych predpokladi to ¢i ono tvrzeni plati. M4 se naucit analyzovat
danou situaci a naopak z dil¢ich poznatki, které k danému problému shroméazdil,
slozit (tedy syntetizovat) rozumny celek. M4 v praxi prokézat, Ze obecné véty a me-
tody dovede aplikovat na konkrétnich ptrikladech tak, aby zaroven vyuzil vSechny
specifické vlastnosti prikladu ke zjednoduseni postupu. Kazdy, kdo prohlasuje ma-
tematiku za svij obor, by mél vzdy mluvit srozumitelné, jednoznacné a strucné;
spravné rozhodnuti o tom, co je v dané situaci podstatné a co je podruzné, by mélo
zasadnim zpusobem ovlivnit jeho vyjadfovani. Mél by se ucit byt kriticky, a to
zejména k sobé samému; fika-li sdm sobé pravdu, muze si usetfit mnohé nesnaze.

Podle mych zkusenosti poskytuje matematicka analyza velmi mnoho ptilezitosti,
jak se spravnému logickému uvazovani ucit; ctenafe, ktery se rozhodl uzit tuto
sbirku pfi svém studiu, pravdépodobné nemusim presvédcovat, Ze spravné mysleni
neni lidem vrozeno. Jisté jiz pii nejriznéjsich pfilezitostech zpozoroval, jak ne-
spravné ,necviceni lidé mnohdy uvazuji a k jak paradoxnim vysledktim dochéazeji.
Elementarni matematicka analyza, do niz nase priklady patfi, je zarovenn nazorna
a zradna. Nazornost pomahé zejména zacatecnikovi, aby se v situaci orientoval;
fesi-li vsak problémy skutecné poctivé, brzy zjisti, ze pojmy jsou daleko hlubsi, nez
se zdaji byt na prvni pohled, takze spoléhat jen na tzv. selsky rozum nelze — brzy se
dojde k nepravdivym zavérim. Jediné moznou metodou je uzivat jen dokazané véty
a algoritmy a soustavné ovérovat vSechny predpoklady, za nichz je lze aplikovat.

Priklady do této sbirky jsem shromazdoval desitky let. Kromé standardnich pri-
kladt, které nemohou chybét v zadné podobné knizce, bylo tfeba najit priklady,
které ctendfiim umozni co nejvsestrannéji zvladnout piislusnou latku. Na cvicenich
k prednaskam z matematické analyzy jsem ovéroval, co je pro dobré studenty samo-



zfejmé, co jim muze ¢init potize a co jim nejspise poskytuje informace potiebné k po-
chopeni tzv. teorie. Nepfedpokladdm, Zze by nékdo (kromé autora) vytesil vSechny
priklady. Je jich tak mnoho jen proto, aby nejen ¢tenafi, ale napf. i vedouci cviceni
méli co nejvétsi vybér jak lehéich, tak i naro¢néjsich prikladi.

Protoze je mym cilem pomoci ¢tenari v nesnadném procesu smérujicimu ke spo-
lehlivému mysleni, povazoval jsem za nutné v kazdé kapitole vysvétlit vSechny po-
jmy, véty a metody pot¥ebné k vyfeseni pislusnych piikladii. (Nezabyvam se oviem
napf. tak zadkladnimi pojmy, jako je vyrok, mnozina, pfirozené nebo realné ¢islo, ani
napf. vSeobecné zndmymi zakony algebry.) V kazdé kapitole je nékolik podrobné
vyresenych prikladd, které maji ¢tenari naznacit, jak lze postupovat. Nékteré rozie-
Sené priklady obsahuji vysledky, které ¢tenar obvykle hleda ve sbirkach vzorct nebo
v riznych tabulkach; i na vzorce se samoziejmé vztahuji pfisnd pravidla matema-
tické logiky — jsou bezcenné, neni-li napi. uveden obor jejich platnosti. Cislované
poznamky vyklad dopliuji a nékdy upozornuji i na mozna nedorozumeéni a z nich
vyplyvajici nebezpeci nespravnych zaveéri.

Matematika se vyviji nejen ve své ,,objevitelské“ ¢asti, ale i v metodice. Je polito-
vanihodné, ze vysokoskolské vyklady nékdy mnohé z toho, co bylo v pribéhu vyvoje
prekonano a nahrazeno lepSim, efektivnéjSim a obecnéjsim, nerespektuji a drzi se
spise ,vyzkouSenych cest* — ¢asto jsou to cesty, po nichz pfed mnohymi lety nynéjsi
ucitelé, tehdejsi studenti, sami kraceli. Ve své pohodlnosti nedavaji mladé gene-
raci prave dobry priklad svym nezdravym a nerozumnym konzervatismem. Na fadé
mist sbirky jsem se proto snazil uvést véci na spravnou miru — aspon tak, jak ji
sam vidim. Jde napf. o zbytecné hledani lokalnich extrémt pfi vysetfovani pribéhu
funkce, o nedorozumeéni souvisejici s terminem ,neurcité vyrazy“ pfi vypoctu limit,
o uzivani zdhadného a zcela zbyteéného znaku [ a fadu dalsich drobngch detailiL.
Velmi prosim ¢tenare, aby se nad témito partiemi dobfe zamyslil a utvoril si sviij
vlastni tsudek, podle néhoz pak bude i jednat.

Bylo by jisté zbytecné snazit se zde charakterizovat tematiku této sbirky. Je
patrna z obsahu a odpovida zhruba sylabtim matematické analyzy pro 1. roc¢nik
univerzitniho studia; obdobnou sbirku priklada k latce 2. roéniku analyzy ptipra-
vuji do tisku. Z toho, Ze sbirka vychazi z univerzitnich sylabti, viibec neplyne, Ze by
z ni nemohli Cerpat i studenti, pro néz je matematickéd analyza jen pomocnym pred-
métem. Psal jsem ji zejména pro studenty, ktefi se nechtéji spokojit jen s povrchnim
pochopenim pocetnich principt analyzy.

Na zavér bych rad znovu c¢tenafe — hlavné z fad ulitelt — vyzval, aby odmitli
bezduchy kalkulus, protoze jde o systém, ktery funguje jen v pfipadé, ze vysledky
jsou pfedem znamy ; objevit na zdkladé néj néco nového neni pravdépodobné mozné.
A hlavné: kdo podobnym zptisobem s matematikou zachazi, okrada ji navic o jednu
z jejich nejcennéjsich vlastnosti — ucit spravnému uvazovani.

Praha 2002 I. Cerny



Oznaceni, operace, zkratky

MnozZiny

{zeX; V(z)} mnozina vSech ¢ X, pro néz plati V(z)
R mnozina vSech kone¢nych realnych cisel
R* R U {—o00, 400}

R, {z eR; x>0}

R_ {z eR; x <0}

N mnozina vSech prirozenych ¢isel

Z mnozina vSech celych ¢isel

N(N), kde NeZ {neZ;n>N}

Q mnozina vSech raciondlnich ¢isel

C mnozina vSech koneénych komplexnich cisel
Intervaly za predpokladu, ze —oo <a <b< +00
(a,b) {reR"; a <z <b}

(a,b) {reR"; a<z<b}

(a,b) {z eR"; a<z<b}

(a,b) {zeR"; a<z<b}

Okoli za predpokladu, ze 6 € Ry

U(a,d), kde a e R {reR; |z —a| <}

Ut (a,6), kde a e R (a,a+6)

U™ (a,9), kde a ¢ R (a—d,a)

U(=0,8) =U*(~-00,8)  (—o00,—1/8)
U(4+00,0) =U" (+00,0)  (1/4,+00)

neni definovano U™ (—0,d), U (+00,d)

Ula), Ut (a), U (a) kazdé U(a,d), Ut (a,d), U (a,d)
Prstencova okoli za predpokladu, ze § € Ry
P(a,d), kde a e R {reR; 0< |z —a|<d}
P*(a,6), kde a e R (a,a+9)



P~ (a,0), kde a c R
P(~0,0) = Pt (~o0,9)
P(+00,0) = P~ (+00,0)

neni definovano

P(a), P*(a), P~ (a)

Operace s oo

+ (+00) = 400+ a 1= +00
(—0) =—00+a:=—-0
= (+00) =
(—00) := 400

neni definovano
neni definovdno
a - (+o0) := +o00
a - (£00) 1= Foo

neni definovano
a

— =0

+o0

+

= i
a

+oo

—— = F00
a

neni definovéno

neni definovano
a:=1

(

(—00)": (
(+00)™™ =0
neni definovano

Kongruence

a=b mod ¢

(a—9d,a)
(=00, ~1/9)
(1/8,+00)

P_(—OO,(S), P+(+0076)
kazdé P(a,d), P*(a,d), P~

pro kazdé a € (—o0, +00)
pro kazdé a € (—o0, +00)
pro kazdé a € (—o0,+00)
pro kazdé a € (—o0, +00)

+ 00 + (—00), —00 + (400)

+ 00 — (+0), —00 — (—00)
pro kazdé a € (0, +00)

pro kazdé a € (—o00,0)
0-%£o0, £00-0

pro kazdé a ¢ R
pro kazdé a € R4
pro kazdé a € R_

a Cq1
g pro zadné a € R*

pro kazdé a ¢ R
pro kazdé n € N
pro kazdé n e N
pro kazdé n ¢ N
(d0)°

pro komplexni ¢isla a, b, c # 0

a —b = kc pro vhodné k ¢ Z

10
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Zkratky
V.i.j
Po.i.j
Cv.i.j
Pi.i.j
S.V.

z.p.f.

Symboly

{ar}iz,

ar — a (pro k — o0)
a<ap—a
a<ap—a
a>ap—a
a>ap—a
a#ap—a

ar /' a

ag "\, @

f: X—>Y

fiX —naY

D(f)

grf

gof

[

Id, Id“

exp

lg

exp, (kdel#acRy)
lg, (kdel#acRy)
f(x) = A pro x —a

Véta i.j (j-t4 véta i-té kapitoly)

Pozndmka i.j (j-t4 pozndmka i-té kapitoly)

Cviceni 1. j (j-té cviceni i-té kapitoly)
Piiklad i.j (j-ty piiklad i-té kapitoly)
skoro vSechna — viz kap. 3

zobecnénd primitivni funkce — viz kap. 10

posloupnost o ¢lenech aj

ILI{:Oak =a
(ar — a) A (ag < a) pro s.v.k
(ar — a) A (ar < a) pro s.v. k
(ar — a) A (ar > a) pro s.v. k
(ar — a) A (ar > a) pro s.v. k
(ar — a) A (

ay # a) pro s.v. k

ar — a, {ap}p, je neklesajici

ar — a, {ar}tre, je nerostouci
zobrazeni f, pro nézje f(X)CY
zobrazeni f, pronézje f(X)=Y
defini¢ni obor funkce f

graf funkce f

superpozice funkci f: X =Y, g: Y — Z
funkce inverzni k f

identita, jeji a-ta4 mocnina
exponencidla (expx = %)

prirozeny logaritmus

exponenciéla o zakladu a (exp, z = a*)
logaritmus o zakladu a

lim fl)=A

11
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~

~

ar = O(b,) (pro k — o0)

ar < b (pro k — o0)

f(2) = O(g(x)) pro z —a

f(z) < g(z) pro © — a
f(x) = o(g(x)) pro z —a

funce je konvexni

funkce je konkavni

inflexni bod

existuje K € Ry tak, ze |ar| < K|bg]
pros.v. k

(ar = O(b)) A (b = O(ax))

existuje K € Ry a P(a) tak, ze
|£(@)] < K |g(x)| vSude v P(a)
(f(z) = O(g(2))) A (9(z) = O(f (2)))
lim (£(x)/9(x)) = 0

12



1. Nerovnosti

Resit nerovnost znamena najit mnozinu M vSech (koneéngch redlngch) ¢isel,
ktera tuto nerovnost splnuji. Jak lze v jednoduchych pfipadech mnozinu M znazor-
nit na ¢iselné ose, ukazuje obrazek na této strance dole.

Pfiklad 1.1. Rozfesme nerovnost f(z) > 0, kde

(x4 1)(z — 1)(z — 2)*(z — 3) .

(1) fz) =

Zlomek vpravo mé smysl, pravé kdyz je x # 0, a je souc¢inem vyrazu 1/z = x~!
a faktord v Citateli. Pro « # 0 je f(z) > 0, pravé kdyz se bud jeden z faktort
v Citateli rovnd nule, nebo kdyZ je pocet zapornych faktorid sudy. Ze znamének
jednotlivych faktortt muZzeme utvorit takovouto tabulku:

(—o0,—1) (—1,0) 0 0,1y (1,2) 2 (2,3) (3,400)

x 1 <0 <0 — >0 >0 >0 >0 >0
z+1 <0 >0 >0 >0 >0 >0 >0 >0
z—1 <0 <0 <0 <0 >0 >0 >0 >0
(x —2)? >0 >0 >0 >0 >0 =0 >0 >0
r—3 <0 <0 <0 <0 <0 <0 <0 >0

Interval nebo ¢islo (v prvni fadce tabulky) patii do mnoziny {z € R; f(z) > 0},
pravé kdyz v pfislusném sloupci neni vodorovna linka — (kterd znamen4, Ze faktor
neni definovan), a je v ném bud = 0, nebo sudy pocet symboltt < 0, < 0. Zfejmé je

(2) {r eR; f(z) 2 0} = (—00, =1) U (0,1) U {2} U (3, +00),

¢imz je dand nerovnost vyfesena. Na Ciselné ose vyznacime mnozinu vsech jejich
FeSeni napf. takto:

N ( N ° L
7 < 7 <
-1 0 1 2 3
Znaky <“, ,>“ resp. ,(*, ) znamenaji, Ze pfislusny krajni bod k intervalu

pat¥i resp. nepatii. Izolovany bod mnoZiny (2) je vyznacen malym ¢ernym koleckem.
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Cviceni

Reste nasledujici nerovnosti a vysledné mnoziny feseni vyznacte na ¢iselné ose.

1.01. |z| < |z+1]
1.03. |z —1] < |2z — 5|
1.05. [z—-2|—2z>1
107. L1 <
z+1
-3
1.09. <|z+1]
z—1
111, 2+1<2®+ 72 +6
1.13. |22 —22-3| <52
1.15. |z +1|>2°+T7z+6
1.17. x4+ 1> |2? + 4z + 3|
1.19. vz+1-+vVz—-1>1
1.21. V2?2422 +3> |z +1]|

1.23.

22 < Va2 +1

1.25. Va2 —1<az+1
1.27. sinz < coszx
1.29. 2sinz <

Ccos T
1.31. sinz < 2cos?z —1

Casto je tfeba najit mnozinu vsech ¢isel splitujicich dvé nebo vice nerovnosti, po

1.02.

1.04.

1.06.

1.08.

1.10.

1.12.

1.14.

1.16.

1.18.

1.20.

1.22.

1.24.

1.26.

1.28.

1.30.

1.32.

|z +3| <|z—1]
l[z+4|—|z+1| <=z

1

- <l|z+2]

x

T —2 <x—|—1

r+4 " -3
x4+ 2

rz—3

x? < |2? — 22 — 3|

r <

|z — |z +1]| <2z

|20% + 62 — 7| < |2® — bz — 7|
22 -2z +3
2 4+4x+5

Ve—1++V/11-2>3
\/m<|x+1|
JE-DETD < 2
ngc—l

sin 2x < cosx

<1-—2x

tgx > cotgx

[tgx+ 1| <|tgx —1]|

pripadé vytesit nerovnost(i) s jednim nebo vice parametry.

Priklad 1.2. Jsou-li z a zy dva body z R, je |x — x| jejich vzdélenost na éiselné

ose. Pro kazdé § € R, je tedy

|z —xo| <0 & zc(xg—0,20+0),

|z — 29| >0 & z € (—00,9 — ) U (zg + 9, +00).

14



Kromé toho je
O0<|z—x0|<d o xe(xg—7dx0)U (x0,20+9).

Priklad 1.3. RozfeSme nerovnost
(3) f(z):=ar* +bx+c >0,

kde a, b, ¢ jsou libovolné (realné) parametry.

Oznac¢me M mnozinu vSech feSeni a rozeznavejme tyto situace:

1. a = b = ¢ = 0; pak nerovnost (3) neplati pro zadné x ¢ R, tj. M = (.

2.a=b=0#c;pakje M =Rproc>0a M =0 proc<0.

3. a = 0 # b; pak se nerovnost (3) redukuje na nerovnost bx + ¢ > 0, ktera je
ekvivalentni s nerovnosti x > —c¢/b (tj. s rovnosti M = (—¢/b, +0)) v ptipadé, ze
b € Ry, a s nerovnosti © < —c¢/b (tj. s rovnosti M = (—o0, —¢/b)) v piipads, ze
beR_.

4. a # 0; ozna¢me D := b? — 4ac a vyiesme oddélené tyto dva piipady:

4a. D > 0; pak je

(4a) f(z) =alx —x1)(x — 22), kde z3 ::M < x9 ::M
2a 2a
jsou kofeny rovnice f(z) = 0. Znaménko polynomu f(z) zévisi na tom, zdali pocet
zépornych faktort v rozkladu (4a) je sudy, nebo lichy.
Pfi a > 0 je proto f(z) > 0, pravé kdyz je bud =z < x; (tedy i z < z3), nebo
x > x2 (tedy i & > x1); to znamen4, Ze

2 _ 3
(50) M<oo, b— Vb 4ac)U< b+\/2l; 4ac,+oo>.

2a

Pfi a < 0 je f(z) > 0, pravé kdyz je 1 < © < x5 (protoze nemize byt © < z
a zaroven x > x3); tomu odpovidd mnozina

—b—Vb? —4ac —b+ Vb2 —4ac )
2a ’ 2a '

(5b) M:(

4b. D < 0; nyni je

() oy =al(e+30) + (53]

pfifemz vyraz [...] je zfejmé kladny pro vSechna z € R. Z toho plyne, Ze pii a > 0
resp. a < 0 je M = R resp. M = (.

15
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Cviceni
Reste nasledujici nerovnosti a vysledné mnoziny feseni vyznacte na ¢iselné ose.

133. 1<|z+3|<3-x 134, —4<2®—2-6<5
1.35. 1<[10—-22|<6 1.36. 2r < |2? — 5| <4z

Reste nasledujici nerovnosti s redlnymi parametry a, b a vysledné mnoziny feseni
vyznacte na Ciselné ose.

1.37. |1+az|< 2 1.38. |a(z?-1)| <1
1.39. |ax+b|< D 1.40. |a2z® —b|<a
Reseni

1.01. (- 3,+o0)

1.02. (—oo,—1)

1.03. (—00,2) U (4,+00)
1.04. (3,+00)

1.05. (—o0,1)

1.06. R_U(v2—1,400)

1.07. (—1,4+00)
1.08. (—4,1)uU(3,+)
1.09. (oo, — §W+1)>u(1,+oo)

1.10. (—o0,3)U (3,2 +V6)
1.11. (—o0,—5) U (—1,400)
112, (—o00,—2)U(1(1=V7), (1 + V7))
113, (1(1-V33),1)U(2.3(1+V33))
1.14. (

1.15. (-7,-1)

16



1.16.

1.17.

1.18.

1.19.

1.20.

1.21.

1.22.

1.23.

1.24.

1.25.

1.26.

1.27.

1.28.

1.29.

1.30.

1.31.

1.32.

1.33.

1.34.

1.35.

1.36.

1.37.

(—11,-%)u(0,2)

{-1}
(—o00,—3(V13+3))U (-1,
(1,%)

(1,11)

(V13 -3))

N[ —=

ot

R
(—00,-3)U(1,400)

x| < /2 (VB +1)=1.2720
1< |z < 2v3 =1.1547
x> —1

r< -1

U (@k-3)m, @2k + H)m)

kel

U ((@k =37, 2k + Hm) U ((2k + H)m, 2k + 3)7))

kel

U ({@k = 2)mru ((2k - bm, 2k + H)m))

kel

U (((k; — %)7‘1’,/{}7{') U ((k + i)w, (k+ %)77))
U (@k = Dm, 2k + L)m)

keZ

U (3(2k — )mr, k)

keZ

(—o0,—4)U(-2,0)
(1(1-3V5),-1)u(2,1(1+3V5))
(—4,—V11)U(=3,-2) U (2,3) U(V11,4)
<1¢6—1> (V6+1,5)

proa=0: R;

pro a # 0 : otevieny interval s krajnimi body — 3/a,1/a

17



1.38. proa=0: R;
jerlio<|a|<1: (—A,A), kde A:=+/1+1/]a]
jellila] >1: (=A,—B)U(B,A), kde B:= \/1—1/|a\

1.39. prob<0: 0;
jelib>0=a: R;
je-lib=0+#a: {0};
je-lib > 0# a: uzavieny interval s krajnimi body — 2b/a, 0
1.40. proa <0 : 0;
jelia>0, a+b<0: 0;
jelia>0 a+b>0,b<a: (-C,C), kde C :=+/b/a+1;
jellib>a>0, a+b>0: (-C,—D)U(D,C), kde D :=+/b/a—1

18



2. Indukce

Dokézat platnost nekoneéné posloupnosti {V'(n)}52 ; vyroka V(n) umoziuje tzv.
indukce (podrobnéji: aplnd nebo matematicka indukce):

Véta 2.1. Necht plati vyrok V(1) a necht pro kazdé n € N plyne z platnosti
vyroku V(n) platnost vyroku V(n + 1).
Pak vyrok V(n) plati pro kazdé n € N.

Poznamka 2.1. Véta 2.1, nazyvand téz princip indukce, je ekvivalentni s timto
tvrzenim:

Véta 2.1*. Necht plati vyrok V(1) a necht pro kazdé n € N plyne z platnosti
vyroka V (1), ...,V (n) platnost vyroku V(n + 1).
Pak vyrok V(n) plati pro kazdé n € N.

Dale: V obou vyslovenych vétach lze mnoZinu N nahradit mnoZinou tvaru

(1) N(N):={necZ;n>N}, kde N cZ.

Predpoklddame pak, ze 1) plati vyrok V(NNV) a Ze 2) pro kazdé celé éislo n > N
plyne z platnosti vyroku V(n) (nebo : z platnosti vyroka V(N), ...,V (n)) platnost
vyroku V(n+1). Za predpokladii 1) a 2) plati vyrok V(n) pro kazdé celé éislon > N.

Priklad 2.1. DokaZme binomickou vétu: Pro kazda tii ¢islan e N,ae C,be C
plati identita

) R S (L s
k=0

D u k a z. Protoze rovnost (2) je pro n = 1 zfejma, zbyva dokazat, ze kdyz
rovnost (2) plati pro n&jaké n € N, plati analogickd rovnost i pro n + 1. Uzijme (2)
a prepisme identitu (a + b)"*! = (a + b) - (a + b)"™ ve tvaru

(Z) ok prtl—k

)aj pr+l—i

n

a+bn+1 Z( >k+1bn k+

k=0

-5 (e
(" e (e

j=1

M-
3 IMs

Il
o

J

07n+1 —~(n i pn41—j
)ab —|—E (‘>ajb J.
=17

o 3

Uvazime-li, ze

GE)+ (=070 C)==Cl) G)=1=("5")
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vidime, zZe

(a+ )" = (n+ 1)a°b"+1 +§; (n;f1>ajb’b+1‘j + (

0
n+1
S e
=0/

tj. ze opravdu plati analogie vzorce (2) pro n + 1.

Tim je binomicka véta dokazana.

Cviéeni

Dokazte indukei tato tvrzeni:

2.01.

2.02.

2.03.

2.04.

2.05.

2.06.

2.07.

2.08.

2.09.

2.10.

2.11.

neNéZ k=1in(n+1)

n+1)an+1b0
n+1

k=1
n L 1_qn+1
TLGN, 174qu=> Z q :17_q
k=0
neN= > k=1lnn+1)(2n+1)
k=1
neN = Z k* = in*(n+1)?
k=1
neN=>"k(k+1)=1in(n+1)(n+2)
k=1
n
neN = k(k+1)(k+2) = n(n+1)(n + 2)(n + 3)

k=1
neN=> k-kl=@n+1)!-1
k=1
neN:>§n: L -
~ (2k-1)(2k+1)  2n+1
n>0 = ok = on+l 1
k=0

neN, 2>-1= (1+2z)" >1+4nx (Bernoulliho nerovnost)

1—=2x

n 1_
neN,l%xeC:&kak: x < x
k=1
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2.12. neN, acR = (cosa+isina)” = cosna + isinna (Moivriv vzorec)

n

213. neN, aeR = Z sinka - sin o = sin 2na - sin 3 (n + 1)a
k=1
n

2.14. neN, aeR = Z coska - sin o = sin £na - cos 3(n + 1o

2.15. neN:>cos \/2+\/2—|— 2—1—[ (n odmocnin)
2.16. neN:sin \/ \/2+ +1/2+ V3 (n odmocnin)
2.17. neN,zeCé(l—z)H(1+z ):1—z2”+1
k=0
218. neN 1<k<n= () (" )=("T")
T T k k-1 k

2.19. neN;»Z%

220. n>1 = —_— >
n ;ﬁ vn

"1 n-1

2.21. 1 —_ < —

n> :2k2<n+1
2.22. n>4 = 2" >n?

1-3-2n—1) 1
2.23. neN = W<Tn

2.24. n>2 = (n)?>n"

2.25. neN = (2”) > n4n

n 1

+
226. neN, 1<k<n = (H%)kS”k*(EY

n n
2"
2.21. =y ->

k=1

?’rM—‘
w\s

2.28. neN = 10" — 1 je délitelné ¢islem 9

21



2.29.
2.30.
2.31.
2.32.
2.33.

2.34.

2.35.
2.36.

2.37.

neN = 10" —4 je délitelné ¢islem 6
neN=n*+n+1)>+n+2)> je délitelné cislem 9

neN = 4" +15n —1 je délitelné ¢islem 9

neN = 62" +3"2 £ 3" je délitelné &islem 11

neN = n®+11ln je délitelné &slem 6

neN, a>0pro k=1,....n = Vai---a, < m;
rovnost plati, pravé kdyz a; =... =a,

neN, {a,...,a,} CRy = Vai - -a, 2n(af1+-~-—|—a;1)_1

Necht n € N a necht bq,...,b, je permutaci kladnych éisel

n n 1/n
. ag ag
ai,...,a,. Pak je kgla >n (klllbk) =n.

Je-li n € N a jsou-li ay,as,...,a, (komplexni) éisla, je
1, 1, ..., 1
ai, az, ) (2
2 2 2
ay, as, ..., az | = H (ar — aj).
.......................... 1<j<k<n
n—1 n—1 n—1
ap ) ’ » Ap
(Vlevo je tzv. Vandermondiv determinant ¢isel aq, ..., a,.)
* % ok

Indukci lze uzit i k definici posloupnosti:

Priklad 2.2. Faktoridly se definuji indukci, a to takto:

(3)

0l:=1, nl:=n-(n—1)! prokazdé n e N.

Faktoridly se v matematice vyskytuji tak ¢asto, ze neni na Skodu pamatovat si,

ze

1=1, 6! =720,

21 =2, 71 = 5040,
31=6, 81 = 40320,
41 =24, 91 = 362880,
51 =120, 10! = 3628800.
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Cviceni

2.38. Polozime-li a1 := 1, ay := 1 a definujeme-li an12 := a, + apy1 pro
kazdé n € N, ziskdme tzv. Fibonacciho posloupnost. Vypiste prvnich 15 jejich ¢lent
a presvédéte se, ze ¢im je n vétsi, tim je podil a, /a1 bliZe tzv. zlatému fezu
rovnému z := 1 (v/5—1) = 0.61803 39887. (Pro kontrolu: a4 = 377, a15 = 610; &isla
377/610, z se shoduji na péti mistech za desetinnou teckou, 377/610—z = 1.2-1075.)

2.39. Polozte
(4) (D=1, 0:=1 a n!l:=n(n—2)! pro kazdé n c N.

Vypoéitejte n!! pron =1,...,10. (Pro kontrolu: 9! = 945, 10!! = 3840.)

2.40. Polozte ¢ := cos %71’, my; = 6 a dokazte, ze a; := 3sin %w je obsah

pravidelného Sestitthelniku vepsaného do jednotkové kruznice J. Pro kazdé n € N

pak definujte
1 an
Cny1 = \/5(cn +1), apy1:= P Mpy1 = 2My
n+1

a dokazte, Ze 1) pro kazdé n € N plati nerovnost a,+1 > an, 2) a, je obsah pravi-
delného m,,-thelniku vepsaného do J. Vypoctéte pro n = 1,...,10 ¢isla m,, a a,
— druhé z nich aspon na 10 desetinnych mist; vSimnéte si, ze s rostoucim n apro-

ximuje ¢islo a,, ¢islo 7 = 3.14159 26535 stale lépe. (Rada: Uzijte zndmy vzorec

cos a = 1/ 3(cosa + 1) platny napf. pro viechna o € (0, 37). Pro kontrolu:

mi =6, a; = 2.59807 62114, myo = 3072, ayo = 3.14159 04632.)
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3. Limity posloupnosti

V této kapitole bude slovo posloupnost znamenat zobrazeni mnoZiny N (nebo
obecnéji mnoziny N(N) := {n € Z;n > N}, kde N ¢ Z) do mnoziny R vSech
(koneénych) realnych ¢isel. Je-li a posloupnost, méli bychom (v souladu s obecnymi
pravidly teorie mnoZzin) hodnotu tohoto zobrazeni v ¢isle n znaéit a(n). Je vSak
zvykem nazyvat toto Cislo n-ty €len posloupnosti, znacit je a,, pro posloupnost
samu uzivat napf. symbol {a,}72, v obecnéjsim pfipadé {a,}>2 y, a nazyvat ji
posloupnost o clenech a,. Nehrozi-li zaiména s jednobodovou mnozinou, lze pro

Je-li pro kazdé n € N (obecnéji: pro kazdé n > N, kde N € Z) dén vyrok V(n), fi-
kame, ze vyrok V(n) plati pro skoro vSsechna n € N (obecnéji: pro skoro vSechna
n > N), existuje-li kone¢nd mnozina K C N (obecnéji: K C N(N)) tak, Ze vyrok
V(n) plati pro kazdé n ¢ N — K (obecnéji: pro kazdé n ¢ N(IV) — K). Nehrozi-li
nedorozumeéni, ¥ikdme, ze V(n) plati pro skoro vSechna n; misto ,skoro vSechna“
piSeme vétsinou ,,s.v.“.

Poznamenejme jesté, Ze vyrok ,V(n) plati pro s.v.n“ je ekvivalentni s vyrokem
sexistuje ng tak, ze V(n) plati pro v8echna n > ng“.

Zatimco cleny posloupnosti redlnych ¢isel jsou konecné, limity takovych posloup-
nosti budou moci byt rovny i +0o. Pro pohodli ¢tenafe zopakujeme zakladni definice
vztahujici se k ¢isliim z R* = R U {—o00, +oc}, tedy k redlnym ¢&isltim !):

0) Usporadani: —co je nejmensi, +oo nejvétsi redlné Cislo, takze nerovnosti
—00 < a < +oo plati pro kazdé a € R a je ovSem i —oo < 400; sgn(+00) := +1,
sgn(—o0) 1= —1, —(+00) := —00, —(—00) 1= +00, | £oo| 1= +00.

1) Soucet:

a+b:=+00, jeli bud a =400 ab> —o0, nebo b =400 a a > —oc;

a+b:=—00, jelibuda=—00 ab< 400, nebo b= —o0c a a < +o0;

soucet a + b nema smysl, pravé kdyz je jedno z ¢isel a, b rovno +oco, druhé —oco.

2) Rozdil a — b je definovéan jako soudet a + (—b), mé-li tento soucet smysl podle
bodu 1); rozdil @ — b nema smysl, pravé kdyz jsou a, b nekoneénd ¢isla téhoz zna-
ménka.

3) Souéin

+ oo +1
ab:z{ oo}’ je—lisgna-sgnb:{_l} a bud a = +00, nebo b = +o00;

soucin ab nema smysl, pravé kdyz je jedno z ¢isel a, b rovno +o00, zatimco druhé
z nich je 0.

1) Cisla z R se podrobnéji nazyvaji konecénd, &isla oo jsou nekoneénd. Slovo nevlastni zde ani
pro cisla, ani pro limity neuzivame, protoze muze budit dojem, Ze to nejsou ,plnopravna“ cisla
resp. limity. Kromé toho povazujeme za zbytecné mit pro jeden pojem dva rtzné nazvy.
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4) Podil

+ 00, je-li a =200, 0#b# oo, sgna-sgnb=+1

— 00, je-li a =200, 0#b# +oo, sgna-sgnb=—1
0, jeliaeR,b=24o0

SallEs}

podil a/b nema smysl, pravé kdyz je bud b = 0, nebo |a| = |b| = +o0.
5) Mocniny ¢isel 00 se definuji takto:

(o)™ = { 0,

(£1)" - (+00), je-i neN
je-li —neN/J’

virazy (+£00)°, a*> (kde a € R*) nemaji smysl; piipomerime vsak, Ze 0° := 1. 0O
Piseme

lim a, =a (nebo napf. a, — a pro n — o0)

n—oo

a ¢islo a € R* nazyvame limita posloupnosti {a,}, jsou-li splnény tyto dvé pod-
minky:

(1) pro kazdé o« <a je a, >d prosv.n,

(1" pro kazdé a” > a je a, < a” pros.v.n.

Je-li a € R, fikdme, Ze posloupnost {a, } konverguje (nebo Ze ¢isla a,, konverguji)
k ¢islu a; je-li a = +oo, fikdme, Ze a, k a diverguji. Konvergentni posloupnost je
posloupnost majici konecnou limitu; divergentni jsou vSechny ostatni posloupnosti,
tedy posloupnosti s limitou +o0o a posloupnosti, které limitu nemaji. O

Rikame, 7e posloupnost {a,} je omezend, existuje-li K € R, tak, Ze nerovnost
|a,, | < K plati pro vSechna n. Rikdme, ze posloupnost {a, } je omezena shora resp.
zdola, existuje-li K € R tak, ze je a,, < K resp. a,, > K pro vSechna n. [

Plati napf. tato tvrzeni:

1. Posloupnost {a,} je omezena, pravé kdyz je omezend shora i zdola.

2. Je-li lim ,—, o0 @y, < +00 (resp. lim, oo a, > —00), je posloupnost {a,} ome-
zend shora (resp. zdola). Kazda konvergentni posloupnost je omezena.

Poznamka 3.1. Na rozdil od literatury, v niZ se konecné a mekonecéné limity
zavaddéji zpravidla tremi riznymi definicemi, jsou zde vsechny moznosti shrnuty do
jedné definice. Je-li a € R, je konjunkce (1’) A (1”) ekvivalentni s vyrokem, ze

(1y) pro kazdé € € Ry plati nerovnost |a, —a| < € pro s.v.n;

je-li a = 400 (resp. a = —o0), je podminka (1”) (resp. (1)) prdzdnd, protoze nelze
splnit jeji premisu, a podminku (1’) (resp. (1”)) lze napsat v ekvivalentnim tvaru

(1,) pro kazdé K € R plati nerovnost a,, > K (resp. a, < K) pro s.v.n.
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Ctenaf se mlize sdm presvédcit, Ze se s podminkami (1’) a (1”) pracuje aspon
tak dobfe jako s podminkami (1x) a (1,). O

V této kapitole se budeme zabyvat jen limitami, které lze vypocitat elementar-
nimi Gpravami, zname-li limity nékterych jednoduchych vyraz, jako napft.

0 prokazdé z e (—-1,1)
(2) lim 2" = s )
n—oco + oo pro kazdé x e (1,+00)
(3) lim Yz =1 prokazdé recR,.

Je ovsem nutné znat i zdkladni véty o limitach posloupnosti:

Véta 3.1 (o limité absolutni hodnoty). Je-li a,, — a € R*, je |a,| — |a|. Je-li
|an| — 0, je a, — 0.

Véta 3.2 (o limité souctu (rozdilu), souéinu a podilu). Z relaci a,, — a € R¥,

b, — b € R* plyne, ze
a, £b, > axb
(4) anby, — ab , ma-li piislusna pravé strana smysl.
an /by, — a/b

Dodatek. Necht a,, > 0 (resp. a, < 0) pro s.v.n; pak a, —» 0 = 1/a, — +o0
(resp. 1/an — —00).

Véta 3.3. 1. Je-li a,, — 0 a je-li {b,} omezena posloupnost, je a,b, — 0.

2. Je-li {a,,} omezend posloupnost a je-li |by, | — +0o0, je a, /b, — 0.

V mnohych ptipadech, v nichz se k vypoctu limity zadné z préavé uvedenych vét
pfimo nehodi, miize vést k cili tato véta o limitnim prechodu v nerovnostech :

Véta 3.4. Pro kazdé tti posloupnosti {an 151, {bn}52 4, {cn}22 plati:

1. a, <b, pro s.v.n, a, — +00 = b, — +00;

o

an, < b, pro s.v.n, b, > —00 = a, — —00;

bt

an < b, pro s.v.n, a, — a, b, — b = a < b;

-~

an <b, <c, pro s.v.n, a, — b, ¢, b = b, —b.

Poznamka 3.2. Jak se ¢tenaf snadno presvéddéi, je implikace

«
(5) acR, ae(l,400) = lim L—
n—oo q"

pfimym dtsledkem tohoto uzitecného tvrzeni:

Véta 3.5. Pro kazdou posloupnost ¢isel a,, # 0 plati:

(6) lim |2 <1 = lim a,=0. O

n— 00 an n— o0
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Tlustrujme nyni na nékolika piikladech, jak lze pocitat limity posloupnosti ele-
mentarnimi Gpravami:

Priklad 3.1. Abychom dokézali rovnost

e Pt 3Vn3 — 10v/n2 — 1 +sinn®
im

stacl vSechny scitance v Citateli i ve jmenovateli délit n. Nové séitance budou pak
mit po fadé limity 1,0, —10,0 (¢itatel) a 0,3 (jmenovatel) a staci aplikovat V.3.2.

Poznamenejme, Ze v podobnych pfipadech vytykame z Citatele i ze jmenovatele
nejuy$si mocniny n, ¢imz (po pfipadné tpravé) ziskdme vyraz tvaru

:—37

o It Y de 04 lim ap eR, 0% lim by € R,
bn + . n— oo n— oo
a v némz tecky znamenaji souc¢ty vyrazd, z nichz kazdy ma nulovou limitu. Na
takto upraveny vyraz lze pak aplikovat V.3.2. Cislo « je rozdil exponent mocnin
vytknutych v ¢itateli a ve jmenovateli; vysledna limita zavisi podstatnym zptsobem
na tom, zdali je @ < 0, nebo a = 0, nebo a > 0.

Piiklad 3.2. Uzitim identity (a® — b?) = (a — b)(a + b) (platné pro kazd4 dveé
komplexni ¢isla a, b) vypoéteme napf. limitu

2
lim (Vvn+1l—+vn—1)= lim =0
o ( )= Jim, Vn+1+yn—1

Aplikaci obecnéjsiho vzorce

n—1
(7) a" —b" = (a—b) > akprh
k=0

(platného pro kazdé n € N) na rozdil

(8) VR24n+1-Vnd+1=Ym?+n+1)3 - §/(n3+1)2
dostaneme zlomek s citatelem
(9) (n* +n+1)° = (n® +1)?
= (nS +3n° +6n* + 7>+ 60 +3n+1) — (n® +2n% +1)
=3n° +6n* + 50 +6n*+3n=n"(3+---),

kde tecky znamenaji vyraz, ktery ma pro n — oo limitu 0, a se jmenovatelem

(10) Ym2+n+1)B+ M2 +n+ )23+ 1)2 4+ ¥/ (nd +1)10
=n® (YA +nt+n2)B+... 4 V(1 +n3)10);

v zavorkach v poslednim radku je pfitom 6 séitanct, z nichz kazdy ma limitu 1.
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Z (9) a (10) ihned plyne, ze

lim (Vn2+n+l-¥nd+1)=3=1. 0O

n—oo
Jak jsme jiz fekli, mohou tam, kde selhavaji rovnosti, pomoci nerovnosti a napf.
V.3.4; ilustrujme to opét prikladem:
Priklad 3.3. Abychom vypodetli limitu

b:= lim V/27 +nb,

n—oo

uvézime, Ze lim,,_, o (n°/2") =0 (sr. s (5)), z ¢ehoz plyne, Ze nerovnost n® < 2",
a tedy i relace

QS ”/2n+n5 < "/2n+2n:2%

plati pro viechna dostateéné velka n.?2) Protoze lim,, .., ¥2 =1 (sr. s (3)), je b = 2
podle 4. ¢asti V.3.4.

Priklad 3.4. Abychom vypocitali limitu

(11) lim Zkz

n—oo N

kde a € R, uzijeme vzorec

n

Y =%n(n+1)(2n+1)
k=1

ze Cv.2.3, z néhoZ je patrné, %e pro a = 3 je limita rovna 1/3. Podle véty o limité
soucinu je proto limita (11) rovna 0 pro vSechna o > 3 a 400 pro vSechna « < 3.

Priklad 3.5. Dokazme, ze

(12) lim ¥n=1.

n—oo

Protoze je ¥n > 1 pro kazdé n € N, je ¥n = 1+ h, pro vhodné ¢&islo h,, > 0.
Pro vSechna n > 1 je pritom podle binomické véty

n:(%) 1—|—hn Z( ) 2% (n—1)h2;
k=0
z toho ihned plyne, Ze h2 < 2/(n — 1), takze 0 < h,, < \/2/(n—1) — 0. Podle
V.3.4 je tedy i h, — 0; podle V.3.2 proto ¥n=1+h, — 1.

2) Tj. ,od uré¢itého indexu poéinaje“. Ctenaf mtize ovéfit, #e nerovnost n® < 27 plati pro
véechna n > 22, zatimco 225/222 = 1.23 > 1. Pro nas vypodet jsou ovSem tyto podrobnosti

zbytecné.
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Cviceni

Vypoctéte limity pro n — oo téchto vyrazi:

3.01.

3.02.

3.03.

3.04.

3.05.

3.06.

3.07.

3.08.

3.09.

3.10.

3.11.

3.12,

3.13.

3.14.

3.15.

n?+ (n+1)>2
(n+3)2+ (n+4)2

2n3 + (2n — 1)3
(1-3n)3+n3
n+ 2n? + 3n?

(n+1)% + (n+2)? + (n +3)
n+ 3/ (n+1)3—-2y/n2-1
433 —1- 8% (n-1)7"-n
an®t + aan® + - - -+ apn®r
blnﬂl + anﬁ2 + oo + bqnﬂq

, kde peN, geN, a; #0#Db; a

oy > >y, B> > 0,

n+i/n+v/n+1

n+1

n+/n?2++vnt+1

n+1

(n®-1)(n?+1)-2"
n3(n3 + 5)

Vi (Vi Vi)
n(vn2+1-+/n2-1)

n(\/n2+n+1—\/n2—n—|—1)

n(\/n2+n+1—\/n2+n—1)
1
n—vn?—n
1
I in+2— Im2—n-2

na(%/nQ—l—l—VnQ—l), kde a e R
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3.16. na< n2 ++/n — n2—\/ﬁ), kde aa e R

v
3.17. na<\/n3+\/ﬁ— n?’—\/ﬁ), kde a e R

1
3.18. >k

- 1
3.19. Z

P vVk2+k
3.20 i L
- - 37

P k2 +k

3.21. i:(\/m\/m —2vVk+1)

3.22. Z Nrwws

3.23. /57 4n £ 30 2n 4 In
3.24. n* (V3 - V2), kde a # 1
3.25. n®(Vn+1— ¥n), kde a #2

3.26. Vn!
|
3.27. L
nn
1\2
3.28. (”;3
3 2n71
329 o T

3.31.

1
2
3.30. i
ﬁ(1+m) (lz] < 1)

Za predpokladu, Ze k € N, dokazte tato tvrzeni:

332. 1)a, acR = af —d*

2) a, — +o0 = af — (£1)¥ - (+00)
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333. 1)a, >0 prosv.n, a, acR = a>0, ¥a, — ¥a
2) ap — +oo = ¥a, — +oo
3.34. 1) a, —acR, k jeliché = ¥a, — ¥a

2) a, — —oo0, k jeliché = ¥a, — —oo O

Pfipomenme nyni nékteré dobie znamé pojmy: Je-li X C R, fikame, ze funkce
f: X —>Rje

neklesajici f(z) < f(y)
rostouci f(z) < f(y)
nerostouci » v X, jestlize 1€ X, ye X, z <y = ¢ f(x) > f(y)
klesajici f(x) > f(y)
konstantni f(x) = f(y)

Rikdme, 7e funkce f : X — R je monoténni (resp. ryze monoténni), je-li bud
neklesajici, nebo nerostouci (resp. bud rostouci, nebo klesajici). Misto ,funkce f

I v

je neklesajici (rostouci, nerostouci, klesajici) v X se téz iikd, ze ,,f v X neklesa
(roste, neroste, klesa)“.

Je-li X = N (nebo obecnéji X = N(N), kde N € Z), je funkce f : X — R
posloupnosti. 1 kdyz se tedy pravé vyslovené definice vztahuji i na posloupnosti,

Posloupnost

neklesajici an < Apt1

rostouci an < Qpt1

{an}22, je { mnerostouci . pravé kdyzn e N = { an > ani1
klesajici Gp > Gpt1

konstantni Gp = Gpi1
Dodejme jesté, ze posloupnost {a,} se nazyva stacionarni, existuje-li m tak, Ze
ap = G pro kazdé n > m. O
Ma-li se dokazat jen existence limity, hodi se ¢asto tato obecnd véta:

Véta 3.6 (o existenci limity monoténni posloupnosti). Kazd4 monotdnni po-
sloupnost mé (kone¢nou nebo nekonec¢nou) limitu. Kone¢nou limitu mé prave kazda
omezena monotonni posloupnost.

Podrobné&ji: Jeli posloupnost {a,} neklesajici (nerostouci), je

lim a, =sup{a,;neN} (lim a,=inf{a,;neN}).

n—oo

31



Priklad 3.6. Ukazme, Ze prvni z posloupnosti

(13) () b {0 )7

roste, druha klesa.

Necht a,, je n-ty ¢len prvni posloupnosti; jednoduchym vypoctem a uZitim Ber-
noulliho nerovnosti (viz Cv.2.10) dostaneme vztahy

Uni1 _ <1+ 1 )"+1:(1+ 1)":n+2<n(n+2))"

an n+1 n n+1\(n+1)2
7n+2< 1 )”>n+2( n )7n3+3n2+3n+2
Con+1 (n+1)?2/ ~n+1 (n+1)2) n3+3n2+3n+1 ’

které dokazuji, Ze posloupnost {a,} je rostouci.
Necht b, je n-ty ¢len druhé z posloupnosti (13) ; podobnym postupem jako nahote
ziskame pro kazdé n > 1 relace

bn717(1+ 1 )"'(1+l)”+17 n ( n? )n
b, n—1/ n T n+1\n2-1

_n <1+ 1 )”> n (1+ n )_ n®+n%—n -1
T n+1 n?2—-1/ ~“n+1 n2—1) n34n2-n-1 ’

z nichZ je patrné, ze posloupnost {b,} je klesajici.

Ze ziejmé nerovnosti a, < b, platné pro kazdé n € N ihned plyne, Ze obé
posloupnosti jsou omezené; podle V.3.6 maji tedy jisté konecné limity a resp. b.
Protoze je b, = a, (n+1)/n a protoze (n+1)/n — 1 pro n — oo, je a = b.

Spole¢na limita
1\n
(14) e:= lim (1 n f)
n—oo n
posloupnosti (13) se nazyva Eulerovo €&islo; je zékladem tzv. prirozengch logaritmi.
Cviceni

Pomoci vét V.3.6 a V.3.4 dokazte existenci konecnych limit téchto dvou po-
sloupnosti:

335. ) 5 3.36. Y .-, kde a>2. [
k=1 k=1
3.37. Bud ap:=V?2 a a, := /2 +an_1, je-li neN; dokaite, ze a, — 2.
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3.38. Provedte do vSech podrobnosti diikaz tohoto tvrzeni:

Véta 3.7. Pro kazdou posloupnost {a,}22 , plati:

1
(15) lim a, =aeR" = lim fZak:a.

n—oo n—oo M,

(Navod: Je-li ddno o’ < a, zvolime pomocné V' € (a’,a) a najdeme p € N tak, zZe
je an, > b pro kazdé n > p. Protoze (a1 + ... +ap)/n — 0a (n —p)b'/n — b pro
n — o0, existuje g > p tak, ze pro vSechna n > ¢ je

a+...+ap ar+...+ap apt1+...+ay, a1 +...+ap n—p

= + > + b >a.
n n n n n

Podobné postupujeme v pfipadé, Ze je ddno a” > a.)

3.39. Pomoci V.3.7 ukazte, Ze

lim lz Ve=1. O

Je-li {ny}%2, rostouci posloupnost prirozenych &isel, fikame, ze {a,, }32, je
posloupnost vybrana z posloupnosti {a,,}52 ;. Z definice limity ihned plyne, Ze

(16) ap — a = an, — a.

Cislo a ¢ R* nazgvdme hromadnym bodem posloupnosti {a, }°;, existuje-li
posloupnost {an, }32, vybrana z {a,}>%, tak, ze a,, — a (pro k — 00). Mnozinu
véech hromadnych bodi posloupnosti {a, }5°; znaéime Lsa,,.?)

Plati tato t¥i dulezitd tvrzeni:

Véta 3.8. (Bolzano—Weierstrassova.) Kazdd posloupnost ma aspori jeden hro-
madny bod v R*. Kazda omezena posloupnost ma asporn jeden hromadny bod v R.

Véta 3.9. lim,, . a, = a € R*, pravé kdyz je Lsa,, = {a}.
Véta 3.10. Pro kazdou posloupnost {a,}52  existuje minLsa,, i max Lsay,.
Cisla min Ls a,, a max Ls a,, se nazyvaji limes inferior a limes superior posloup-

nosti {a, }°2; a znadi se napt. takto:

liminf a,, := minLsa,, limsupa, :=maxLsa,;

n—oo n— o0
symbol ,,n — oo pod znaky liminf a lim sup se ¢asto vynechava.
”

3) Oznaceni je pfevzato z obecné topologie, kde znamend topologicky limes superior; latinsky
limes je na rozdil od Ceské limity rodu muzského.
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Snadno nahlédneme, Ze posloupnost {a,, }2° | m4 limitu, pravé kdyz je min Ls a,,=
max Ls a,, ; limita je pak rovna spolecné hodnoté liminf a,, a limsup a,.

Obréacené: K tomu, aby posloupnost {a, }5° ; neméla limitu, je nutné a staci, aby
méla aspon dva rizné hromadné body, tj. aby bylo liminf a,, < limsup a,,.

Cviéeni

Pro kazdou z nésledujicich posloupnosti {a,,}52 ; najdéte mnozinu Lsa,, a ¢isla
liminf a,,, lim sup a,,.

3.40.

3.41.

3.42,

3.43.

3.44.

3.45.

3.46.

3.47.

3.48.

3.49.

Daéle:

3.50.

(1 + —) cos nm
n

sinn%, kde ke N

Dokazte, ze posloupnosti {sinn}o2;, {cosn} >, nemaji limitu.

(Névod pro prvni posloupnost. Oznacime-li

I = (gm + 2km, 3w+ 2km), Jp = (=37 + 2km, — 37 + 2k7),

je sinz > % vSude v I, a sinx < —% v8ude v J pro kazdé k € Z. Protoze délka
kazdého z intervald I, Jj je %w > 2, existuji dvé rostouci posloupnosti prirozenych
cisel my, € I, ni € Jy tak, ze sinmy, > 1 a sinny, < —3 pro kazdé k € N. Z toho
snadno plyne, Ze posloupnost sinn nemd limitu.)
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Reseni

3.01. 1. 3.02. —%. 3.03.3. 3.04. —1.

3.05. a1 /by pro ag = fy; sgn(ay/by) - (+00) pro a; > B1; 0 pro oy < (1.
3.06. 1. 3.07. \/1++2. 3.08. —co. 3.09. —1. 3.10.1. 3.11. +co.
3.12.1. 3.13.2. 3.14. +oc.

3.15.%proa:%;+ooprooz>%;0prooz<§.

3.16.lproazé;—|—ooprooz>%;0prooz<%.
3.17. 1 proa=1; 400 pro a > 1; 0 pro a < 1.
3.18. 1. 3.19. +o0. 3.20. +c0. 3.21.1—+/2. 3.22. +c0. 3.23.5.

2
3.24, +ooproa>1;0proa <1. 3.25. 400 pro a > 2; 0 pro o < 2.

3.26. +00. 3.27.0. 3.28. +oo. 3.29.0. 3.30. 1. 3.31. 1/(1—2).

Protoze mnozina Ls a,, je ve vSech prikladech 3.40—3.49 konecn4, jisté neni nutné
uvadét jeji minimum liminf ¢,, a maximum lim sup a,, ; omezujeme se proto jen na
vyjmenovani hromadnych bodu.

3.40. +1. 3.41. too. 3.42. +1. 3.43.0. 3.44.0,1. 3.45. +cc.

3.46.0,1,2. 3.47.0, £oo. 3.48. £e. 3.49. tsin(jn/k), 0 <j < k.
Poznamka 3.3. Cviceni 3.24 s @ = 1 a 3.25 s a = 2 nevyfesime jednoduchymi

algebraickymi Gpravami; k vysledkim (lg(3/2) = 0.405465 resp. 1) vSak lze dojit
metodami, které vylozime v kapitole 6 (sr. s Po.6.4 a piikladem 6.81).

Cvicéeni

3.51. Dokazte, ze a € Lsa,, pravé kdyz kazdé okoli bodu a obsahuje nekonec¢né
mnoho ¢lent posloupnosti {ay}, tj. pravé kdyz pro kazdé U(a) existuje nekonecné
mnoho indexiti n, pro néz je a,, € U(a).

Dokazte déle, ze v dtisledku toho plati i toto tvrzeni:

(17) by € Lsa, pro vSechna keN, by - b = belsa,.

3.52. Existuji posloupnosti, jejichZ ¢leny jsou (pravé) vSechna racionélni ¢isla;
jednou z nich je napf. tato posloupnost {a,}5 ;:



Protoze pro kazdé ¢islo q € Q existuje nekoneéné mnoho indexu n tak, ze ¢ = a,,
je ziejmé Q C Lsa,. Dokazte vSak, ze Lsa, = R*, tj. ze kazdé cislo r ¢ R* je
hromadnym bodem této posloupnosti.

3.53. Srovnejte prvky ,dvakrat nekoneéné* matice
1 1+1 143 1412
2 243 2+4% 241
3 3+1 3+1 3414
4 4+1 4+ 4412

po jejich vedlejsich diagondldch do posloupnosti
L1+3,2,1+4,243,3,1+5,2+3,34+3,4,...

a dokazte, Ze hromadnymi body této posloupnosti jsou pravé vSechna prirozena cisla
a bod +oo0.
3.54. Najdéte posloupnost {a, }, pro niz je Lsa,, = Z U {—00, +00}.

3.55. Rozhodnéte, zdali existuje posloupnost {a,}, pro niz je Lsa, rovno N
resp. {1/n; n € N} resp. Q. (Odpovéd je ,ne“ na vSechny t¥i otdzky — viz (17).)
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4. Limity funkci — 1. ¢ast

Je-li {a,,} posloupnost redlnych ¢isel a je-li a € R*, piSeme
(1) a#ay, —a resp. a<a, — a resp. a> a, — a,

je-li a,, — a a zéaroven a,, # a resp. a, > a resp. a, < a Pro s.v.n.

Realnou funkci readlné proménné rozumime kazdé zobrazeni z R do R. Je-li f
takova funkce, je-li a € R (resp. a € (—00,+00) resp. a € (—00,+00)), je-li A € R*
a plati-li implikace

(2) a#a, —a (resp. a<a, — a resp. a>a, —a) = fla,) — A,

fikime, Ze A je (oboustranna) limita (resp. limita zprava resp. limita zleva) funkce
f v bodé a; tuto limitu pak znac¢ime

(3) lim f(2) (resp. lim f() resp. lim f(x))

r—a

nebo kratce

(3%) flax) (resp. f(a+) resp. f(a—)).

Misto lim,— yoo— f(2) resp. lim,—, ooyt f(x) se zpravidla piSe jen lim,_ 1 f(2)
resp. lim,_, o f(z). Limity zprava a zleva se nazyvaji jednostranné.

Je-li lim,_,, f(z) = A € R, fikdme té%, Ze f(x) pro x — a konverguje k A; je-li
A = too, fikdme, ze f(z) k A diverguje. Podobné slovni vazby se uzivaji i v ptipadé
jednostrannych limit. Casto je vyhodny i zapis

(4) f@) > A pro v —a (resp. € — a+ resp. x — a—).

Ctenéii je jisté znamo, Ze limita f(at) existuje, pravé kdyz je f(a+) = f(a—),
nacez f(ax) = f(a+) = f(a—). O

V oddilu ,,Oznaceni, operace, zkratky“ najde ¢tenaf definice okoli
(5) U(a,6), U"(a,8), U (a,d),

ktera se stru¢néji znadi U(a), UT(a), U™ (a) a nazyvaji oboustranna, prava a leva
okoli bodu a. Mnoziny, které z nich vzniknou odstranénim bodu a, znac¢ime

(6) P(a,d), P*(a,d), P (a,),

stru¢néji P(a), P*(a), P~(a); jsou to tzv. prstencova neboli redukovana okoli
bodu a, a to oboustranna, prava a leva.
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Pro limity funkci (oboustranné, zprava, zleva) plati analogie vét V.3.1-V.3.4;
slova ,pro s.v.n“ je ovSem tfeba nahradit slovy ,pro vSechna z z jistého (obou-
stranného, pravého, levého) prstencového okoli bodu a“.

Kromé toho plati tato velmi duleZitd a casto uZivand véta:

Véta 4.1 (o limité superpozice). Necht existuji limity b := f(at) a ¢ := g(bt);
necht déle existuje okoli P(a) tak, Ze pro kazdé x ¢ P(a) plati nerovnost f(x) # b.
Pak existuje i limita (g o f)(ax) a rovnd se c.

Poznamka 4.1. Predpoklad véty 4.1, Ze existuje P(a) tak, ze b ¢ f(P(a)), je
podstatny — neni-li splnén, nemusi rovnost (g o f)(at) = c platit.

Piiklad: Jeli f(z):=1—|sgnz|, g(y) :==|sgny|, je f(x) =0 pro vSechna
x # 0, g(y) =1 pro vSechna y # 0, g(f(x)) = 0 pro vSechna x # 0. Je-li tedy a = 0,
jeb:= f(0£) =0, c:=g(0£) =1, (go f)(0£) = 0; tvrzeni véty 4.1 tedy neplati.

Je to proto, ze limita g(b+) obecné nijak nesouvisi s hodnotou funkce g v bodé b;
pFi tvorbé superpozice, tedy pii dosazovéni y = f(x) do g(y), se proto f(x) nesmi
rovnat b — staél v jistém P(a), protoze existence ani hodnota limity f(at) nezavisi
na tom, jak se funkce f chova ,daleko od bodu a“.

PIné pochopeni toho, co jsme praveé fekli, je nejen nutnym predpokladem pro
spolehlivou aplikaci V.4.1, ale také vychodiskem pro samostatnou tvorbu modifikaci
této véty. Protoze kazdou z oboustrannych limit 1ze v této vété bud ponechat, nebo
nahradit jednostrannou limitou, existuje jesté dalsich osm tvrzeni podobnych V.4.1
a v pocetni praxi se setkdvame se vSemi deviti situacemi. Mame dvé moznosti:

1) Nerozumét a bud si pamatovat v8ech devét tvrzeni, nebo (v souladu s praxi
bezduchého kalkulu) pfedpoklady ignorovat a spoléhat, Ze to pfesto ,vSechno dobfe
dopadne“.

2) Rozumétl a nezatézovat si pamét tvrzenimi, kterd v pfipadé potfeby a podle
dané situace umime sami spolehlivé vytvofit.

V pripadé, ze se splni autorovo pfani a Ctenar se rozhodne postupovat podle
bodu 2), zbyva jen uvédomit si, ze limita zprava (zleva) zdvisi jen na hodnotdch,
ktergch piislusnd funkce nabyvd v jistém pravém (levém) prstencovém okoli prislus-
ného bodu. Pak budou jisté ziejmé tyto dvé zdsady modifikace véty 4.1:

Nahradime-li pfedpoklad existence limity f(a+) pfedpokladem, Ze existuje limita
f(a+) resp. f(a—), dostaneme tvrzeni o limité (go f)(a+) resp. o limité (go f)(a—).
Nahradime-li pfedpoklad existence limity g(b+) pfedpokladem, Ze existuje limita
g(b+) (g(b—)), budeme predpokladat, ze vsude v jistém P(a+) resp. P(a—) plati
nerovnost f(x) >b (f(z) <b).1)

Plati tedy napt. tato tvrzeni:

A. Necht existuji limity b := f(a—) a ¢ := g(b+); necht dale existuje okoli
P~ (a) tak, ze pro kazdé x € P~ (a) plati nerovnost f(x) > b. Pak existuje i limita
(go f)(a—) a rovnd se c.

1) Tento ptedpoklad neni ovem nutné explicite uvadét, je-li b = —oo (b = +00); je zajimavé, ze
s nekone¢nymi limitami se v tomto pfipadé pracuje o néco jednoduseji nez s limitami koneénymi.
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B. Necht existuji limity b := f(at) a ¢ := g(b—); necht dile existuje okoli P(a)
tak, Ze pro kazdé x ¢ P(a) plati nerovnost f(x) < b. Pak existuje i limita (go f)(at)
a rovnd se c.

C. zgﬂr_lmg(x) = mlir&rg(l/x) (resp. zEr_noo glx) = xli%lf 9(1/x)), ma-li jedna

strana rovnosti smysl.
K velmi dilezitym existenénim vétam patii toto tvrzeni:

Véta 4.2 (o existenci jednostrannych limit monotdénni funkce). Je-li funkce
f:(a,b) — R monotonni (v (a,b)), existuji obé jednostranné limity f(a+), f(b—).

Podrobmnéji: Jeli funkce f v (a,b) neklesajici (resp. nerostouci), je
fla+) = inf f((a,b)), f(b=) = sup f((a,b)) (resp. f(a+) = sup f((a,b)), f(b—) =
inf f((a,b))).

Disledek: Jeli funkce f monoténni v intervalu (a,b), existuji pro kazdé
¢ € (a,b) konecné limity f(c—), f(c+). Pro neklesajici (resp. nerostouci) funkci f
Je pritom f(c—) < f(c) < f(c+) (resp. f(c—) = f(c) = f(ct)).

X kX

JeliaeRalim, ,, = f(a), fikdme, Ze f je spojita v bodé a; spojitost zprava
resp. zleva se definuje platnosti rovnosti lim,_.,+ = f(a) resp. lim,_,,_ = f(a).
Spojitosti se nékdy podrobnéji fika oboustranna spojitost, zatimco spojitost zprava
resp. zleva je spojitost jednostranna.

Je zfejmé, ze f je spojita v bodé a, pravé kdyz je v bodé a spojita zprava i zleva.
Kromé toho plati: f je spojita v bodé a, pravé kdyz

(7) an —a = f(a,) — f(a);
analogicky: f je spojitd v bodé a zprava (zleva), pravé kdyz

(7£) a<a, —a (a>a,—a) = flay) — f(a).

Dulezité upozornéni. Bohuzel se casto stava, ze zacateénik — mnohdy ovlivnény
falesnym vykladem pojmu limity a spojitosti ve Skole — dostate¢né nerozlisuje limitu
od hodnoty. Je proto vhodné pamatovat si jednoduchy protipiiklad a zaroven védét,
kdy je limitu opravdu mozné nahradit hodnotou:

Piiklad: Jeli f(z) := |sgnz|, je f(0) = 0. Protoze vSak je f(x) = 1 pro
v8echna x # 0, je i lim, ¢ f(z) =1 # f(0).

Tvrzeni: Vypocetlim,_, f(x) Ize nahradit dosazenim x = a do f(x), pravé
kdyz je f spojita v bodé a.

Pifimo z definice spojitosti vyplyva, Ze v Zadném jiném pripadé nelze limitni
prechod nahradit dosazenim!?) O

2) Protoze spojitost je definovana jen v bodech a € R, je zfejmé, ze dosazovat nelze v pripadé,
Ze a = Fo0o. Rikat napiiklad, Ze ,exponenciala je v —oco rovna 0%, je nesprduvné, protoze symbol

exp (—oo) nemé smysl. Je ovSem exp (—oo+) = 0 a ,limita expx pro x — —oo je rovna 0“ resp.
»exp & konverguje k 0 pro x — —oo“ jsou spravné vyroky.
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Vzhledem k okolnostem uvedenym v Po.4.1 jisté uvitadme platnost této jedno-
duché modifikace véty o limité superpozice:

Véta 4.1*. Je-li f(at) = b (resp. f(a+) = b resp. f(a—) = b) a je-li funkce g
spojitd v bodé b, je (go f)(ax) = g(b) (resp. (go f)(a+) = g(b) resp. (go f)(a—) =
g(b)).

Poznamka 4.1*. Podobné jako tomu bylo u V.4.1, Ize i V.4.1* modifikovat tim,
ze predpoklad oboustranné spojitosti funkce g v bodé b nahradime predpokladem
spojitosti jednostranné. Pak je ovSem tieba pridat pfedpoklad, Ze vSechny hodnoty,
kterych funkce f nabyva v jistém P(a) (resp. P (a) resp. P~ (a)), jsou > b, je-li
g spojitd v bodé b zprava, resp. < b, je-li g spojitd v bodé b zleva. Ctenaf, ktery
mySlenkoveé plné zvladl obsah Po.4.1, nebude mit jisté potize s vytvofenim platnych
vét analogickych vété 4.1%, tedy ani napt. s touto jeji modifikaci:

D. Je-li f(at) = b, existuje-li P(a) tak, Ze pro kazdé x ¢ P(a) je f(z) < b, a je-li
funkce g spojitd v bodé b zleva, je (g o f)(at) = g(b).

X kX%
Rikame, Ze funkce f je spojita v intervalu I C R, jestlize
(8) an € l,an, —acl = f(a,) — f(a).

Spojitost funkce f v intervalu I lze (ekvivalentné) popsat i takto:

Funkce f je spojita v intervalu I s krajnimi body a < b, pravé kdyz plati tyto
dvé podminky:

1) f je spojita zprava v kazdém bodé x € I riizném od b,

2) f je spojita zleva v kazdém bodé x € I rizném od a. [

Je-li a € R, je (oboustranna) derivace funkce f v bodé a definovina rovnosti

o) ) et T8 =S 0)

r—a xr—a

existuje-li (kone¢nd nebo nekoneénd) limita vpravo; rovnosti

. f(@) = fla) - f(x) = fla)

9+ "(a):= 1 "(a) =1
(9+) fila):= lim ===, fl(a):= lim ——"—
definuji — za predpokladu, ze prislusna limita existuje — derivace jednostranné,
konkrétnéji derivaci zprava a derivaci zleva.

Plati tato zakladni tvrzeni:

['(x) existuje, pravé kdyz je f' (x) = f' (x), nacez se f'(x) rovna spolecné hod-
noté f! (x) a f' (x).

Z existence konecné derivace f'(a) (resp. f) (a) resp. f'(a)) plyne spojitost
funkce f v bodé a (resp. zprava resp. zleva v bodé a).
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Poznamka 4.2. Z existence nekonecné derivace spojitost neplyne, jak ukazuje
priklad funkce sgn, kterd ma v bodé 0 derivaci 400, ale neni v tomto bodé spojita,
a to ani zprava, ani zleva.

Za druhé: Ze spojitosti neplyne existence derivace (ani koneéné, ani nekonecéné),
jak ukazuji tyto dva dalsi priklady:

Funkce f(z) := |x| mé pro vSechna = # 0 derivaci (Jz|)’ = sgnx; protoze
fi(0) =1, fL(0) = —1, f’(0) neexistuje, prestoze f je v bodé 0 spojita.

Moy

Ponékud slozitéjsi priklad funkce g : R — R, definované podminkami
1
(10) g(z) := xsin p pro x #0, ¢(0):=0,

ukazuje, Ze ze spojitosti funkce (v nasem p¥ipadé v bodé 0) neplyne ani existence
kterékoli z jednostrannych derivaci. [

Priklad 4.1. Ctenafi je jisté znamo, ze

R, je-li neN
(11) (1d") =n1d"" vsude v { ! } .

R_URy, jeli neZ, n<0

Kazdy polynom, tj. kazda funkce tvaru ZZ:O ak Idk, kde n > 0 a kde aq,...,a,
jsou (koneénd) redlna éisla, je spojity v celém R. Raciondlni funkce f je spojité
v kazdém intervalu obsaZeném v jejim defini¢nim oboru, tedy — piSeme-li f = g/h,
kde g a h # 0 jsou polynomy — v kazdém intervalu, ktery neobsahuje zadny kofen
polynomu h. (Sefadime-li vSechny realné kofeny tohoto polynomu do posloupnosti
1 < ... < Tp, kde n > 02), a oznacime-li jesté x¢ := —00, T,411 := +00, jsou
(g, Tr11), 0 < k < n, mazimdlni intervaly, v nichZ je racionalni funkce f spojit4.)

Liché odmocniny jsou spojité v celém R, v bodé 0 maji derivaci rovnou +oo.
Sudé odmocniny jsou spojité jen v intervalu (0,4o00) (ktery je jejich definiénim
oborem) a v bodé 0 zprava maji derivaci rovnou +oo. Pro kazdé n ¢ N ma n-ta
odmocnina derivaci

nx': xl/n’:lxl/n—lz 1
(12) (V) = (") = — o Va1

v kazdém bodé x # 0 svého definiéniho oboru. O

Pro pohodli ¢tenait nyni zopakujeme nékteré zakladni vlastnosti funkci, s nimiz
se v elementarni analyze nejcastéji setkdvame:

Funkce
(13) sin, cos, tg, cotg, exp, lg, exp, :=expo(alg), lg, := (exp,)—1,
kde a € (0,1) U (1,+00), stejné jako funkce

(14) sinhz := 3 (e* —e "), coshz := %(em +e ") (zeR),

3) Je-lin = 0, jde o ,prazdnou posloupnost®, coz odpovid4 situaci, ze h # 0 véude v R.
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tedy hyperbolicky sinus a kosinus, maji v kazdém bodé x svého definiéniho oboru
(kone¢nou) derivaci, pficem?

1
(15) sin'z = cosx, cos'x = —sinz, tg'v =—F—, cotg'z = ————,
cos? x sin®
1 1
16 exp'r =e lgx ==, exp,x=Iga-e lo/ x =
(16) Xpr=expr, lgr =, expor=lga-exp,r, g v =T
(17) sinh’z = coshx, cosh’z = sinhzx.

Cyklometrické a hyperbolometrické funkce jsou definovany rovnostmi

(18)  arcsin := (sin|[(—3m, 37))_,, arccos := (cos (0, 7)) _,,
(19) arctg = (tg|(—3m, 37))_,, arccotg := (cotg |(0,7))_,,
(20) argsinh := sinh_1, argcosh := (cosh [(0, +00)) |,

a kazda z nich je spojitd ve svém defini¢nim oboru; pfitom

1 1

(21) arcsin’ v = ————, arccos’ v = ————= v (—1,1),
V1—2? V1-—2a?
1 1
/ . f T
(22) arctg'z = 522 arccotg’ x vz v R,
1 1
(23) argsinh'z = —— v R, argcosh'z = —— v (1,+00).

V1+a2?

Podobné jako je tomu u posloupnosti, Ize limity funkci ¢asto podcitat vhodnou

tpravou pfislusného ,vyrazu“; podstatnou tlohu pfi tom ovSem hraji ,zakladni
limity“, jako napft.

. sinz . tgx et —1 . lg(1+42)
hm0 = hrrb — = hrrb = hmoi =
(24) oy s !
. sinhxz . arcsinz . arctgx . argsinhz
lim = lim —— = lim = lim ——— =1.
x—0 €T r—0 x z—0 €T z—0 x

Vsechny tyto limity jsou zaroven derivacemi piislusnych funkci v bodé 0. Casto
jsou potfebné i limity
1—cosz coshz—1 1
2 lim ——— = lim —— = —.
(25) R R
V nésledujicich ¢tyrech limitach se porovnavaji ,rychlosti ristu® mocnin a loga-
ritmickych resp. exponencialnich funkci:

1 (07
lim g;”: lim o |lgz|* =0
r—+o0 I xTr—
(26) aeR, feRL = N . O
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Ukazme nyni na nékolika pfikladech, jak lze nékteré limity pocitat upravou pii-
slusného vyrazu:

Priklad 4.2. Je-lipe N, ge N, a1 <+ < ap, b1 <+ < By, a1 # 0 # by, lze
limitu
a1z + - 4 apx®r

27 A=
( ) ILI{)IJF blxﬁ1+...+qu5q

vypocitat tim, ze vytkneme nejniZsi mocniny x v citateli a ve jmenovateli. Dosta-
neme

. o a1 + S
28 lim z® A
( ) z—0+ b1 + cee ’
kde tii tecky znamenaji vyrazy konvergujici k 0. Zlomek mé tedy limitu a;/b;
a podle véty o limité soucinu je

a1 /by pii a1 =/
(29) A= 0 pii oy > 1
sgn(a1/b1) - (+00) Ppfi a; < B

Postupovali jsme ziejmé podobné jako v piipadé posloupnosti (sr. s P¥.3.1),
kde jsme vSak vytkli nejuyssi mocniny n, protoze Slo o limitu pro n — oco. Zcela
analogicky jako u posloupnosti bychom postupovali, kdyby (27) byla limitou pro
x — oo a kdyby bylo a, # 0 # b,. Jak je patrné, Citatel i jmenovatel se vidy
snazime upravit tak, aby dany zlomek nabyl tvaru 27 (¢ +...), kde ¢ # 0 a kde tfi
tecky predstavuji funkci konvergujici k 0.

Pfiklad 4.3. Uzitim identity (a — b)(a* + ab+ b*) = a® — b* vypoéteme (podobné
jako kdyby Slo o posloupnost) limitu

(30) lim é/xj(%/xz—l—x—i—l—f’/xz—kx—l)

r——+0o0
I 224
im :
e=too Y (22 42+ 12+ Y (22 +z+1)(@2 +2— 1)+ /(22 + - 1)2

Po této tpraveé, kterou jsme odstranili nepfehledny rozdil odmocnin, z nichz
kazdd ma limitu 4oo0, vydélime éitatele i jmenovatele vyrazem z*/3, vyuzijeme
spojitosti v bodé 1 kazdé z vyslednych tretich odmocnin ve jmenovateli a ihned
vidime, ze hledana limita je rovna % O

V dalsich dvou piikladech budeme potfebovat nékteré z rovnosti (24) — (26) spolu
s vétou 4.3 o limité superpozice; podstatnou roli bude hrat i spojitost.

Priklad 4.4. Abychom mohli pfi vypoctu limity

1 — cosxv/cos2x

lim ; :
z—0 arctg (arcsin 2z - sin 3x)

(31)
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uzit (25), pfepiSeme Citatel na tvar

COS T

1—cosx+cosx(l—+Vcos2x)=(1—cosx)+ ——F——
( ) ( ) 1+ v/cos2x

(1 — cos2x)

a po vydéleni vyrazem z? dostaneme identitu

1 —coszvecos2r 17(30593Jr cosx 1 —cos2x 4
x? x? 1+ v/cos2x (22)2 ’
jejiz prava strana mé pro x — 0 limitu % + % . % -4 = % Protoze identita
arctg (arcsin 2 - sin3xz)  arctg(arcsin 2z - sin 3x) arcsin 2z 9 sin 3z 5
x? N arcsin 2z - sin 3z 2x 3z

plati napf. v P(0, 1) a protoze jeji prava strana m4 limitu 1-1-2-1-3 = 6, je

2
ziejmé, ze limita (31) je rovna 3 - & = 1.

Priklad 4.5. Nékdy 1ze limitu vypocitat vhodnou substituci a aplikaci V.4.1 resp.
V.4.1%. Pii hledani limity

(32) A:= lim = arccos
z—+00 z2+1

miZeme uvazovat napf. takto: Je-li ¢t € (0, %w), plyne z rovnosti x = cotgt rovnost
22 +1=cotg?t+1 = 1/sin’t, takze

(33) = cotgt-sint = cost;

2 +1

kromé toho t — 0+ = x = cotgt — 400. Podle V.4.1 a Po.4.1 je tedy

t
(34) A= lim cotgt-arccos(cost) = lim cost- — =1. O
L0+ t—0+ sint

Pripomenime, Ze vyraz

(35) F(@)9") = exp(g(z) g f(x))

je definovan v téch intervalech obsazenych v priniku defini¢nich obori funkci f, g,
v nichz je f(z) > 0. P¥i vypoétu limit funkeci tvaru (35) najdeme zpravidla nejdfive
limitu exponentu h(z) := g(x) lg f(z) a pak aplikujeme V.4.1 s tim, Ze

—00 0
(36) hiz) —{ AeR S = exp(h(z)) — { expA
“+00 —+00
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Priklad 4.6. Mame vypocitat limitu

(37) A= limo (sinz + cosz)'/®,

pokud existuje. Je-li z € (—m, 37), je sinz + cosz >0 a

(38) llg(sinx—&—cosx): lg(1+ (sinz + cosz — 1)) (sinx 1—cosx)
T

sinx +cosx — 1 T T

Prvni zlomek vpravo prfitom konverguje k 1 podle V.4.1, protoze lg(1 +y)/y — 1
pro y — 0 a protoze funkce sinx + cosz — 1 ma limitu 0 a neanuluje se nikde
v P(0, iw); prvni zlomek ve velkych zavorkach vpravo konverguje k 1, druhy k 0.
Z toho plyne, Ze se limita funkce (38) rovna 1, takze A =e.

Poznamka 4.3. Autor by ¢tenéfe rad upozornil na nebezpecny soubéh okolnosti,
ktery je castym zdrojem hrubijch chyb: Podle definice je sice 0° = 1, ale

(39) z podminek lim f(z) = lim g(z) = 0 neplyne, Ze lim f(z)9® =1,
a to zejména proto, ze

(40) lim f(2)9®) neni obecné totéz co (lim f(z))im9(®)

Priklad 4.7. Trividlnim pfikladem ilustrujicim (39) je konstantni funkce
(41) 21187 —exp(lgz/lgz) =e v Ry,

kterd ma v bodé 0 zprava limitu e, ackoli lim,_,o4 = lim, o4 (1/1gx) = 0.

Priklad 4.8. Dalsi varovny priklad: Je

. 1 —1/lgx X 1 1/1gx
(42) lim ( ) =400, lim ( ) =0,
5400 \ e 4+ 1 z—+oo \e? +
i kdyz
1 1
(43) lim = lim — =0.

z—+o0 e 4+  z—+oolgx

Prvni z rovnosti (42) dokdzeme takto: Pro vSechna x > 1 je

(44) 1 I ( 1 ) lg(e” (14 ze™™)) _® lg(1+ze™™) .
lgx et +x lgx lgx lgx

Podle (26) je xze™* — 0 pro x — 400, z ¢ehoz ihned plyne, Ze posledni zlomek mé

limitu 0. Podle (26) je také lim, ., (lgz)/x = 0; protoze funkce (lgz)/x je pro

vSechna x > 1 kladn4d, plyne z toho, Ze lim,_, ;- x/lgx = +00. Vyraz (44) mé tedy

pro £ — oo limitu +oo a podle (36) plati prvni z rovnosti (42); druha z téchto

rovnosti plyne ihned z prvni.
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Cviceni

V nasledujicich prikladech predpoklddame, ze m e Nyn e N, k; e N, ... [ k, € N,
acRy,beRy,ceR,Ac(l,40),acR,a1eR,...,a, e R, FecR,0£ycR.
Nékterou z elementarnich metod (tedy bez uziti I’Hospitalova pravidla a Taylorovych

polynomii *)) vypoctéte tyto limity:

2 _ mo__
4.01. li VEFTTHT L 4.02. lim L1
z—0 X z—1 g™ — 1
Wr—1 Y1+2z+1
4.03. lm V21 4.04. lim Y 2Tl
rx—1 %—1 r——1 */.’L‘+2+I‘
4.05. lirf 2*(Ve+1—-+vVa—1) 4.06. liIJIrl (Vr+1-Vz—1)
4.07. lim 2 tT71 2.08. I (- ")
z—0 T z—1\1l—gm 1—2"
J— 3 J— — —
4.00. i YET2Z Ve +20 410, lim YE-Va-vr-a
z—7 vr+9-—2 z—a+ 72 — a2
. Vit+zrz—+1—=x . ve+1l—+yz—1
4.11. lim — 3 4.12. lim - 3
=0 {142 —-V1—2 z—too Yr+1— -1
4.13. lim ( :c—\/:f—\/f) 4.14. lim (3 22 4+ Vat — \/3:102)
r—+00 r—+00
2 . .92 . .
4.15. lim 2sin x. 3sinz +1 4.16. lim 2sin ?:Jrsm:v 1
z—m/6 2sinz — 1 z—37/2 sinz +1
4.17. lim z(lg(z+1)—lga) 4.18. lim gz (3Y/7 —2!/7)
xr——+00 T—+00
4.19. lim ——° 4.20. lim =7
T—a T —a z—a T —a
x 3 x 3
4.21. lim lg(e” +2°) 4.22. lim lg(e” +a%)
z—0 lg(e3® + x6) z—+oo lg(e37 + x6)
. 2 _ 2 _
493, lim &P (sin2x) —expx 424, lim &P (arctg. x) —expx
z—0 tgx z—0 s x
T\ o 3 _
4.25. lim BLFze")sinde 4.26. lim lgi— VST
z—0 lg (cos x2) z—0+ 1 —cosy/x
4.27. tim —80FTE) 4.28. lim —L T S0T T COST
=0 lg(z +V1+z) z—0 1+ sinyx — cosyx
1—cotg®x a
4.29. i 430. lim Ig(1+A4%)1g(1+2)
z—l>I7Irl/4 2 — cotgx — cotg® oo g1+ A7) (1+ x

4) Ptiklady na aplikace téchto méné elementarnich metod najde &tenaf v kapitole 6.
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4.31.

4.33.

4.35.

4.37.

4.39.

4.41.

4.43.

4.45.

4.47.

4.49.

4.51.

4.53.

4.55.

4.57.

4.59.

4.61.

4.63.

4.65.

lim lg (22 + V1 — 42?)
2=0 g (z + V1 —22)
i 2recos®

e

lim —\/(m_ Veosw

2—0 tg 22

. lg(cosax)
lim ———~=
—0 lg(cosbr)

I V1 — cos z2
im ————

z—0 1—cosx

lg(1 +sin®z)
m ——F
v—0— lg(1+ tg’ z)

lgz —1\18=
lim ( )
T—+00 lgx +1

lim (e”’f'|r1 - e”:)ew

T——00

. am+bm+cz 1/z
lim (7)
x—0 3

. 1 1\=
lim (smf —|—cosf>
T T

r——+0o0

lim (1 — x_a)ﬁ

r——+00
li t sinz—1
Hﬂ?}z,( g)
lim 1‘1/ arccos?
rx—1—
. 1+ 27\ 1/(1+V3)
lim ( )
z—+o0 \2 4+ 1

. lg(2? + 2+ 1)\*
lirg (lg(a:2 +a - 1))

r——+0o0

. arccosx \1l/sinwz
g (2508 )
z—0+ \arctg (1/x)

. a\1/lgx

lim (1 + x2)1/arctg2w
z—0

4.32.

4.34.

4.36.

4.38.

4.40.

4.42,

4.44,

4.46.

4.48.

4.50.

4.52,

4.54,

4.56.

4.58.

4.60.

4.62.

4.64.

4.66.

. \/1+tg1'f\/1+sinx
lim
z—0 1’3

1 —sin2xz — cos 2z

lim
z—7/4 1 —cotgx
y ycosx — Hcosx
im ~——— Y

z—0 sinx arcsinx

22”” _ 21‘2

li -
=0 sinyx
1 1/1g(lgz)
lim ( g(lg w))
T—+00 lgl‘
lim (37 + arctgz)'/”

T——00

(I’+ a)x+a(l,+b)x+b
(37 +a+ b)2w+a+b

. a® 4 b* /e
i ()
z—0 \a%" + b®

lim
r— 400

. N\ 1/(cosz+1)
lim (—)
r——+7+ \TT
. 1 . 1/1g(1—x)
acli{lll— (57r — arcsin x)
T 1/ arccotg z
lim ( )
z—+oo \x + 1
. 5 z+2/x
liy (5exp 5 — 4)
. lg(z? + 2+ 1)\2"lg=
li (—)
z—+oo \lg (a?2 +x— 1)
. coszx \ 1/
lim ( )
z—0 \cos2x
. 1/(2vz)
Jim (1+tgva)
lim (arccotgx)®/18®

r—-+00



x

4.67. lim
0 e¥ 4 2% 4 . fent —p
4.68. lim COS T COS 2x~-2~c0snx —1
x—0 €T
4.69. sinh” @

lim
z—0 coshx cosh2x---coshnx — 1

4.70. lim +/z (sin(lg(z + 1)) —sin(lgz))

Tr——+00

4.71. IEIEOO <\/z+\/z+\f—\/z+\/z—\/§)

4.72. lim zo‘(\/x2—|—z+1—\/x2—x—|—l)

T——+00

4.73. lim xa(%/x2+a:+1— i?’/x2+x—1)

T——+00

4.74. lim o ({(x+ 1) - Y@ - 1)?)

r——+00

4.75. lim (V(w—!—al)(a:—kag)---(x—kan)—a:)

r—-+00

. 1 n n
4.76. gIUI—»HIO ;(( x2+1—|—az) —(\/x2+1—m))
4.77. lim in((x+ 2 4+1)" + (z — Va2 +1)")

Tx—-+00 I

z—0 T

4.78. lim 1 ( i sin (a + kx) — nsin a)
k=1

x—0 21

4.79. lim 1 ( i cos (a + k*z) — ncos a)
k=1

1+ az)V* (1 4+ agz) /%2 - (1 + ) t/Fe — 1
( )

4.80. lim
x—0 x
Reseni

4.01. % 4.02. ». 4.03. . 4.04. %
4.05.lproa:%;+ooproa>%;0pr0a<%.

4.06.%proa:%;+ooprooz>§;0proa<§.
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4.07.

4.12,

4.18.

4.23.

4.29.

4.35.

4.41.

4.46.

4.51.

4.52,

4.56.

4.63.

4.68.

4.72.

4.73.

4.74.

4.75.

4.79.

1/n. 4.08. 1(m—mn). 4.09.112/27. 4.10. —1/v2a. 4.11. 3.
+o00. 4.13. -1, 4.14. 1. 4.15. —1. 4.16. 3. 4.17. 1.
lg2. 419.a"(Iga+1). 4.20.a"(Iga—1). 4.21. 1. 4.22. 1.

1. 424, —1. 4.25. —4. 4.26. —co. 4.27. 2. 4.28.1/.
5.430.algA. 431.2. 4.32.1. 4.33.1. 4.34..2.

—4. 4.36.1. 4.37.4%/b?. 4.38. —1. 4.39. V2. 4.40. 161g2.
—00. 4.42.2a/y. 4.43.¢72. 4.44. 1. 4.45. 1.

1. 4.47. {/abc. 4.48. ¢ (*tD) . 4.49. c. 4.50. (ab)*/2.

e~ ! pro a:%; 0 pro ae(Oé); 1 pro a>%.

+o00 zprava, 0 zleva. 4.53.1. 4.54.¢Y/2. 4,55, ¢ 1/2.

e”!. 4.57.1. 4.58.¢°. 4.59.1. 4.60.c. 4.61.1. 4.62. ¢*/2.
€. 4.64. /2. 4.65.¢. 4.66. ¢~ . 4.67. 2/n(n+1).

—Lnn+1)(2n+1). 4.69.12/n(n+1)(2n+1). 4.70.0. 4.71. 0.

1 pro a =0; 400 pro o >0; 0 pro a <0.

2 pro a=3%; +oo pro a>3; 0 pro a < 3.
% pro a:i; 400 pro a>i; 0 pro a<%.
(1 +ag+--+a,)/n. 4.76.2n. 477.2". 4.78. In(n+1) cosa.

—tn(n+1)(2n+1)sino. 4.80. S (ag/ky).
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5. Derivace

Derivace (oboustranné, zprava, zleva) realné funkce f redlné proménné v bodé
a € R byla definovana v kapitole 4 (viz fadky (9) a (94)); tato derivace se podrobnéji
nazyvé derivace fadu 1. Oboustranné derivace fadu n, kde n > 1 je pfirozené ¢islo,
se definuji indukci, v niz zbyva provést indukéni krok:

Je-li a € R ama-li funkce f v kazdém bodé z jistého okoli U(a) derivaci f(*~1(z)
tadu n — 1, definujeme derivaci (") (a) ¥adu n funkce f v bodé a rovnosti

(1) F™(a) = (f" V) (a),

ma-li prava strana smysl. Dodejme, Ze derivaci fadu 0 v bodé€ a leZicim v defini¢nim
oboru funkce f budeme rozumét ¢islo f(a). Kromé ndzvu ,derivace fadu n“ se bézné
uziva i termin ,derivace n-tého radu“. Jednostranné derivace fadt n > 1 nebudeme
nikde potfebovat, a proto je ani nebudeme definovat.

Rikame, Ze funkce f je diferencovatelna v bodé a, existuje-li konecnd derivace
f'(a); fikdme, Ze f je diferencovatelna v mnoziné M C R, je-li diferencovatelna
v kazdém bodé této mnoziny. Pfechod od f ke koneéné derivaci f' se nazyva
diferencovani (funkce f).

Pripomenme, zZe funkce diferencovatelna v bodé a je v tomto bodé spojita, ze
obrdcené tvrzeni neplati, a zopakujme dobte znama zakladni pravidla derivovani:

Véta 5.1 (o derivaci sou¢tu a rozdilu). Existuji-li derivace f'(a), ¢'(a), je
(2) (f £9)(a) = f'(a) £ ¢'(a), ma-li pravd strana smysl.

Analogické tvrzeni plati pro derivace zprava a zleva.

Véta 5.2 (o diferencovani soucinu). Jsou-li funkce f, g diferencovatelné v bodé
a, plati totéz o soucinu fg, pficemz

(3) (f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).
Analogicka tvrzeni plati pro derivace zprava a zleva.

Véta 5.3 (o diferencovani podilu). Jsou-li funkce f, g diferencovatelné v bodé
a a je-li g(a) # 0, je i podil f/g diferencovatelny v bodé a, pficemz

W (£ (0 - Lle)ste) - Ha)g )

Analogicka tvrzeni plati pro derivace zprava a zleva.

Véta 5.4 (o diferencovani superpozice). Je-li funkce f diferencovatelnd v bodé
a a funkce g v bodé f(a), je superpozice g o f diferencovatelnd v bodé a, pfi¢emz

(5) (go f)(a) =g (f(a)) f'(a).
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Poznamka 5.1. Vimnéme si, ze vétu o derivaci souc¢tu (rozdilu) lze na rozdil od
vét 5.2—-5.4 uzit i za nékterych situaci, kdy jsou derivace nekonecné.l) Je proto
zcela korektni napsat napft.

©) <%5+@Ey—{§x4“+?x%m m°$#°}.

+o00+00=+00 pro =0

Vétu 5.1 vsak nelze uZit k vypoétu derivace rozdilu h(z) := ¥z — ¥x v bodé
0, protoze bychom dostali vyraz +o00 — (+00), ktery nemé smysl. To samoziejmé
nevyvraci existenci této derivace; vzhledem k tomu, Ze

e

223 _ =45 x_4/5(aj2/15 —1) = —c0 pro z—0,

je h'(0) = —cc.

Pfiklad 5.1. Prvni derivaci funkce f(z) := lg(1 + z) v intervalu (—1,400) je
funkce 1/(1 + x). Pfedpokladame-li platnost identity

(n—1)!

(7) 10w) = (1

pro kazdé z ¢ (—1,400)

a nékteré n ¢ N, ihned vidime, zZe

1 n)\/ n—1 n—1)! " n!
FOD (@) = (F) () = (1) (—n>(1(+x)3+1:(‘1> (142t

vSude v (—1,400); tim je platnost (7) dokdzana pro kazdé n € N.

Priklad 5.2. Jak snadno nahlédneme, plati vSude v R a pro vSechna cela ¢isla
n > 0 identity

(4n+1) _ (4n+2) _ (4n+3) _

(81) sin®® =sin, sin cos, sin —sin, sin — cos,

4n+1)

(82) cos*™ = cos, cos! = —sin, cos®**t?) = _cos, cos*"t3) =sin .

Priklad 5.3. Aplikujeme-li dvakrat vétu o diferencovani superpozice, dostaneme
identitu
1

S te ) -
exp(2tgz) + 1 exp (tg 7)

(arctg (exp (tg))) = cos2x

platnou viude v R — {1 (2k + 1)m;k € Z}. V.5.4 lze uzit, protoze kazda ze ti
zucastnénych funkci je diferencovatelnd vsude ve svém defini¢nim oboru. [J

1) Zdiraznili jsme to tim, Ze jsme véty 5.2—5.4 nazvali vétami o diferencovdns soucinu, podilu
a superpozice.
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Ve vété V.5.4 se mluvi jen o ,,oboustranné“ diferencovatelnosti — jinou jsme ani
nezavedli; jednostranné a nekoneéné derivace pomoci ni pocitat nelze. Casto vsak
lze uzit nasledujici jednoduché a velmi uzite¢né tvrzeni, k némuz se uchylujeme
zejména v pripadech, kdy se pro vypocet (oboustranné nebo jednostranné) derivace
nehodi zadné ze zatim uvedenych vét.

Véta 5.5. Je-li a € R, je-li f spojita v jistém U(a) (U (a), U™ (a)) a je-li limita
f'(a£) (f'(a+), f'(a—)) rovna A € R*, existuje i derivace f'(a) (f)(a), f_(a)) a
rovnd se A.

7 pravé uvedené véty ihned plyne, ze napf.

9) arcsin’, (—1) = arcsin’_ 1 = +o0, arccos/, (—1) = arccos’ 1 = —o0.

Priklad 5.4. Pro kazdé x € (—1,0) U (0,1) necht je

arccosx+11 1—+v1—22
r 2g1+\/1—x2'

Funkce arccosz a v1— 2?2 jsou diferencovatelné v kazdém bodé = € (—1,1),
zlomek v logaritmu je kladny, je-li navic x # 0, funkce lg je diferencovatelna v R .
Je-li tedy 0 < |z| < 1, jsou splnény vSechny predpoklady V.5.4 a je proto

(10) fz) =

1 1
— — arccosx - —

(11) fl(x) =— i @ 2

1 1 T 1 T
+ = + .
2(1—@@ 1+mm)

Pfi diferencovani prvniho zlomku v (10) jsme dali pfednost vété V.5.2 pied
vétou V.5.3; logaritmus zlomku na pravé strané jsme pred diferencovanim rozlo-
zili na rozdil logaritmu citatele a jmenovatele, coz je mozné, protoze jak Citatel,
tak i jmenovatel jsou kladné funkce. ProtoZze vyraz ve druhé fadce (11) je roven
1/(96\/ 1— 22 ), dokézali jsme zatim, Ze

(12) flx) = —% arccosz, je-li 0 <|z|<1.

Oboustranné derivace funkce f v bodech +1 neexistuji napf. proto, ze defini¢ni
obor funkce f neobsahuje zadné oboustranné okoli zadného z téchto bodu; zbyva
vSak rozhodnout, zdali existuji jednostranné derivace f|(—1) a f’ (+1). Jak jsme
jiz fekli, vétu 5.4 nelze aplikovat. ) Mohli bychom se sice pokusit postupovat podle
definice, ale daleko jednodussi je aplikovat V.5.5; to je mozné, protoze

2) Nejen proto, #e oboustranné derivace nejsou k dispozici, ale Ze jednostranné derivace funkci

arccosz a \/1— z2 jsou v bodech +1 nekone¢né. Z nemoznosti aplikovat vétu 5.4 samoziejmé
neplyne, ze uvedené derivace neexistuji.
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1) funkce f je spojitd jak v (—1,0), tak i v (0,1);
2) existuji limity

lim f'(x)=-m, lim f'(z)=0.

z——1+ z—1—
Z V.5.5 proto plyne, ze f(—1) = —m, f/ (1) =0. O

Je-li funkce f dana néjakym ,vzorcem“, budeme ji vysetfovat v maximalnich
intervalech, v nichz ma ,vzorec* smysl. Sjednoceni vSech téchto intervali budeme
povazovat za defini¢ni obor funkce f; oznacime jej D(f). V dalsim budeme Fesit
tilohy, které kratce nazveme vySet¥eni spojitosti a derivace dané funkce. Uloha se
standardné bude skladat z téchto ¢asti:

1) Nalezeni defini¢niho oboru D(f) funkce f.

2) Nalezeni vSech maximalnich intervald, v nichz je f spojitd. Nalezeni vSech
bodt = € D(f), v nichz f nent spojitéd (oboustranné, zprava, zleva). Nalezeni obou-
strannych resp. jednostrannych limit funkce f v bodech x € D(f), v nichZ f neni
spojitd a v nichz tyto limity existuji.

3) Nalezeni (oboustranné resp. jednostranné) derivace funkce f ve vSech bodech,
kde existuje.

Protoze z existence konecné derivace f'(x) (f\(z), f’ (x)) funkce f plyne jeji
spojitost (zprava, zleva), neni nutné o ni v takovych bodech ezplicite mluvit; spo-
jitost je vSak dtlezitd v bodech, v nichz kone¢né derivace neexistuje. Podobné
neni nutné mluvit o jednostrannych derivacich v bodech, v nichz existuje derivace
oboustranna. [

Budeme ftikat, Ze funkce f je spojitda ve svém definicnim oboru, je-li spojita
v kazdém maximéalnim intervalu, z nichz se sklada jeji defini¢ni obor.

P1i vySetfovani spojitosti bychom se jen stézi obesli bez znalosti téchto tvrzeni:
Véta 5.6. 1. Jsou-li funkce f, g spojité (oboustranné, zprava, zleva) v bodé a,

plati totéz o funkcich | f|, f £ g, fg, a také o funkci f/g, pokud je g(a) # 0.

2. Jsou-li funkce f, g spojité v intervalu I C R, plati totéz o funkcich | f|, f g,
fg, a také o funkci f/g, pokud je g # 0 vsude v I.

Véta 5.7. 1. Je-li funkce f spojita v bodé a a funkce g v bodé f(a), je superpozice
g o f spojita v bodé a.

2. Je-li funkce f spojita v intervalu I a funkce g v néjakém intervalu J obsahujicim
f(I), je superpozice g o f spojitd v I.

Poznamka 5.2. V nékterych piipadech lze pii vySetfovani spojitosti a derivace
vyuzit specifickych vlastnosti dané funkce, jako je sudost, lichost nebo periodicita.
Prestoze predpokladame, Ze tyto tfi pojmy jsou ¢tenafi dobie znamy, pfipomeneme
jejich pfesné definice:

Spliiuje-li mnozina M C R podminku z €¢ M = —x ¢ M, fikdme, Ze funkce f
definovand v M je suda (resp. licha), plati-li pro kazdé x € M rovnost f(—z) = f(x)
(resp. f(—z) = —f(x)).
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Je-li p € Ry a spliiuje-li mnozina M C R podminkuz € M = x+p e M, iikame,
ze funkce f definovand v M je p-periodicka (nebo ze ma periodu p), plati-li pro
kazdé x € M rovnost f(x +p) = f(x).

Pii pocitani derivaci nam ¢ast prace mohou usetfit tato t¥i tvrzeni:

Véta 5.8. Sudd nebo licha funkce f : M — R je v bodé a € M spojita zprava
(zleva), pravé kdyz je spojita v bodé —a zleva (zprava).

Dusledek. Suda nebo licha funkce f : M — R je spojita v bodé a € M, prave
kdyz je spojita v bodé —a.

Véta 5.9. Je-Ii f : M — R suda (lichd) funkce a je-lia € M, je f! (a) = —f' (—a)
(fi(a) = fL.(—a)), ma-li jedna strana rovnosti smysl.

Dusledek. Je-li sud4 (lichd) funkce f : M — R diferencovatelnd v M, je f' funkce
lichd (suda).

Véta 5.10. Necht p € R, a necht f : M — R je p-periodické funkce; pak plati
tato dveé tvrzeni:

1. Je-1i f spojitd v bodé a € M zleva (zprava, oboustranné), plati totéz v kazdém
bodé a + np, kde n € Z.

2. Pro kazdé a € M a kazdé n € Z je f' (a) = f' (a +np), f' (a) = f"(a+ np),
f'(a) = f'(a + np), méa-li jedna strana pfislusné rovnosti smysl.

Ptiklad 5.5. Funkce
(13) flz) = Vsinz
je spojitd v celém R, ale V.5.4 lIze aplikovat jen v bodech x # 0 mod 7, protozZe
(Id*)’(0) = 400 a V.5.4 predpoklads diferencovatelnost. Protoze
_ cosz
3Vsin% z

protoze lim,_,,,cosx = cosnm = (—1)" a protoze VsinZ x konverguje k 0 pro
x — n7 a je kladnd vSude kromé bodua nm, je podle V.5.5

+ o0 suda
(15) f'(nm) = lim f'(z)= { } pro viechna n { } .
00

T—nT licha

(14) f'(x)

pro viechna z ¢ {nm; n e Z},

Priklad 5.6. Jednostranné derivace 7-periodické funkce f(z) := /| sinz| lze
v bodé 0 pocitat pfimo z definice:

\3/ sinx \3/ sinx
" (0) = lim = 400. f'(0)= lim ( )_ 0o
f+() r10+ T ) f,() mlo— T )

podle V.5.10 je v dusledku toho f! (n7) = 400, f’ (nm) = —oco pro kazdé n € Z.
Priklad 5.7. Funkce

(16) f(@):=1lg (|z| - Va2 -1)
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je spojita a suda ve svém definiénim oboru (—oo, —1) U (1, +00); snadno zjistime,
ze je
(lg(z — Va2 - 1))/ =————= v (1,4+)
x?—1

aze f}(1) = f'(1+) = —cc. Podle V.5.9 je jeji derivace lich4, tedy rovna 1/v/z? — 1
v (—o0,—1), a navic je f'(—1—) = +oc.

Priklad 5.8. Funkce

(17) f(x) == z(] cos(lgz)| — [ sin(lgz)|)

je spojita ve svém definiénim oboru R . ProtoZe absolutni hodnota (identity) nemé
derivaci v pocéatku, nelze V.5.4 aplikovat v zddném bodé = € R, v némz je bud
cos(lgz) = 0, nebo sin(lgz) = 0, tedy v zddném bod€ a,, := exp (nn/2), kde n € Z.

Neni-li z € R} rovno zadnému z cisel a,,, je
(18) 1'(@) = | cos (g z)| — | sin(lg )|
—x(sgn (cos(lgx)) - sin(lgx) - % + sgn(sin(lgx)) - cos(lgz) - %)
= sgn(cos(lgz)) (cos(lgz) —sin(lg x))
— sgn (sin(lgx)) (cos (g z) + sin(lgx)).
Vzhledem k 7-periodicité funkei | cosz|, | sinz| plati identity
(19) flze*™) = | cos(lg(xe™™))| — | sin(lg(ze*™))|

=|cos(lgz+m)|—|sin(lgz £ 7)| = | cos(lgx)| — | sin(lgz)| = f(x)

pro viechna = € R.. Z rovnosti a,4+2 = a,e®™ (kde n € Z) snadno plyne platnost
identity

(20) f/(an:i:Q*) = f/(an*) resp. f/(an:i:QJF) = f/(anJr)

za predpokladu, zZe jedna jeji strana mé smysl. Podle V.5.5 jsou tato ¢isla rovna
fL(an) resp. f! (an). Z¥ejmé proto staci vypocitat limity f'(ao—), f'(ao+), f'(a1—),
f'(a1+), pokud ovSem existuji; je-li tomu tak, jsou po fadé rovny f’ (ao), f' (ao),
Jl(a1), fi(a1) a obecnéji také rovny f’ (azn), fi(azn), f.(a2ni1), fi(a2ny1) pro
kazdé n € Z. Tim bude nasSe tloha tplné vyresena.

Protoze je sgn(cos(lgz)) =1, sgn(sin(lgz)) = —1 v (a—1,ap), je v tomto inter-
valu f/(z) = 2cos(lgz) (podle (14)), a v dusledku toho f/'(ag—) = 2cos(lgl) = 2.
Podobné zjistime, ze f'(z) = —2sin(lgx) v (ag,a1), takze f'(ap+) =0, f'(a1—) =
—2,aze f'(x) = —2cos(lgz) v (a1, az), takze f'(a;4+) = 0.

Tim je dokazano, Ze pro kazdé n € Z plati rovnosti

(21) f/—(a2n) =2, f/+(a2n) =0, f/—(a2n+1) = -2, f/+(a2n+1) =0.
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Pro vypocet derivaci vyssich fada souéinu dvou funkei lze velmi ¢asto uzit toto
tvrzeni (pfipominajici binomickou vétu):

Véta 5.11. (Leibniziv vzorec.) Existuji-li konecné n-té derivace f(™, g funkci
f, g v bodé a € R, je v tomto bodé

(22) RESY (Z)Lf(k)g(n—k).

k=0

n

Priklad 5.9. Je-li A ¢ R, 0 # p € R, n € N, plati pro kazdé = € R rovnosti

(23) (z’\e‘“”)(") — Z (Z) (xx)(k) (euz)(nfk)

k=0

:e/wzn:(Z))\()\_1)...()\_k+1)xk—kun—k

k=0
() ()

Ptipomenime k tomu, Ze tzv. binomické koeficienty jsou pro kazdé A € R defino-
vany vzorcem

\ )\()\_1)...'()\—145—1—1) pro k e N
(24) (k;) = k! :
1 prok =0

vSimnéme si pfitom, Ze pro kazdé celé ¢islo A > 0 a pro kazdé k > A je binomicky
koeficient (24) rovny 0.

Priklad 5.10. Pro kazdé x € R je
3

9
(23 Sinl,)(g) _ kzz;) (Z) (xS)(k)(sinx)(ka) _ kz:;) (Z) (xB)(k) (sinx)(9*k)

=a%cosz+9-32% sinz —36-62-cosz —84-6-sinz

= x(2? — 216) cosz + 9 (32 — 56) sin .
Priklad 5.11. Indukci se snadno dokaze, ze pro kazdé n € N je

- 1!

(25) g™z = (71)"*1M pro kazdé x e R,.
x

Z toho ihned plyne, ze pro kazdé x € Ry je napf.

2 (M _ (T 2 @ 1 (T /.2y © o (TN (2" (5)
(2212) " = (| )221g0)? + (| ) (=) 182)@ + () (%) (g )

s 41 _ 48

6! 5!
_ 2 6 5
=1-2°-(-1) —x7—|—7-2x~(—1) I6+21-2-(—1) P
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Cviceni

Za predpokladu, ze a € Ry, b e Ry, —00 < a < 8 < 400, vySetiete spojitost a
derivaci téchto funkei: 3)

5.01. lg(z+ Va2 +1) 5.02. lg(z— Va2 -1)

5.03. \/z+ V7 5.04. \/z -z

5.05. 2+ z+ ¥z 5.06. =+ x— x
5.07. /22 +2z-3 5.08. lg°z +1g(lgz)

5.09. cotg(arcsinx) 5.10. |sin®z|
5.11. arctg(tg® ) 5.12. /|22 —x — 2]
z—1 3/x+2
13. A4, {——
1+2 3/1+ a3
5.15. arctg - 5.16. 5.2
5.17. arccos l 5.18. arccotg s?n:c teosw
x sinz — cosx
5.19. argcosh(lgz) 5.20. arcsin(Ig®z)
5.21. arccos(lg(2 — x)) 5.22. |arcsinz|
5.23. arcsin|z? — 1| 5.24. lg(arcsin(z? — 1))
1 a\® b\ rx\®
5.25. g (arccos ﬁ) 5.26. (5) (E) (a)
5.27. arctg ﬁ 5.28- lg(l + ‘ Sinm |)
5.29. arcsin(sinx) 5.30. /arctg(e® — 1)
5.31. {/cos(x2 —1) 5.32. ¥/(lg|z|—1)2
5.33. arccos((1 — cosx)?) 5.34. «*
5.35. 2'/" 5.36. x'8”

3) U nékolika ptikladt miize byt vypocet jednostrannych derivaci v krajnich bodech p¥islusnych
intervaltl dost obtizny, smime-li uzit jen dosud vyslovené véty. Ctenaf, kterému jde jen o zvladnuti
zékladnich postupi, mtze proto tuto ¢ast tkolu vynechat; ¢tenar, kterému by vadilo, ze priklad
nedovede rozresit v plném rozsahu, muaze zkusit vratit se k feSeni, az se sezndmi s obsahem kapitoly
6, v niz jsou vylozeny méné elementarni metody vypoctu limit.
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5.37.

(Igx)” 5.38.
5.39. (Igz)'s” 5.40.
5.41. (sinz)®*® 5.42.

1+ x\le
5.43. <lg — x) 5.44.
5.45. argcosh(e + 1> 5.46.
er —1

5.47. lg(lg(e” + /1 + 2)) 5.48.
5.49, AomT L Jloe 5.50.

V1 — 22 1+
5.51 gy - 2

. . arctge —1g m 5.5 .
5.53. Va2 — 22 — a arccos 2 5.54.
5.55. arcsin 5.56.
2 +1
5.57. lg(1 +sin®z) — 2sinz arctg(sinz)
5.58. 2z arctgz — lg(z? + 1) — arctg® «
5.59. z arcsin®x + 21/1 — z2 arcsinz — 2z
1

5.60. 27 —lg (z+V1+a?)

V1+ 22

2¢ — 1 z+1
5.61. /3 arct —1
8 V3 8 Vrz—xz+1
5.62. \/(z—a)(B—2)+ (3 —a)arctg | =~
-

x
(aI‘Ctg I) arccosx
(ez _ 1) arcsin x

1—sinx
g/ ——
1+sinx

\/\/i—sin:v—cosx

1
arctg V2 —1— 5%
2 —1
lg (2z+ 14222+ 2)
argsinh (| Ig |22 — 3|])
1g£+arctgE
V12 + a2 a

1
Va2 —1— 22 arccos —
x

V bodech z uvedenych v zavorkach vypocitejte n-té derivace téchto funkei:

5.63. z"¢%", kde a cR (zcR) 5.64.
1
5.65. —— —00, & 5.66.
m (‘T € ( 0, 2))
1+=z
5.67. lg T (x =0) 5.68.
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5.69. Necht

(26) f(l‘) — { exp(—l/g;2) pro x 7& O} .

0 pro =0

Dokazte indukci, Ze existuji polynomy a, (z) tak, Ze rovnost

& )=o) o (- 3

plati pro vSechna n € N a vSechna z # 0; pak dokazte, ze f(”)(O) = 0 pro vSechna
n € N. (Rada. Substituci = +1/+/¢ prevedte limitu pro + — 0+ pravé strany (27)
na lim, o a,(£v/t)exp(—t); podle (26) z kapitoly 4 je tato limita rovna nule.
Dodefinujeme-li tedy funkci (27) v bodé 0 nulou, bude spojitd v celém R a staci
aplikovat V.5.5.)

5.70. Zjistéte, pro kterd n ¢ N ma funkce

2" sin 1 pro x#0
(28) fa) = z
0 pro z=0

v bodé 0 derivaci prvniho resp. druhého fadu a pro kterd n € N je prvni resp. druha
derivace v bodé 0 spojita.

Reseni
Funkce z pfiklada 5.01-5.70 zna¢ime v tomto seznamu feSeni f. Vsechny jsou

spojité ve svém definicnim oboru; tuto informaci u jednotlivych priklada jiz neuva-
dime. %)

N T
5.0L D(f) = Ri ['(0) = J— v R
5.02. D(f) = (1, +00); f’@;):-ﬁ v (1,400); f4(1) = —o0

__eal
4/x\/x + /T

_ 2/a-1
4z \/x —\Jx

5.05. D(f) = (0,+00); f'(z) =

5.03. D(f) = (0, +0); f'(x) R ; f1(0) = +oo

5.04. D(f) = (1,+00); f'(x) v (1,400); fi(1) = 400
1 1 ey
1+ﬁ+ﬁVR+’f+(0)_+O®

4) V kapitole 7 budeme vysettovat i funkce, které v nékterych bodech spojité nejsou.
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5.06.

5.07.

5.08.

5.09.

5.10.

5.11.

5.12.

5.13.

5.14.

5.15.

5.16.

5.17.

1 1
14— -
N

2(x+1)
33/ (2% + 2z — 3)?

D(f) = (0,+00); f'(z) = R, ; f/.(0) = —oc0

D(f)=R; f'(z) = , jeli =3 #x#1;

21g’z + 1
= v

DU = (1 +o0); P = 2525y o)
D(f) = (-=1,0)u(0,1); f(x) = —ﬁ, je-i 0 < |z <15

FL=1) = JL(1) = =00

D(f) = R; f'(z) = 3sgn(sinz) sin®z cosz v R.
Pozor! V.54 nelze aplikovat, je-li x =0 mod 7,ale uvedeny

vysledek je podle V.5.5 spréavny i v téchto bodech.

D(f) =R~ {3+ Dmsn e Z); £0) = — o v D))

sgn(z? —z —2)

2y/|x? —x — 2|

fL(=1) = fL(2) = —oo, fL(-1) = fi(2) = +o0

D(f) = (00,2 U(-2, ho0); f'(x) = 3 BV LD),
V@ - D@ +2)

jeli —2#x#1; fL(1)=—o0, fi(1)=+00

D(f)=R; f'(z) = 2z —1), jeli —1#z#2;

5

D(f) = (—00,3) U (3,+0); f'(x) Y (z +2)2(z — 3)°

)

jelli —2#ax#3; f/(-2)= -0

D(f) = (=00, 1) U (1, +00); f/(x) = —

“Tr
D(f) = (=00, —V2) U (=V2,V2) U (V2,400); f'() =
B 2 (2 + 61 — 23)

3y (A aP)2(2— 22

je-li z#1

, Je-li i\/i#x#—l; f'(=1) = +o0

D(f) = (o0, =1) U (1, +00); f'() jeli [z > 1;

1
NIGES
FL1) = F1(1) = oo
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5.18.

5.19.

5.20.

5.21.

5.22,

5.23.

5.24.

5.25.

5.26.

5.27.

5.28.

5.29.

5.30.

D(f)=R—{(n+HmineZ}; f(x) =1 v D(f)

D(f) = (e, +00); f(x) = Mglil v (e, +00); f1(e) = +oo
, 3lg%x
D(f) = (1/e,e); f(x) = W v (1/e,e);
FL(1/e) = () = +o0
1

D(f)=(2-e2-1/e); f'(z) =

(2—1x) 1—1g2(2—:v)’
jeli2—e<az<2—1/e; fil(2—e)=f(2—1/e) =+

D(f) = (-1,1); f'(z) =

sgnx
V1—22’
fjr(_l) = —00, f:/I:(O) ==+1, fL(l) = +00
~ 2sgn(z(a? — 1))
T o
0#z#+1; fL(FV2) =Foo, fi(-1) = fL(1) = %2, f1(0)=FV2

je-li 0 < Jz| < 1;

D(f) = (-V2,V2); f'(x) L jerli |z < V2 a

2sgnzx

arcsin (22 — 1)v/2 — 22
jeliz e (—v2,-1) U (1,v2); fi(=V2) =—00, f.(V2) = +c0

D(f) = (—V2,-1)U(L,V2); f'(2) =

D(f) = (1, +00); f/(w) = 5 amcosu/lﬁ)m v D)
D) = Rys £'(0) = f@) (g5 + =) v D)
D(f) =R - {:I:\/i}; f’(g;) — w v D(f)

xt =422 +5
sgn (sinx) cosx

DU =R f@) = = Tanal

, je-li x 20 mod 7;

fi(nm) = £1 pro viechna n € Z
D(f) =R; f'(z) =sgn(cosz), jeli # 37 mod m;
fi(3n —1)7) = fL(3(4n+ 1)m) = £1 pro viechna n € Z

eﬁ?

D) = 0o f ) = e =T (& — 20 7 2)

jeliz e Ry f1(0) = 400
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: 2
5.31. D(f) = R; f'(x)gma jeli @ ¢ {£an; neN},

kde a, := \/14+ 2(2n —1)7; f'(fazn—1) = Foo, f'(tas,) = +oo

2
532. D(f)=R_UR,; f'(2)= ——ou— jeli 0 te;
(f) ) = e el 0 £ e

2(cosz — 1) sinz

5.33. D(f) = |J(3(4n—Dm 3(4n+ D)r); f(2) =

nel \/1*(COS$*1)4 ’
jelize | J(3(4n— D, J(4n+ m); £ (3(4n — 1)m) = +oo,
ne

5.34. D(f) = (0,400); f'(z) =2"(gz+1) v Ry; f1(0) = —oc0
5.35. D(f) = Ry; f'(z) =2Y*"2(1 —1gz) v D(f)
5.36. D(f)=R,; f'(z) =22%""Liga v D(f)
5.37. D(f) = (1,+00); f'(z) = (lgz)* " (lgz lg(lgz) +1) v (1,+00);
fi)=1
5.38. D(f) = (0,+00); f'(z) = mxzww(lg:ﬁ(lgm +1)+ é) v Ry; fA(0)=1
5.39. D(f) = (1, +00); () = (gays* - BEDEL prigy o oo
_ o arccos x g (arctg x)
5.40. D() = (0.1); f'@) = 10§72 etz ~ V17 )

jeli e (0,1); f1(0) =0, f/(1) = +o0

cos? z — sin® z 1g (sin z)

5.41. D(f) = [ @nm, @n+)7); f(2) = f(x)

ne’
vD(f)—{2nm;neZ}; fi(2nm) =1
lg(e® —1) e*
V1—22 et —1

sinx

5.42. D(f) = (0,1); f'(x) = () (

f1(0) = =00, f1(1) = +o0

arcsin x) v (0,1);

1+x)1g1/’*1 2lgz f(x)

1+«
1—2z 17m2+ T lg(lg )

5.43. D(f) = (0,1); /'(x) = (Is 2

v D(f)
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1

544. D(f)=R—{i@2n+1)m;neZ}; f'(z)= oz ¥ D(f)
5.45. D(f) = Ry; f(x) = —QSmﬁ(lx) v D(f)

- sinx — cosx
2\/\57 sinz — cosx
fi(2n+ 1)) = +1/V2 = 0.84 pro viechna n € Z

5.46. D(f) =R; f'(x)

, je-li o # %7‘(’ mod 27;

eﬂ,’

5.47. D(f) =R; f(z) = TTE e R
5.48. D(f) = (1, +o0); f(a) = (xlg””l) v D(f)

5.49. D(f) = (—L1); f'(a) = x(l_;“; v D()

5.50. D(f) = (0.4+00); () = S v Eut [1(0) = 400
551 D(f) = R; ['(r) = S v D)

je-li z € D(f) — {£V2, +2};

Fi(=2) = f1(2) = 4, fL(—V2) = [L(V2) = £2V2

5.53. D(f) = (~a,a); f'(z) = e (—a,a);
fi(=a) =400, fL(a) =0
.54, D(f) = (~a+20)i (1) = oy v DY)
5.55. D(f)=R; f'(x) = 962#—&-1 v D(f)
5.56. D(f) = (—o0, ~1) U (1, +00); f'(z) = %—%carccosi,

ol [ ] > 1 /(1) = —00, fL(1) =0

5.57. D(f) = R; f'(x) = —2 arctg(sinz) cosz v R
2

5.58. D(f)=R; f'(z) = x2279f&—1 arctgr v R
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5.59.

5.60.

5.61.

5.62.

5.63.

5.64.

5.65.

5.66.

5.67.

5.68.

5.70.

D(f) = (~1,1); f'(z) =aresin®x v (=1,1); fi(~1) = fL(1) = ;

1
D(f) = Res (0) = oy v D)
3
D(f) = (~1,+00); f'(a) = 5= v D(f)
D) = (.0 F/@) = /T2 v (,0)5 Fi(0) = +oo
o e /1 1!
© () 7 o*e"
N 1 S 111
Ry B 5(n —1) pro kazdé liché n
kZ:O( Mo 1) e N‘{;n—l pro kazdé sudé n
(2n—1)N

V(1 —2z)2n+l
2" 1g(x), kde g(z) je rovno sin2z, cos2z, —sin2x, — cos2x
podle toho, zdali je n, n — 1, n — 2, n — 3 délitelné ¢islem 4

(n) 2(n —1)! pro kazdé liché n
f(0) = o
0 pro kazdé sudé n

(—1)"n! (xn1+1 - (x+11)n+1)

n>2 & f'(0) existuje; n >3 & f' je spojitd v bodé 0;

n>4 & f"(0) existuje; n >5 < f” je spojitd v bodé 0
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6. Limity funkci — 2. ¢ast

Limita podilu dvou funkci je rovna podilu limit téchto funkci jen tehdy, kdyz ma
podil limit smysl. V nékterych pripadech, kdy podil limit smysl nema, lze limitu
podilu najit nap¥. pomoci tohoto tvrzeni:

Véta 6.1. (I'Hospitalovo pravidlo.) Necht a ¢ R* a necht jsou splnény tyto
podminky: Funkce f, g jsou diferencovatelné v jistém P(a) a

(1) bud lim f(z) = lim g(z) =0, nebo lim |g(x)| = 4o0.
Pak je

/
(2) lim /() =1l () existuje-li limita vpravo.

2oa g(z)  voa g'(x)

Analogicka tvrzeni plati pro limitu zprava v bodech a < +00 a zleva v bodech
a > —0o0.

Priklad 6.1. Tlustrujme uziti ’'Hospitalova pravidla nékolika typickymi piiklady :

| 1
(3") lim 2% = lim - =0;
r—4oco X r—-4o00 I
1
| -
im zlgx = im—x im — = — lim z=0;
3 lim zlge = lim -2 :
x—0+ z—0+ 1 r—0+ 1 r—0+
T 2
1
im re * = lim T _ lim — =0;
4 | ® 1 ;
r——+00 r——+oo et r—+o0 et
1
t 2
im xarccotgxr = lim arccoler _ lim Lﬂzl'
5 1 g | ;
T — 400 x—+00 1 T— 400 1
T 2
im ST _ lim cosz =1;
6 1
z—0 X x—0
1
ST —X -1
(7) lim (ir—2)tger = lim 2 = lim —— =1.
z—7/2 z—m/2 cotgx z—7/2 1
sin? z

Priklad 6.2. Vétu 6.1 lze aplikovat na podil f/g i nékolikrat: Spliiuji-li napiiklad
nejen funkce f, g, ale i jejich derivace [/, ¢, f”, g” pfedpoklady V.6.1, je
! " n
2 N 115 N (20 W 4

lim Gy = Ay = = lim 77 (2) existuje-1i posledni limita.
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Napriiklad tedy je

. sinx —=x . cosx—1 . —sinx . —cCcoSsT 1
(8) lim ———— = lim ——— = lim = lim =——.
x—0 11;‘3 x—0 311;‘2 x—0 6x x—0 9 6

Jak je patrné, pii praktické aplikaci ’'Hospitalova pravidla piSeme rovnosti v jis-
tém smyslu ,na dluh“. Zpocatku totiz nemusime védét, zdali plati prvni tfi rovnosti
v (8), protoze na prislusné zlomky nelze aplikovat vétu o limité podilu. Prvni éi-
tatel f(z) := sina — 2 i ptislusny jmenovatel g(x) := 2® véak m4 limitu 0 a totéz
plati o f'(z), ¢'(z), f"(x), ¢"(x). Platnost prvnich t¥i rovnosti v (8) vSak (za této
situace) plyne z existence limity podilu f"'(z)/g"” () = —§ cosz. ')

Priklad 6.3. Je-li @ < 0, je (podle véty o limité podilu) lim ;1o 2%/e* = 0,
protoze ¢itatel f(x) := z® m4a bud limitu 0, nebo 1, jmenovatel g(x) := e® limitu
+o0. Je-li @ € Ry, diverguje Citatel i jmenovatel do +o00; je-li n nejmensi pfirozené
¢islo vétsi nebo rovné «, lze n-krat aplikovat ’'Hospitalovo pravidlo, protoze funkce

gx)y=4¢'(z)=...= g(”_l)(x) = e® mé v +oo limitu +o0o. Dostaneme tak rovnosti
a a—1 -1 a—2
(9) A VN L A (A 1 et A
z—+oo e¥ rz—+oo et T—+00 et
"~ lim ala—1)--(a—n+1)a*" 0.
T—~400 er

posledni z nich plyne z véty o limité podilu, protoze =™ méa bud limitu 0, nebo 1.

Poznamka 6.1. 'Hospitalovym pravidlem lze poc¢itat nejen nékteré limity podila,
ale i napf. rozdili nebo soucini; pfed aplikaci pravidla je ovsem tieba rozdil resp.
soufin upravit na vhodny podil (sr. s (3”), (4), (5), (7)). To je mozné vzdy, ale
uprava nen{ dédna jednozna¢né; ozna¢ime-li F :=1/f, G :=1/g, je napfiklad

/ 1 1 G(z)—F(x)
(10" f(z) —g(z) = F(z) G(z) F(x)G(z) ’

Dany vyraz se vzdy snazime upravit na zlomek, jehoz citatel i jmenovatel ma
co nejjednodussi derivaci. V prikladu (3”) by napi. nevedlo k cili, kdybychom —
na rozdil od uvedené tpravy — ponechali = v ¢itateli a do jmenovatele dali 1/1g z;
podil derivaci by totiz v tom p¥ipadé byl roven —z lg? z, coz je slozit&jsi nez soudin,
z néhoz jsme vysli. Hlavnim cilem v pfikladech (3”) a (5) bylo odstranit derivovanim
transcendentni funkci lg x resp. arccotg x, jejiz pfitomnost zpisobuje, ze numerickou
hodnotu pfislusné limity nevidime na prvni pohled. [

V Pt.6.1 jsme vypoditali limitu nékolika souéint; uvedme jesté ptiklad na limitu
rozdilu:

1) Kdyby v podobné situaci limita podilu t¥etich derivaci neexistovala, nezbylo by nez konsta-

tovat, ze [’Hospitalovo pravidlo nevede k cili; z toho by samoziejmé vibec neplynulo, Ze vychozi
limita neexistuje — sr. s P1.6.7.
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Priklad 6.4. Je

1 1 inxr —
(11) lim ( —cotgm) = lim ( — COSJJ) = i 20Y T COSY
x

z—0 z—0 \x sinz z—0 T sinx

. T sinx . sinx
im —————— =lim ——— =0.
z—0 sSInx + T CosT z—0 SInx

+ cosx
x
Poznamka 6.2. Pomoci I'Hospitalova pravidla lze pocitat i limity nékterych
funkci tvaru f(z)9%) = exp(h(z)), kde h(z) := g(x)lg f(z). Najdeme-li limitu
funkce h(x), stacl uvazit, ze (podle V.4.1)

0 pro A= -
(12) lim h(z) = A = lim f(2)9®) ={ expA pro AeR

400 pro A=+4o0

Existuji-li obé& limity lim g(x), lim lg f(x), nem4 jejich souc¢in smysl, pravé kdyz
je jedna z nich rovna 0 a druhé je nekonec¢né; to odpovida témto situacim:

1) lim g(z) = 0 a lim f(x) je rovna bud 0, nebo +o0;

2) lim g(z) = o0 a lim f(x) = 1.

Doufame, Ze ani ¢tené¥, ktery mé (napf. v disledku chybného vykladu ve skole)
tendenci nahrazovat limitni prechod dosazenim, nebude umocnovat ¢isla 0o na
nultou a &slo 1 na +00 — ,mocniny* (£00)?, 17> by mély byt kazdému podezielé.
Pripomenime, Ze tyto symboly nejsou definovany a nemélo by smysl definovat je,
protoze by se tim nic neziskalo.

Skutecné velmi nebezpecnd vsak mize byt pro nezkuseneho studenta situace, kdy

lim f(z) = lim g(x) = 0, protoe vyraz 0° je definovdn jako 1, zatimco lim f(x)9(*)
muZe byt nejen rovna kterémukoli nezdpornému c¢islu, ale nemusi vibec existovat!

Doklada to nejen nasledujici priklad, ale také P1.6.16 a cviceni 6.77—6.84.

Priklad 6.5. Je-li a € R, f(z) := z, g(x) := a/lgz vSude v (0,1), je f(0+)=
g(0+) = 0. Protoze

1
xa/lgx:exp(a gl') = o

lgx
viude v (0,1), je i lim, oy f(2)9®) = e, coz miize byt jakékoli ¢islo z R, .
Jelli f(z) := exp(—2?), g1(z) := 1/z, g2(z) := —1/z, maji tyto funkce v +oo
limitu 0 a
li 2 = lim e " =0, i (") = lim e” = 4o0.
I ST = B e =0, L @) =l et = oo

Je-li g3(x) := (cosx)/x, je gs(+oo—) = 0, funkce F(z) := f(x)93(®) = e=ocos®
v8ak v +00 limitu nemd — napf. proto, ze pro n — oo je F(2n7w) = exp(—2n7w) — 0
a F((2n+ 1)7) =exp((2n + 1)7) — +o0.
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Poznamka 6.3. Je zajimavé (ale bohuZel smutné), jak dlouho se na rtiznych
gkolach (véetné vysokych) a v nejriznéjsich udebnicich a sbirkdch vzorci udrzuje
historicky termin neurcity vyraz. Uvadi se jich nékolik:

9, §7 0-00, co—oo, 0° 1%, oo,
0" o0
Komentujme podrobnéji napf. ,neuréity vyraz 0/0“, ktery zfejmé souvisi s limitou
podilu f(z)/g(x) v ptipadé, Ze limita ¢itatele i jmenovatele je rovna nule.

Pristup k podobnym otézkdm se nejen v dobach, kdy zili slavni matematikové
Guillaume Frangois Antoine de ’'Hospital, sir Isaac Newton a Gottfried Wilhelm von
Leibniz, ale jesté mnohem pozdéji, zasadné lisil od nynéjsiho zpisobu uvazovani.
Kdyz se zacaly pocitat limity, pocitaly se nutné i limity zlomki; pokud limita A
Citatele byla kone¢né a limita B jmenovatele koneénd nenulovd, byla (a je) limita
podilu rovna A/B. V nékterych pfipadech, kdy limita ¢itatele byla nenulovd, limita
jmenovatele nulové, se téz naslo jakési ,Feseni — napiSeme A/0 a fekneme, Ze je
to nekonecno; se znaménkem si nebudeme ptili§ lamat hlavu, stejné nékdy vychazi
zprava jiné ne7 zleva.?) V piipads, Ze i ¢itatel m4 limitu 0, budeme postupovat
analogicky : napiSeme 0/0 jako ,vysledek” a teprve pak zaneme uvazovat, co tento
zéhadny symbol znamena.

Z hlediska dnesni logiky je podobny postup naprosto neprijatelny. Je zfejmé, ze
se jedna o snahu nahradit poc¢itani limity dosazenim, coz — jak ¢tenaf jiz dobfe vi —
neni obecné mozné. Tim, Ze napiSeme 0/0 a Fekneme, Ze jde o neur¢ity vyraz, nejen
Ze nic neresime, ale zatemnujeme podstatu probléemu :

Je-li lim f(x) = lim g(z) = 0, nelze o lim (f(z)/g(x)) obecné nic Fici, protoZe
limita podilu miZe byt (podle situace) rovna jakémukoli éislu z R* a nemust dokonce
ani existovat.

Tuto ,smutnou skutecnost* ilustruji trividlni piiklady — nap¥. podil sin(az)/x
mé v bodé 0 limitu «, coz mize byt jakékoli ¢islo z R. Podil 0/0 nezavddime
(nedefinujeme) proto, ze bychom tim zfejmé nic neziskali — at se budeme jakkoli
snazit, nikdy nebude platit obecnd véta, Ze limita podilu je rovna podilu limit. V sou-
vislosti s tim naopak Fikdme, Ze podil 0/0 nemd smysl. Tento ,vyraz neni tedy
z logického hlediska neurcity, ale nesmysiny.

Podobné je tomu s ostatnimi ,neuréitymi vyrazy“?), které jsme uvedli, s vy-

jimkou mocniny 0°, jejiz zafazeni mezi tyto vyrazy je skutedné jiz na povéZenou,
protoze (jak jsme ukdzali v Po.6.2 a v Pf.6.5) mze méné zkuSeného studenta
dovést ke zcela faleSnym zavériam.

2) T dnes najdeme v nékterych sbirkdch vzorct z rediné analyzy rovnost lim, ., /ptgz = oco;
nékteré pocitacové programy v podobnych pfipadech davaji ,vysledek“ ve tvaru 1/0.

3) Po anglickém st¥edoveékém filozofu - scholastikovi Williamovi of Occam se Occamovou biitvou
nazyva princip nezavadéni hypotéz (obecné&ji: cehokoli, napf. nazvil, symboli apod.), které (za
dané situace) nejsou nutné potfebné. (V originale znél princip takto: , Assumptions introduced
to explain a thing must not be multiplied beyond necessity.“) Dnesni véda se timto principem
dost dusledné ridi, i kdyz jej, jak ukazuje uzivani zbyte¢ného a navic zavadéjiciho nazvu ,neurcity
vyraz“, néktefi ucitelé matematiky bohuzel ignoruji.
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Priklad 6.6. Ptejme se, pro kterd n € N existuje limita
(13) lir% (x™ + cos x)l/EZ ;

zéklad ma limitu 1, exponent limitu +oo. Podle I’'Hospitalova pravidla je

lg (2™ 4 cos x) nz" ! —sinz 1

lim =————— = xlir(r)li gn(x), kde gn(z) :=

20+ 2 " +cosx 2z’

a to za predpokladu, ze prislusna limita funkce g,, existuje. To vSak podstatné zavisi

na n, protoze

. _ . _1 . _ 1 “
xlirgi g1(x) = o0, ili%gg(x) =3, i%g"(x) = —5 pro viechna n > 2.

Limita (13) pro n = 1 tedy neexistuje, protoze pfislusnd limita zprava resp. zleva je
rovna +oo resp. 0. Je-li n > 1, limita (13) existuje; je rovna /2 pron =2 a e~ /2
pro vSechna n > 2.

Poznamenejme jeste, ze

13* lim (cos z)Y/*" = e 12,
(13°) )

protoze podle I’'Hospitalova pravidla je

. lg(cosx) . —sinz 1 1
lim ———+= = lim —=——.
=0  x2 z—0 cosx 2x 2

I v (13*) m4 zaklad limitu 1, exponent limitu +o0; pfiddme-li v8ak k zakladu
ymalou“ funkci 2™ (majici v bodé 0 limitu 0), vysledna limita (13) mtze byt Gplné
jina, protoZe nezalezi jen na tom, jakou mé zaklad limitu, ale také na tom, ,jak
rychle“ se k této limité blizi.

Tento priklad md varovat pred ukvapenymsi usudky typu ,,protoZe se zdklad zmenil
jen nepatrné, limita celého vyrazu se asi nezmeéeni®.

Poznamka 6.4. Bylo by omylem domnivat se, Ze [’Hospitalovo pravidlo je za
vsech okolnosti nejlepsi metodou vypoctu limity podilu, nebo snad dokonce jedinou
zndmou metodou.

Za prvé se totiz muze stat, ze po derivovani Citatele a jmenovatele dostaneme
f(z)/g(x) existuje, ale limita podilu f'(z)/g¢'(x) neexistuje (takZe neni splnén jeden
z predpokladt ’Hospitalova pravidla).

Za tteti je aplikace 'Hospitalova pravidla zbytec¢na tam, kde vystacime se znalosti
derivaci. Limity lim ;4.0 2 (31/% — 21/%) Ize najit napi. takto: NapiSeme 1/2 misto
x, ¢imZ uvedené limity pfevedeme na limity lim,_04(3% — 2%)/z, coz jsou — jak
bychom méli na pruvni pohled rozeznat — derivace funkce 3* — 2* v bodé 0 zprava
a zleva. Protoze je (a®) = a®lga pro kazdé x € R a kazdé a € R4, je tedy

T _ 9T T T

lim (3 —21/%) = lim = lim =—
r—+oo z—0+ €T r—0

3
=1g3—1g2:1g§.
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Za ¢tvrté: Pri vypoctu limity nékterych zlomkd bychom museli I’Hospitalovo pra-
vidlo uzit mnohokrat, ¢imz by se ¢itatel nebo jmenovatel mohl nadmérné zkompliko-
vat. Mnohdy vede pohodiInéjsi a rychlejsi cesta k vypoctu limity pres tzv. Taylorovy
polynomy.

Prvni dvé situace budeme nyni ilustrovat jednoduchym piikladem; pak vysvét-
lime, co jsou Taylorovy polynomy a jak lze pomoci nich nékteré limity najit rychleji
a elegantnéji nez 'Hospitalovym pravidlem.

Priklad 6.7. Funkce f(z) := z, g(z) := = + lgz - sinz maji v +oo limitu +o0,
pricemz
1
(14) TR (GO ’ - lm —— =1

+ b gz sz T lgz
4 oo g(m) z—>+oo x +lgx sinz Z— o0 1+g7 sin o
X

)

protoze (lgx)/z — 0 a sinx je omezend funkce. Podil

f'(z) 1 T

(14) e Sp— 7
g (x) 1+Smx+lgxcosx r+sinec +xlgz cosz
T

ktery je slozité€jsi nez podil ptivodni, pfitom pro x — +oo limitu nema — napf.
proto, Ze se jeho jmenovatel anuluje v nekoneéné mnoha bodech a,, divergujicich
do +0c0.%) Z toho je patrné, ze I’Hospitalovo pravidlo nelze v tomto pripadé uZit,
ackoli limita (14) existuje. [

Je-1i funkce f definovéna v jistém okoli U(a) jistého bodu a € R a existuje-li pro
nékteré celé ¢islo n > 0 konecnd derivace f(™(a), nazjva se funkce

(15) 7/, (x) ;:f:f(lz'(“) (z —a)*, kde = R,
k=0 ’

n-ty Taylorav polynom funkce f o stfedu a; je-li ze souvislosti zfejmé, o kterou
funkci f a o ktery bod a se jedné, miZeme jej strucnéji znacit napf. 7, (x).

Taylorovy polynomy uzijeme k limitni aprozimaci prislusnych funkci. Nékolik
novych pojmi a oznac¢eni nam dovoli jednoduse vysvétlit, co se tim mini, a umozni
nam s Taylorovymi polynomy efektivné pracovat.

Je-li a € R* a jsou-li f, g dvé funkce definované v jistém P(a), bude symbol

(16) J(@) = o(h(x)) pro = —a
znamenat, ze

m £ .
(17) M )

4) Spojita funkce ve jmenovateli posledniho zlomku v (14’) ma pro kazdé n € N v bodé 2nw
hodnotu 2n7w (1+1g(2nm)) > 0, v bodé (2n+ 1)7 hodnotu (2n+1)7(1—1g((2n+1)7)) < 0; nékde
mezi body 2nmw, (2n + 1)7 se proto anuluje.
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jsou-li f, g, h t¥i funkce definované v jistém P(a), bude zapis

(18) f(@) = g(x) + o(h(x)) pro = —a
znamenat, ze
(19) f(z) — g(x) = o(h(z)) pro =z — a.

Analogicky se definuji symboly, v nichz je bud ,, — a+*, nebo ,x — a—* misto

X — a‘. Symbolické zapisy (16) resp. (18) ¢teme: ,f(x) je malé ¢ h(x)“ resp.
»f (x) je (rovno) g(x) plus malé ¢ h(x) pro x — a“.

Poznamka 6.5. Za situace (16) jsou prakticky dtlezité jen pt¥ipady, kdy jsou obé
limity lim,_,, f(z), lim,_q h(x) rovny bud 0, nebo +oo. Prvni pfipad odpovida
nazorné predstavé, ze ,pro x — a se f(x) bliZi k nule podstatné rychleji nez h(x)“
(graf f se ,v blizkosti bodu a“ pfimykd k ose x podstatné lépe nez graf h); ve
druhém piipadé vsak naopak ,f(x) diverguje pro x — a do £oo podstatné pomaleji
nez h(z)“ (bod (x,h(z)) je ,pro x blizkd k a* podstatné déle od osy x nez bod
(x, f(x)). Jisté nemusime pfipominat, ze tyto limitni pojmy nemaji nic spole¢ného
s hodnotami funkci f a h v bodé a samém.

Pfi této terminologii jsou jisté srozumitelné napt. tyto vyroky:

A. Je-li B > a > 0, roste 2% pro x — +0o do +oco podstatné rychleji nez x*. (Je
/2P —0.)

B. e® konverguje k 0 pro x — +o0o podstatné rychleji nez kterakoli zaporna
mocnina x®. (Pro kazdé a ¢ R_ je e™® /2% — 0 neboli 2%e® — +00.)

C. lg x diverguje pro x — 04 do —oo podstatné pomaleji, nez kterakoli zaporna
mocnina z® diverguje do +oo. (Je lgx/x% — 0 neboli #°lgx — 0 pro kazdé b e R,.)
O

Uvedme nyni nékteré zakladni vlastnosti symbolu ,,malé o*: )

@) 5@ =o(h), 9(e) = o(hla)) = J(2) (s) = olh(e);
@) 1) = (@) gle) = o(b) > J()g(x) = (b))
22 Jeli 07 lim 15 £ oc, o f0) = o(h(w) & (o) = o(k(a).

Dale: Pro kazdé a € R je
(23) fx)=o0(h(z)) = f(z¥) =o(h(z)) pro x — 0+ apro z — +0o0;
je-li « € N, plati (23) pro x — 0 (,,oboustranné®).
Priklad 6.8. Podle (4) a (3') je
x=o0(e") a lgx=o0(x) pro x — +o0.

5) V relacich (20)—(22) vynechdvidme pro stru¢nost symbol z — a (z — a+, x — a—).
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Obecnéji, pro kazda dvé ¢isla o e Ry, § € R je

(24) # =0(e*) pro ¥ — +o0,
(25) gz =0(z*) pro x — 400,
(26) [lgz|® =o(z™) pro = — 0+.

Plati téz napf. tyto relace:
(27) a<f = e =o0(") pro x— +o0,
(28) acRy, feRy = e =0(™) pro z — +oo.

Véta 6.2 (o limitni aproximaci funkci polynomy). Necht a € R, necht n > 0 je
celé ¢islo a necht funkce f ma v bodé a spojitou n-tou derivaci. Pak je

(29) f@) =T/, (z) +o((x —a)") pro = —a.
Obracené: Jediny polynom p stupné nejvyse n, ktery splnuje podminku
(30) f(z) =px)+o((z—a)") pro z —a,

je n-ty Taylortiv polynom funkce f o stiedu a. [

Abychom mohli pomoci Taylorovych polynomu poditat bézné limity, je nutné
spolehlivé znat nékolik zakladnich aproximaci:

Pro kazdé celé cislon > 0 je

nok
(31) emzz %—i—o(w") pro = — 0;
k=0 "
n 2k
(32) cosx = Z (—1)* (;Ck)' +o(x*" ™) pro x — 0;
k=0 ’
n 2k+1
(33) sinz = Z (—l)kh +o(z?" %) pro x — 0;
k=0 ’
2k
(34) coshz = Z 20! +o(z**) pro = — 0;
k=0 ’
n g2kt
(35) sinhx = Z @ +o(2*"*?) pro x — 0;
k=0 )
n k
(36") lg(1+x) :Z(—l)k_1 %—&—o(xn) pro z —0;
k=1
(36") lg(lfx):fz ?+o(x") pro = — 0;
k=1
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(37) (1—&-95)"‘22(2)90’“—}—0(1‘") pro ¢ — 0 akazdé aeR;
k=0

"L (2k — 1)1 g2RHT

k)1 2k +1

+o(x?"t?) pro x — 0;

(]

(38) arcsinx =
k=0

(39) arctgx = Z (—1)*
=0

I2k+1

2%k + 1 +o0(z**?) pro x — 0.

Poznamka 6.6. Jak snadno nahlédneme, je n-ty Tayloriv polynom souctu resp.
rozdilu dvou funkci roven souctu resp. rozdilu jejich n-tych Taylorovych polynomii.

Taylorovy polynomy lze i (,zkracené*) ndsobit, a to takto: Jsou-li

n

(40) Tl (@)=Y aj(x—a), To(x)=) b(x—a)
k=0

k=0

n-té Taylorovy polynomy funkci f, g, je n-ty Taylortiv polynom soucinu fg roven
souctu viech vyrazi tvaru a;bg(z — a)?™* kde j + k < n, tj. roven

n m

(40°) T(x) =) D ajbmj(z —a)™.

Jinymi slovy: Podobné jako pii tzv. zkraceném nasobeni ¢isel nasobime jen ty
dvojice séitancli, u nichz je vysledny mocnitel vyrazu (x — a) nejvySe roven n.
Vsechny takové soudiny sedteme a zpravidla i usporaddme tak jako ve (40').

x

Priklad 6.9. Abychom ziskali paty Tayloriv polynom funkce e~ * arcsin z o stie-
du 0, nasobime paty Taylortiv polynom prvniho faktoru patym Taylorovym poly-
nomem druhého faktoru, ale ponechdme si jen mocniny z™ s m < 5:

(41) e~ arcsing = (1—2*+ 32" +0(2%) (z + :2° + 2 2° 4+ 0(2%))
=z+(-1+3)2°+ (5 -5+3)°+o(@®) =2— 32+ 2%+ 0(a°).
Vsechny ostatn{ souciny ,piesly” (podle (20) a (21)) do o(z®). O

Taylorovy polynomy lze téz délit:

Priklad 6.10. P4ty Taylortv polynom funkce tgz v bodé 0 lze ziskat (opét ,zkra-
cenym®) délenim patého Taylorova polynomu funkce sinz patym Taylorovym po-
lynomem funkce cos z. BéZnym algoritmem dostaneme tento vysledek:

(42) tgr = (z—§2° + 452° +0(2”) : (1 - 12° + 552" + 0(2"))

:x—i—%x?’—i—%f—i—o(ﬁ).
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Poznamka 6.7. Déleni Taylorovych polynomi vede obcas k funkci, kterd sice neni
polynomem, ale kterou lze presto uzit k limitni aproximaci podilu.

Tak napf. délenim patych Taylorovych polynomu funkci cosz a sin z dostaneme
tento vysledek:

(43) cotgr = (1 — 22+ 52" +0(2%) : (z— $2° + L5 2° + 0(2%))
=27 = 32— 5o’ +o(@h);

z néj napr. plyne, ze

1 1-— t
(43" ——cotgm:%x+4—15)m3+o(x4), w—’% pro x — 0. [
T x

Uvedme nékolik piikladi situaci, kdy je uziti Taylorovych polynomu rychlejsi
a pohodlInéjsi nez aplikace 'Hospitalova pravidla.

Ptiklad 6.11. Pii vipoétu limity

sinx — arcsin x
44 A=lim —F——
(44) 200 tgr — arctgx

najdeme nejdiive nejmensi n € N, pro néz je n-ty Taylorav polynom jmenovatele
nenulovy. Protoze

(45) tgz —arctgr = (z+ 12° +0(2%) — (z — 32° + 0(2%)) = 22° 4+ 0(2%),

je n = 3. Po tomto zjisténi sestavime tfeti Taylortiv polynom Ccitatele:

(46) sinz —arcsine = (z — 2% + 0(z%)) — (x + ;2% + 0(2®)) = =% 2® + 0 (a?).
Nakonec vydélime rozdil (46) rozdilem (45) a zkratime vyrazem §a°; je tedy
1,3 3
T —1+40(1 1
A= lim 2o o)y Tlro) 1
MV I i 3re) | 2

Poznamenejme, ze symbol o(1) znamend jakoukoli funkci konvergujici k nule.

Priklad 6.12. Pfi vypoctu limity

VI3 -2+ 23

47 B:= lim
( ) I"+°°\/3+.133—\/4—|—333

nelze Taylorovy polynomy uzit pfimo, protoze vyrazy pod odmocninami maji limitu
+00. Po Gpravé, po niz budou mit odmociiované vyrazy tvar 1 + o(1), bude vSak
mozné uzit vzorec (37).
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Jmenovatel napiseme proto ve tvaru
V3 + 23 — \/4—1—1;3:\/1‘73(\/1—&—330—3— \/1+4a:—3)
=Va3((1+ 3273 +0(2™®) = (1+227% +0(z7?)))
=23 (- %x_?’ + 0(;10_3)) ,

Citatel ve tvaru
V123 =24+ a3 =V (V1+273 - 1+ 2273)
=Va3 ((1+ %afg +0(m73)) -(1 +3+ 0(3:73)))

= Va3 (- L1273 +o(a?).

Z toho ihned plyne, ze

3(_1.,.-3 -3
B— lim Vad (=323 4 o(x )): lim 1+o(1) _
T——+00 1/1;3 ( _ %x—l?» + 0($—3)) z—+oo 1 + 0(1)

Priklad 6.13. Vypoctéme — pokud existuje — limitu pro z — 0 funkce

(48) ( 2 arccos x) e exp f(z), kde f(z):=cotgx -1 ( 2 arccos x)
— = ex = . — .
- P ) g g -

Z identit

%arccosx = %(g —arcsin:c) = %(g - (x—|—o(x))) =1- (%m—{—o(x))

podle (36”) (a (22)) plyne, ze

2 2
lg (farccosx) =——z+4o(x) pro z — 0.
™ ™

Vzhledem k (43) je proto

1 2 2 2
- (Ero) (- 2o vata) =2 oty s
f@) = (s +o)(-Za+0@) =-=+o(1) = —= pro z—
takze
2 cotgx
lim (7 arccos x) = lim exp f(z) = e /7.
T— ™ r—0
Priklad 6.14. Je-li ¢(t) — a pro t — « a ¢(t) # a vsude v jistém P(«), plati

podle véty o limité superpozice implikace

f(x) = g(x) +o(h(x)) pro . —a = f(p(t)) = 9((1) + o (h(¢(1))) pro t — a.

75



Napiiklad p¥i vypoctu étvrtého Taylorova polynomu funkce exp (arcsin z) o stie-
du 0 bude a = o = 0 a misto o(arcsin® ) lze (podle (22)) psat o(z?); je tedy

exp (arcsinz) =
-1 : 1 .2 1 .3 1 . 4 . 4
=l +arcsinz + 5 arcsin” x + g arcsin” & + 5; arcsin x 4 o(arcsin® )
=1+ (z+i2°+o0(2h) + i(z+ §2° —|—0(x4))2 +i(z+id® —|—0(x4))3
4
+31(0+52° +o(@h) +o(?)
1k (a4 )+ (et 4 )+ dat 4 it 4+ o(e)
=l+z+32°+312°+ 22" +0(z*) pro 2 —0;
zcela analogicky odvodime identitu

exp(sinz) =1+ z+ 2% — %x4+0(x4) pro = — 0.

Tyto dvé identity nam dovoli rozhodnout, zdali existuje ¢islo n € N tak, Ze limita

(49) lim &P (arcsin ) — exp (sin x)

z—0 xn

je koneénd a nenulovd. Protoze se Citatel rovna

(I+z+ 32>+ %x?’—i— 2t +o(a") - (1+z+ 32— éx4+o(x4))

= %x3+0(:v3) pro z — 0,

splituje uvedenou podminku éislo n = 3 a pfislusné limita (49) je pak rovna %

Z dokéazaného vysledku déle plyne, Ze limita (49) je rovna 0 pro kazdé celé ¢islo
n < 3. Pro suda ¢éisla n > 3 limita (49) neexistuje, protoze p¥islusna limita zprava
je +00 a zleva —oo; pro licha n > 3 je limita (49) rovna +o0.%)

Priklad 6.15. Pri zjistovani, zdali existuje limita

(50) A= lim cos®(sin® z) — cosh?(arctg? z)
om0 Ig(1+ 2?2 + %) —Ig(1+ 22 — o)

a ¢emu se rovna, za¢neme opét jmenovatelem: Protoze pro z — 0 je
lg(1+2°+2%) = (2?2 +2") — 2 (2® + 2*)? + o((2® + 2*)?) = 2® + L2 + o(2?),
lg(1+2°—2%) = (2® —2") — 3 (2® — 2")? + o((2® — 2*)?) = 2% — 32" + 0(2?),

je jmenovatel j(z) zlomku v (50) roven 2z + o(x?); budeme proto hledat ¢tvrty
Taylortiv polynom dcitatele.

6) Pro necelé exponenty n se situace dale komplikuje, protoze mocnina ™ nemusi byt pro
z < 0 definovana.
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Pro y — 0 je
cosy=1-— %y2 +o(y?), takze cos’y=1—1y?+o(y?),
coshy =14 2y% +o(y?), takze cosh?y =1+ 4% + o(3?),
a za y mame dosadit
sin®z = (z — 22® +0(2®))? = 2% + o(2?)

resp.

arctg® z = (v — 32° + 0(2%))? = 2® + o(2?);

pro z — 0 je tedy ¢itatel ¢(x) zlomku v (50) roven
(1- (22 + o(2?))? + 0(:(:4)) -1+ (2% + o(x?))? + 0(:1:4)) = —2z2* + o(z?).
V disledku toho je

c(z) _ —22% + o(z?) _ —2+0(1) 1
@) 2t to(rt)  2+0(1)

pro z — 0, takze A = —1. Ctenaf se miize sam pfesvédéit, ze hledani této limity
I’Hospitalovym pravidlem by bylo velice komplikované.

Priklad 6.16. Pfi vypoctu nékterych limit je vyhodné uzit jak I’'Hospitalovo pra-
vidlo, tak i Taylorovy polynomy. Napfiklad limitu

(51) lim (cosh2 22 — cos? ;E?)l/lglfl

z—0
muzeme pocitat takto: Podle I’'Hospitalova pravidla je

1 h22_ 2,.2 22'h22 '22
(52) lim g (cosh” x* — cos® z?) T (sinh 222 4 sin 22%)

2
0 lg|z| =0 cosh” x2 — cos? z2

pricemz
cosh? 7% — cos? 2% = (1 + 32* + 0(2*))? — (1 - 12* + 0(2*))* = 22* + o(2?),
222 (sinh 222 — sin22?) = 222 ((22% 4 o(2?)) + (22% + o(2?))) = 82* + o(2?).

Limita na pravé strané (52) je tedy rovna 4 a totéz plati o limité vlevo. Z toho
plyne, Ze se limita (51) rovn4 e?.

I’Hospitalovo pravidlo ndm v tomto pfikladu pomohlo odstranit nepfijemny zlo-
mek (na levé strané (52)), jehoz Citatel i jmenovatel mé limitu —oo, zatimco podil
derivaci Citatele a jmenovatele je daleko jednodussi. Pfed dal$im derivovanim éita-
tele a jmenovatele jsme vSak dali pfednost Taylorovym polynomidm, protoze tento

postup je o néco prehlednéjsi a vede k cili rychleji.
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Cviceni
Za predpokladu, Ze a, b, ¢, «, B3, 7, 0, € jsou (kone¢nd) reilnd ¢isla, A, B, C
kladna (kone¢nd realnd) ¢éisla a n € N, vypocitejte — uzitim ’'Hospitalova pravidla

nebo Taylorovych polynomt nebo kombinaci obou — tyto limity: ")

axr _ bx

6.01. lim — S kde a#b
z—0 sinax — sin bx
lg(z? — 2+ 1)
6.02. —_
s oo lg (10 4+ 2 — 5)
6.03. lim oSt~ exi)(—%xQ)
x—0 X
6.04. lir% cosh —;/cosx
xTr— €T

31 +3x— Y144
6.05. lim VLT3 = VIHAr 4y
z—0  cosax — cosbx

6.06. lim1 (1—-2)tginz

1+tgax — /1 +si
lim \/ +tgx \/ +sinx
z—0 x3

6.07.

6.08. lim 277

z—0 x —sinx

6.09. lim lg(z(w —2arctga))

r——+00
) e — esina:
6.10. lim
2—0 xn

exp (22 + x) —sinz + 3cosx — 4

6.11. lim 3
z—0 arctg® x
6.12. lim — "~
x—0 €T

(expz? — 1) (sinz — z)?

6.13. lim

@0 (cosx —1)2 sin*z

6.14. lim 2(0307)

kde b#0
=0 lg(cosbx)’ ¢ b7

7) U kazdého piikladu doporucujeme zvazit, kterda metoda povede snadnéji a rychleji k cili;
pred kazdym krokem je vhodné zamyslit se, zdali nelze aktudlni situaci néjak zjednodusit.
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2(sinz — tgx) + 3

0.15. i e — 1) (exp (—22) — 1)
6.16. lim — V&7

=0+ (1 — cos /T )?

6.17. lim (sinzxgathQ), kde a #0

T—a 2a

6.18. lim (z— im)tgx

z—m/2

1 — cosz?

6.19. P—rﬂ) lg(1 — 22 —2%) —1g(1 — 22 + z4)

2arcsinx —tgx —x

6.20.

im —
z—0 2sinz — arctgx —

rz+1 T
6.21. 1 ( tg —— — arct 7)
I_l)glool‘ arch+2 arcgm+2

arctg x

6.22. lim ————
z—0+ /1 — exp(—x2)

1+ 2)1g(1 1
6.23. Iy (LF2VE0A) 1)
x—0 x X
6.24. lim 27D —2(e" —1)
x—0 1’3

\/1+:vcosxf \/1 — X CcosST

6.25. il—r»% lg(1—x)
6.26. lim cos(ze )—3cos(xe_ )
x—0 X

2 4y _ 2 _ 9.4
6.27. lim exp (z® + bz*) — exp (* — 3z*)
=0 (cosz — 1)(coshz — 1)

cos(z —tgzx) —1

6.28.
@—0 (exp (sin® z) — 1)3

(coshz? — 1) Ig(cos z)

6.29. lim — 3
z—0 sin” x tg° x

6.30. lim =8 (Signf”) -1
x—0 x

. \/1—|—sin2x—§°’/1—|—sin3x
im
o=0 z(lg(l+2) —1g(1—x))

6.31.
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6.32.

6.33.

6.34.

6.35.

6.36.

6.37.

6.38.

6.39.

6.40.

6.41.

6.42.

6.43.

6.44.

6.45.

6.46.

6.47.

6.48.

lg(1+ xe®) sin 222
im 5
z—0 lg (cosh” x)
lim lg(2sinz + /1 —4tg?z)
=0  lg(tgx + V1 —122)

arcsin? z — 22 tg2 x

im
2=0 (coshz — exp 12)?

. \/1+26””sinx— %/1+3exsinx
lim - ;
50 sinh (arcsin 22)

y (1+2—422 +23)e® — /1 + 42 — 22
im
=0 1—y/1+a3

lim (\/932+ozx+ﬂ— Vx3+fyx2+5:c+e)

T——+00

x arccosa”*

li D kde a>1
it (1 — cos+/x) arccos (1 — x) ¢

(cosz — 1) (arctgz — x)

li
I (arcsinz — z) (exp 22 — 1)
5 - 3 ;
1 hbz — V1 h3
lim \/ + argsinh ox V1 + sin x7 kde |a| % |b|

z—0 cos ar — cos bx

lim (V1422 —3V1+a23+2V1+a4)
——+00

x

lim 2" (Va2 +2+ Va2 +4 222 +3)

Tr——+00

2 . 1.2 .
lim lg” (1 + sinz) — lg” (1 + arcsin x)

x—0 xm

. 2expx — exp(sinz) — exp (arcsin )
lim

z—0 x"

lim (1”)“

z—0\1 —x

. 1/
lim (sm J?)

x—0 €T

lim

r—0

(2 arccos x) 1/

™

lim (tg :L) ta2e

z—m/4
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6.49. lim (arctgx) 1/a’

x—0 €T

6.50. lim (sinz)'s*

z—m/2

cotgx

652. hm (1 — COoSs x>tg2x

z—m/2+
1/ ar s? x

6.53. lim (TUUBT)VT

r—1— T
6.54. lir+n (sinhx)ar“g(l/w)

. 6 (x — sinx) \ 1/
.55, 1 S b’
055 Ili%( sin® x )

2

656 hrn (1+x2)1/arctg T
x—0

lgz +1 )Umm

6.57. lLim (2—
2lg°r —lgz +1

z—1

1/23

6.58. lim (w)
xz—0+ \ arctg (1/z)

e’ +1 )1/1g(1+x)

6.59. lim (m

x—0

6.60. lim (tg ;I;)l/(‘h?—ﬂ')

z—m/4

6.61. lim (2 —x)'(*/?)

r—1

6.62. lim (sin%_,_COSl)x

r—+00 T
1 z?
6.63. lim (sin 1 cosd )
r——+00 T T
r x T\ 1/z
6.64. lim (w)
z—0 3
i (z%2+41)/ arcsinz
6.65. lim (2 exp Szlﬂ _ 1)
e0 z? +1
1/sin® z
6.66. lim (157
z—0\1+sinx
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i 1/z>
6.67. lim (sn;x g(1+x2))

xr—
) cotgmx

6.68. lim (1+sinmz

r—1

2 1 1/ arccotg? x
6.69. Tt )

11m (7
z—too \x? + 4

6.70. hm (5 exp — >w+2/w

— 1/1g(1—x)
6.71. lim (M) g

x—0+ €T

i — cotg? x
6.72. lim (2" ")

arctgr —x
1 2¢ — 1 sinx/(exp x?—1)
6.73. lim (@)
z—0 arctgx
1-— cotg z/ arctg =
6.74. i (&)
w0 \ /1 1 202 - 1
1-— z%/(z—arctg x)
6.75. lim (1+——"")
z—0 arcsin x
1/(arcsin z—sin x)
6.76. lim sin z )
z—0+ \arcsinx

x—0+

6.78.

90—>0+

(
6.77. lim <; —cotgm)xlg ¢
. (et

1 1/lgx
arctgx  arcsinzx )

6.79. lim (sinx)a/lgw

x—0+

6.80. lim (1 — cos x)a/lgml

x—0

6.81. lim (arccotgg;)l/lg(lgw)

x——+00

6.82. lim (arcsinz — sinz)!/'8(arcte)

r—04
Ig(1 1/1g (g (1gx))
6.83. lim (M)

6.84. lim (arccotge®™ 1—arccotge”+1)1/T
r—+o0
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6.85. lin}) e/ cotg? x

Tr—

6.86. 1iI(I)l+ exp (—lg? z) cotg®

6.87. lim z%((1+4 z)/* —z'/7)

xr—-+00
6.88. hr—s{l z*(lg*(z + 1) — 1g* )

6.80. lim o1 2CB@ D

T—+00 arctg x
1 1
6.90. lim z%lg M
T——+00 lgl‘

Reseni

Pro funkce zavislé na n € N nebo na o € R (jako jsou napf. funkce z ptikladii
6.10 a 6.87—6.90) podava néasledujici seznam FeSeni numerické hodnoty limit jen
pro néktera n resp. a, pro néz je limita koneéna (coz je napf. v 6.10 hodnota 1/6
pro n = 3). Reseni pro ostatni n resp. a jsou z technickych divodf uvedena az na
konci seznamu.

6.01. 1 6.02. 6.03. — &%
6.04. 2 6.05. 1/(b* —a?) 6.06. 2/7
6.07. 1 6.08. 2 6.09. 1g2
6.10. ; (n=3) 6.11. 3 6.12. 1
6.13. § 6.14. o*/b’ 6.15. —1
6.16. 1 6.17. o*/n? 6.18. —1
6.19. — 3 6.20. — 6.21. 3
6.22. +1 6.23. 1 6.24. 1
6.25. —1 6.26. —2 6.27. —32
6.28. — i 6.29. — 1 6.30. —;
6.31. 1 6.32. 0 6.33. 2
6.34. — 6.35. 1 6.36.
6.37. %a — %’y 6.38. 2+/Iga 6.39. 0
6.40. 2/(a*> —1?) 6.41. 1 6.42. —1 (n=3)
6.43. — 2 (n=4) 6.44. — % (n=5) 6.45. ¢°
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6.46. ¢ '/6 6.47. ¢ /™ 6.48. ¢!

6.49. ¢ /3 6.50. 1 6.51. 2
6.52. + oo 6.53. ¢ /™ 6.54. ¢

6.55. ¢%/2° 6.56. ¢ 6.57. ¢ /™
6.58. ¢ /™ 6.59. ¢! 6.60. ¢'/2
6.61. /™ 6.62. ¢ 6.63. + oo
6.64. VABC 6.65. > 6.66. c!/2
6.67. /6 6.68. ¢! 6.69. ¢ °
6.70. €° 6.71. ¢'/12 6.72. !1/20
6.73. ¢ /2 6.74. /3 6.75. ¢ 3/2
6.76. 0 6.77. 1 6.78. ¢

6.79. ¢® 6.80. ¢ 6.81. 0

6.82. ¢° 6.83. 0 6.84. ™!
6.85. 0 6.86. 0 6.87. 1 (a=2)
6.88. 0 (a<1) 6.89. 2/7 (o =2) 6.90. 0 (o <1)

Dopliiky feSeni

6.10. Limita je rovna 0 pro n = 1 a n = 2; je rovna +o0o pro lichd n > 3
a neexistuje pro sudd n > 3, protoze pak se limita zprava (zleva) rovna +o0o (—o0).

6.42. Limita je rovna 0 pro n = 1 a n = 2; rovna se +00 pro vSechna n > 3.

6.43. Limita je jerovna 0 pron = 1, 2, 3; rovna se —oo pro sudd n > 4, neexistuje
pro lichda n > 4.

6.44. Limita je rovna 0, je-li 1 < n < 4; rovné se —oo pro sudd n > 5, neexistuje
pro lichd n > 5.

6.87. Limita je rovna 0 pro a < 2 a +00 pro a > 2.
6.88. Limita je rovna 400 pro a > 1.
6.89. Limita je rovna 0 pro a < 2 a 400 pro a > 2.
6.90. Limita je rovna +oo pro o > 1.
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7. Prubéh funkce

Grafem realné funkce f redlné proménné rozumime mnozinu
(1) gr f = {(z, f(z)) e R* = e D(f)}.

M&-1i funkce f v bodé a (z definiéniho oboru) koneénou nebo nekone¢nou derivaci
f'(a), fikdme, ze graf funkce f ma v bodé a te¢nu. Tecna (grafu f v bodé a) je
pak definovéana takto: Je-li f'(a) € R, je to pfimka o rovnici y = f(a)+ f'(a)(z —a);
je-li f’(a) = £o0, je to ptimka o rovnici x = a. 1)

Je-li f\(a) # f'(a) (tj. existuji-li obé jednostranné derivace, ale oboustranna
ne), fikdme, ze graf funkce f ma v bodé a hrot.

Vysetfenim prubéhu funkce budeme rozumét nalezeni zejména téch jejich vlast-
nosti, které potfebujeme k nakresleni jejiho grafu s pozadovanou presnosti. Budou
nas proto zajimat predevsim tyto informace?):

1) Definiéni obor D(f) dané funkce f. Opakujme znovu, ze pokud je f(x) ddno
néjakym ,vzorcem*“, povazujeme za defini¢ni obor sjednoceni vSech maximéalnich
intervalu, v jejichz kazdém bodé ma ,vzorec“ smysl.

2) Sudost, lichost, periodicita funkce f.

3) Vsechny body resp. intervaly, v nichZ je f spojitd. V bodech, v nichz spojita
neni, existence a hodnota pfislusné limity (oboustranné, zprava, zleva).

4) Body resp. intervaly (obsazené v D(f)), v nichz ma f oboustrannou derivaci,
a vypocet této derivace. V bodech x € D(f), v nichz f’(z) neexistuje, existence
a hodnota derivaci jednostranngch. V bodech x ¢ D(f), které maji prstencové okoli
(oboustranné, jednostranné) obsazené v D(f), je kromé znalosti limity f(xz+) (resp.
f(z+), f(xz—)) dilezita i znalost limity f'(z+) (resp. f'(z+), f'(z—)), protoZe pak
vime, ke které hodnoté se f(x) blizi a navic ze kterého sméru se k ni blizi.

5) Zésadni vyznam m4 nalezeni mazimdlnich intervald, v nichZ je f bud (ryze)
monotonni, nebo konstantni. V jednodussich ptripadech hledame i mazimdlni inter-
valy, v nichZ je f (ryze) konvexnt, konkdvni nebo linedrni.

6) Nalezeni (absolutnich) extrémd funkce f v D(f) (nebo podrobnéji v kazdém
z maximélnich intervald, z nichz se D(f) ,sklad4d“); tim rozumime nalezeni jejiho
absolutniho maxima a minima, pokud existuji, a v pripadé, ze tomu tak neni, pii-
slusného suprema a infima.

7) V nékterych pripadech lze vySetfeni pribéhu funkce jesté doplnit napf. nale-
zenim jejich asymptot a inflexnich bodi. O

1) V obou ptipadech prochézi te¢na bodem (a, f(a)), nikoli bodem a, jak by bylo mozné soudit
z trochu neobratného terminu ,teéna v bodé a“. Bodem a samoziejmé prochizet nemize (coz
uvedeny nazev trochu omlouva), protoze tento bod nelezi v roviné R? := R x R obsahujici gr f.

2) Pokud néktery pojem uvedeny v bodech 1) —7) nebyl zatim definovan, bude to na vhodném
misté provedeno.
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Definice funkce monotdnni (neklesajici, nerostouct), ryze monotonni (rostouct,
klesajict) a konstantni jsme jiz zopakovali v kapitole 3. Nyn{ pfipomerime tuto
velmi dobfe zndmou a dilezitou vétu:

Véta 7.1. Predpokladejme, ze funkce f : I — R je spojita v intervalu I C R
s krajnimi body a < b a Ze mé vsude v (a,b) derivaci. Pak

/>0 rostouci

f >0 neklesajici

fl<o0 vSude v (a,b) = [ je klesajict v I.
f <o nerostouct

=0 konstantni

Spolu s vétou 7.1 se pri vySetfovani prubéhu funkce potfebuji zejména tato dalsi
tvrzeni:

Véta 7.2. Je-li funkce f spojita v intervalu I C R, jsou-li a # (3 dva body
intervalu I a plati-li nerovnost f(a) < C < f(f), existuje v intervalu s krajnimi
body «, 3 bod v, v némz je f(y) = C.3)

Disledek: Jeli funkce f spojitd v intervalu I C R, je f(I) bud interval,
nebo jednobodova mnozina.

Véta 7.3. Je-li funkce f spojita v kompaktnim®) intervalu I C R, nabyva v I
jak svého maxima, tak i svého minima.

Véta 7.4. Je-li funkce f spojita v intervalu I C R s krajnimi body a < b a je-li
f'(z) # 0 pro vSechna z € (a,b), je f ryze monoténni v I.

Poznamenejme, Ze body, v nichZ je f'(x) = 0, se nazyvaji stacionarni body
funkce f. Pfedchézejici vétu lze proto vyslovit i takto:

Véta 7.4'. M4-li funkce f spojita v intervalu I C R s krajnimi body a < b vsude
v (a,b) derivaci, ale nema tam Zadné stacionarni body, je v I ryze monoténni.

Véta 7.5. Je-li funkce f : (a,b) — R monotdnni, existuji limity f(a+), f(b—).
Podrobnéji: Jeli f neklesajici v (a,b), je

flat) =inf f((a,0)), f(b=)=sup f((a,b));

je-li f v (a,b) nerostouci, je

flat+) = sup f((a,b)), f(b—) = inf f((a,b)).

3) Platnost pravé vysloveného tvrzeni se nazyva Darbouzova vlastnost funkce f. Casto se uvadi
iv této podobé: Nabyvd-li funkce f v bodech o € I a 3 € I hodnot A a B, nabyvd v bodech lezicich
mezi a, 3 i vSech hodnot lezicich mezi A a B. (Rikdme ptitom, ze &islo p lesi mezi ¢isly A a v,
jellibud A <p<v,nebo A >p>wv.)

4) Kompaktnim intervalem rozumime interval, ktery je zdrover uzavieny a omezeny.
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Poznamka 7.1 (duleZita). Studenti se velmi ¢asto (od uditelt i z uéebnic) do-
vidaji, Ze k tomu, aby naSli extrémy dané (spojité) funkce f v intervalu I, musi
po vyfeSeni rovnice f'(x) = 0, tedy po nalezeni vSech staciondrnich bodt funkce f
u kaZdého z nich rozhodnout, zdali v ném funkce f md své lokdlni maximum resp.
minimum. Aby zjistili, ve kterych intervalech J C I je f ryze monoténni, musi
udajné roziesit nerovnice f'(x) >0 a f'(z) <O0.

Pravdiva je z toho vSak jen ¢ast o nalezeni vsech stacionarnich bodu funkce f,
pfi¢emz je ovSem tfeba najit i vSechny body (definiéniho oboru), v nichz f derivaci
nema. Znalost tzv. lokdlnich extrémi vsak neni k uspésnému zjisténi prubéhu funkce
potrebnd a nerovnice f'(x) 2 0 nend nutné Fesit témer nikdy.

To, co jsme pravé fekli, prokdZeme vysvétlenim jednoduchého algoritmu zjisto-
vani pribéhu funkce a fadou konkrétnich priklad, které jej budou ilustrovat.

Algoritmus vysetfeni pribéhu funkce: Budeme predpokladat, ze funkce f je
spojitd v intervalu I s krajnimi body a < b a Ze mnozina N vSech = ¢ (a,b),
v nichz je bud f’(z) = 0, nebo v nichZ f derivaci nema, je kone¢na. )

Pak je kone¢nd i mnozina N U {a,b}; uspofdddme-li body této mnoziny podle
velikosti, dostaneme jisté déleni

(2) Via=xo<z1<...<zp=0

intervalu I, kde p € N; pfipad p = 1 odpovida situaci, kdy funkce f mé nenulovou
derivaci v8ude v (a,b). Z definice déleni V ihned plyne, Ze derivace f’ existuje a je
nenulovéd v kazdém bodé kazdého intervalu (xj_1,2%), 1 < k < p. Podle V.7.4 je
f proto v kazdém intervalu Ij := (zy_1,2r) N I ryze monoténni a podle V.7.5
existuji tedy limity yo := f(a+), yp := f(b—). Pokud néktery z bodt a, b lezi v I,
je ptislusnd limita rovna hodnoté v tomto bodé. Oznacime-li jesté yi := f(zx) pro
kazdé k =1,...,p — 1, plati zfejmé tyto implikace:

1< rostouci
(3) Je-li {y’“ ! y’“} je f { } v I.

Yk—1 > Yk klesajici

Intervaly ryzi monotonie funkce f jsme tedy nasli bez fesent nerovnic f(x) 2 0.
Maximadlni takové intervaly ziskdme pripadnym spojovanim sousednich intervali:
Je-li f rostouct (klesajici) v Iy, i v Ijy1, je rostouci (klesajici) v intervalu Ij, U Ij41.

Vzhledem k ryzi monotonii funkce f v kazdém intervalu I} je zfejmé, ze funkce
f nemd extrém v zZddném bodé zddného otevieného intervalu (zj_1,xy) déleni V;
miize tedy mit extrém jen v nékterém z bodii xy, tedy bud v nékterém krajnim

5) I kdyz mnoho funkci tento predpoklad spliiuje, existuji i zcela jednoduché funkce, u nichz
tomu tak neni. (Pfiklad: Funkce konstantni nebo napf. sinus a kosinus maji v R nekoneé¢né mnoho
stacionarnich bodu.) Algoritmus lze snadno zobecnit na pfipad, kdy mnozina N je sice nekoneé¢na,
ale nemé v (a,b) zadny hromadny bod, tj. kdy kazdy bod x € (a,b) ma okoli P(z), jehoz prinik
s N je prazdny. (Pfiklad: Z nema v R zaddny hromadny bod.) Kromé toho lze nékdy pii vySetfovani
priibéhu funkei (nap¥. funkci sinus a kosinus) vyuzit jejich periodicity ; v intervalech, jejichz délka
se rovna periodé dané funkce, je nas predpoklad mnohdy jiz splnén. Vysetfeni prubéhu funkci,
které predpoklad (ani s uvedenymi vyhradami) nespliiuji, mize byt zna¢né obtizné, ne-li nemozné.
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bodé intervalu I (pokud do I patii), nebo v nékterém staciondrnim bodé z ¢ (a,b),
nebo v nékterém bodé x € (a,b), v némz nemé derivaci. %)
Jisté je také zfejmé, ze

m:=min{y,; 0<k<p}l=inf f(I), M:=max{ys; 0<k<p}=supf().

Déle: Je-li pro nékteré k = 0,...,p zaroven xy € I a f(xr) = m (resp. = M),
nabyvd f v bodé xj svého minima (resp. maxima); pokud takové k neexistuje,
minimum (maximum) neexistuje.

Jak je patrné, lokdini extrémy jsme nikde nepotrebovali; k jejich nalezeni se tra-
di¢né uzivaji derivace vyssich radu, bez nichz se tedy zatim také obejdeme.

Porovnejme jesté nase vysledky s vysledky tradi¢ni metody. Vyrok, ze funkce f
mé v bodé z € (a,b) (ostré) lokdlni maximum, znamend, ze existuje 6 > 0 tak,
Ze x € P(x,0) = f(x) < f(ki), takze f(xy) je nejvétsi ze vSech hodnot, kterych
funkce f nabyva v pfislusném U (zy,d); velikost ¢isla 6 zistdvd ovsem nezndmd.
Zde jsme na rozdil od toho dospéli k témto zavértim: Je-li yr—1 < yr > yr1+1 (takze
funkce f v intervalu I} roste, v intervalu Iy ;1 klesd), je hodnota f(zx) nejvétsi ze
vsech hodnot, kterych f nabyva v intervalu Iy, U Ij41.

Ctendf jisté sdm posoudi, kterd z téchto dvou informact je konkrétnéjsi. Nelogické
spojovdni lokdlnich extrémi se zjistovdnim pribéhu funkce je historicky prezité,
zbytecné a matouci; podle Occamovy britvy meélo byt jiz ddvno opusténo.

Podstatné je nalezeni vSech stacionarnich bodu a bodt, v nichZ dané funkce nema
derivaci; tyto dvé kategorie bodti jsou diilezité nejen z hlediska problematiky této
kapitoly, ale i v mnohych aplikacich analyzy v jinych védnich disciplinach. Nékdy se
jim ¥ikd ,vgjimecné body“ — proto jsme déleni (2) oznadili pismenem V (skriptové
V)5 jsou-li ditlezité hodnoty i v jingch bodech, ¢asto je k V pridavame.

Priklad 7.1. Funkce
(4) f(z) := 5 sinzcos® z

je spojitd v R a licha; protoze je m-periodicka, stac¢i vySetfit ji napf. v intervalu
I:= (-1 im). Jeji derivace
(4') f'(z) = 5 cos® 2 (cos® x — 3sin® z)

existuje vSude v R a anuluje se v bodé z ¢ (—%77, %77), praveé kdyz je x = i%ﬂ'.

6) Pozoruhodné ¢&asto sly$ime zdanlivé moudry vyrok typu: ,Je-li f'(c) = 0, mize mit f
v bodé ¢ extrém.“ Kriticky ctenar, ktery vazi vyznam kazdého slova, ihned vidi, Zze tento vyrok je
z logického hlediska zcela trivialni a bezobsazniy, protoze slovo ,muze“, k némuz muzeme pridat
»ale nemusi“, naznacuje, Ze cosi bud nastane, nebo nenastane. K tomu v$ak, abychom mohli tvrdit,
ze jakysi vyrok W bud plati, nebo neplati, nepotrebujeme Zddné predpoklady, nebot jde o jeden
ze zdkladnich zadkoni bézné logiky. Stejnou (nulovou) ,cenu® jako citovany vyrok ma tedy napf.
vyrok, ze ,funkce f muze mit extrém v kazdém bodé svého defini¢niho oboru“. Naproti tomu
vyrok, ze ,funkce diferencovatelnd v kazdém bodé otevieného intervalu (a,b) mize mit extrém
jen v nékterém svém staciondrnim bodé‘, ma znac¢nou informac¢ni hodnotu. Jak je patrné, jde
»jen o malickost“ — jen o slavko , jen“.

88



V nésledujici tabulce jsou prehledné uvedeny zakladni informace; v prvni fadce
jsou vypsany vSechny vyjimecné body, pod nimi jsou ve druhé fadce pfislusné hod-
noty funkce f, piicemz a := 15v/3/16 = 1.6238.

V: —ir -—ir
f: 0 —a

QL ol
S wl=

Podle V.7.4 je f ryze monoténni v kazdém uzavieném intervalu déleni V. Klesa
v (—3m —4m) av (;m, i7), protoze f(—37m) =0 > —a = f(—gm) a f(37) =a >
0 = f(3m);roste v (gm, $7), protoze f(—¢m) = —a < a = f(§7). Vzhledem k tomu,
ze [ je m-periodickéd funkce, klesa i v intervalu <%7r, %W>' Z toho plyne, ze jednim
z maximalnich intervalii obsazenych v R, v nich# f kles4, je interval Jo := (3, 27),
aJy:= ((k+ %)w, (k+ %)ﬂ), kde k € Z, jsou pravé vSechny maximélni intervaly,
v nichZ f klesa. Analogicky: K, = ((k — ), (k + §)7), kde k € Z, jsou pravé
vSechny maximalni intervaly, v nichz f roste.

f nabyva svého maxima a pravé ve viech bodech (k + £)m, svého minima —a
prévé ve viech bodech (k — &), kde k € Z.

GRAF FUNKCE f Z PRIKLADU 7.1

Ptiklad 7.2. Protoze pro kazdé = € R plati nerovnost |2z| < 22 + 1, tedy i ne-
rovnosti —1 < 2z/(2? + 1) < 1, je funkce

(5) f(x) := arcsin xzzj_ 1

definovana v celém R; podle V.5.7 je tam f spojita. Protoze |2x| = 2% + 1, prave
kdyz z = +1, Ize vétu o diferencovani superpozice aplikovat jen v bodech = # 41,
v nichz pak je

, 1 2(x?+1)—2z-2z  2sgn(l —z?
6)  f@)= — oot
- (737)
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Podle véty V.5.5 je

(6) fL=n=f0)=-1 fi(-1)=f(01)=1,

coz dokazuje, ze gr f ma v bodech +1 hroty.
K vyjimeénym bodim pfidame tentokrat nulu (a ponechdme oznadeni V), protoze
rovnost f(0) = 0 je dilezitd pro spravné nacrtnuti grafu funkce f.

V: — 00+ -1 0 1 + co—
[ 0 —37 0 3T 0

Jak je patrné, funkce f klesd v intervalech (—oo,—1), (1, +00), roste v intervalu

(—1,1); nabyvé svého maxima 37 v bodé +1, minima — 7 v bodé —1. Je-li @ # +1,

je =1 < f(z) < 1. Dodejme jesté, ze funkce f je lich4.

-T2

r=T1/2
GRAF FUNKCE [ Z PRIKLADU 7.2

Priklad 7.3. Funkce

x
7 x) 1= arccot, ‘7‘
(7) 7(@) g|
je definovana v8ude v R — {£1}; je sud4 a spojita ve svém definiénim oboru rovném
sjednoceni intervalt (—oo, —1), (=1,1), (1,400). Uzijeme-li identitu |z|" = sgnx
platnou pro kazdé x # 0 a aplikujeme-li vétu o diferencovéani superpozice, dostaneme
po snadné tpravé tento vysledek:

2
(7') O#x#iléf’(x):ﬁx_;:_l. z

Graf f ma v bodé 0 hrot, protoze podle V.5.5 je

5) £L(0) = lim f'(x) = F1.
Protoze lim, 41 |z/(2?> — 1)| = +o0o a arccotg(+oo—) = 0, existuji limity

f(=14), f(14) a rovnaji se 0; kromé toho je f'(£1+) = 2, f/(£1-) = —2. Kdy-
bychom tedy polozili f(£1) := 0, dostali bychom funkci spojitou v celém R. Jeji
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graf by mél v bodech 41 hroty, protoze by podle V.5.5 platily rovnosti
(82) fL(ED) = fi(#F1-) = =2, fi(x]) = f'(£+) = 2.

My ovSem mame vySetfit pavodni funkci f, kterd v bodech £1 definovana neni
(coz na grafu vyznafujeme malym prazdnym koleckem). Pivodni funkce samo-
ziejmé v téchto bodech ani neni spojita, ani v nich nema jednostranné derivace;
rovnosti f/(+1—) = —2, f/(£14) = 2 vSak naznacuji, jaky je sklon grafu v blizkosti
bodt +1. Pro vétsi pfehled vytvorime jesté tuto tabulku:

V: —oco+ —-1- -1+ 0- 0 0+ 1- 1+ Hoo—
[ %7‘(‘ 0 0 %ﬂ' %Tl’ %7‘(’ 0 0 %7‘(‘
e 0 -1 1 1 - -1 -1 1 0

Tabulka ukazuje, ze f roste v intervalech (—1,0), (1,+00), klesd v intervalech
(—o00,—1), (0,1). M4 maximum rovné 37 a nabyvé je v bodé 0 (a nikde jinde);
minimum vSak nema4, infimum je rovno 0.

GRAF FUNKCE f z PRIKLADU 7.3
Priklad 7.4. Funkce

1
(9) f(z) := arctg lgxgx|1

je spojitd ve svém definiénim oboru D(f) = (0,e) U (e, +00); diferencovatelna je
ve vSech bodech = € D(f) az snad na bod = 1, v némz nelze aplikovat vétu
o diferencovani superpozice. Je-li 1 # z € D(f), je

, , 1 sgn(lgz) -2t - (lgr —1) —|lga| - 27!
(9) fi(z) = : 1g2$ gz —1)2
T gz 1
—sgn(lgx)

- r(2lg?z —2lgz+1)
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Podle V.5.5 je f\(1) = F1, takze graf f ma v bodé 1 hrot. Tabulka hodnot
a limit vypada nyni takto:

|2 0+ 1—- 1 1+ e— e+ 4+ oo—
f: - iﬂ' 0 0 0 — %71’ %ﬂ' iﬂ'
f: 4+ 1 - -1 —e b —et 0

Funkce f roste v intervalu (0,1), klesd v intervalech (1,e), (e,4+00). Ackoli je

omezena, nema ani minimum, ani maximum; jeji infimum resp. supremum je rovno
1 1
— 5T Tesp. 5.

[ T[/2 G\

2e

GRAF FUNKCE f z PRIKLADU 7.4

Priklad 7.5. Funkce

o[ @2~ 17
10 x) =\ ———
(10) f(z) -
je liché a spojita ve svém defini¢nim oboru D(f) = R_ UR,, pfidemz
f(04) = f(+oo—) = +oo, f(0—) = f(—oo+) = —oo.
Z toho ihned plyne, Zze f nemé ani minimum, ani maximum, a ze jeji infimum resp.
supremum je rovno —oo resp. +0o0.

Protoze funkce Id'/? je diferencovatelna vsude v R kromé pocatku, je

72— 1)2 —2/3 22 1) 922 — (22 — 1)2
(10) f(z) = é. <(xl)) 2 1) 2352 ( 1)
322 +1

= m pro vSechna = ¢ R — {0, £1}.
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Protoze je f' <0 v (0,1) a f/ >0 v (1,+00), funkce f v (0,1) klesé, v (1,+0c0)
roste; funkce f|R; mé tedy v bodé 1 minimum. Protoze f je lichd funkce, plyne
z toho, ze roste v (—oo, —1), klesd v (—1,0), takZe funkce f|R_ m& v bodé —1
maximum. Protoze je f.(—1) = Foo, fi(1) = £o0, ma graf f v bodech £+1 (,,velmi
ostré“) hroty. O

GRAF FUNKCE [ Z PRIKLADU 7.5

Priklad 7.6. Funkce f definovand v intervalu (—1,1) podminkami

(11) flz) = AGBT pro véechna z #0, f(0):=0,
x

je zFejmé sud4 a spojitd v intervalu (—1,1). Kromé toho plati:

von . fl@)—f(O) . aresinz—ax . o(2?)
W) SO = e T e T e 0
(125) O0<|z|<1 = fl(z)= M, kde g(z):= 2 acsinz.
x? 1— 22

Snadno zjistime, ze v (—1,1) je

VAP

derivace ¢’ je tedy kladnd vSude v (—1,1) kromé bodu 0, a v dusledku toho g
roste jak v (—1,0), tak i v (0,1). Protoze g(0) = 0, plyne z toho, Ze je g < 0
v (=1,0) ag > 0 v (0,1). Vzhledem k (12;) je tedy i f' <0 v (=1,0) a f' >0
v (0,1); protoze f je spojitd v (—1,1), plyne z toho, ze v (—1,0) klesd, v (0, 1)

(13) g'(z) =
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roste. Minima rovného 0 nabyva proto v bodé 0, maxima rovného %77 — 1 v bodech
+1. Je-li 0#£ 2 # +1, je 0 < f(x) < 1.

Vsimnéme si, Ze jsme ke zjisténi znaménka funkce f’, kterd byla (v (—1,0)
iv (0,1)) rozdilem dvou funkci téhoz znaménka, uzili jistou pomocnou funkei g.
Rozklad v (123), pokud mél problém roztesit, musel byt ovSem ,spravné“ zvolen:

1) Znaménko funkce g(z) muselo jednoduchym zpiisobem souviset se znaménkem
funkce f’(x) — v nasem piipadé bylo stejné.

2) Funkci g(z) bylo mozné snadno diferencovat a hlavné se ve vysledku jiz ne-
sméla objevit transcendentni funkce arcsin x, kterd byla od zac¢atku pfi¢inou vSech
komplikaci. Vyuzili jsme toho, Ze funkce arcsin x, jejiz hodnoty se jen obtizné srov-
navaji s hodnotami napt. mocnin, mé ,jednoduchou“ derivaci”); proto jsme f’(x)
rozlozili tak, aby arcsinz byl v g(z) samostatnym s¢itancem.

/2-1

GRAF FUNKCE f z PRIKLADU 7.6

* ok %
V jednoduchych pfipadech muzeme soubor informaci o funkci, jejiz pribéh vy-
Setfujeme, déle rozsirit; zopakujme proto definice nékolika dobfe znamych pojmu.
Funkce f definovand v intervalu I C R se nazyva ryze konvexni (v I), plati-li
pro kazdé t¥i body x, y, z z I implikace
fly) = @) _ f(2) = f)
y—x -y

(14) r<y<z =

Zménime-li znaménko ,<“ v zdvéru této implikace na ,,<“ resp. ,>“ resp. ,>“,
dostaneme definici funkce konvexni resp. ryze konkavni resp. konkavni (v I).

Poznamka 7.2. Snadno nahlédneme, Ze implikace (14) je ekvivalentni{ s implikaci

L) f)

(14%) r<y<z= f(y) <f(x) o

(y—x).

Ve (14) se porovnéavaji smérnice sefen grafu f prochézejicich body (z, f(z))

a (y, f(y)) resp. body (y, f(y)) a (2, f(2)), zatimco (14) znamend, Ze bod (y, f(y))
lezi pod se¢nou prochézejici body (z, f(z)) a (z, f(2)).

7) Vsimnéme si, ze podobné je tomu i s derivacemi transcendentnich funkci arccos z, arctg z,
arccotgz, 1g (1 &+ x), argsinh z, argcosh z, argtgh z, argcotgh .
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Véta 7.6. Necht' I C R je interval s krajnimi body a < b a necht funkce f : [ — R,
spojitd v I, ma derivaci vSude v (a,b). Pak plati:

rostouci ryze konvexni
Jeli f neklesajici (a.b), je f konvexni /
e-li ... ¢ vi(ab),je v
klesajici T ryze konkdvni

nerostouci konkavni

Poznamka 7.3. Monotonie resp. ryzi monotonie funkce f’ souvisi podle V.7.1 se
znaménkem f”; plati proto napf. toto tvrzeni:

(15)  Je-li f spojita v I a je-li f"” >0 vsude v (a,b), je f ryze konvexni v I.

Z podminky f” > 0 v8ude v (a,b) totiz plyne, ze f’ je v (a,b) rostouci, coz (spolu
se spojitosti f v I) ma podle V.7.6 za néasledek, Ze funkce f je v I ryze konvexni.
Z V.7.6 je vSak patrné, ze neni pravda (jak se nékdy studenti na Skolach uci),
ze k tomu, abychom mohli vysSetfit konvexnost —konkévnost dané funkce, musime
najit druhou derivaci; je-li zfejmd monotonie funkce f', neni diwod hledat f".
Piiklad: Protoze funkce lg'z = 1/x v R, ziejmé klesé, je zbyteéné pocitat
druhou derivaci jen proto, abychom zjistili, ze funkce lg je v Ry ryze konkéavni.
Podobné je zcela zbyteéné pocitat ' (z), je-li napf. f(x) := arctg z; jeji derivace
f'(z) = 1/(2% + 1) totiz ziejmé klesa v (0, +00) a roste v (—00,0). Funkee arctg je
tedy v intervalu (—oo, 0) ryze konvexni, v intervalu (0, +00) ryze konkdvni. [
Rikdme, Ze a € R je inflexni bod funkce f (nebo: grafu funkce f), existuje-li
derivace f’(a) a existuje-li takové § € Ry, ze f je v jednom z intervalti (a — §,a),
(a,a + §) ryze konvexni, zatimco ve druhém z nich je ryze konkdvni.

Poznamka 7.4. Zname-li tedy vSechny maximalni intervaly, v nichz je dana
funkce f ryze konvexni resp. konkédvni, zndme automaticky i vsechny jeji inflexni
body: Postupujeme-li, jak se ndzorné tikd, po ose x zleva doprava, pak tam, kde se
ment ryzi konvernost v ryzi konkdvnost, nebo naopak, je inflexni bod.

Obracené vSak: Nezndme-li maximalni intervaly konvexnosti—konkavnosti, ne-
bude nam znalost inflexnich bodu pfilis platna; pfi kresleni grafu ndm nepomize,
protoze nebudeme védét, v jak velkém intervalu zacinajicim nebo koncicim inflex-
nim bodem je funkce konvexni resp. konkavni. Proto nelze nalezeni inflexnich bodu
funkce povazovat samo o sobé za pfilisné obohaceni nasich poznatkt o dané funkci;
v zddném pripadé neni prioritou vySetfovani pribéhu funkce. [

Rikdme, ze piimka popsand rovnici y = Az + B je asymptota grafu funkce f
v 400, je-li

(16) lim f'(z)=A a lim (f(z)— Az)= B;

r——+00 r——+00

napiSeme-li v§ude —oo misto +o0o, dostaneme definici asymptoty v —oco.
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Dodatek k pfikladu 7.1. Jak snadno ovéfime, je druhd derivace funkce (4) rovna

(17) f"(z) = 10sinz cos = (3sin® z — 5 cos? x)

viude v R; v (—1m, 27) se anuluje préavé ve viech bodech déleni

V1:—%7T<—A<0<A<%7T, kde A :=arctg+/5/3 =0.9117.

V prvnim a ve tfetim otevieném intervalu tohoto déleni je f” < 0, ve druhém
a ve ¢tvrtém intervalu je naopak f” > 0. V prvnich dvou jmenovanych intervalech
/! klesa, takze f je v piislusnjch uzavienych intervalech ryze konkdvni; ve dru-
hych dvou intervalech je f z podobnych davoda ryze konvexni. Analogicky je tomu
v intervalech, které vzniknou z intervali déleni V; posunutim o celé nasobky cisla
m, periody funkce f. Inflexnimi body funkce f v R jsou pravé vSechny body, které
vzniknou z bodd déleni V; posunutim o kw, kde k € Z. Asymptoty graf funkce f
nema. %)

Dodatek k pfikladu 7.2. Druhou derivaci funkece (5) by bylo zcela zbyteéné po-
¢itat, protoze monotonii jeji prvni derivace (5’) lze snadno zjistit bez ni: Protoze
funkce 1/(1 + x?) klesa v intervalu (0, +0c), plati totéz o f/(x) v intervalu (0, 1)
(kde je sgn (1 —2?) > 0); v intervalu (1, +oc0) funkce f’' naopak roste. Protoze f’ je
suda funkce, klesa v intervalu (—oo, —1) a roste v intervalu (—1,0).

Funkce f je proto ryze konkavni v intervalech (—oo, —1), (0,1) a ryze konvexni
v intervalech (—1,0), (1,400). Nula je jejim jedinym inflexnim bodem a rovnosti
f(£ooF) = f'(£ooF) = 0 ukazuji, Ze osa x je asymptotou grafu f v 400 i v —oo.

Dodatek k pfikladu 7.3. Funkce (7) mé druhou derivaci vdude v R — {-1,0,1}
a pro vSechna x z této mnoziny je
2z (z* + 222 — 2) x
— - sgn .
(xt — 22 4+ 1)2 z?2 -1

(18) f(x) =

Bikvadratickd rovnice z* + 22? — 2 = 0 m4 dva (pro nés nezajimavé) imaginarni
kofeny a dva realné kofeny =B, kde B := v//3 — 1 = 0.8556. V kazdém otevieném

intervalu déleni
Vo: —c0< —-1<—-B<0<B<l<+4+x

je sgn f” konstantni. V prvnim, tfetim, ¢tvrtém a Sestém z nich je f” zapornd, ve
druhém a v patém intervalu kladna. Funkce f je proto ryze konkdvni v intervalech
(=00, —1), (=B,0), (0, B), (1,4+00) aryze konvexni v intervalech (—1, —B), (B, 1);
+B jsou jeji jediné inflexni body. ®) Protoze je f(+ooF) = 37 a f'(+ooF) = 0, je
vodorovna pfimka y = %w asymptotou grafu f v +o00 i v —oo.

8) Obecnéji plati: Graf 74dné nekonstantni periodické funkce neméa asymptoty.

9) Pii pohledu na graf lze konvexitu v intervalech (—1, —B) a (B, 1) snadno pfehlédnout a dojit
k zavéru, Ze f je ryze konkavni v celém intervalu (—1,1). Podobné situace dokumentuji, pro¢ je
tak nutné pfi vyuce matematiky neustéle zdluraznovat rozdil mezi obrdzkem a dukazem.
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Piiklad funkce | sin x|, kterd je ryze konkdvni v (—m,0) i v (0, 7), ale neni kon-
kavni v (—m, 7), ukazuje, Ze Zddné obecné tvrzeni typu ,Je-li f konkdvni v interva-
lech {(a,b) a (b,c), je konkdvni i v intervalu {a, c)“ neplati.

V naSem pripadé vsak tfeti a ¢tvrty interval déleni Vs spojit 1ze — funkce f je ryze
konkavni v celém intervalu (—B, B). Abychom pro kazdou trojici bodi = < y < z
z intervalu (—B, B) dokazali nerovnost

(19) fy) = 1) _ f() -~ f=@) |

Yy— z—x

rozliSujme nékolik pfipada: Je-li z < 0 nebo x > 0, plyne (19) z ryzi konkavnosti
funkce f v (=B,0) resp. v (0,B). Je-li z < y < 0 < z, plati z téhoz dtivodu
nerovnost (f(y)—f(z))/(y—=z) = (f(0)—f(x))/(0—x); protoze je navic f(0) > f(2)
al0<0—z<z—z,je(f(0)—f(x)/(0—z) > (f(z)— f(x))/(#—x), takZe nerovnost
(19) opét plati. Podobné je tomu v piipadé, ze x < 0 < y < z.

Dodatek k prikladu 7.4. Funkce (9) ma druhou derivaci vsude v Ry — {1,e},
pricemz pro vSechna x z této mnoziny je

21g?z +2lgx — 1
22 (21g? z — 21gx +1)2

(20) f(x) = -sgn(lgz).

Protoze rovnice 2y®+2y—1 = 0 mé kofeny ¢ := —1(v3+1) ad := 1(v3-1), m4
rovnice f”(x) = 0 kofeny C := expc = 0.255 a D := expd = 1.442. V intervalech
(C,1), (D,e), (e,+0) je derivace f” kladna, v intervalech (0,C), (1, D) ziporna.
Z toho plyne, ze f je ryze konvexni v intervalech (C,1), (D,e), (e,+00), ryze
konkavni v intervalech (0,C), (1,D); C a D jsou jeji (jediné) inflexni body.

Protoze je f(+o0—) = im a f/(+o0—) = 0, je vodorovna pfimka y = in
asymptotou grafu f v 4oo.

Dodatek k prikladu 7.5. Druha derivace

" 2(1 — 3'732)
(21) 1) = s
funkce (10) existuje véude v R az na body %1 a 0, je kladnd v intervalech (—oo, —1),
(—1,—a), (0,a), kde a := 1//3 = 0.57735, zaporna v intervalech (—«,0), (a,1),
(1,400). V dusledku toho je funkce f ryze konvexni v intervalech (—oo,—1),
(-1, —a), (0,a), ryze konkdvni v intervalech (—a,0), (a, 1), (1,400), neni vsak
konvexni v (—oo, —a) ani konkdvni v (a, +00); graf f ma dva inflexni body +a.

Protoze f'(£00F) = § alimy—400(f(x)—32) = 0, je piimka y = Jx asymptotou
grafu f v +00 1 v —o0.

Dodatek k pfikladu 7.6. Druhd derivace funkce (11) je rovna

3x2 -2 2 arcsinx
" _
(22) f (.’I?) - (Ez (1 _ CE2)3/2 + .’ES

, jelli 0 < |x| < 1.

97



Znaménko této derivace v P(0, m ) neni na prvni pohled patrné, protoze prvni
sCitanec je tam zdporny, druhy kladny; dalsi komplikaci je, Ze oba sé¢itance maji
v bodé 0 nekonecné limity. Budeme proto postupovat analogicky jako pii zjistovani
znaménka prvni derivace: Necht

(322 —2)x

(23) h(z) := 2arcsinz + T

pro viechna z e (—1,1).

Tato pomocné funkce je spojitd v (—1,1) = U(0,1) a v P(0,1) plati relace

(24) )= "0 ) =

3

(222 + 1) 22
(1—22)5

> 0.

Ze druhé z nich a ze spojitosti funkce h plyne, Ze h roste v (—1,1); vzhledem
k tomu, ze h(0) = 0, je proto h < 0 v (—=1,0) a h > 0 v (0,1). Odtud a z prvni
identity v (24) vyplyva, ze je f” > 0 vSude v P(0,1). Funkce f’ je zfejmé spojité
v kazdém bodé x € P(0,1); vzhledem k (12;) a vzhledem k rovnostem

fo) =~

x . 1
e (ﬁ — arcsmx) = ﬁ((x + 2% + 0(2?)) — (z + L2® + o(2?)))

=1z+o0(z) - 0= f(0) pro x — 0
je vak f’ spojitd i v bodé 0. Ze spojitosti f' v (—1,1), kterou jsme pravé ovérili,

a z nerovnosti f” > 0 platné vSude v P(0,1) ihned vyplyvd, Ze f’ roste v celém
intervalu (—1,1). V disledku toho je f ryze konvexni v intervalu (—1,1).

Ctenaf si jisté v§iml, Ze pomocnou funkci jsme opét volili tak, aby jeji derivace
neobsahovala vyraz arcsin x; tim se podstatna ¢ast nelehkého problému vytesila.

Cvicéeni

Vysetiete prubéh téchto funkci, a to véetné konvexnosti a konkavnosti, je-li u éisla
prikladu hvézdicka:

7.017 23+ 32% — 92— 10 7.027 2t — 423
7.03 2t — 2% 2 7040 127
3x?

L, 22 —1 L, 12 +1
7050 S 7060
7.07. (+?)° 708 UL
T T a2 42243

1 1

7.00 5( *E) 7.10° ex —lgx
7117 |z —3|+ |z +1] 7127 |z+4|— |z — 2]
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7.13F |2 — 2 — 6] 7.14F |2° + 2 2| — |2® + 22 - 3|

7157 V22 +z2-6 7.16. |2z +1|+|2—z|— |3z + 5]
717 |z| —|2® — 1] 7.187 |2 +2x| + 2% + 22 — 3| — 2
719 |22 —1|—|2® — 4] 7.20. Va2t +1—va2-a+1

x—2 3
7.217 7227 /2?2 —xz—2

z2+1

3

7.23; Z+ - 7280 Yo—1+ Yo+l

x

1

725" (z—2)2 - {/(z+2)? 7.26. {/x— -
7.277 2 —2Va? 7.28" Vat— {/(z—2)
7.297 22 — 4V 7.30. 3(Va2— /|22 —1))

3/z(x + 6) 5/ /2% —4\2
731 3{/ = 732 {/(5=)
733" Yze ™ 7.34. (2I+1)67|Z271|

—Ja—1| _ ,—|z+1] |
7.35. Tz (e e ) 7.36. 8exp( ‘x —3 )
737 & 1 738 & 1
e +1 et —1

7.397 e — e —1] 7.407 ¥ —|e” — ¢
7.417 3(coshz — | sinhz|) 7.42. sinz 4 cos®
7.43. sin®z +cos®x 7.44. sin®z — | cos® x|
7.45. 2|sinz|+ | cos2z| 7.46. sin2z + 2| cosz|
7.47F 3|sin®z| 7.48. 2|sinz|cos®z
7.497 2° 7.50. 2'/"
7.51. 1(1+a2)" 7.52. (1+ )/
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7.53:

7.55.

7.57.

7.597

7.617

7.637

7.657

7.677

7.697

7.71.

7.73.

7.757

1.77:

7.797

7.81.

7.83

7.85.

7.87.

7.897

7.917

lgzlg(l —x)

x2%lgz (acRy)

lg(1+ |2 —2?))

1 % 4 e 4+ 1
et +1

arctg (1g )
1
2arctg -
x

x arccotg x

1 arccos (1 — lg? z)

[ x
2 arccos
r+1

1—|a%—1]
14|22 —1]

1
cos (16 75 7)

arcsin (2% — |2 — 1])

2 arcsin

arccotg
2 -1
1— a2
arccos

1+ 22

arccos
V1—2z?

arcsin 4

1—sin"x
arcsin (1 — sin* z:)?
sin (2 arccotg x)
arccos (1 — z%)

arccos (1 — x)?

100

7.547

7.567

7.58.

7.60.

7.627

7.647

7.667

7.68

7.70.

71.72F

7.74.

7.767

7.78. 2 arctg ’

7.80.

7.82.

7.84.

7.86.

7.88

7.90.

7.927

lg |lg x|

slg(1— |z —1])

lgga:—Q
g2z +1
3e2 4+ e + 10
e* +1
22

arctg 1-2
—x

arcsinz + /1 — 22

1
T arccotg —
T

1
Va2 +4xr+5

arccotg (cos z) — arctg (sin x)

5 arcsin

2lgx

arcsin —
lgtz+1

arccos
8 3lgx

T+ V4 — 22 - arccos %x

X
1‘2—1’
3

arccos 1

26 +1

arcsin (sin 2x)

arcsin (1 — sin? x)
arctg va2 — 1

arccos (1 — z?)
arccos (1 — z2)?

arccos (1 — x)*



7.937 f(z) := arctg xT—l proxz #0, f(0):=0
7.94F f(x):=exp(—z~?) proz #0, f(0):= 31:11% f(x)
7.95. f(z):= (x —6)exp(—x~2) prox #0, f(0):= ;11)1%) f(x)

7.96:

~

—

&
|

2*lg|z| prox #0, f(0) = lim f(z)
7.97F f(z):=2*(ga® —4) proxz #0, f(0):= %li% f(z)

arctgx

7.98. f(z):=

pro 70, (0) := lim /(a)

sin x

7.99. f(x):= proxz #0, f(0) = i% f(z)

7.100. f(x):= (1 + %)m pro z € (—oo,—1) U (0, +00)

Reseni

Reseni kazdého pifkladu je ilustrovano grafem.1®) Méa-li funkce omezeny defi-
ni¢éni obor a je-li v ném omezena, je graf nakreslen cely; v ostatnich piipadech je
zakreslena jen ,zajimava Cast“ grafu. Tam, kde to pomér vodorovného a svislého
rozmeéru obrazku dovoluje, uzivame stejné méritko na obou osach; pak jsou spravné
zobrazeny napf. i vSechny thly.

U jednotlivych ptiklada jsou uvedeny zpravidla tyto udaje: Definiéni obor D(f)
prislusné funkce f s pfipadnym dodatkem, ze funkce f je sudd, lichd nebo periodickd
; ,p-per.“ znamena, ze p je nejmensi kladna perioda dané funkce. Informaci, ze f
je spojitd v D(f), neuvddime; v opacném piipadé jsou vSak vyjmenoviny vSechny
body nespojitosti funkce f. Podobné jako v rozieSenych prikladech této kapitoly
upozoriiujeme na vSechny ,vyjime¢né body“. Za znackou K’ jsou vypsany vsechny
koreny funkce f'; za nimi v zévorkéach vétsinou nasleduji i piislusné hodnoty funkce.
Nemé-li f/ Z4dné kofeny, mnozinu K’ neuvadime. Limity se zna¢i béZnym zpiiso-
bem, za jednostrannymi limitami prvni derivace je upozornéni ,,(hr.)“, jde-li o hroty
grafu f. Za znackou " resp. \, nasleduje seznam maximalnich intervali, v nichz
je [ rostouct resp. klesajici. U piikladi oznadenych hvézdickou jsou za znackou K/
vypsany kofeny funkce f”, pokud existuji a jsou k vySetieni priibéhu potiebné; za
znackou — resp. — nasleduji seznamy maximéalnich intervalt, v nichz je f ryze
konvexrni resp. ryze konkdvni. Ma-li gr f inflezni body, jsou uvedeny za znackou
~. Ma-li gr f asymptotu v —oo resp. v +00, napiseme za symbol ,as_.:“ resp.
»3S 100 ¢ ¢ prislusnou rovnici; rovnici spolecné asymptoty v —oo a v 400 piseme za
znakem ,asy:“. V obrazcich vyznacujeme asymptoty teckovanymi linkami.

10) 7 technickych dtivodil jsme viechny obrazky umistili na konec této kapitoly.
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Reseni kazdého piikladu obsahuje i hodnoty infima a suprema dané funkce f
v jejim definicnim oboru D(f). Je-li toto infimum rovno A, piSeme inf = A, nemd-
li f v D(f) minimum; mé-li je, piSeme min = A. Podobné v pfipadé suprema
a maxima.

V nékterych piipadech se od pravé popsaného schématu poné€kud odchylime.
Neékteré informace, dobie patrné z grafu, nemusi byt explicite uvedeny. V komentafi
k prikladim mohou byt naopak uvedeny i nékteré dalsi dilezité nebo zajimavé
skutecnosti.

Priklad. Reseni pfikladu 7.5 bychom zapsali takto:

7.5. D(f) = R_URS; lichd; f(0:) = f(200F) = %oc; fi.(~1) = %00, f4(1) =

oo (hr.); /1 (=00, —1),(1,400); N\, : (=1,0), (0,1); K" : +a, kde a = /1/3 =
0.577; — : (=00, —1), (-1,—a), (0,a); —~ : (—,0), (o, 1), (1,400); ~ : ta;

aSioot Y = 32; inf = —o0, sup = +o0.

* kX%

TOLE D) =B K1 ((9) <17, /() = 15) 7 (2%, ), (1 +00)
N (=31 K" —1;— : (—1,400); ~: (=00, —1); ~: —1; inf = —o0, sup = +o0.

7.02: D(f) =R; K': 0,3 (f(0) =0, f(3) = =27); /" : (3, +00); "\, : (—00,3);
K":0,2; — : (—=00,0), (2,+00); ~:(0,2); ~ : 0,2; min = —27, sup = +00.

7.03: D(f) = R;sudd; K’ : z1 := —1/v2, 0, 20 == 1/V2 (f(£1/V2) = -2,
f(0) = =2); /1 (21,0), (w2, +00); \, & (—00 :z:1> (0,29); K" : tx3, kde x5 :=
1/v6 = 0.408; — : (—00, —x3), (w3,4+00); —~ : (—x3,23); ~ : +x3; min = —%

sup = +0o0.

7085 D(f) =R UR,; f(04) = +o0; K 1 (f(1) = —1); 7+ R, (1,+00);
\ : (071>7 K" %7 ~ R*?(()v%% i <%,+OO), ~ % AS4+ 00 Y = 07 min = _%7
sup = +00.

7.05* D(f) =R;sudd; K': 0 (f(0) =—1); /:(0,400); \,: (—00,0); K" : +a
kde a = 1/1/3 = 0.577; — : {—a,a); ~: (—00,—a), (a,+00); ~: +a; aS100: y = 1;
min = —1,sup = 1.

7.06% D(f) = R— {£1};sudd; K’ : 0 (f(0) = —1);  : (—o0,—1), (—1,0);
A <071)7 (1,+OO); ~ (700’71)5 (17+OO); — (717 1); aS+o0: § = 1; inf = —oo,
sup = +00.

7.07. D(f) = R; K’ : +1/e = +£0.368 (f(~1/e) = e¥/¢ = 2.087, f(1/e)

e~?/c = 0.479); f(0) = —oo; / (—o0,—1/e), (1/e,4+00); \, : (— 1/e,1/e;
as_oo: y = 0; inf = 0, sup = +o0. 1)

11) Poznamenejme, ze f(x) nesmime pfepsat na tvar 22 protoze bychom z defini¢niho oboru
vylouéili R_ ; je vsak f(z) = |x|?®. Transcendentni rovnice f”(x) = f(z) ((lgx? +2)2 +2/z) =0
ma jediny kofen av = —0.80790675, ktery lze (pfiblizné) vypodéitat vhodnou numerickou metodou;
fla) =1.4115; — : (—o0, a), (0,+0); ~ : (@, 0); ~ : ,0.
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7.08° D(f)=R; K 27 =—(vV2+1) = 241,25 =2~ 1=041 (f(z1) =
max = 1+ 1/v/2 = 1.7071, f(z2) = min = 1 — 1/v/2 = 0.2929); / : (—o0, x1),
(29, +00); N\, : (x1,m2); K" : 253 = —(v6 +1) = —3.45, —1,24 = V6 — 1 = 1.45;
— i (=00, x3), (—1,m4); —~ : (x3,—1), (T4,+00); ~ : &3, =1, T4; 8S400: y = 1.

7.09% D(f) =R —{0}; licha; K’ : £1 (f(£1) = £1); /" : (=00, —1), (1, +00);
N (=1,0), (0,1); — : Ry; ~:R_; asyo: y = %a:; inf = —oo0, sup = +oo.

710: D(f) = Rys f(04) = f(+oo-) = +ooi K’ : 1/e (f(1/e) = 2 = min);
F1(04) = —o0, f/(+oo=) =¢; /: (1/e,+0); \,: (0,1/e); — : Ry; sup = +oo.

711 D(f) =R; f(z) = —2(x —1) pro < =1, f(z) =4 v (-1,3), f(z) =
2(x — 1) pro x > 3; hroty: —1, 3; min = 4, sup = +o0.

7127 D(f) =R; f(z) = =6 pro = < —4, f(z) =2(x+1) v (—4,2), f(z) =
6 pro x > 2; hroty: —4, 2; min = —6, max = 6.

7137 D(f)=R; K': 5 (f(3) = %) fo(-2) = fL(3) = £5 (hr.); /= (-2,3)
(3,400); \, : (—00,—2), (3,3); — : (— ,—2), (3,400); ~ : (—2,3); min = 0,
sup = +00.

714 D(f) =
5V <_ >7 f( )
1—z.

7.157  D(f) = (—00,=3) U (2,+00); /1 (2,+00); \, : (—00,=3); fL(-3) =
00, F4(2) = +00; ~ t (=00, —3), (2,+00); 85wt Y = —(@+1), St y = 2+ L;
min = 0, sup = +o00.

)

R J(0) =12 v (~o0,=8)U (I, +o0), f(1) = 2a% + 3
=x—1v (=2,1); hroty: =3, =2, 1; — : (=3,—2); aS400: Yy =

7.16. D(f) = R f( ) =6 v (~00,—3), f(z) = —2(8z +2) v (=3.—3),
fl@)==2(+1) v (-35.2), fx) = 6 v (2, 400); hroty: —5, —3, 2.

717 D(f) = R; suda, flx) =1—a2—2%v (—o0,-1), f(z) = 22 — 2 —
1v (=1,0), f(z) =22 +2—1 v (0,1), f(x) =1+z—22 v (1,4+00); f.(-1) =

fr(=1) = =3, f2(0) = -1, f4.(0) =1, fL(1) = 3, fL(1) = =1 (hr.); — : (-1,1
~: (—o00,—1), (1,400); inf = —o0, max = 1.

718" D(f) =R; f(z) =22? + 42 — 5, je-llibud x < —3, nebo z > 1, f(z) =
1, jellibud —3 <z < -2 nebo 0<z<1, f(zr)=1-42-22% jeli —2<z2<0;
fi(=3) = fL(=2) = f4.(0) = fL.(1) = 0, fL(=3) = =8, f1.(-2) =4, fL(0) = —4,
FL(1) =8 (br); — : (—00,-3), {1,+00); — : (~2,0); min = 1, sup = +oc.

7.197 D(f) =R;sudé; f(x) =3, je-li |z|>2, f(x) =222 -5 je-li 1 < |z| <
2, f(x) = =3, jeli |[2[ <15 [ (=2) = fi(=1) = f.(1) = f,(2) =0, fi(-2) = =8,
fl(=1) = —4, fﬁr(l) =4, f7(2) =8 (hr.); — : (—=2,-1), (1,2); min = —3, max = 3.

7.20F D(f) = R; lichd; f(fooF) = £1; /" : R; — : (—00,0); —~ : (0, 400);
~:0; 88400 y=21;inf = -1, sup = 1.

721 D) = B K s =L (f(=3) = ~VB)i /'t (“heo) Nt (—oe—3):
K" :zy = —§(34 VA1) = —1.175, 23 = (-3 4+ V41) = 0.425; — : (21,22);
~ (=00, 1), (T2,4+00); ~ : T1, Ta; 88100 ¥ = £1; min = —/5; sup = 1.
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7.22: D(f) =R; K': ; (f(3) = —3/9/4 = —1.3104 = min); f'(-1) = —o0,
f1(2) = 4o0; (%,—Foo); : (—oo,%); f"<0v (—o00,—1) U (2,+00), f">0
~1

( 1 2) < 72>; o (700,71% <2,+OO); sup = +00.
7.23F D(f) = R; lich4; K’ : 0; / : R; K" : 0, £1; — : (—o0,—1), (0,1);
~:(=1,0), (1,400); ~: —1, 0, 1; as1: y = a; inf = —o0, sup = +oc.

7.247 D(f) = R; lichg; f'(—1) = f'(1) = +o0; /" : R; — : (—o0,—1), (0,1);

: (=1,0), (1,400); ~: —1, 0, 1; inf = —o0, sup = 0.
7.25F D(f) = R; liché; fL(—2) = Foo, fL(2) = £oo (
292 = 2.52); /¢ (—00,-2), (2,+00); \\ 1 (—2,2); — : (

(0,2), (2, 400); ~ : 0; assee: y = 0; min = f(2), max = f(—2).
)

7.26. D(f) = R_ UR,; lich4; f(04) = TFoo; f/(£1
inf = —0Q, sup = “+00.

7277 D(f) =R; K' : a = 64/27 = 2.370 (f(a) = —%a), 1 (0) = Foo (hr.);
/i (=00,0), {a,400); \, : (0,a); — : (—00,0), (0,400);

728 D(f) =R; / :R; K” : 1; f”(0) = +o0, f"(2
~:(1,400); ~ : 1; inf = —o0, sup = +o0.

7.29¢ D(f) = R;sudd; K’ : £8 = £/64/27 = +£1.24 (f(+8) = —&V/3 =
—3.08 = mln)a f/i(o) = F00 (hI‘), / : <_ﬂ70>3 </63 +OO)7 \ : (_007_6>3 <07ﬂ>,
— 1 (—00,0), (0,+00); sup = +o0.

7.30. D(f) =R;suds; fi(-1) =
F0) = —3); /¢ (=00, —1), (0,1); \,
max = 3.

7.31. D(f) =R —{2}; f(24) = £o0; K’ : —=2,6 (f(—2) = 3¥/2 = 3.78, f(6) =
3V/18 = 7.86); f'(=6) = +o00, f'(0) = —00; /" : (—00, =2}, (6, +00); \, 1 (=2,2),
(2,6); inf = —o0, sup = +00; max f((—00,2)) = f(—2), min((2, +0)) = f(6).

7.32. D(f) =R — {£1}; sud4; f(—1+) = f(1+) = +o0; K : 0 (f(0) = V/16 =
1.74); fi(=2) = f1(2) = £oo (hr.); asioe: ¥ = 1; min = f(£2) = 0, sup = +o0.

7.33: D(f) =R; K’ : 1 (f(3) = 1/¥/3e = 0.4968); f'(0) = +oo; K" : a1 :=
11— V3) = —0.24402, 25 := (1 +V/3) = 0.91068; /" : (=00, 1); \,: (3, +00);
— :(21,0), (2, +00); ~: (=00, 21), (0,22); ~: 21, 0, T2;88400: ¥y = 0;inf = —o0,
max = f(3).

T34 DY) = R LD = 0 JLD < 4 110 =8 70D = 4 (o,
f(f]-) = -1, f(]-) ) < > ( 7*]-), ) astoo: Yy = 05

min = —1, max = 3.
7.35. D(f) =R; sudd; K': 0 (£(0) = 0); f.(~1) = fL(1) =0, f{(~1) = —14,
—0,

F.(1) = 14 (hr., f(£1) = 7(1 — e=2) = 6.05); /" : (—o00,—1), (0,1); \, : (—1,0),
(1,400); 88100 ¥ = 0; min = 0, max = f(£1).

( 1,0), (1, +oo); aSto0o: Y = 0; min = —3,

—~
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7.36. D(f) =R - {2} f(2£) =0, f'(2%) = 0; f4(0) = F4 (hr., f(0) = 8);
S (=00,0), (2,400); N\ : (0,2); asteo: y = 8/e = 2.943; inf = 0, max = f(0).

7.37 D(f) = R; lichd; / : R; K": 0; — : (—00,0); —~ : (0,+00); ~ : 0;

aS_oo: Y = —1, 88400 Yy =1;inf = -1, sup = 1.
7.38F D(f) = R_URy; lichd; f(0+) = +oo; N\, : R, Ry — : Ry; ~ : R_;
aS_oo: Y = —1, 88100 y = 1; inf = —00, sup = +o0.

739 D(f)=R; f=1v(-00,0), f(x) =2 " =1 v (0,400); \, : (0, +00);
J2(0) =0, fi(0) = =2 (hr.); — : (0,400); as_oe: ¥y = 1, @54 00t y = —1; inf = —1,
max = 1.

740 D(f) =R; f(z) =2e" —e v (—o0,1), f = e v (1,400); f.(1) = 2e,
fi(1) =0 (hr.); 7 ( 00,1); — : (—00,1); a8_0o: Y = —€, 8810 Y = €; Iinf = —e,
max = e.

7.410 D(f) = R; suddi / : (—00,0); \, : (0,400); 1(0) = ¥3 (hr., £(0) = 3);

— 1 (—00,0), (0,+00); as100: ¥y = 0; inf =0, max_3

7.42. D(f) = R; 2m-per.; kofeny f’ v (0,27): 77r 17r, 27‘( o, prislusné hodnoty
fnkce 1 3 57150 = gen = 1 7 04, (3 S), (3m,2m) (tedy:
S (=g Am)) N (B i), (B, Ea); min:—l max = 5.

7.43. D( ) = R; 2m-per.; koteny f' v (0,27): 0, 7, %w T, 27, 37, 2m, prislusné
hodnoty funkce f: 1, %\f,l,—l,—%\/i—l,l, o (4 ,2 ), (m, iw} (27r,27r>, \
(0,2m), (m,7), (37, 37); min = —1, max = 1.

7.44. D(f) =R; 2m-per.; kofeny f' v (0,27): 0, 27r , iﬂ', §7r, 477,277, prislusné
hodnoty funkce f: —1,1 —1,—%\/5,—1,—5\f,— 5 /0, 277), (m, %ﬂ'>, (%77, £7T>;
AVERC T o <i7r, 37), <£7r,27r>; min = —1, max = 1. (Poznamka. Vétu o diferen-

covani superpozice nelze uzit v bodech z, v nichz je cosxz = 0, podle V.5.5 vsak
rovnost f/(x) =3 sinzcosz (sinx + | cosx|) plati i v téchto bodech.)

7.45. D(f) = R; m-per.; kofeny f' v (0,7): % , %77, 5™ fL(0) = fL(m) =
JL(Gm) = V2 -2, fLGm) = V242, [L(m) = —vV2 -2, [1(37) = f+2(hr)
hodnoty funkce f v bodech 0, 67r, 47'(‘ %w, %w, %7‘(‘, 7 jsou 1, 3 55 V2, 3,V2, 2 3,1
/0, 4m), (b, k), (3, 3o N (b, b, (3, 3, (B ) min = 1, max — 3,
7.46. D(f) = R; m-per.; (jediny) kofen f’ v (0,7): gw; fL(3m) =—4, flL(3m) =
0 (hr.); f/(0) = f'(m) = 2; hodnoty funkce f v bodech 0, &m, 3T, T jsou 2,
g\/g = 2.598, 0, 2; maximalni intervaly monotonie v (—3m, im): / : (=37, ¢7);
A (%w, %ﬂ; min = 0, max = %\/g
7.47F D(f) = R; m-per.; kofeny f' v (0,7): 0, ==, m, prlslusne hodnoty
funkce f: 0, 3, 0; / : (0,37); \, : (3w, 7@); — : (=b,b), ~ : (b7 — b), kde
b := arctg /2 = 0.9553; ~ : +b; min = 0, max = 3. (Poznamka. Vétu o dife-
rencovani superpozice nelze uzit v bodech z = 0 mod =, podle V.5.5 vsak rovnosti
f'(x) = 9sinz | sinz|cosz, f/(z) = 9| sinz|(2 cos® z — sin® z) plati i v nich.)

1
2
b,
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7.48. D(f) = R; 2m-per; kof‘eny f v (0,27): %77, %w, %7?, %7‘(‘, %7?, %7?;
1i(0) (= ( 7)) = £2, fi(r) = F2 (hr.); hodnoty funkce f ve vyjimeénych bo-

dech 0, 67r, 27r, 27r , 577, gﬂ', 5 277 jsou 0, 7, 0, —v, 0, —v, 0, v, 0, kde v :=

%f— 0.6495; /' : (0, 2m), (3m,m), (Im, Hm); \ ¢ (&, 3), <7T,Z7T> (G, 2m);
min = —v, max = 7.

7497 D(f) = (0,4+00) (v Ry je f(z) = exp(xlgx)
K':1/e (f(1/e) = (1/e)*/¢ = 0.692201); f,(0) = f'(0+
N (0,1/e); — 1 (0,400); min = f(1/e), sup = +oo.

7.50. D(f) =R,; K’ :e (f(e) = e/ = 1.44467); f(x) — 0, f'(x) — 0 pro
x—0+; /1 (0,e); \,: (e,+00); @S0t ¥y = 1; inf = 0, max = f(e).'?)

7.51. D(f) = (-1,400); f(=14) = f(+00—) = 4o0; f'(z) =0 & z =0,
protoze f'(x) = f( ) ( ), kde p(z) :=z/(x +1) +1g(1 +x) v D(f) roste a spliiuje
podminku ¢(0) = : (0,400); \, : (—1,0); min = %, sup = +o0.

7.52. D(f) = (f ,0) U(0,400); f(0L+) =e; je f/ <0 v D(f), protoze f'(z) =
) 0(a) e vie) = /(14) (L) ¥ (L), Vo) = /(Lo
$(0) = 0, takde 1) < 0¥ D(f); . (—1,0), R ;a5 oo y = 1; sup £((—1,0)) = +o0
inf f((—1,0)) =sup f(R}) =e, inf f(R}) =1. (Poznamka Polozime- 11 f(0) :
bude f spojitd, klesajici a ryze konvexni v (—1,400), f/(0) = f/(0+£) = -2/ )

7.53F D(f) = (O 1); graf f je symetricky vzhledem k piimce z = %, f(0+) =
F1=) = 03 K" x5 (f(3) = 1g°(3) = 0480453); f'(0+) = +oo, f'(1-) =
/" (0, 2>, N\ (%,1); ~:(0,1); inf =0, max = f(%)

7.54* D(f) = (0,1) U (1,400); f(0+) = f(+oo—) = 400
flx)=0< (z=1/e)V(z=c¢); /:(1,4+00); \,:(0,1); — : (0,1
(1,400); ~ : 1/e; inf = —o0, sup = +o0.

7.55. D(f) = Ry; f(0+) = 0, f(+oo—) = 4o0; K' : 24 := e (f(z,) =
—1/ae); /' : {xq,+00); \y i (0,24); min = f(z,), sup = +oo. (Na obrazku jsou
¢asti grafu funkci odpovidajicich hodnotam a = %k:, kde 1 <k <5.)

7.56F D(f) = (0,2); graf f je symetricky vzhledem k pfimce z = 1, f(0+) =
f2=) = —o0; fi(1) = F5 (hr, f(1) = 0); 7+ (0,1); N+ (L,2); ~ : (0,2);

inf = —o0o, max = 0.13)

f()
) =

m\_/

7.57. D(f) = R; graf f je symetricky vzhledem k piimce z = %; K’
(f(3) = lg 3 = 0.223), fi(O) = fi(1) = £1 (b, f(0) = f(1) = 0); /" : (0,3
(1,+00); \, : (—00,0), (3,1); min = 0, sup = +o0.

7.58. D(f) =Ry; f(0+) = —o0 (= inf), f(+00—) = +0oo (= sup), jediny kofen
frexp V2 =3.52514; K’ : 1/e,1 (f(1/e) = =3, f(1) =-2); /:(0,1/e), (1,400);
N (1e, 1).

12) Reseni bychom mohli doplnit jesté takto: Derivace f”” ma v R, pravé dva kofeny o < 3;
numerickym fesenim transcendentni rovnice lg? 42 (x — 1) lgz = 3z — 1 Ize ziskat jejich pfiblizné
hodnoty: a = 0.5819327056, 8 = 4.3677709671. Je — : (0,a), (B,+0), ~ : (@, B); ~ : a, B.

13) V Dodatku k P.7.3 je vyloZeno, jak lze nékdy dokézat ryzi konkavnost (a podobné kon-
vexnost), neni-li mozné uzit ptimo V.7.6.

)
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759 D(f)=R; ":R;— :Rjas_o:y=0,8810: y=x;inf =0, sup = +o0.

7.60. D(f) = R; f(—oo+) = lg10 = 2.30259, f(+oo—) = +oo; K' : 0
(f(0) =1g7 = 1.94591), f'(—oo+) =0, f'(+00—) =1; / : (0,400); \, : (—00,0);
as_oo: ¥ =1g10, as;oo: y =2 +1g3 (Ig3 = 1.0986); min = f(0), sup = +o0.

7.61r D(f) = Ry; f(0+) = —im, f/ <0+) — too, fl+oom) = Im /i Ry
~ Ry, aerOO:y:%ﬂ"inf:—% sup =

7.62F D(f) = (—1,1); suda; f(+1F) = % f'(£1F) = fo00, f1(0) = 1 (hr.,
f(0) =0); /7 :(0,1); \ : (=1,0); — : (=1,1); min = 0, sup = 37.'%)

7.63F D(f) = R_URy; sudd; f(0£) = m; f/(0+) = 0; 7 : Ro; N\, : Ry,
— : (=00, —a), {(a,+0), kde a := 1//3 = 0.759836; —~ : (—a,0), (0,a); ~ : +a;
aStoo: ¥y = 0; inf = 0, sup = 7. (Pozndmka. Kdybychom definovali f(0) := 0, bylo
by f/(0) =0, f by v bodé 0 méla maximum a byla by ryze konkdvni v (—a,a).)

7.64: D(f) = ( 1)5 fi(=1) = +oo, fL(1) =0; /¢ (=1L, 1); ~ : (=1,1);
min = —i7, max = 77r (Poznamka f(x) mé jediny kofen, jehoz pfibliznd hodnota

2
je —0.67361203.)

7.65° D(f) =R; f(—oo+) = —o0, f(+00—) =1; f'(+00—) =0, f” <0, takze
f'>0vR; /R, ~:Rjas_:y=7mx+1,a81: y =1; inf = —00, sup = 1.

7.66: D(f) = R_UR,; f(0£) = 0, f/(0—) = 7, f'(0+) = 0 (kdybychom
tedy polozili f(0) := 0, mél by graf v bodé 0 hrot); /" : R_, Ry; — : R_, Ry;
aStoot Y = %ﬂ'l‘—l inf = —o0, sup = +o0.

7.67¢ D(f) = (a,b), kde a := exp(—v/2) = 0.243, b = exp /2 = 4.113; f,.(1) =
F1/V2 (b, F(1) = 0)5 f4(a) = —o0, 2(b) = +00; /5 (1,b)5 N\, (a,1)5 — : (a,1),
(e,b); ~ : (1,€); ~ : e; min = 0, max = f(a) = f(b) = 3.

7.68° D(f) =R; graf je symetricky vzhledem k p¥imce x = —2; f,(—2) = F5
(hl‘., f(_z) = %ﬂ—); / : (_007_2>; \« : <_27 +OO), ~ (_007_2>7 <_27+OQ);
aStoo: y = 0; inf = 0, max = 2.

7.697 D(f) = (0,+00); f(0) =, f(+00—) = 0; f'(0+) = —00, f'(+00—) = 0;
N (0, 4+00); — : (0,400); 88400 ¢y = 0; inf = 0, max = 7.

7.70. D(f) = R; 2m-per.; kofeny f' v (0,2m): im, 37 (f( 5
= 0.339837, f(3m) = i + 2c) = 2.801756, kde ¢ := arctg(5v/2) = 0.6154797);
keZ = /:(ir+2kn Sr+2kr); \ : (=37 + 2km, 27 + 2k7); min = f(57),
max = f(2m).

7.71. D(f) = R; sudd; K’
/i (=00, -1
7.7127 D(f) = Ry f(04) = 0, f(+00—) = 0; f/(0+) = —o0, f'(+00—) = 0;
FL(1/e) = %o, file) = F1fe (hr, f(1fe) = —Lr = min, f(e) = Lr = max);
S i (1/ese); N\ i (0,1/e), (e,+00); —:(0,1/e), (e,400); ~:(1/e,e);a8400: y = 0.

7.73. D(f) =R; K' : 29 := 0, x4, := + "Vexp(|n|r) — 1 pro kazdé n € N
(z1 = 1.363, 22 = 1.874, 25 = 2.566, x4 = 3.514, x5 = 4.810, v = 6.586, z7 =
9.107, zg = 12.345, 29 = 16.902, 210 = 23.141, x99 = 535.492, w3 = 12391.6,

7)) = ir — 2

1 0; fi(=1) = fL(1) = Foo (hr, f(£1) = m);
), (0,1); N\, < > (1,400); 88100 y = —; inf = —m, max = 7.
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T40 = 286751, 50 = 6.6356 - 10°, ..., x,, — 400 pro n — oo, f(z,) = (=1)");
/" (Tan—1, %20 )5 N\t (T2n, T2ng1); min = —1, max = 1.

7.74. D(f) = (0,1/a)U(a, +00), kde a := ¥e = 1.3956, 1/a = 0.7165; f(0+) =
37, f(1/a) = m = max, f(a) = 0 = min, f(+oo—) = im; f/(04) = f.(1/a) =
fi(a) = 4005 /:(0,1/a), (a,+00); as4oc: Y = %ﬂ'.

7.75: D(f) =R;sudé; [z|>1 = f(z) =ir =max; 0<|z| <1 = f'(z)=

2sgna/V1—a?; fL(— ) (1) = 0f+( 1) = 00f'()=+007f’¢(0)=i2

(e 7 (O35 (-10) — (~LT) aseei y = s min = £0) = . )
7760 D) = (~2,2); K7 £ 0 ((0) = 7 = max), f4(=2) = +oc, ' (2) = —1,
S0 (=2,0); N\, 5 (0,2); ~ ( ,2) (Navod: f"(x) = g(w)(4—x2)_3/2, kde g(z) :=

xV/4 — 22 — 4 arccos 3 roste v (—2 2), protoze g(z) =2v4—22 > 0v (—2,2);
protoieg()fOJeg<Oaf”<0v( ,2).); min = f(—-2) = —2.

7.77: D(f) =R—{+£1}; f(£1-) =7, f(£14) =0, f(+ooF) = i7; [’ je sud,
f(-1£)=f'(1£)=2; /: (=00, -1), (-1,1), (1,4+0); — : (—o0, 1), (-1, —a),
(0,a); ~ : (=a,0), (a,1), (1,+00), kde a := (v/3 — 1)'/2 = 0.8556; ~ : +a, 0;
aStoc: y = 37; inf = 0, sup = 7. %)

7.78. D(f) =R—{=£1};sudd; f(—1£) = f(1£) = m, f(LtooF) = 0; f1(0) = £2
(hr.), f/(£1=) =4, f/(£14) = —4; /" : (—00,—1), (0,1); \, : (=1,0), (1, +00);
aS+oo: ¥y = 0; min = 0, sup = 7.

7.797 D(f) = R;sudd; f4(0) = £2 (hr., f(0) =0); /" : (0, +00); \, : (—00,0);
~ + (=00,0), (0, +00)); 85400 y = 7; min = 0, sup = 7. (f(

7.80. D(f)=R; K':-1,0,1(f(-1)=2r-1, f(0)=47—1
/i (—o0,—1), (1,400); i (—1,1); 88100 y = %77—1; min = f(1), max = f(-1).

7.81. D(f) = (-1,1); f(~14) = +o0, f(0) = 37, (1—) =
f'(x) = p(z)(1 — 22)73/2, kde ¢(z) := warccosz — V1 — 22 v (=1,1), ¢'(z) =
arccosz > 0 v (—=1,1), ¢(1) = 0, takze p(z) < 0 a f'(x) < 0 v (—1,1); napf.
substituci # = cosy zjistime, Ze f/(1-) = —%; \, : (—=1,1); inf = 0, sup = +oo0.

7.82. D(f) = R; m-per., licha; linearni se smérnici +2 resp. —2 v kazdém

intervalu (asg—_1,azx) resp. (asg,ask+1), kde ap := (2k + U, k € Z; vSechny
body a;, jsou hroty grafu; f(agy—1) = —47 = min, f(a%) 37 = max.

7.83: D(f) = R; m-per., sudé; K' : km, k € Z; f(kr) = 7 = max; body
bi := 1(2k 4+ 1)7 jsou hroty, fi(by) = £v2, f(bx) = 0 = min; /' : <bk,1,k7r>,

N (b bg); —~ ¢ (br, b1 )

14) Sr. s podobnym P#.7.5. Nékteti studenti derivuji bohuzel formalng, tj. bez ovérens prislus-
nych predpokladi, a z toho, kde takto ziskany vysledek méa smysl, teprve dodatecné usuzuji, kde
plati. (Nejznaméjsim piikladem této zurdcené€ logiky je rovnost (1g (lg(sinz)))’ = cotgz/lg (sinz),
kterou lze ziskat i na pocitadi a jejiz prava strana ma smysl ve sjednoceni intervala (2km, (2k+1)7),
k € Z, leva strana nikde.) Podle této pseudometody by zde bylo f'(z) = (22 + 1)/(z* — 22 + 1)
vSude v R, tedy i v bodech 41, kde f nejen neni definovana, ale kde ji ani nelze spojité dodefinovat.
Hloubavému étenaii doporuéujeme zamyslit se nad vztahem f(x) k funkci g(z) := arctg (2x +/3)
+ arctg (2z — +/3), jejiz derivace je rovna (x2 +1)/(z* — 22 + 1) opravdu v celém R.
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7.84. D(f) = R; m-per., sudd; K' : ¢, := 1km, k € Z (f(cox) = 37 = max,
f(c2k+1) = 0 = min); na rozdil od PF.7.83 nemd graf hroty, v bodech krm vSak
nelze uZit vétu o diferencovdni superpozice; /" : {Cop—1,Cok); \ : {Cok, Copt1). (Je
f(x) =2(z — cap41)? + o((x — car41)?) Pro & — capy1.)

7.85. Jako v Pr.7.84, ale graf f se nyni v bodech cyx41 ,,vice pfimyka“ k ose x.
(Je f(x) = 4(z — cap1)* + o((x — cart1)*) pro @ — copy1.)

7.86. D(f) = R;suda; f(£ooF) = im K’ : 0 (f(0) = —1m), f/(£1) = Foo;

/0 (0,400); \, : (—00,0); 8100 Y = %ﬂ'; min = —iﬂ', sup = %TF.
7.87. D(f) = R; lichd; f(xooF) = 0; K’ : 1 (f(£1) = £1); /7 : (=1,1);
N (=00, —1), (1,400); a8400: ¥ = 0; min = —1, max = 1.

7.88: D(f) = (—V3,V2); sudd; f4(0) = £v2 (hr, £(0) = 0), f4(—v2) =
—00, fL(V2) = +00; / : {0,v2); N\ (=v2,0); — 1 (=V2,v/2); min = 0,
max = f(+/2) = 7.19)

7.89: D(f) = (—a,a),kdea := ¥2 = 1.1892; suda; K’ : 0, vétu o diferencovini
superpozice nelze v bodé 0 uzit, na rozdil od P¥.7.88 tam graf nemd hrot; f' (—a) =
—00, f'(a) = 4+o0; / : (0,a); \,: (—a,0); — : (—a,a); min = 0, max = 7.

7.90. D(f) = (—V2,v2); suda; K’ : £1 (f(£1) = i = max); f}(0) = £2
(br., f(0) = 0 = min); f}(=v2) = 400, f.(v2) = —o0 (f(+v2) = 0 = min);
/ : <_\/§v_1>a <0,1>7 \« : <_170>7 <1a\/§>

7.91F D(f) = (0,2); graf f je symetricky vzhledem k pfimce x = 1, f(0) =
f(2) =0=min; K’ : 1 (f(1) = §7 = max); f}(0) = +oo, f.(2) = —o0; /" : (0,1);
N (1,2); ~:(0,2). (Je f(z) = 37— (z — 1) + o((z — 1)?) pro z — 1.)

7.92F Jako v P1.7.91, graf f se v8ak nyn{ ,vice ptimyk4“ k tecné v bodé& 1. (Je
fl@)=37—(z—1)*+o((x—1)*) proz — 1)

7.93: D(f) =R; f neni spojitd v bodé 0, f(0—) = 3, f(0+) = —3m, f/(0) =
—o00, ale f'(0£) = 1; f(+ooF) = im /R, Ry — : R, (0,3); —~ : (3,400);
~ %; 840 Y = %w; inf = —%7‘(, sup = %w.

7.94 D(f) = R (f(0) = 0); sudé; f(tooF) = 1; K' : 0; / : (0,+00);
N (=00,0); — 1 (—a, ), kde a := /2/3 = 0.8165; ~ : (—o0, —a), (@, +00);
~:+@; 88100t y = 1; min = 0, sup = 1. (Poznamka. Je f)(0) = £ (0+) = 0
pro vSechna k > 0, takze se graf f primyka k ose x lépe nez graf kterékoli mocniny

2% ; véechny Taylorovy polynomy funkce f o stfedu 0 jsou (identicky) nulové.)

7.95. D(f) =R (f(0) = 0); f*)(0) jako v P¥.7.94, nyni viak K’ : 0, 2 (f(2) =
—4e V4 = _3.1152); /' : (—00,0), (2,4+00); \,: (0,2); asto0: ¥y = 2—6; inf = —o0,
sup = +0o0.

7.96% D(f) = R (f(0) = 0); sudd; f(+ooF) = +o0; K’ : 0, +a, kde a :=
e~1/2 =0.6065 (f(+a) = —1/2e = —0.1839); : (—a,0), (@, +00); \, : (—00, —a),
<0,0[>; ~ (—OO,—ﬁ>, <ﬂ,+00), kde 6 = 6_3/2 = 0.2231; ~: <_ﬁ7ﬂ>7 ~ iﬁv
min = —1/2e, sup = 0.
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7.97F D(f) =R (f(0) =0); sud; f(j:00$) +00; K': 0,47, kde v := €3/2 =

4.4817; /' : {(—v,0), (~, +00); \ (—o0 ’y) (0,7); K" : £6, kde § := /e = 1.648T;
— 1 (=00, —6), (§,+00); ~ : (6,8); ~ : £8; min = f(£y) = —e3 = —20.0855,
sup = 4o0. (Poznamka. f"(O) = —00.)

7.98. D(f) =R (f(0) =1);suds; f(fooF) =0;2 #0 = f'(z) = g(x)/2?, kde
g(z) =x/(a?+1) —arctgz = (x— 23+ 0(2%)) — (z — 323+ 0(23)) = —22° + 0(2?)
pro © — 0, takZe f'(z) = —2z + o(z) a f'(0) = f/(0£) = 0; protoze g(0) = 0
a g'(r) < 0proviechnaz #0,jeg >0vR_,g<0vR,, tedyif >0vR_,
fr<0vRy; 7 (=00,0); N\ (0,+00); inf =0, max = 1.

7.99. D(f) = R (£(0) = 1); sudé; f(00F) = 05 £ 0 = f/(x) = () /2> — 0
pro x — 0, protoze p(x) := (zcosz — sinx) = o(x?); odtud: f(0) = f'(0£) = 0;
protoZze ¢ v (—%ﬂ', %W) kles4, nemd tam f’ zZadny dalsi kofen. Kofenem f’ neni ani
zadny lichy nasobek cisla %w.

Polozime-li I, := ($(2k — 1)m, 1(2k + 1)7) pro kazdé k € N a ¢(z) := z — tgz
pro kazdé x # %w mod 7, je f'(x) =0 < ¢¥(x) = 0. ProtoZe v je spojitd a klesa
v kazdém Iy, piicemz ¢ (3(2k — 1)m+) = +oo, ¥(5(2k + 1)7—) = —oco, mé ¥
v kazdém I}, pravé jeden kofen — ozna¢me jej xy; totéz plati o f’. Protoze ¢ (km) =
km >0, je zj, € (km, 3(2k + 1)7). Piiblizné hodnoty &isel z, 1ze ziskat numerickym
FeSenim (transcendentm) rovnice z = tg(z); dostaneme:

z1 = 37 —0.21898 = 4.49341, f
zy = 57 —0.12873 = 7.72525, f

w3 = Ir—0.09145 = 10.90412,  f

(r1) =-0.21723
(z2) = 0.12837

(r3) =—0.09133
Ty = %W —0.07097 = 14.06619,  f(x4) 0.07091
x5 =1 3 Lt —0.05800 = 17.22076,  f(z5) = —0.05797
zg = 27w —0.04905 = 20.37130,  f(zs) = 0.04903
w7 =B 004249 = 2351945,  f(z7) = —0.04248
zg =1 3 T —0.03748 = 26.66605,  f(xs) 0.03747
vy = Wr 003353 =29.81160,  f(zg) = —0.03353
210 = Zm —0.03033 = 32.95639,  f(z1) = 0.03033

Protoze f je sudé, jsou x_j, := —x}, pravé viechny zaporné koieny f’. PoloZime-li
jesté xg :=0,je /1 (@ap—1,%2k); \u : (Tag, Tag41) pro kazdé k € Z; min = f(z41),
max = f(0) = 1.

7.100. D(f) = (—o0,~1)URy; f(£ooF) = e, f(—=1-) = +o0, f(0+) = 1; je
f'(x) = f(z)g(x), kde g(z) :=1g(1+1/x) —1/(x +1) — 0 pro z — Fo0, ¢ > 0
v (—o00,—1), ¢’ <0v Ry, takze g > 0a f' > 0 v8ude v D(f); / : (—o0,—1), Ry;
a8t ¥ = €. (Poznamka. f/(0+) = 400 a ovSem téz f/(—1—) = +00.)
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8. Slovni ulohy na extrémy

V této kapitole naznac¢ime, jak FeSit nékteré ,praktické“ (vétSinou geometrické)
tlohy souvisejici s extrémy funkci jedné proménné. Novym prvkem bude nutnost
slovné zadanou tlohu nejdfive matematicky modelovat, tedy prevést do ,,matema-
tické Feci“. Teprve pak lze problém FesSit bud metodami vyloZenymi v kapitole 7,
nebo metodami zcela elementarnimi, které nejsou zaloZzeny na poznatcich diferen-
cidlnim poc¢tu. Jako vzdy bychom méli dat prednost jednodussimu FeSeni.

Pfipomenime dvé jednoduchi, ale velmi uziteéna tvrzeni diferencidlniho poctu:

Véta 8.1. Necht funkce f definovana v intervalu I s krajnimi body a < b ma
v bodé ¢ € (a,b) extrém®). Pak je bud f'(c) = 0, nebo tato derivace neexistuje.

Véta 8.2. Necht funkce f spojita v intervalu (a,b) spliiuje tyto podminky :
L fla+) = f(b—);
2. existuje bod c € (a,b) tak, Ze f' # 0 vsude v (a,c) U (¢, b).?)

Pak nastane pravé jedna z téchto situaci:
A. f(¢) > f(a+), f roste v (a,c), klesd v {¢,b), a v bodé ¢ ma maximum;
B. f(c) < f(a+), f klesé v (a,c), roste v (c,b), a v bodé ¢ md minimum.

Priklad 8.1. Existuje-1i mezi obdélniky o obvodu 4¢ € R, obdélnik s maximalnim
obsahem %), najdéte délky jeho stran.?)

Reseni: Jsouli z, y délky stran obdélnika, je jeho obvod 2(z + y); protoze
toto ¢islo mé byt rovno 4c, musi byt y = 2¢ — x. Mame tedy rozresit problém, zdali
ma funkce f(z) := z(2¢ — x) maximum; z povahy problému ovSem plyne, Ze nejde
o maximum v celém R, ale v intervalu I := (0,2c¢) — jinde totiz neni bud z, nebo
y kladné ¢islo. V.7.3 nelze uzit, protoze I neni kompaktni interval; hodi se vsak
V.8.2: Protoze f(0+) = f(2¢—) = 0, protoze f'(x) = 2(c — z) # 0 pro vSechna
x € I rtznd od c a protoze f(c) = ¢ > 0, je tato hodnota mazimdlni hodnotou
funkce f v I.

Problém ma tedy pravé jedno feseni: Obdélnik s danym obvodem 4c a s maxi-
mdlnim obsahem je ctverec o strané c. Dodejme, ze obdélnik s danym obvodem
a minimélnim obsahem zfejmé neexistuje.

Priklad 8.2. Z 1 m? betonu mame — pokud je to mozné — odlit co nejvyssi téleso
bud ve tvaru krychle, nebo koule, nebo koule postavené na krychli.

1) tj. maximum nebo minimum

2) Vsimnéme si, Ze se nepiedpoklada konecénost zadného z &isel a, b, f(a+), f(b—). Je-li viak
a € R (resp. b € R) a je-li f spojitd v bodé a zprava (resp. v bodé b zleva), lze limitu f(a+) (resp.
f(b—)) nahradit hodnotou f(a) (resp. f(b)). Existence derivace f’(c) se nepfedpoklada.

3) Bylo by hrubou logickou chybou ignorovat v podobnych ptipadech problém existence.

4) Mezi obdélniky poéitame ovsem i étverce, jinak by tloha neméla feseni.
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R e § e n i: Predpoklddejme, ze se téleso skladd z krychle o délce hrany x
a z koule o poloméru r. Pfipustime-li x = 0 a » = 0, budou zahrnuty i ptipady,
Ze jedno z téchto téles chybi, a je zfejmé, Ze se pak mame zabyvat Cisly x € (0, 1).
Krychle o hrané = méa objem z3, takze pro kouli zb§va objem 1 —z3 = %ﬂr?’. Odtud
plyne, Ze polomér r a celkova vyska f(x) télesa jsou dany rovnostmi

3 6
r={/—(1—a3) resp. f(ac):x+2r:x+\3/f\3/1—x3.
T

47

Derivace
6 —z2
/:L' :1—|— 3 —
fw =1+ v

se v (0,1) anuluje, pravé kdyz /(1 — 23)2 = 22 3/6/7, tj. pravé kdyz Y1—2% =
x {/6/m. Jak snadno zjistime, je &islo

T = VT 0.7488
V6 + /7

jedinym FeSenim této rovnice; prumér prislusné koule je roven

6
org e —— Y8 s,

v/ (V6+ V)

coz vede k ithrnné vysce zg + 2rg = 1.7836 m télesa.
1.8
1.6
1.4

1.2

0.2 0.4 0.6 08 1
OBRAZEK K PRIKLADU 8.2

Protoze je toto ¢islo vétsi nez f(0) = ¥/6/7 = 1.24 a také nez f(1) = 1, je
feSenim naSeho problému: Na krychli o hrané x¢ je tfeba postavit kouli o poloméru

ro. Zaroven je patrné, ze kdyby nam slo o Gtvar s minimalni vyskou, odlili bychom
krychli o vysce 1.
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Priklad 8.3. Dokazme, Ze na kazdé ptfimce v trojrozmérném eukleidovském pro-
storu R3 lezi pravé jeden bod nejblizsi pocatku (0,0,0).

Reseni: Predpoklddejme, ze piimka L je uréena bodem (A, B,C) a (nenulo-
vym) vektorem (u,v,w); to znamend, Ze pfimku L tvoii pravé vSechny body tvaru
X(t) = (A+tu, B+1tv,C +tw), kde t € R. Mame rozfesit problém existence pravé
jednoho ¢, pro néz je vzdélenost bodt X (¢) a (0,0, 0) minimalni. Protoze vzdalenosti
jsou nezaporné cisla, je to totéz jako roziesit analogicky problém pro ¢tverec této
vzdalenosti, tj. pro funkci

f@t) = (A+tu)® + (B +tv)* + (C + tw)>.
Nabyva-li f v nékterém bodé ty € R svého minima, je podle V.8.1
f(to) = 2(u(A + tou) + v (B + tov) + w(C + tow)) = 0.
Tato podminka je splnéna, pravé kdyz je

_Au+BU+Cw

to =
0 W2+ 02 + w?

Aplikujme nyni V.8.2: Obé limity f(+ooF) jsourovny +ocoat # tg = f'(t) £ 0;
v dtsledku toho ma funkce f v bodé ty opravdu minimum. Mezi vSemi body X (¢)
ma tedy jediné bod

Au+ Bv + Cw

Klto) = (A4.B.0) ~ = a2

(u, v, w)

nejmensi vzdalenost od pocatku; snadno ovéfime, ze jeji ¢tverec je roven

(Au + Bv + Cw)?

2 2 2 _ 2 2 2
(A+tow)* + (B +t00)* + (O + tow)* = (A* + B* + C%) = ===

Poznamenejme jesté, ze skalarni souéin vektort X (t9) a (u, v, w) je roven 0. Je-li
(0,0,0) € L, je cely nas problém trivialni; je-li (0,0,0) ¢ L, je pfimka prochézejici
pocatkem a bodem X (¢g) kolméa k L (coZ je dobfe zndmo z elementarni geometrie).

Priklad 8.4. Rozsahly les je z jihu ohrani¢en piimou cestou vedouci od zépadu
k vychodu. Z vychoziho mista na této cesté se mame dostat na misto, které je od
nas vzdaleno 5 km vychodné a 2 km severné. Jistou dobu piijdeme po cesté rychlosti
5km za hodinu, pak (8ikmo) lesem rychlosti 3km za hodinu. Jak dlouho méme jit
po cesté, abychom se do cile dostali co nejdiive? Kolik pfi tom ujdeme kilometri
a jak dlouho nam cesta bude trvat?

Reseni: K tomu, abychom po cesté usli = (¢ (0,5))km, potiebujeme %:z:
hodin; dalii cesta lesem bude pak méiit y := /22 + (5 — 7)2 = V22 — 10z + 29 km

a ujdeme ji za %y hodin. Celkem tedy bude cesta trvat

f(x) =tz + 32?2 — 10z + 29
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hodin. Jak snadno zjistime, je jedinym kofenem derivace

r—>5

Va2 —10x + 29

dislo £. Protoze f(Z) =22 =1.5333..., zatimco f(0) = £v/29 =1.795, f(5) = 5 =

1.666. .., je zfejmé, ze f nabyva v bodé % svého minima. Hodnota tohoto minima
je % hodin, neboli 1 hodina a 32 minut. Po cesté piijdeme 3.5km (a 42 minut),

lesem 2.5km (a 50 minut); celkem tedy ujdeme 6 km.

fl@) =5+

Wl

Priklad 8.5. Dokazme, Ze mezi obdélniky, jejichz strany jsou rovnobézné se sou-
Ffadnicovymi osami a které jsou vepsany do elipsy

(&)

kde a € Ry, b € Ry, existuje praveé jeden s maximalnim obsahem.

-a 0 a

-b

OBRAZEK K PRIKLADU 8.5
Reseni: Elipsa je geometrickym obrazem kiivky °)
o(t) := (a cost, bsint), kde tc (—m, ),

a vrcholy vepsaného obdélnika jsou body ¢(+a), ¢(£(r — )), kde a € (0, 37) je
uhel, ktery svird privodi¢ pravého horniho vrcholu s kladnym smérem osy x. Obsah

f(t) :=2acosa- 2bsina = 2absin 2«

takového obdélnika je zfejmé (sr. s V.8.2) maximdlni pfi a = iw a rovna se 2ab.

Obdobny obdélnik s miniméalnim obsahem samoziejmé neexistuje.

5) Krivkou se zde rozumi (jakékoli) spojité zobrazeni w (jakéhokoli) kompaktniho intervalu
I C R do roviny R2. Jeji geometricky obraz je mnozina w(I).

127



Cviceni

Reste nasledujici slovni alohy; u nékterych z nich vystaéite s elementdrnimi me-
todami, nevyzadujicimi znalost diferencialniho poctu.

8.01. Z obdélnikového plechu o velikosti 80 cm x 50 cm se mé po odstfizeni stejné
velkych ¢tvercti v rozich plechu vyrobit krabice bez vika. Jak velké ctverce je tieba
odstiihnout, aby vznikla krabice méla maximélni objem, a jak velky bude tento
objem?

50 cm

80 cm

OBRAZEK KE CVICENT 8.01

8.02. Ukolem je vyrobit plechové konzervy ve tvaru valce s objemem V (e Ry)
tak, aby byly co nejlehéi. Najdéte ptislusny pomér vysky h vélce a poloméru r jeho
podstavy, a to nejdiive pro obecnj objem V, pak pro V = 1000 cm?.

8.03. Viélcové nadoby s objemem 20 litr se budou vyrabét z dvojiho plechu: na
obé podstavy vélce se uzije material dvakrat drazsi nez na jeho plast. Jak se ma
zvolit pomér vysky h vélce a poloméru 7 jeho podstav, aby cena celé nadoby byla co
nejmensi? Stoji-li 1 m? materialu uzitého na plast 360 K¢, kolik bude stat material
na celou nadobu?

voda

OBRAZEK KE CVICEN] 8.04

8.04. Pfimy vodni kanal je 150 m Siroky. Mista A a B lezici na jednom z bfeht
maji vzdalenost 1km, misto C' je na druhém bfehu pfesné naproti mistu B. Z A se
ma do C vést potrubi, jehoZ prvni (pfimy) tsek povede z A do jistého mista D na
spojnici AB a jehoz druhy (také pfimy) tsek spoji D s C. PoloZeni 1 m potrubi na
biehu stoji 800 K¢, pres kanal je cena dvojnasobnéa. Jak daleko ma byt D od A,
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aby cena celého potrubi byla co nejmensi? Jaka bude jeho délka zaokrouhlené na
decimetry a cena zaokrouhlena na celé koruny? Jaky thel budou svirat tsecky DB
a DC?

8.05. Hodlame koupit obdélnikovou parcelu o rozloze 200 m?, jejiz jedna strana
bude ohranicena jiz hotovou zdi, zatimco ze zbyvajicich tfi stran bude nutné parcelu
oplotit. Dokazte, ze obdélnik lze zvolit tak, aby plot mél minimélni délku, a najdéte
délky prislusnych stran.

200 m?

plot

OBRAZEK KE CVICEN] 8.05

8.06. Dokazte, ze do trojuhelnika, jehoz nejdelsi stranou je strana c, lze vepsat
obdélnik se zdkladnou obsazenou v ¢ a s maximalnim obsahem; najdéte vztah mezi
obsahem trojuhelnika a vepsaného obdélnika.

OBRAZEK KE CVICEN{ 8.06
8.07. Existuje mezi trojuhelniky vepsanymi do kruhu o daném poloméru r ¢ R,

jejichz jednou stranou je primér kruhu, trojihelnik s maximalnim obsahem resp.
obvodem ? Pokud ano, jaky bude tento obsah resp. obvod?

2r

OBRAZEK KE CVICEN] 8.07
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8.08. Dokazte, ze mezi viemi (pravouhlymi) trojuhelniky T' s vrcholem v podatku,
jejichz odvésny jsou ¢asti souradnicovych os a jejichz pfepona je ¢asti te¢ny oblouku
paraboly y = 22 — 42+ 3, 0 < x < 1, existuje pravé jeden trojihelnik s minimalnim
resp. maximalnim obsahem. Zjistéte, ve kterych bodech se prislusné teény dotykaji
paraboly a najdéte oba extrémni obsahy.

D
bola 2
para hyperbola
2
1
1 T T
0 0.5 1 0 1 2

OBRAZKY KE CVICENIM 8.08 A 8.09

8.09. Mezi vSemi (pravouhlymi) trojihelniky 7', které jsou ohranieny osami
soufadnicovymi a teénou oblouku hyperboly y = 2/2 — 1, 1 < x < 2, najdéte
trojuhelniky s extrémnimi obsahy a prislusné obsahy vypoctéte.

8.10. Mezi obdélniky, jejichz dva vrcholy lezi na ose x a dalsi dva na parabole
y = 8 — 222, najdéte obdélnik s maximalnim obsahem. Uréete tento obsah.

(2.4)

-2 0 2

OBRAZKY KE CVICENIM 8.10 A 8.11

8.11. Najdéte kladna ¢isla a, b tak, aby body A := (a,0), B := (0,b), C := (2,4)
lezely na jedné primce a aby vzdalenost bodd A a B byla minimalni. Vypoctéte
tuto vzdalenost.

8.12. Obdélnikova parcela o rozmérech 5a x b se ma oplotit a pak jesté ploty
kolmymi na prvni stranu rozdélit na 5 (shodngch) parcel o rozmérech a x b. Dokazte,
ze pri dané celkové délce c plotu lze a a b zvolit tak, Ze rozloha P = 5ab parcely

130



OBRAZEK KE CVICENT 8.12

je maximalni. Cisla a, b a piislusné P najdéte nejdiive pro obecné ¢ € R, pak pro
¢ = 600m.

8.13. Drat délky D se rozdéli na dvé ¢asti o délkach Dy, Dsy; prvni ¢ast se ohne
tak, aby vytvorila kruznici, druha tak, aby vytvorila obvod ¢tverce. Lze to provést
tak, aby soucet S obsahti vzniklého kruhu a ¢tverce byl minimélni (maximdlni)?
Pokud ano, jakému poméru Dy : Dy to bude odpovidat obecné a ¢emu se budou
¢isla Dy, Do, S rovnat pro D =2m?

8.14. Je néktery bod paraboly, ktera lezi v soutadnicové roviné xy trojrozmérného
prostoru R? a je popséna rovnicemi y = 22, z = 0, nejblize bodu A = (1,2,2) e R3?
Pokud ano, jak velké je prislusnad vzdalenost?

8.15. Body A, B se pohybuji v roviné R? tak, Ze v ¢ase ¢t € R maji polohy a -+ tu,
b+ tu, kde a = (6,4), u = (2,4), b = (5,2), v = (=2, 1). Dokazte, %e existuje pravé
jedno t € R, pro néz je vzdalenost bodu A, B minimélni; najdéte je a vypoctéte
prislusnou vzdalenost.

8.16. Vyieste obdobny problém v prostoru R? za piedpokladu, ze
a= (1771373)7 U = (717172)3 b= (727332)7 v = (2772371)‘

8.17. Dokazte, Ze pro kazdy bod (a,b), kde a? > b, existuji pravé dvé tecny
paraboly y = x2, od nichZ m4 tento bod minim4lni vzdalenost ; najdéte jejich rovnice
a pfislusnou vzdéalenost, a to nejdfive obecné, pak pro (a,b) = (2, 3).

8.18. Existuji na parabole y = 22 — 62+ 5 body s minimalni vzdalenosti od bodu
B = (3,4)? Pokud ano, které to jsou a v jaké vzdélenosti lezi?

A B C

OBRAZEK KE CVICEN] 8.20

131



8.19. Body A, B se pohybuji po elipsach tak, Ze jejich poloha v ¢ase t € R je
(2 + 2 cos 8t,sin 8t) resp. (4 cos2t, 2 sin 2t). Najdéte vSechna ¢isla t € R, pro néz je
vzdalenost bodi A, B minimalni resp. maximéalni.

8.20. Na pfimé silnici S odstartuje v ¢ase t = 0 z mista A chodec B a cyklista C;
oba se budou pohybovat od bodu A tymz smérem, a to rychlostmi 5km a 15km za
hodinu. Na kolmici k pfimce S vedené bodem A stoji ve vzdédlenosti 300 m od bodu
A pozorovatel D a méfi zorny thel U tsecky BC'. Dokazte, Ze v jistém (jednoznacné
urc¢eném) okamziku to > 0 bude tthel U maximalni, a popisSte vlastnosti trojihelnika
BCD v tomto okamziku.

Reseni

8.01. 10cm.

8.02. h:r =2; pfi V = 1000cm? je r = 53/4/7 = 5.42cm, h = 20/ /27 =
10.84 cm.

8.03. h : r = 4; materiél na celou nddobu bude stat 185 K¢.

8.04. Vzdalenost AD: (1000 —50v/3 ) m = 913.4m; délka celého potrubi: 1000 +
50v/3m = 1086.6 m; vylohy: 1007 846 K¢; thel: 60 stupi.

8.05. %) 20m strana priléhajici ke zdi, 10 m strana k ni kolma.

8.06.5) Obsah obdélnika je roven poloving obsahu trojthelnika.

8.07. V obou piipadech je fesenim rovnoramenny trojihelnik; mé obsah 72,
obvod 2(v/2 4 1)r.

8.08. Jsou to teény v bodech 1 a a := %(4 —/T) = 0.45142; piislusné obsahy
jsou 1 a 5 (7v/7 — 10) = 1.26226.

8.09. Obsah je klesajici funkci proménné x € (1, 2), takZe FeSenim jsou te¢ny v bo-
dech 2 (minimum rovné 1) a 1 (maximum rovné 2).

8.10. Zékladna délky 4/v/3 = 2.3094, vyska %, obsah 64/(3v/3) = 12.3168.

8.11. a =2(1+ V/4) =5.174802, b = 2(2 + V/2) = 6.519842, vzdalenost

2\/5 4 62 + 374 = 8.323876.

8.12.%) V obecném piipadé je fesenim dvojice &sel a = ¢/20, b = ¢/12, takze
P = ¢?/48. Hodnoté ¢ = 600 m odpovida a = 30m, b = 50m, P = 7500 m?.

8.13. Minimum existuje a odpovidd poméru D;/Dy = 7/4; pfi D = 2m bude
proto D1 = 27/(4 4+ m)m = 87.98cm, Dy = 8/(4 + m)m = 112.02cm a S =
1/(4 + m) m? = 1400.25 cm?.

Maximum neexistuje, musi-li se drat skutecné rozstfihnout ; kdyby bylo dovoleno
udélat z celého dratu bud kruznici, nebo ¢tverec (coz by odpovidalo volbé Dy = 0
resp. D; = 0 a o poméru bychom nemluvili), bylo by S maximdlni pfi Dy = 0.

6) Problém lze Fesit elementarné, bez uziti diferencialniho poctu.
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Piislusny kruh by pak mél obsah D? /47 obecné, tedy 1/7m? = 3183 cm? pti D = 2.
Pii D; = 0 by bylo S = D?/16, tedy S = 2500cm? pro D = 2m, coz v zadném
pripadé neni extrémni hodnota.

8.14. Nejblizsi bod je (o, 23, 0), kde zg := $(1 + v/3) = 1.366025 (takZe 23 =
1+ 1v/3 = 1.866025)); piislusna vzdalenost je rovna (f(zo))/2, kde

f@):=(x -1+ (2> -2)* +4=02" 322 - 22 +9,

takze (f(x0))!/2 = 1(3(9 — 2v/3))"/* = 2.037627.

8.15.%) t = —%, minimalni vzdalenost je 1.

8.16.5) ¢t = %, minimalni vzdalenost je v/2.

8.17. Ptimky o rovnicich y = (a+¢)(2z—a—c)ay=(a—c) (22 —a+c), kde
¢ := (a® — b)/2, jsou jediné dvé tecny, které prochdzeji bodem (a,b), a maji tedy
od n&j vzdalenost 0. P¥i (a,b) = (2,3) jsou to pfimky y =6z —9ay =2z —1.

20 B

4

15
2

10
0

2 4 6

5

-2
A

2 4 9

OBRAZKY K RESENIM CVICENT 8.17 A 8.18

8.18. Na parabole lezi pravé dva body, které maji miniméalni vzdalenost od bodu
B = (3,4). Jejich prvni soufadnice jsou 3(6 — v/30) = 0.261387 a £(6 + 1/30) =
5.738613, jejich druhé soutadnice se rovnaji % Hledané vzdéalenost je d := % 31 =
2.783882.7)

8.19.5) Pri resend tohoto prikladu neni vhodné hledat staciondrni body vzddle-
nosti d(t) bodi A, B, protoZe je jich i v intervalu (0,7) znacné mnozstvi (10) a aZ
na dva nemagi s extrémy funkce d(t) nic spolecného.

Trajektorie bodd A, B jsou elipsy majici jediny spoleény bod a := (4,0); mezi
vSemi body druhé elipsy ma zfejmé nejvétsi vzdalenost od bodu a bod b := (—4,0).

7) KruZnice o stfedu (3,4) a poloméru d je do paraboly vepséana; jeji stfed je prisec¢ikem normél
paraboly v uvedenych bodech.
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Staci tedy rozrfesit rovnice
(cos8t =1) A (cos2t =1) resp. (cos8 =1) A (cos2t=—1).

Reseni: Vzdalenost je minimélni, rovna 0, pravé kdyz ¢t = 0 mod 7, a maximalni,
rovnd 8, pravé kdyz t = %7‘( mod 7.

OBRAZEK K RESEN{ CVICENT 8.19

8.20. ty = v/3/50 = 0.034641 hodiny, tj. cca 2 minuty a 4.7 sekundy. BCD je
rovnoramenny trojuhelnik o zakladné C'D délky 600 m a ramenech BC' a BD délky
200v/3m; thly u vrcholtt B, C, D jsou po fadé rovny %7‘(‘, %7‘(‘,%77, takze U = %7‘(‘.
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0. Primitivni funkce

Rikdme, ze funkce F' : (a,b) — R je primitivni funkci funkce f : (a,b) — R,
je-li F' = f vSude v (a,b); mnozinu vSech funkci primitivnich k f v (a,b) ozna-
¢ime PF(f;a,b)!). Pfechod od f k F € PF(f;a,b) se nazyva integrace funkce
f; najdeme-li takovou funkci F resp. napiSeme-li f ve tvaru F’, iikdme, Ze jsme ji
integrovali.

Pfechod k primitivni funkci je tedy operace obracena k diferencovani. Pozor vsak
na terminologii: Plati-li rovnost f(z) = F’(x) napf. pro vSechna z ¢ R_ UR,, je
F primitivni funkci funkce f v R_ i v Ry, nikoli vsak v R_ U Ry, protoZe tato
mnoZina nent interval. Primitivn{ funkci jsme definovali jen v (otevienych) inter-
valech zejména proto, aby platila tato velice dilezita véta:

Véta 9.1. Je-li ' ¢ PF(f;a,b), je G € PF(f;a,b), pravé kdyz existuje ¢ € R
tak, ze G = F' + ¢ vSude v (a,b).
Kdybychom interval nahradili mnozinou, kterd je sjednocenim (kone¢ného nebo

nekoneéného poctu) disjunktnich otevienych intervald, tvrzeni by samoziejmé ne-
platilo, protoze konstanta ¢ by v kazdém z téchto intervalid mohla byt jina.

Véta 9.2. (Existenéni véta.) Kazd4d spojita funkce f : (a,b) — R m4d v (a,b)
primitivni funkci.

Ma-li funkee f v (a,b) jednu primitivni funkei, mé jich tam podle V.9.1 neko-
necné mnoho, pricemz kazdé dvé z nich se lisi jen o aditivni konstantu. K tomu,
abychom ziskali uplny pfehled o vSech funkcich primitivnich k f v (a,b), stac¢i tedy
najit jednu z nich.

Véta 9.3. (Integrace per partes.) Je-li F' ¢ PF(f;a,b), G € PF(g;a,b), plati
vsude v (a,b) identita
(1) Fg=(FG) - fG.

Pfestoze identita (1) je jen jinak napsanym vzorcem (FG) = F'G + FG' pro
diferencovani souéinu, je velmi uziteénym néastrojem hledani primitivnich funkci.

Véta 9.4. (1. substituéni metoda — kratce 1SM.) Predpoklddejme, Ze funkce
w: (a,b) — (A, B) je diferencovatelna vsude v (a,b) a Ze funkce f : (a,b) — R m4
tvar f = (gow)w', kde g : (A, B) — R. Pak plati:

Je-li G funkce primitivni ke g v (A, B), je funkce G o w funkce primitivni k f
v (a,b).

Véta 9.5. (2. substituéni metoda — kratce 2SM.) Necht f : (a,b) — R a necht
w: (a, ) —na (a,b) splituje vSude v (a, ) podminku 0 # w’ # +oo. Pak plati:

Je-li G funkce primitivni ke g := (f ow)w’ v (,3), je F := G o w_; funkce
primitivoi k f v (a,b).

1) Samoziejmé neni vylouden pfipad, Ze tato mnozina je prazdna.
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Poznamka 9.1. Abychom pfi integraci dané funkce volili spravné mezi obéma
substitu¢nimi metodami, v§imnéme si nékolika charakteristickych rozdilt mezi nimi.

1. Obé metody vyzaduji diferencovatelnost substituujici funkce w. Ve 2SM se
vSak predpokladd, Ze 0 # w’ # +oo vSude v («, 3), z GehoZ podle V.7.4 plyne, zZe
funkce w je ryze monotonni; nic takového se v 1SM neZddd.

2. Pii aplikaci 2SM se zada rovnost w((«, ) = (a,b), zatimco v 1SM staci
platnost inkluze w((a,b)) C (A, B).

3. Pti aplikaci 1SM musi mit integrované funkce f(z) tvar g(w(z))w’(z); Casto
se stavd, ze f(x) v takovém tvaru sice napsdna neni, ale vhodna tprava ji na tento
tvar ptevede. Priklad: Je

1 1 1

sinz — 2sinzcosz +4cos2x tg?x —2tgr + 4 cos2z

v kazdém otevieném intervalu, ktery neobsahuje zadny lichy néasobek c¢isla %71’;
druhy zlomek vpravo je derivaci funkce w(z) := tgx, g(y) := 1/(y*> — 2y + 4).

Pii aplikaci 2SM do f(z) dosadime x = w(t) a vysledek nezapomeneme vynd-
sobit derivact W'(t) substituujici funkce; substituci volime tak, aby nova funkce
g(t) := f(w(t))w'(t) byla (z hlediska integrace) jednodussi nez ptvodni funkce f(z).
Podari-li se ndm nalézt funkci G(¢) primitivni ke g(t), vratime se k pavodni pro-
ménné x dosazenim ¢ = w_1 () ; vznikld funkee F(z) := G(w_1(x)) bude pak funkei
primitivni k f(x).

Porovnejme jesté jednou jednotlivé kroky obou substituénich metod:

1SM: 2SM:
dana funkce f(z) = g(w(x)) ' (x) f(:r)
substituce w(z)=y w(t), '(t)=...
pomocné integrace  g(y) = G'(y) (t) fw(t)w (t) G'(t)
vysledek f@) = (G(w())) f@) = (Glw-a(2)))

Jak je patrné, jsou predpoklady 1SM liberalnéjsi; proto ddvame prednost 1SM
pred 2SM, kdykoli je to jen mozné. [

Podobné jako pri diferencovani je i pfi praktickém integrovani nutnéd znalost
nékterych zakladnich identit; mnohé z nich jsou jen pfepisem vzorctli, s nimiz jsme
se setkali v kapitole 5. V nasledujicich identitach je a € R, r e Ry, k € Z.

o R pro vSechna cela o> 0
(3) v = (x+1) v { RCURy pro vSechna celd av < —1 % ;
o
R4 pro vSechna v e R — Z
1
(3") — = (gfz])" v Ry UR-;

136



1 z\’ 1 x\’
— arctg 7) = (— farccotgf) v R;
r r r

r2 4 22 ( r
1 A T\’

(5) N = (arcsm ;) = (f arccos ;) v (=r,7);
(6) \/ﬁ: (argsinh%)l: (lg(z+ z2+7’2))/ v R;
M) s = (—anaeosh T) = (lgla+ V2 =) v (o)
(8) sinz = (—cosz)’, cosz = (sinz) v R;
9) sinhx = (coshz)’, coshz = (sinhz) v R;
(10) s (tgz)" v kazdém intervalu (%(2k — 1)m, £(2k + 1)m);
(11) L (cotgz)" v kazdém intervalu (km,(k+ 1)7).

Poznamka 9.2. Identita typu 2® = (z*™/(a + 1))’ plati pro nékterd racionalni
¢isla « ve vétsi mnozing, nez je uvedeno v (3'): Je-li 0 # p € Z, je-li ¢ > 1 liché ¢islo
a jsou-li ¢isla p, g nesoud€lna, je totiz

W;:(ij)%:( q (xp—i-q)é)/:(qW)/V{R pr0p>0}.

p+yq p+q R_UR4 pro p<0

Komplikace souvisi s tim, Ze na rozdil od mnohych poéita¢ovych programi (které
definuji vSechny necelé mocniny rovnosti * := exp(algz) a nedavaji tak plné
vysledky) jsou v analyze (stejné jako v aritmetice) definovany liché odmocniny
zapornych cisel.

Priklad 9.1. Integraci per partes ziskdme identitu
(12) lgx:(xlgx)’—lz(w(lgw—l))/ v R,.

(Ve V.8.3 jsme polozili F(x) :=lgz, g(x) :=1, f(z) =1/z, G(z) :=x.)

Priklad 9.2. Nekdy je tfeba integrovat per partes nékolikrat: Je-li a # 0, b ¢ R
a polozime-li g(z) := e, F(x) := sinbzx, G(z) := e** /a, f(x) = bcosbzx, dostaneme
(podle V.8.3) identitu

1 b
(13) e’ sinbr = (7 e sin b:c) — —e"cosbzr v R.
a a
Polozime-li nyni g(z) := e, F(z) := cosbzx, G(x) := e*®/a, f(x) = —bsinbzx,
dostaneme identitu
1 b .
(14) e cosbr = (f e** cos bx) + —e™sinbz v R.
a a
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Dosadime-li (14) do (13) (nebo (13) do (14)), ziskdme po snadné upravé identity

ax

!/
(15 e sinbr = ( (asinbx — bcos bx)) v R,

a? + b2

ax

!
(15) e cosbr = ( acosbx+bsinbx)) v R,

a® + b2 (
které plati dokonce za obecnéjsiho piedpokladu a? + b2 # 0; platnost pro a = 0,
b # 0 ovéfime dosazenim.

Priklad 9.3. Je-li funkce f : (a,b) — R diferencovatelna a nenulova vsude v (a, b),
je (podle véty o diferencovani superpozice)

/

(16) 7=(lg0|f\)’

vSude v (a,b). Je tedy napf.

COS ™

. !/
m:<lg(2+slnm)) A% R

a pro kazdé k € Z plati rovnost

cosr . p ) -
Toomy — (80 +sine) v 2k — g 2k + §);

absolutni hodnotu nebylo nutné psat, protoze obé funkce ve jmenovateli jsou kladné.

Poznamka 9.3. Vsechny pocitacové programy, které jsou autorovi znamy, pracuji
s nepravdivgm tuvrzenim, ze funkci primitivni k 1/x je lg x; stejnou chybu najdeme
i v mnohych tabulkéch primitivnich funkci. To celkem vystizné charakterizuje ctitele
bezduchého kalkulu: Ackoli je dobie a dlouho znamo, Ze spravnd primitivni funkce je
lg ||, vynechévaji — asi ,pro jednoduchost“ — absolutni hodnotu. Pravdépodobné
to souvisi i s tim, Ze se bezduchy kalkulus nezabyva obory platnosti. V R, je
samoziejmé vSe v poradku, ale v.R_ podle téchto mylnych predstav primitivni
funkce k 1/x zfejmé neexistuje, ackoli je tam funkce 1/x spojitd (sr. s V.9.2). Tato
zdkladni chyba ma bohuzel velmi nepiijemny dusledek: Je-li funkce f v intervalu
(a,b) zdpornd, neddvaji zminéné programy Zddnou primitiont funkci k f'/f (nejsou-
li tak ,chytré“, ze pfejdou k (—f")/(—f)). Neuplnou identitu 1/z = (lgx)’ snadno
opravime pfiddnim absolutni hodnoty a dodatkem ,pro vSechna z # 0%; zamysleme
se vSak nad ,spolehlivosti“ podobnych vysledku ve slozitéjsich situacich, v nichz
nemusi byt viibec jasné, kam je tfeba absolutni hodnotu dopsat.

Priklad 9.4. Podle 1SM je

1 1 1

inr  2sink 1. 21, tgl
sinx  2singjrcosg;x  2cos?sx tg T

(17)

= (lg| tg 3z|)’

v kazdém intervalu (km, (k+1)7), kde k € Z. P¥i oznaceni z 1SM je zde f(y) :=1/y,
w(x) := tg(3), takze w’'(x) = 1/(2 cos? 3x).
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Priklad 9.5. Funkce f(z) :=1/1/e® — 1 mé podle V.9.2 primitivni funkci v R,.
Polozme y/e* — 1 = t, tj. substituujme = = w(t) := lg(t>+1). VSechny piedpoklady
2SM jsou splnény, protoze w’'(t) = 2t/(t>+1) > 0 pro viechnat e Ry aw(R;) = R,.
Protoze

1 2¢ 2

f(W(t))w/(t) = E m = m = (2 arctgt)/ v R+,

je F(x) := 2 arctg \/e* — 1 funkei primitivni k f(z) v R4.
Ptiklad 9.6. Funkce
1
(18) fz) =

sin?z + 2 cos? x

ma podle V.9.2 primitivni funkci v celém R, ale najit ji bude ponékud komplikova-
néjsi, protoze standardni substituci tgx = y (sr. s pfikladem 9.11) lze provést jen
v intervalech, které neobsahuji zadny bod tvaru %(2]{ + 1), kde k € Z.

Pracujme v intervalech Ij, := (3(2k — 1)7, 2(2k + 1)7), kde k € Z, a upravme
(18) na tvar

1 1 _ (tgao) ]
cos?z tg?x +2 tg?x+2’

(187) flz) =
podle 1SM (s w(z) = tgx) a podle (4) plati pro kazdé k € Z rovnost

1 1 Y\ § 1 tgz/
i = (\—@ arctg \7@) v R, takze f(x)= (— arctg —) v I.
Funkce F}, definovana v intervalu I} := (3(2k — 1)7, (2k + 1)7) podminkami
1 arctg — pro vSechna =z € I,
(19) Fy(x) := V2 V2

Fr(3(2k+1)7—) = pro =12k + 1)m

7r
2V2
je spojita v I}, protoze se jeji hodnota v koncovém bodé intervalu Ij rovné prislusné
limité zleva. Protoze ¢islo A := Fy(%(2k+1)7—)— Fj,(3(2k—1)m+) = m//2 nezavisi
na k, je funkce F' definovana podminkami

(20) F(z) := Fy(z) + kA pro vSechna z € I}, a vSechna k ¢ Z

ziejmeé spojita v celém R; je pfitom funkei primitivni k f v kazdém intervalu Ij.
Podle V.5.5 a vzhledem ke spojitosti f v R je kromé toho

F'(L2k+1)n) = li Fl(z) = li = f(i(2k+1
(3(2k +1)m) x—>(2/1,‘r-‘yr-11)7'r/2 (@ a:_>(211crf1)w/2f(x> F(3(2k + D)m),

coz dokazuje, ze F' je funkci primitivni k f v celém R.
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Poznamka 9.4. Posledni tvrzeni pravé dokonceného prikladu, zaloZené na V.5.5,
lze zobecnit takto:

Véta 9.6. Necht kazdy bod x mnoziny M C R m4 okoli P(z) disjunktni s M ?)
a necht funkce f, F spojité v R spliiuji podminku F'(z) = f(z) pro kazdé x ¢ R— M.
Pak je I" = f vsude v R.

Vylozme nyni nékolik metod integrace nékterych béznych typh funkei.

Priklad 9.7. Integrace racionalni funkce. Racionélni funkci f # 0 napiSme ve
tvaru f = g/h, kde g a h jsou nesoudélné polynomy ). Piedpokladejme, Ze vSechny
realné kotfeny polynomu h byly sefazeny do prosté posloupnosti ai,...,a,,, kde
m > 0, a vSechny imaginarni kofeny do prosté posloupnosti a1, aq, ..., ay,, @y,, kde
n > 0.%) Je dobie znamo, Ze polynomy 22 + bpz + ¢ := (z — ax)(x — @) jsou pak
realné a ze identita

(21) hiz)=A[] - a;) H 2 4 b + )%,
j=1 k=1

kde p; € N a g, € N jsou ndsobnosti kofend a; a oy, plati pfi vhodné volbé
(nenulové) konstanty A ¢ R vSude v R — h_;(0).

Racionélni funkei f(z) 1ze pak (v R—h_1(0)) rozlozit na tzv. jednoduché (neboli
parcialni) zlomky:

m  Pj A n  qdk BS$+CS
@) @ =@+ Y ey XY o o
=1s

¢ je pfitom polynom, A;,, By, Cis jsou realné konstanty. Je-li stupen polynomu g
mensi nez stupeti polynomu h, je ¢ = 0; v opaéném piipadé se p(z) ziskd délenim
polynomu g(z) polynomem h(z), provddéném tak dlouho, az stupen zbytku déleni
klesne pod stupen polynomu h(x). Numerické hodnoty konstant A;,., Bys, Cis zis-
kéme napf. tak, ze rozdil f(x)—p(z) vynasobime vyrazem g(x)/A a pak porovname
koeficienty u stejnych mocnin x na obou stranach vzniklé identity; lze vsak do ni
také dosazovat vhodné hodnoty x a pak fesit vznikly linedrni systém rovnic. (Obé
zminéné metody se Casto kombinuji. Vyhodné je dosazovat realné koreny polynomu
h, protoze tim ihned ziskdme hodnoty nékterych konstant A;,; v nékterych piipa-
dech se vyplati dosadit i néktery imaginarni kofen — v tom pfipadé pak porovname
redlné a imagindrni ¢éasti obou stran vzniklé rovnosti.)

Je jisté zfejmé, jak se najde funkce primitivni (v R) k polynomu:

i+1

N 2 ,
o’ = (L)
i=0

(23)

Mz

=0
2) Takové mnoziny se nazjvaji izolované v R; jejich typickym piedstavitelem je mnozina Z.
3) tj. polynomy, které nemaji zadny spole¢ny koren
4) Rovnost m = 0 (resp. n = 0) odpovid4 situaci, kdy h nemd zadny realny (resp. imaginarni)
kofen.
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Stejné jednoduché je integrovat funkce tvaru 1/(Id —a)”, kde a € R a r € N:
V R — {a} plati identity

1

Tr—a

1 1 1 /
24" = je-li 1.
(247) (x—a) (l—r(x—a)T—l)’ et >

(24) = (lglz —al)"

Zbyva vysvétlit, jak se (v R) integruji zlomky tvaru (Bx + C) /(22 +bx +¢)®, kde
polynom x% 4 bz + ¢ mé dva rtzné imaginarni kofeny: Nejdiive napiseme identitu

Bz +C 2z +b 1
25 = 1lp___= (C—le)i.
(25) (22 +bx +c)s 2 (:1:2—i—bat7—&—c)5Jr 2 (22 + bz + ¢)*
Pak uzijeme 1SM a substituci y = w(z) := 22 + bz + ¢ prevedeme problém inte-

grace prvniho zlomku vpravo na trivialni problém integrace funkce y~°. UZijeme-li
analogie identit (24') a (24”), vidime, ze vSude v R je

2x+b ’
(25') e = (8@ hr ),

2z + b 1 1 !
25/ — ( > , je-li 1.
(25) (22 + bx + ¢)® 1—5 (22 4+bx+c)s! et 8>

Integrace posledniho zlomku v (25) je o néco komplikovanéjsi: Protoze oba kofeny
polynomu z2 + bx + ¢ jsou imaginarni, je

(26) x2—|—bx—|—c:(as—%b)2+%(4c—b2),
pficemz D := b% — 4c < 0. Substituce

2z —b
Ve — b2

pievede integraci zlomku 1/(2?+bx+c)® na integraci zlomku 1/(y?+1)* nasobeného
jistou konstantou.

Integrace per partes s F(y) := 1/(y* +1)%, g(y) := 1, f(y) = —2sy/(y* + 1)+,
G(y) := y vede k rovnostem

1 —( i )I+23y7
(y2+1)°  \(p2+1)° (y2 + 1)5+1

(26") y=w(z):=

2

_ ( Y )’ n 2s 2s
B ) (e e )

z nichz plyne redukéni vzorec

1 1 Y ro2s—1 1
o7 S S ,
27) (y2+ 1)t 25 \(y2 +1)* T (y?2+1)¢
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platny vSude v R a pro vSechna s € N. Protoze je

(281) = (arctgy)’ v R,

y>+1

je tim cely problém rozfesen.
Pomoci (27) a (281) se snadno dokézZe, ze vSude v R plati napt. identity

1 1 '
SRR S Y G ).
( 2) (y2 ¥ 1)2 2 arctgy + y2 ¥ 1

1 1 3y 2y !
28 —_ = 7(3 arctgy + + ) ,
(283) (y2+1)3 8 YT 1 T )

1 1 15y 10y 8y !
28 L 7(15 arctg y + n i ) .
(284) W+ Di a8 YT 1 T W21 2yl

Priklad 9.7a. Integrujme funkci

(20) fla) = o

v maximélnich intervalech, kde je to mozné, tedy v (—oo,1) a v (1,4+00). Protoze
stupenl Citatele je mensi neZ stupeii jmenovatele, odpadd déleni — polynom ¢(z)
v obecném rozkladu (22) je nulovy; rozklad na jednoduché zlomky mé proto tvar

3r. A n Bx+C
-1 x-1 224z+1°

Néasobenim jmenovatelem levé strany ziskame identitu
3r=A@*+2+1)+(Bx+C)(z - 1),

platnou (na rozdil od pfedchazejici identity) v celém R. Dosazenim = = 1 dostaneme
A = 1; porovname-li koeficienty u 22 a °, dostaneme rovnice 0 = A+B,0 = A—C,
z nichz je ziejmé, ze B = —1, C' = 1. Je tedy

1 e-1 _ 1 1 2041 3 1
x—1 224241 2z—-1 2224+4z+41 2224+z+1°

(30)  f(x) =

Posledni sc¢itanec se tieba jesté upravit; z identit

295\/—%1)2_'_1}

x2+x+1:(m+%)2+%=%{(

ihned plyne, zZe

2
1 NG 2 1\’
(31) g - ﬁ# = (ﬁ arctg x—; ) v R
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podle 1SM. Z toho a z (30) déle vyplyva, Ze

20+ 1

’+\/§arctg 7 )/ v R—{1}.

T —

(32) fla) = (lg ‘\/ﬁ

Pfiklad 9.7b. Funkce primitivni k funkci

428 — 2022
(z+1)% (22 +1)

(33) fx) =

existuji v intervalech (—oo, —1) a (=1, +00).
Protoze stupen citatele je o 3 vétsi nez stupen jmenovatele, provedeme 4 kroky
déleni; ¢tenar se jist€é sdm presvédci, ze tim dostaneme identitu

4(102* + 1623 4+ 1122 4 162 + 7)

(34) f(z) = 42> — 1222 + 20z — 28 + CESVICES

Ozna¢me posledni zlomek g(x) a hledejme koeficienty A, ..., E tak, aby bylo

A B C Dx+ FE

(85) 1) = T T ey Ty P e

Vynésobime-li tuto identitu jmenovatelem levé strany a dosadime-li do vzniklych
polynomt x = —1, zjistime, ze C' = —8. Zbyla ¢isla A, B, D, E ziskdme porovnanim

koeficient? nap¥. u mocnin z°, z!, 23 a z*:

uz’: 286= A+B+ C+ D

uazt: 64 =2A+ B+ D + 3E
uz®: 64 =24+ B+ 3D + E
uzt: 40 = A+ D
ProtoZe tato soustava méa feSeni A =46, B=—4, D = F = —6, je
(36) g(x):xiﬁl_(:v+41)2_(xfl)?’_?’xfil_ﬁil’
takze

4
(37 f(x)= (x4—4x3+10x2—28x+461g\x+1\+x—+1

I
—3lg(x? +1) — 6arctg a:) pro vSechna x # —1.

+

(@ +1)?

Priklad 9.7c. Funkce primitivni k funkci

12(z2 —z—2
(38) f(z) = (1,2 _ 1()2 (w2 — j_ 1)2
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existuji v intervalech (—oo,—1), (=1,1) a (1, +00); napiSme

(@) A L B L C L D n Ex+ F n Gx+ H
xTr) =
z—1 (z-1)2 241 (z+1)2 22—-z+1 (22—2+1)2
a hledejme numerické hodnoty konstant A, ..., H. Nasobime-li identitu jmenovate-
lem levé strany a dosadime-li do vysledku x = %1, zjistime, ze B = —6, D = 0.

Porovnejme déale koeficienty u Sesti vybranych mocnin x:

uz’: 0= A+ C+ E

uzb: 6 = -A-3C—- E+F

uz’: 0 = 4C—- E-F+dG
uazt: 0= 24-2C+2E—-F + H
uzt: —12 = A-3C+ E-F+G
uz’: —18 = —A+ C+ F+ H

Resenim jsou ¢isla A =21, C = -1, E = —20, F =4, G = —12, H = 0,°) takze

21 6 1 20z — 4 12z

(39) f(x):x—li(x—1)27x+17x2—:c+17(a:z—a;—&-l)?

pro vSechna = # +1. Je zfejmé, Ze

21 6 1

(40) r—1 (z—12 z+1

6 /
- (211g|:c—1|+——1g|:c+1|)
r—1

v R — {£1}. V8ude v R plati kromé toho tyto identity:

20z — 4 2z -1 6
41 T o -
(41) 2 —x+1 2—z+1 22—2+1’°
2z -1 9 !
6 12 2//3 12 2z — 1/
43 o= VY (L g )
(43) 2?2 —r+1 \/§(2x—1)2+1 ( \/gang V3 )
V3
—12 2z -1
(44) x _ x _ 6 ,
(2 —x+1)? (x2—z+1)2 (22—x+1)2
2z —1 6 !
45 —6 = R
(45) (2 —x +1)? <x2—m+1)
o B R U 1%
(22 —z+1)2 \/§((2x—1)2+1)2'
V3

5) Predpokladame, Ze se étenai neomezuje na pouhé &teni téchto fadki, ale podita sdm, pricems
nas text mu slouzi k ovéfeni spravnosti vysledkt. Jen vlastni aktivitou se mize né¢emu naucit.
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Substituce (22 — 1)/v/3 = y v poslednim vyrazu vede podle (285) k identité

16 1 8(
y?+1

AWV

Uzijeme-li znovu 1SM, dostaneme po troSe pocitani®) tento vysledek:

/
+ arctg y) .

6 _(2(1—2x) 8 2z — 1V’
(47) _(x2—x+1)2_<x2—x+1_\/§amtg 7 )
Podle (40), (42), (43), (45), (47) je tedy
6 2—z 20 2z -1
(48) f(x)::(w_1+4$2_x+1—ﬁarcth

li
+211g\z71|flg|x+1|—101g(x279:+1))

pro vSechna z € R — {%1}.
* ok %
Spolehlivé zvladnuti principt integrace racionalni funkce je dulezité i proto, zZe
na ni lze pfevést integraci dalsich typa funkei; ilustruji to priklady 9.8 -9.12.

Priklad 9.8. Integrace funkci tvaru
(49) f(x):=R(e"), kde R je racionalni funkce.

Polozime-li e* = y a aplikujeme-li 1SM, vidime, Ze kdyZ je G(y) primitivni funkei
funkce

(50) o(y) = L R(y),

je F(x) := G (e”) primitivni funkci funkce f(z).

To, co jsme pravé tekli, je samoziejme jen ndstin mozného postupu; v kazdém
konkrétnim prikladé je treba overit vsechny predpoklady substituéni metody a sta-
novit, v jakém intervalu resp. v jakych intervalech budou nase visledky platit.

Priklad 9.8a. Funkci primitivni v R k funkci

(51) f@) = s

vidime na prvni pohled, protoze jmenovatel zlomku je roven (e%)? + 3 a ¢itatel e®
je derivaci e”. Podle 1SM a podle (4) je tedy

x

(52) f(z) = (% arctg \e/—g), viude v R.
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Priklad 9.8b. Funkce

e’ +1
53 =
(53) @) = e
mé primitivni funkce v intervalech I := (—o0,0), Iy := (0,1) a I3 := (1,+00).

Abychom v kazdém z téchto intervalt nasli jednu z nich, polozime e* = y, coZ néas
problém ptevede podle 1SM na nalezeni primitivni funkce k funkeci

y+1
y—1)(y* —e?)

v intervalech (0,1) = exp([1), (1,e) = exp(l2) a (e, +00) = exp(I3).
Vynasobime-li rozklad

(54) mw:y(

A B C D
55 24 4
(55) 9(9) y y—1 y—e y+te

jmenovatelem levé strany a dosadime-li do vysledku postupné y =0,y =1, y = +e,
dostaneme tyto hodnoty konstant A, B, C, D:

1 2 e+1 e—1
56 A=—-, B= —— -~ D= )
(56) e2’ 1—e2’ 2e2(e—1)° 2e2(e+1)

Integraci identity (55) ziskdme identitu
(57) g(y) = (Algly| + Blgly — 1|+ Clgly —e| + Dlg|y +e|)’

platnou v8ude v R — {—e, 0,1, e}; dosadime-li do ni podle (56), 1ze vysledek upravit

na tvar
/
)

%) a0~ (

podle 1SM je tedy

e?+1

lg|y 1 1
ly] (2lg|y—1|— 53 lg\y2—62\—glg’

e? ez -1

y—e
yte

T 1 - e?+1 2 2 1 e —ey\
59 )= (5 o (2l - 11- S5 e - - T[S0
viude v R — {0, 1}.
X kX

Priklad 9.9. Integrace funkci tvaru

1
R(gz) , kde R je racionalni funkce,

(60) fz) =

se substituci y = lgx v 1SM pfevede na integraci racionalni funkce R(y).
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Priklad 9.9a. Funkce

o 5lgx
(61 fle) = z(lg®z +1g% x — 2)

mé primitivni funkce v intervalech (0,e) a (e, +00), protoze logaritmus je spojity
v Ry a polynom 2 + 3% — 2 = (y — 1) (y* + 2y + 2) méa pravé jeden realny koien
y = 1, kterému odpovidd z = e.

Jak ¢tenar snadno ovéri, je

5y 1 1 2y+2 3

62 = = T2
(62) W= e T ST vz ta  riEad

vSude v R — {1}. V dusledku toho plati rovnost

/
9(y) = (1gly — 11 - $1g (v + 2y +2) + Barctg(y + 1))
pro vSechna y # 1 a rovnost
!/
63)  f(z) = (lg| lgz —1|— 1g (1g%x + 2lgz + 2) + 3 arctg (Igz + 1))
pro vSechna z € (0,e) U (e, +00).
* * *

Polynomem dvou proménnych u,v rozumime soucet kone¢ného poctu vyrazt
tvaru au™v", kde a € R a kde m, n jsou nezdporna celd ¢isla. Podil p/q dvou
polynomu p, ¢ # 0 proménnych u, v se nazyva racionalni funkce proménnych u, v.

Priklad 9.10. Integrace funkci tvaru

(64) o) = r(a {20 ).

cx+d

kde R je racionalni funkce dvou proménnych, s > 1 je celé ¢islo a a,b,c,d jsou
realna ¢isla, pro néz je ad — be # 0, se da prevést na integraci racionalni funkce tim,
ze zavedeme novou proménnou

axr+b
65 ti={——.
(65) cx+d
Podrobnéji feceno: Rozfesime pravé napsanou rovnici vzhledem k z a aplikujeme

2SM se substituujici funkci

(65%) pw() = 0

a—cts’

V' konkrétnich pripadech hleddme vZdy maximdlni intervaly, v nichZ md funkce
(64) primitivnd funkci, a samoziejmé ovérujeme vsechny predpoklady substitucni
metody.

147



Priklad 9.10a. Integrujme funkci

z—1

1
66 = — ;
(66) f) =5
snadno ovéfime, Ze zlomek pod odmocninou je kladny, pravé kdyz je z € (1,2);

primitivni funkci budeme proto hledat pravé v tomto intervalu. Substituce

z—1 262 +1
67 =t, tj. r=w(t):=——,tcR
( ) 2 _ 1 , U). T w( ) 12 1 ) € Ry,
predpoklady 2SM spliiuje, protoze vsude v R, je
2t
68 "#) = —5—= >0
( ) w ( ) (t2 + 1)2 >
w(Ry) = (1,2). 2SM vede k identitdm
2 +1 2t 2t2

) SO D= ErE T @ @D

2 2
TR Yo = (2arctgt — V2 arctg (v21t))’

platnym v R, ; v intervalu (1,2) plati proto rovnost

(70) f(z) <2 arctg F — V2 arctg ,/ )

Priklad 9.10b. Funkce

() fla) = o {2

je definovana vSude v R az na body 0,1 a je ve svém defini¢nim oboru spojitd; ma
tedy primitivni funkce v intervalech I; := (—00,0), Iz := (0,1), I3 := (1,+00).
UZijeme substituci

s/e+1 : 41

(72) =51

Protoze je
(73) w'(t) = ——5——5 <0 pro viechna teR—{0,1},

jsou predpoklady 2SM splnény v kazdém z intervalt J; := (—o00,0), Jo := (0,1),
Js := (1,+00). Protoze je

w(—oo+) =1, w(0t)=-1, w(l-)=—-00, w(l+)=+00, w(+oo—)=1,
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zobrazuje funkce w intervaly Ji, Jo, J3 po fadé na intervaly (—1,1), (—oo,—1),
(1,400), které bohuZel nejsou totoiné s intervaly Iy, v nichi mdme hledat funkci
primitiond k f. Abychom dospéli k ponékud lepsi shodé, ozna¢me

(714)  Kj:=(0,1), K{ :=(-1,0), Ky :=(—00,—1), K3 :=J3 = (1,400).
Pak je

(74")  w(K]) = (—00, 1), w(K])=(-10), w(Kz)=(0,1), w(K;3)=1Is

a podle 2SM budeme v intervalech (74’) hledat primitivni funkei funkce

3 —1\? —6t> 613
341 (B -12  (B4+1)2’

(75') ﬂﬂ:fw@nm@:(

kterou ovSsem nejdiive rozlozime na jednoduché zlomky:

2 1 2 1 1 26-1 5 1

75" == ‘ h _2

(75%) IO =37 3T T3 e —irl 3P it
2% — 1 1

@ty @i

Substituci (2t —1)/v/3 = 2 a uzitim 1SM dojdeme k rovnosti

5 1 ( 10 t2t—1>' R
—— 5 =|— —F= arc v R;
312 —t+1 3v3 T3

touz substituci a navic integraci per partes ziskame dalsi rovnost

1 1 2t—1 N 4 et 2t — 1\’ R
= — A% .
(t2 —t+1)2 B3 —t+1 33 3

Primitivni funkce k ostatnim séitanctim v (75”) jsou jisté patrné na prvni pohled.

Malou tpravou vysledkt dostaneme pak tuto funkeci primitivni ke g(t):

2 2t — 1
V3 V3

Dosadime-li za t podle (72) a upravime-li opét vysledek, ziskdme identitu

(76) f@):é[g((i/fy— 3 ifi +1) _2lg
_3””;1 i‘/ﬁ—zﬁmtg <%<2§’/ﬁ—1)>y,
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zatim ov8em jen v intervalech (74”). Funkce f(x) i funkce napsané vpravo v zavor-
kach [ ] je v8ak spojitd v bodé —1; podle V.9.6 plati proto rovnost (76) v celém
intervalu I = (—00,0). ProtoZe v intervalech I, I3 Zaddné problémy nebyly, je tim
integrace funkce (71) dokoncena.

* ok Xk

Priklad 9.11. Integrace funkci tvaru
(77) f(z) ;== R(sinz,cosx),

kde R je racionélni funkce dvou proménnych.

A. Pfedpokladejme nejdrive, ze funkce f je spojita v néjakém otevieném intervalu
I C (—m,m). Polozime-li

(78) tg sz =t pro viechna z e (—m,7),
bude
2t 1—¢?
/ : _ — .
(78) Slnx—m, Cosw—m,

uzijeme-li 2SM s funkci
(79) w(t) := 2 arctgt, t € R,
inverzni k (78), jejiz derivace

2

!
=2
W) =1

>0

je racionalni, bude racionalni i funkce

2t 1—ﬂ) 2
14+¢2714¢2) 1427

g(t) = fw()w'(t) = R (

Integraci funkce (77) lze tedy substituci (79) prevést na integraci raciondlni funkce.
Je-li G(t) funkce primitivni ke g(t) v w_1(I), je F(x) := G(tg ) funkce primitivni
k f(x) v I

Pfipomenme jesté identity, které se casto uzivaji pri upravé vysledki:

sinx
—— pro vSechna z # 7 mod 27
1 1+ cosx
(80) tgsx = O
1—cosx
——— pro vsechna z # 0 mod 7
sin x

Je-li I C (0,27), Ize s vyhodou uzit substituci

(81) cotgz =1, tj. z=uwi(t):=2arccotgt, t € R;

150



v tom pripadé vsak je

2t 1— ¢ , 2

(81’) Sinx:m’ (;()sgg:_l—i_it27 wl(t):_m'

B. Mame-li funkci tvaru (77) integrovat v intervalu obsaZzeném v nékterém z in-
tervaltl Iy, := ((2k — )7, (2k + 1)7) (resp. Ji = (2km,2(k + 1)7)), kde k ¢ Z,
milzeme uzit opét substituci tg %m =t (resp. cotg %x = t); inverzni k ni bude nyni
ovSem funkce

(79" w(t) :== 2 arctgt + 2km (resp. w(t) := 2 arccotgt + 2km).

Muzeme vSak také uvazit, ze f je 2mw-periodicka funkce, posunout interval [
o vhodny sudy nésobek éisla 7 tak, aby posunuty interval I* lezel v Iy (resp. v Jo),
najit primitivni funkci v I* a nakonec se (s vyuzitim periodicity) vratit zpét do I.

C. Je-li funkce (77) spojitd v R a znédme-li jeji primitivni funkci Fy v intervalu
Iy = (—m,7), lze jeji primitivni funkei v R ziskat napf. timto postupem:

ProtozZe f je spojita v kompaktnim intervalu {—m, ), je v ném omezend, takze je
| f| < M pro vhodnou konstantu M € R. Pro kazdé dva body a’, " z Ij existuje
podle véty o priristku funkce ®) bod ¢ (lezici mezi body 2/, 2”) tak, Ze

| Fo(a”) - Fol@')| = | F§(€)(a” —2')| = | F()(a" — ') | < M| — o ;

z toho ihned plyne platnost BC podminky 7) nutné a postacujici k tomu, aby exis-
tovaly kone¢né limity Fo(m—), Fo(—m+).

Polozime-li Fy(r) := Fy(m—), bude funkce Fy spojitd v polouzavieném intervalu
I} := (—m, ) a pro kazdé k ¢ Z bude funkce F}, definovand podminkou

(82) Fy(x) := Fy(x — 2km) pro v8echna z ¢ I} := ((2k — 1)m, (2k + 1))
spojita v I} a primitivni k f v I = ((2k — 1), (2k + 1)m). Cislo

(83) A= F((2k + 1)m—) = Fi41((2k + 1)m+) = Fo(m—) — Fo(—7+)
pak nezavisi na k a snadno nahlédneme, ze funkce

(84) F:=F,+kA v I prokazdé ke Z

je spojitd v celém R. Podle V.9.6 je funkci primitivni k f také v celém R.

D. Je-li f spojitd v néjakém (otevieném) intervalu délky < 27, ktery neni ¢asti
zaddného z intervalt [ resp. Ji, lze pfi hleddni funkce primitivni k f v I postupo-
vat podobné jako v C; vysvétlime to na piikladé, z néhoz bude patrnd jak podstata
problému, tak i jeho feSeni:

6) Méme na mysli tzv. Lagrangeovu vétu o p¥irtistku funkce: Je-li f spojita v (a,b) a ma-li
derivaci vSude v (a,b), existuje bod £ € (a,b) tak, ze f(b) — f(a) = ' (§)(b— a).

7) BC podminka zni v nasem piipadé takto: Pro kazdé ¢ € R, existuje PT(—m) (resp. P~ (r))
tak, Ze pro kazdé dva body z’, z'" z tohoto okoli je | F(z") — F(z')| < e.
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Je-li f spojita napt. v intervalu I := (—%71‘, %7‘(‘), substituujeme tg %33 =t v kaz-
dém z intervala (—%ﬂ', ), (m, %w) Necht F} resp. Fs je funkce primitivni k f v prv-
nim resp. ve druhém z téchto interval. Nejdiive rozsifime F; spojité na interval
(—3m, ) tim, Ze polozime F (7) := Fy(7—). Pak najdeme ¢islo A := Fy (1) —Fa(m+)
a definujeme

—irm
(85) F::{F1 V(2’>}

Fo+A v (m3nm)

Z definice ¢isla A plyne, ze F(n+) = Fa(n+) + A = Fi(m) = F(n), takze F je
spojita v celém intervalu I; podle V.9.6 je tam funkci primitivni k f.

Postupovali jsme tak, aby vynikla podobnost s postupem vysvétlenym v bodé C;
nechceme-li vSak zavadét (v tomto piipadé dost zbytecéné) ¢islo A, sta¢i definovat:

I v (—3m,m)
(85") F:={ Fi(r—) v bodé 7
Fy — Fy(m+) 4+ Fi(n—) v (m,3m)

Poznamenejme 8), Ze existence koneénych limit Fy (7—), Fa(7+) plyne z existence
funkce G primitivni k f v celém I (sr. v V.9.2); funkce G je samoziejmé v I spojit4,
a mé tedy v bodé 7 (dokonce oboustrannou) limitu. Pak staci uvézit, ze funkce Fy

resp. I se od G lisi v (=4, ) resp. v (7, 27) jen o aditivni konstantu.

E. M4-li funkce f periodu m, pfevedeme jeji integraci na integraci racionalni
funkce substituci tgx = t; substituci lze ovSem uZit jen v intervalech obsazenych
v nékterém z intervaltt Ky, := (3 (2k—1)m, 1 (2k+1)7), k € Z. Ve 2SM pak polozime
w(t) ;= arctgt + km, t € R, a uzijeme vzorce

tg?x t2 9 1 1 1

86) sin’z = - = = ) =577
(86) sintw = T T T T w1 e YW E

z nichZ prvni dva plati pro vSechna x # %77 mod 7. V intervalech obsazenych v né-
kterém z intervali Ly := (km, (k + 1)7), k € Z, lze uzit substituci cotgz = t.

Tyto substituce maji (proti substitucim tg 2z = ¢ resp. cotg 2 = t) tu vyhodu,
ze jako vysledek vyjde jednodussi raciondlni funkce. Ukazme to na pfikladé: Je-li

. 4

sin® z
87 )= ——
(87) /(@) sin® x + costz

dostaneme po substituci tg %1: =t resp. tgx =t funkci

16t 2 Iz 1
. esp. —m - — .
a6 1220 4241 241 P @il 2

8) Zejména pro &tenaie, ktefi si viimli, Ze piSeme jisté limity bez odiivodnéni, Ze existuji.
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Po dosazeni tg %33 = t vznikl z f(x) zlomek, jehoZ jmenovatel méa stupen dvakrét
vétsi nez jmenovatel zlomku vzniklého dosazenim tgx = t; je to zptsobeno rozdily
mezi vzorci (78') a (prvnich dvou identit z) (85).9)

Je-li funkce f spojitd a m-periodickd v celém R (jako v pravé uvedeném pii-
kladg), je tfeba po nalezen{ primitivnich funkei v kazdém z intervalt Ky, (resp. Ly)
zkonstruovat primitivni funkci v R napf. zptisobem vylozenym v ¢asti C.

Je-li f spojitd v néjakém otevieném intervalu I délky < m, ktery neni Casti
zadného K a zddného Ly, muzeme postupovat podobné jako v ¢asti D.

F. M4-li funkce f tvar

(88) f(z) == R(sinz) cosz resp. f(x):= R(cosz)sinz,

kde R je raciondlni funkce, uzijeme 1SM, v niz polozime sinx = y resp. cosz = y;
dostaneme tim racionalni funkci R(y) resp. —R(y). )

Priklad 9.11a. Protoze maximéalnimi intervaly, v nichZ je spojita funkce

_ 1+sinx

(89) f@):

" 1+4cosz’

jsou intervaly Ij, := ((2k — 1), (2k + 1)7), k € Z, uzijeme substituci tg 1z = ¢,
presnéji substituci (79"). Uzitim vzorct (78') a 2SM dospé&jeme k identitdm

42 +1 2t

g(t) = fw(t)w'(t) = = (t+1g(? + 1))

231 il
platnym v celém R. Dosazenim ¢t = tg %z pak ziskdme funkci
(90) F(z) :=tgiz +1g(tg” 1z + 1) = tg Jo — Ig(cos® 3z)

primitivni k f(z) v kazdém Ij.

Poznamenejme, ze jsme se pfi substituci tg %l‘ = ¢ mohli omezit na interval Iy;
presnéji feCeno, mohli jsme aplikovat 2SM s funkei (79), jejiz obor hodnot je Iy. (Tim
bychom se vyhnuli trochu slozitéjsim rovnostem (79’).) Dosli bychom k zévéru, Ze
funkce (90) (s = € Ip) je funkei primitivni k f(z) v Ip. Kdybychom pak definovali
F(z) jako vyraz za druhym rovnitkem v (90) vSude, kde m4 tento vyraz smysl (tedy
ve sjednoceni vSech Ij), bylo by vzhledem k jeho -periodicité a k 7-periodicité
funkce f(z) zfejmé, ze F(x) je funkei primitivni k f(z) v kazdém intervalu Ij. (Pro
kazdé x € Ij, je x — km € Iy a vzhledem 7-periodicité je (F(z)) = (F(z — km))' =
f(z — kn) = f(z) podle véty o diferencovani superpozice.)

9) Priklad jsme vybrali tak, aby bylo zfejmé, Ze prvni substituce mtze byt v nékterych pripadech
zcela mevhodnd, protoze jeji vysledek nemusime umét (na rozdil od vysledku druhé substituce)
rozlozit na jednoduché zlomky.

10) Pfipometime, Ze ve vétsiné piipadi, kdy lze uzit obé substitu¢ni metody, ddvame prednost
prvni z nich. Kdybychom hledali funkci primitivni k funkei tvaru (88) v intervalu I, v némZ neni
sin resp. cos ryze monoténni, nemohli bychom druhou metodu v celém I vibec aplikovat.

153



Priklad 9.11b. Na rozdil od prikladu 9.11a je funkce

_ 1+sinx
T 24 cosz

(91) f@):

spojitd v celém R. Aplikace 2SM s funkei w(t) = 2 arctgt vede k rovnostem

1+¢)? 2 2 2t 2t
h(t) == t))w' (¢ _ = —
( arct t +1 1+t2)/
= — ar R S
BB e
platnym pro vsechna t € R; funkce
2 tg iz 1+tg?le
92 Fo(z) := — arct ( 2 )—i—l 2

je proto funkei primitivni k f(z) v Ip.

K PRIKLADU 9.11B

Polozme Fy(w) := Fy(m—) = 7/+/3; takto rozsifend funkce Fy je spojita v inter-

valu I := (—m, 7). Pro kazdé k € Z ozna¢me

(93) I, = ((2k — D7, 2k + D7), I :=((2k — D)7, 2k + 1)7)

a v I} definujme funkci Fj, podminkou Fj(x) := Fy(x — 2km). (Protoze funkce Fj
je 2m-periodickd, je Fy(x) v I rovno pravé strané rovnosti (92) a Fi((2k+1)7) :=
7/+/3.) Funkee Fy, je spojitd v I} a zérovei je funkei primitivni k f v I;. Polozime-li

(94) A= Fp((2k + 1)7) — Fypr ((2k + V)7+) = Fo(m) — Fo(—n+) = V37,
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je funkce F' : R — R definovand podminkou
(95) F:=F,+kA v I} prokazdé keZ

funkci primitivni k f v celém R.

Priklad 9.11c. Funkce

sin?z — cos? z

(96) fz) =

sin? 2 + 4 cos? x

je spojitd v R a funkci k ni primitivni (v R) lze najit pomoci 1SM: V intervalech
Ki = (3(2k — D)m, 3(2k + 1)7), k € Z, vytkneme z Citatele i jmenovatele vyraz
cos? z a f(r) upravime na tvar

(96") f(x):c082z~(tg2x71): tg?z —1 1
cos?z - (tg?z+4) (tg?z+1)(tg?z +4) cos?zx’

pak v 1SM polozime tgx = y. Protoze rovnosti

9(y) = — yté .
(Y2 +1)(y2+4) 3

1 2 1 (5 ¢ y 2 + )/
- = = (= arctg = — = arc
P4 3yrrl  \g B T garasy

plati vSude v R, je funkce

(97) Fk(aj) = %arctg(%tgx) _ %JJ

funkei primitivni k f(z) v K.
/_\/ r 9m/12
F'l r 7T/12

F=F F
-3m/2 -11/2 0 /12
/—\/ | " sz
F

-71/12

/\Fl/

-911/12

K PRIKLADU 9.11C
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Funkci Fj, rozsifime spojité na interval Kj := (1(2k — 1), $(2k + 1)m) tim,
ze polozime Fj,(3(2k + 1)7) = Fi(3(2k + 1)m—) := 57 — 3 (2k + 1)7; protoze
Frp1(5(2k + D)74) = =357 — 5 (2k + D)7, je

A= Fu(3(2k + 1)7) — Fr (3 2k + Dr+) = 3r
a funkce F' : R — R definovana podminkou
(98) F:=F,+ kA v K} prokazdé kecZ

je funkci primitivni k f v celém R.

Priklad 9.11d. Funkce

(99) f(x) = (2 cosT — 1)(2 sin?z — 1)

sinx

ma primitivni funkce v kazdém otevieném intervalu neobsahujicim zadny bod =,
v némz je bud cosx = %, nebo sinx = i%\/i Maximélnimi intervaly s touto
vlastnosti jsou intervaly

Ay = (2km — %7‘(,2]{571' - iﬂ), By, : = (2km — iﬂ,QlﬁT + %ﬂ'),
(100) Cr:= (2km + m, 2k + 3m), Dy := (2km + 3, 2km + 37),

Ep:= (2kr + 37 2kr + 27), Fj: = (2kn + 37, 2kw + 37),
kde k € Z. V kazdém z nich napiSeme f(z) ve tvaru

—sinz
(2cosz —1)(2cos?x —1)’

(99) fz) =

poloZime cosx = y a aplikujeme 1SM. Zbyva najit primitivni funkci funkce

1

(101) 9(y) == Gy -1 = 1)

v intervalech, které neobsahuji zadny z bodu %, :I:%\/ﬁ . Ctenai snadno ovéii, ze
identita

(102) 9(y)
kde
(103) a=-2, b=1(vV2+1), c=1(v2-1),

_a n b n c
2y—1 Vay—-1 Va2y+1’

je rozkladem g¢(y) na jednoduché zlomky. Funkce

b c
104 Gly):=—lg|2y — 1|+ —= lg|V2y — 1| + — lg|V2y + 1|,
(104) (v) g2y — 1 ﬁgl y— 1] \/ﬁgl y+1f
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kterou lze napsat také ve tvaru

V2y -1
V2y+1

je proto funkei primitivni ke g(y) (v intervalech, které neobsahuji zidny z bodt £,
+1v/2) a funkce G(cosz), tj. funkce

)

(104) Gly)=-lg|2y— 1|+ 1lg|2y® — 1|+ V21

2 -1
(105)  F(z):= ~lg|2cosx — 1| + 3lg[2cos’z — 1] + 1 V21g %’

V2cosz+1
funkei primitivni k f(z) v kazdém z intervalt (100).

* kX

Priklad 9.12. Integrace funkci tvaru

(106) f(@):=R(z,Vaz® + bz +c),

kde R je racionalni funkce dvou proménnych a a # 0, b, ¢ jsou konstanty.
Oznacime

(107) p(x) :=ar? +br+c, P:={xrecR: p(x) >0}, D:=b>—4ac

a vySetfime tyto dva pripady:
A. a c R_ a p mé dva rizné redlné kofeny z1 < xo, takze P = (x1,z2).

B. a € R, a p mé dva riizné kofeny — bud realné, nebo imaginarni. !!)

V pfipadé A vysvétlime dvé metody hledéni funkce primitivni k funkci (106):

Al. Je-li z € P, je p(z) = —a(x — x1) (22 — x) a v8echny tfi faktory jsou kladné.
Vytkneme-li pfed odmocninu z p(z) napf. vyraz (x2 — x), tj. napiseme-li

(108) Vo(z) = \/a(x—xl)(x—xz)Z\/ja(xz—l")m»

zméni se (106) na funkci tvaru R*(z,/(z — 1)/(x2 — x), kde R* je zfejmé opét
racionalni funkce. Déle tedy mtizeme postupovat jako v odstavci 9.10.12)

A2. NapiSme p(x) ve tvaru

o emales 2 2o a(B o))

1) Jen tyto dva piipady pfinesou totiz néco nového: Je-lia =b=0a c > 0, je f(x) racionalni
funkce; je-lia = b =0 a ¢ < 0, nema odmocnina v (106) smysl. Pf¥ipad a = 0 # b jsme jiz vySetfili
v odstavci 9.10. Ma-li p dvojnésobny kofen xg a je-li a < 0, m& odmocnina smysl jen v bodé xzg;
je-lia >0, je \/p(z) = \/a(z —20)? = £v/a(z — zo) a f(x) je raciondlni funkce.

12) Lze vytknout i vyraz x — x1; af jiz viak vytgkdme cokoli, méli bychom peclivé zkontrolovat
znaménko vytykaného vyrazu.
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protoze predpoklddame, Zze p(x) ma dva rizné redlné kofeny, je D > 0, takze lze
provést substituci

b VD

110 — = —.
( ) x+2a —2ay

Tim p(z) piejde ve vyraz d(1 — y?), kde d := —D/4a. Dalsi substituci y = sint
nebo y = cost pak dostaneme funkci tvaru (77) z odstavce 9.11. O

Ma3-li polynom p za situace B imaginarni kotfeny, je P = R; ma-li redlné koteny

—b— Vb? — dac —b+ Vb2 — 4dac
(111) I = 2— < ITg = 2—7
a a

je P =(—00,21) U (22,+00). V obou pfipadech je funkce

(112) P(z) :=+Vazr+ Vaz? +br+c
diferencovatelna vsude v P. Jeji derivace

2ax +b
2vVax? +bx +c¢

tam nemé zadny kofen, protoZe z rovnosti ¢'(x) = 0 by plynula — jak ¢tenaf snadno
ovéfi — rovnost D = 0. Substituéni rovnice ¥ (x) = t, kterou je obvyklé psat spise
ve tvaru

(114) Var2+br+c=t—+az,

mé pro x € P at € ¢(P) pravé jedno FeSeni

(113) W(@) = va+

t? —c
(115) r=w(t):= ENGTET R

Funkce ¢ : P — R a w : ¥(P) —yna P jsou navzijem inverzni, pfi¢emz druhd
z nich splituje vSechny predpoklady 2SM v kazdém otevieném intervalu J C ¢ (P).
ProtoZe w(t) je racionélni funkce proménné ¢, plati totéz o jeji derivaci

2
W (t) =g YL LB vac,

(116) @vaitb)?

totéz vsak plati i o vyrazu

2 —c Vat? + bt ++/ac
117 vax2+b =t— = .
(117) artthrte \/62\/Et+b 2 at+b

Z toho plyne, Ze substituce (114), jedna z tzv. Eulerovych substituci, pfevadi
(za situace B, tj. pfi a > 0) integraci funkce (106) na integraci racionalni funkce.
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Z pocetniho hlediska je velmi vyhodné, ze p7i aplikaci Eulerovy substituce v kon-
krétnich prikladech neni nutné ovérovat predpoklady druhé substitucni metody, pro-
toze jsme je oveérili obecné.
navic a = 1, je v jejich ¢itatelich totéz co pod odmocninou na levé strané (114) — jen
x je tfeba nahradit ¢. Této podobnosti lze vyuzit pfi kontrole spravnosti vypocti
v konkrétnich situacich.

Bylo by zbytecné pamatovat si (115); daleko lépe se asi pamatuje Eulerova sub-
stituce (114). Z této substitu¢ni rovnice vypocteme z jako funkci ¢, tj. najdeme
funkci w. Z toho, co jsme dokézali, plyne, Ze pfi vypoctech nebudeme mit zadné
potize, jako je napt. nula ve jmenovateli nebo nejednoznacnost vysledku.

Priklad 9.12a. Hledejme funkci primitivni k funkei

(118) flz) =6 +z—22.

Protoze koeficient u z? je zaporny a protoze polynom pod odmocninou mé kofeny
-2 a 3, je (—2,3) (jediny) maximélni interval, v némz primitivni funkce existuje.

Napisme f(z) ve tvaru (3 — z)/(z +2)/(3 — z), polozme

x + 2 3t2 -2
119 =t, tj. z=w(t) = ———
(119) V3-—=x s 4w =wlt) 2417

a vypocitejme

10t 5

/ _ vt 2
(120) w(t)—(t2+1)2, 3—z T

Protoze (—2,3) = w(R), budeme hledat funkci primitivni k funkci

3t2 -2 5 10t
121 t): = ) '(t) = . -t
(121) 90 = SO = T Tt T
150 400 250
= — +

(t2 + 1)2 (t2 + 1)3 (t2 + 1)4

v R,. Nésobime-li identity (282), (283), (284) po fadé ¢isly 150, —400, 250 a secte-
me-li vysledky, dostaneme (po evidentni ipravé) identitu

(122) (t)_(§arct t+§ t 575t +125 ¢ )/
9 =\g g 8t24+1 12 (12+1)2 3 (2117

platnou vSude v R, . Dosadime-li podle prvni rovnosti ve (119) a druhé rovnosti ve
(120), dostaneme (po tprave) tento koneény vysledek:

2 2 2_ 92451 !
(123) f(a?)=(5arctg\/§+ 8?2 b \Wx_xa) v (-2.3).
— X

8 8
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Priklad 9.12b. Vzhledem k tomu, 7e polynom —2? + 5z — 4 mé koieny 1 a 4,
budeme primitivni funkci funkce

(124) f(z) =v—22+bzx—4

hledat v intervalu I := (1,4); abychom ilustrovali i druhy mozny postup za situace
A, uzijeme tentokrat rozklad

5\ 9 9 20— 57
2 —4=—(x— - _ .
(125) z°+ 5 —4 <x 2) + {1 ( 3 > },

pri linearni substituci

(126) 3(2z —5) =t neboli z =w(t):= 3(3t+5)
odpovidé intervalu I proménné  interval J := (—1,1) proménné ¢ a w'(t) = 3.
Podle 2SM sestrojime funkeci
— _9
(127) 9(t) == Fw®) (1) = 2V, ted,
a provedeme hned dalii substituci t = 7(s) = sins, s € K := (—4m, 3m). Jeji

derivace 7'(s) = coss je v K kladnd, pficemz 7(K) = J. Aplikujeme opét 2SM
a piseme

(128) h(s):=g(7(s)) 7'(s) = § cos®s = 2 (1 + cos 2s)
(2(s+ 13 sm23)) = (9(s+ sinscoss))/
pro viechna s € K. Protoze v K je coss = /1 —sin®s 3), je

(129) g(t) = L (arcsint + /1 —12) v (-
takze

(130) f(z) = (2arcsin 1 (22 — 5) +

g 2z —5)v/—22 +5x—4)" v (1,4).

41
1
Priklad 9.12c. Protoze je 2 + 42 + 5 > 0 pro vSechna = € R, m4 funkce

(131) f(z)=xvVa?+42+5

13) Obecné je cosu = +4/1 — sin? u (a podobné sinu = ++/1 — cos? u ); pred uzitim kterékoli
z téchto identit je treba vidy peclivé zvazit, které znameénko je v té které konkrétni situaci spravné.
Kdybychom se napf. rozhodli pro substituci ¢ = coss v intervalu (—m,0), museli bychom sin s

nahrazovat vyrazem —v/1 — cos? s.
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primitivn{ funkce v celém R. Polozime-li V22 + 4x + 5 =t — x, bude

t2 -5 , 2 +4t+5
s W)= s
2(t +2) 2(t + 2)2

2 — 12+ 4t
(132b) \/x2+4x+5:t72 > _rt +5;

(t+2) 2(t+2)

(132a) x=w(t):=

podle 2SM budeme proto v intervalu (—2,+00) = w_1(R) ) integrovat funkci

2 2 2
W83) )5 = ) () = oo LA D
-3 1 1 1 1
8  t+2 8(t+2)?2 2(t+23 8(t+2)*°

Dostaneme tak identitu

8 3t 1 1 1 ,
(134)  g(t) = <2481g(’5+2)+ 8(t+2) 4@t2? " 24(t+2)3> '

Dosazenim t = x + v x2 + 4x + 5 a algebraickou tipravou vysledku (pfi niz vyne-
chame nepodstatnou aditivni konstantu 5/12) ziskdme identitu

(135)  f(@)= (@ +2-1)Va2+4z+5—-lg(z +2+ Va2 + 4z +5))

platnou vsude v R.

Poznamka 9.5. Protoze funkce lze ¢asto integrovat nékolika riznymi zptsoby,
miize se stat, Ze ziskané vysledky se na prvni pohled dosti podstatné lisi; jeden
z nich miZe napf. obsahovat funkci arcsin nebo arccos, druhy funkci arctg. Snad je
proto vhodné pfipomenout, Ze plati napf. identity

x
136’ arctg z = arcsin —— pro vSechna x ¢ R
(136") arccos = 2 arctg 1_7_733 pro vSechna z ¢ (—1,1).
x

I kdyz vsak tyto identity pfi porovnavani vysledku uzijeme, nemusime dostat
stejnou primitivni funkci; v kazdém intervalu by se vsak vysledky mély lisit nejvyse
o aditivni konstantu.

* ok x

14) Tento interval lze najit napi. tak, ze vypoéitame limity v +oo (ryze monoténni) funkce

P(z) =z + Va2 4 4o + 5, kterd je funkei inverzni k funkci w(t).
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Priklad 9.13. Linearni diferencialni rovnice 1. fadu. Tak zde budeme nazyvat
rovnice tvaru

(137) vy +rfy=g9,
kde
(138) funkce f,g jsou spojité v jistém intervalu (a,b) C R.

Rikdme, Ze funkce y : (a,b) — R je Fe$eni'®) této rovnice (v intervalu (a,b)),
je-li vSude v (a,b) diferencovatelnd a spliiuje-li identitu

(137') y'(@) + f(2)y(x) = g(x)

pro kazdé z < (a,b).
Obecnym Fesenim rovnice (137) (v intervalu (a,b)) se nazyvd mnozina vSech
jejich Feseni (v (a,b)); roz¥esit rovnici (137) znamend najit jeji obecné Feseni.
Integraénim faktorem rovnice (137) nazyvame kazdou funkci tvaru +expoF,

kde F ¢ PF(f;a,b). Podle V.9.2 integrac¢ni faktory existuji; snadno pfitom na-
hlédneme (sr. s V.9.1), Ze plati:

Je-li H integrac¢ni faktor rovnice (137), jsou integracnimi faktory této rovnice
pravé vSechny funkce tvaru kH, kde 0 # k ¢ R.

Popisme nyni jednoduchy algoritmus feseni rovnice (137) (za pfedpokladu (138)):

1. Rovnici (137) vynasobime (kterymkoli) jejim integra¢nim faktorem; protoze
tento faktor je v8ude nenulové funkce, je rovnost (137) ekvivalentni s rovnosti

(139) (y' + fy) -expoF = g -expoF

v tom smyslu, Ze identita (137") plati véude v (a, b), pravé kdyz vSude v (a,b) plati
identita

(139') (' (2) + f(2)y(x)) e = g(x) "

2. Leva strana rovnice (139’) je zfejmé derivaci funkce y(z)e”(®). Prava strana
této rovnice je funkce spojitd v (a,b), a ma tam tedy primitivni funkece. Je-li G(x)
kterdkoli z nich, je (139’) ekvivalentni s rovnici

(139") (y(z)ef @) = @' (2).

3. Pravé napsana rovnost derivaci, platna vsude v (a,b), je ekvivalentni s exis-
tenci konstanty ¢ € R, pro niz je y(z)e”*) = G(z) + ¢ véude v (a,b), coz je déle
ekvivalentni s rovnosti

(140) y(z) = e 7@ (G(z) + ¢) pro viechna x € (a,b).

15) Casto se podrobnéji ika ,partikuldrni Tesens®.
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7 postupu feseni je zfejmé, ze
(141) funkce y : (a,b) — R je feSenim rovnice (137), pravé kdyz existuje ¢ € R
tak, ze plati (140).
Zaroven je patrné, ze
(142) pro kazda dvé ¢isla xg € (a,b), yo € R existuje pravé jedno fesent
y: (a,b) — R rovnice (137) tak, ze y(zo) = yo;
dosazenim do (140) ziskdme ihned piislusnou konstantu ¢ = yo e (#0) — G(x).

Zadame-li ¢isla g € (a,b), yo € R, fikdme, Ze jsme zadali po€ateéni podminky
feSeni rovnice (137); ¢asto se struénéji mluvi o pocateéni podmince y(z¢) = yo.
Jak je patrné, zadani pocateéni podminky vede k vybéru prdavé jednoho feseni z ne-
koneéné mnoziny vsech FeSeni rovnice (137) neboli z jejtho obecného tesent.

Poznamka 9.6. Grafy feSeni se nazyvaji integrdlni kiivky. Tvrzeni (142) ndzorné
znamend, ze kazdym bodem mnoziny (a,b) x R prochézi pravé jedna integralni
krivka.

Priklad 9.13a. Rozresme diferencialni rovnici
(143) v +ay=u.

%x2)/ pro vSechna = € R, je funkce exp (%Jc2) integra¢nim faktorem

. " . 2 2 jo\ ! .
rovnice. Kromé toho je ze® /2 = (e* /2) pro viechna z € R.

Protoze je x = (

Resenimi rovnice (143) jsou tedy pravé viechny funkce y : R — R tvaru
(144) y(z) =e /2. (eg”z/2 +c)=1+ ce® /2 kde ceR.
Reseni y, splitujici napi. poc¢atecni podminku y(0) = 0, ziskdme dosazenim této

rovnosti do (144); odpovidajici konstantou je zfejmé ¢ = —1.

Priklad 9.13b. RozieSme diferencidlni rovnici
(145) y' +y cotgx = cosx;

maximélnimi intervaly, v nichZ jsou spojité funkce cotgz a cosx jsou intervaly
Iy, := (km, (k4 1)7), kde k € Z. Protoze v kazdém I}, je

(146) cotgz = (lg|sinz|)’, cosz|sinz|=cosz - (—1)"sinz = ((—1)"1 sin® ;v)l,

je funkce y : Iy — R FeSenim rovnice (145), pravé kdyz existuje konstanta ¢y, tak,
Ze rovnost

(147) y(z) = -l (3(-1)"sin* e +c) = g sine + %
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plati pro vSechna x € Ij. Protoze kazdé ¢islo ci lze napsat ve tvaru (—1)kdk, lze
ekvivalentné ¥ici, ze funkce y : I — R je FeSenim rovnice (145), pravé kdyz existuje
konstanta d € R tak, Ze

d
(147") y(z) = isina + ﬁ pro vSechna z € Ij,.

Reseni y (v I), které splituje poc¢ateéni podminku y (1 (2k + 1)7) = 0, se ziska

dosazenim do (147'); odpovida mu konstanta d = —3. O

Algoritmus TfesSeni linearnich diferencialnich rovnic 1. fddu pomoci integrac¢niho
faktoru neni v zasadé nijak slozity; casto vSak narazime na neodstranitelnou pre-
kazku souvisejici s tim, ze primitivni funkce nékterych jednoduchych spojitych
funkci nepatii mezi tzv. elementdrni funkce 19). Tlustrujme to prikladem:

Priklad 9.13c. Rovnice
(148) y — 22y =1,

na prvni pohled jednodussi nez rovnice (143), mé FeSeni opét v celém R. Protoze
jejim integra¢nim faktorem je funkce exp(—x?), je rovnice ekvivalentni s rovnici
(149) (ye™") = e,

jejiz prava strana patifi mezi nejznaméjsi funkce, které nemaji elementarni primitivni
funkci. Oznacéime-li viak Erf(z) funkci primitivni k exp(—22) spliujici podminku
Erf(0) = 0, mtZeme v algoritmu pokradovat: Viude v R je

(150) y(ac)e_””2 = Erf(z) + ¢, tedy y(z) = (Erf(z) + ¢) e

kde ¢ je libovolné konstanta. Tim je popsano obecné feseni rovnice (148).

Pokud ponékud predbéhneme a uzijeme vysledkd z kapitoly 10, mizeme funkci
Erf(z) napsat ve tvaru

(151) Erf(x) :/ e dr, xe R;
0
druhy ze vztaht (150) 1ze pak nahradit rovnosti

(150") y(x) = e (/0 e dr + c), x eR,

7 niz je patrné na prvni pohled, kterou funkci jsme integrovali. 17)
16) Jsou to zhruba Feceno funkce, které nelze vytvofit z ,béznych funkci“ (jako jsou obecné
mocniny, exponencidly, logaritmy, goniometrické a cyklometrické funkce) koneénym poctem alge-
braickych operaci a superpozic.
17) Funkce (151) (,,Error function®) mé principialni vyznam pro teorii pravdépodobnosti, ale
také napt. pro nékteré fyzikalni obory; az na multiplikativni konstantu 2/4/7 je to tzv. pravdépo-
dobnostni integrdl, jehoz hodnoty jsou jiz desitky let podrobné tabelovany.
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Cviceni

V kazdém z piikladt 9.01-9.148 je tkolem najit funkci primitivni k dané funkci,
a to ve vSech maximélnich (otevienych) intervalech, v nichZ existuje; a a § jsou

libovolna realna c¢isla.

9.01. z°sinz 9.02. z°¢” 9.03. 2°1g(1+2?%)
9.04. z%lgx 9.05. zsinz 9.06. xcosx
9.07. z“sinz 9.08. z2cosz 9.09. z3sinz
9.10. z3cosz 9.11. sin’x 9.12. cos’z
9.13. sin’zx 9.14. cos’z 9.15. zsinhx
9.16. zcoshzx 9.17. z2sinhz 9.18. z2coshz
9.19. arcsinz 9.20. arctgz 9.21. z2arctgx
9.22. z?arccotgx 9.23. z?arcsinx 9.24. z?arccos
3
9.25. — "~ 9.26. —~ — 927. ——~
zt+1 vt +1 (1+22)3
cos T e 4+ 1 1
9.28. ————— 9.29. 9.30. —
1+3sin’z e’ +1 zVr? +1
1 sin 2x 1
31— 320 —— 33, ——
9.3 zlg?z(lgz — 1) 9.3 2cos?2x —3 9.33 e — 1
arcsin x x arcsinx x arcsinx
9.34. 935, —— 9.36. —
V1—2z? (1—a2)3 V1—2z?
x arctg x arcsin x T
9.37. —— 938, — 939, ——
V1+2z2 (1—a22)3 sin? z
x 1 42
40, ——— 41, —— 42, ——
9.40 cos? x 9 4 —1 ? 4 —1
1 3 3r—1
43, —— 44, 45, ————
9.43 z3+1 o (@2 +1)(22+4) 9.45 22 (z —1)2
3225 x5 0
9.46. 0 — 1) 9.47. @z _1)? 9.48. m
x? VT
49, ——— .50. bl —
9.49 (x —1)3(x + 1) 9.50 (22 — 1) (2 —2) 9.5 1+yr+z
9.52. cosax cos Bz 9.53. Va2+1 9.54. 22 -1
9.55. — . 0.56. — 9.57. 3z -arctg Va
85 56, .57. x - arctg \/x



9.58.

9.60.

9.62.

9.64.

9.66.

9.68.

9.69.

9.70.

9.71.

9.73.

9.75.

9.77.

9.79.

9.81.

9.83.

9.85.

9.87.

9.89.

sinz

(cosz —1)(2cosz — 1)
sinh z
cosh z (sinh?  — 3)

4
Viz+1—+vx22 -1
20% 4+ 6245
x*+ 52244

24
3 — 222 —5x+6

zt + 23 — 422 + 20z + 16

(x +2)3(z — 2)2

25+ 3zt + 22 + 422 + 22+ 2

x? (2% + 2z + 2)

B+t + 2241

(@2 +1)2(2? — 2z + 2)(z — 1)2

eQr

e4z+1

6332

e2r —1

1
1 Ig%x
r1g®r +8
1 lgz+1
zngx—lgsc—kl
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9.59.

9.61.

9.63.

9.65.

9.67.

9.72.

9.74.

9.76.

9.78.

9.80.

9.82.

9.84.

9.86.

9.88.

9.90.

1

sinz (2 cos2z — 1)

6lgx

z(lg®z — 1)(1g* z — 4)

B+ 2z +2

3 — 322 4 22

z* — 622 + 81
x(x2 —9)2
722 —x+5
zt+ 22 +1

€3z

e +1
ot
e
P

1 g%z
z(lgz —1)2
1 1
;lg‘lx -1

1 1

;lg3zf5lg2x+61gx

rz—1




9.91 L 9.92 1
TV + Yo+l T VeV I+l
1 1

9.93. 9.94.
V(@+2)?2-3Yz+2-14 Ya—12+ Yz -1

0.95. 3“2 9.96. 2V +3
z—1 Y(@+3)2 -2z +3+2

3 —
2/ —1+1 9.08 cosx

9.97.

2Yr—1-1 " cosz+1
9.99, T 9.100. — ¥
sinz + 1 cosdz —1
1 1
9,101, ————— 9.102. ————
(1 —cosz)sinz (1+ cosz)sinz
1 .
9.103. ———— 9.104. QSL
2sin“x — 1 sin“ z — cos? x
1
9.105. — % 9.106. — -~
sinz — cosx sinz — cosx
94 .
9.107. — 9.108. —
sin“x + 1 sin“ x + 2 cos? x
i 1
9.109. — =T 9.110. ——
sin® z + cos? x sinz + 2
1 .
9.111. — 9.112. ——~
cosr + 3 sin“x —1
CcosS T 1
9.113. 9.114.
(sinz — 1)(sin® z + 1) V3 — 4sinzcos
1 1
9.115. 9.116.
cos? z (4 sin®z — 1) (2sin®z — 1)(2 cos?x — 1)
1 1
9117, ————M 9.118.
sin® x + costz 3coszr+4sinr+5
9.119, Sne tsinw 0.120. — sin”
cos T + cos3 x sin” x + sinz cosx + cos? z
1 1
9.121. . 9.122. - —
2sinx —cosx + 3 cos?2x —4 cosxsinz + 5 sin®x
i 1
9.123, SmTTCOST 0.124. —, _
sinz + cosx + 2 sin®x + 2 sinxz cosx + 2cos? z

9.125. V22 +22x -3 9.126. zv/ 22422 —3
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9.127. l\/x2—4—2m—3 9.128. %\/x2+2$—3
T x
9.129. /22 —-5x+4 9.130. zv/22 -5z +4
9.131. 1\/932 —b5x+4 9.132. %\/z2—5z+4
x x
9.133. /(z—1)(5—1x) 9.134. Va2 +z+1
1 1
9.135. E\/xQ—&—x—Fl 9.136. ﬁ\/l‘Q—FI—‘rl
V2 —xz+1—2x
9.137. zvV22+x+1 9138, —|————
TV Vi —x+14+2
2 _
9.139, Y& —rtlte 9.140. —— "~
Vaz—z+1—z V84 2z — 2
1 15
9141, ———— 9.142.
V8 + 2z — 22 2215 — 22 — 22
1 2x
9143, ————— 9.144.
(x —1)vVa2 -2 V9 — 22— (9 —2?)
3
0.145. 8z 9.146. — "1
Va2 +4+V22 -4 (22 +z+1)3
1 1
9.147. 9.148.
Va2 +1—+22 -1 4— 22+ v4—2?

V prikladech 9.149-9.170 je tikolem najit obecna feseni piislusnych rovnic, a to
v maximalnich intervalech, v nichz existuji.

9.149. ¢ —xy==x 9.150. ¢/ —y =23

9.151. ¢ — 2%y =22 9.152. o/ +y=¢"

9.153. ¢/ —y =" sinz 9.154. 3/ +y =sinz
9.155. ¢ + 322y = 32° 9.156. ¢ +y =5€"sinz
9.157. ¢/ +sinz -y =sinzx 9.158. 3 + % =z

9.159. y' + % - % 9.160. y' + Sirfgm = Sinl%
9.161. ' + - éx =1 9.162. y' + zfi =1
9.163. ¢ +lgz-y=2"" 9.164. ¢ —tgx-y==x
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2

165. y + — L = 42 166. y +—~— =
9.165 y+x371 x 9.166 y—&—m 3z

y 1 / y
= 9.168. ¢ + =
V1i—22 V1-—2z2 Y arcsinz - v1 — 22

9.169. ' + Y - 9.170. ' — —2— —3\/1+ 22
Y arcsinz - v1 — z2 v Y V1422 v

9.167. ¢ + 1

Reseni

Pfipometime, Ze lze napsat ,F’(x) = f(z) pro v8echna x ¢ M*, protoze deri-
vovani se provadi v mnoziné M ,bod po bodu“, ale pripadé, ze M je napi. sjed-
nocenim dvou disjunktnich intervalt (a,b), (¢, d), je tieba Fici, Ze ,,F' je primitivni
funkei funkce f v (a,b) a v (¢,d)“, protoze pojem primitivni funkce byl zaveden
jen v (otevienych) intervalech. (P ¥ ik lad : Lze napsat ,(z(lg|z|— 1))/ =lg|z|
pro vSechna z # 0“, ale je tfeba ¥ici, ze ,,x (lg|x| — 1) je funkce primitivni k funkci
lg|z| v intervalech R_ a R, “.)

V seznamu TeSeni prikladi 9.01-9.148 dame piednost prvnimu zpusobu zapisu,

N

v uvedeném oboru derivaci rovnou funkci zadané pod tymz c¢islem ve Cviceni.

9.01.

(sinz® — 2% cosz?) v R

N

9.02. —le " (2422442 VR

9.03. Z(z*-1)lg(1+2%) + £2*(2—2%) vR

xa+1
—— = ((a+1)lgx —1) pro a# —1

0.04. | @t Dige—1) proas v R,
ilgx pro a = —1

9.05. sinz —zcosz vR
9.06. cosz +zsinz v IR

9.07.

2 —2%)cosx + 2rsinz v R

2

9.08. (z° —2)sinx +2zcosz v R

(

( )
9.09. (6 —2%)wcosz + 3 (2 —2)sinz v R
9.10. ( )

2% —6)zsinz + 3 (2% —2)cosz v R

9.11. 1(z —sinzcosz) vR
9.12. i(z+sinzcosz) vR
9.13. — icosz(2+sin’z) (= 2cos’z —cosz) VR
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9.14.
9.15.
9.16.
9.17.
9.18.
9.19.
9.20.
9.21.
9.22,
9.23.
9.24.
9.25.
9.26.
9.27.

9.28.

9.29.

9.30.

9.31.

9.32.

9.33.
9.34.

9.35

9.36

9.37.

%Sinm(2+coszx) (=sinz — %sin‘?’x) v R
rcoshx —sinhx v R

rsinhax —coshax v R

(2 +2) coshz — 2zsinhz v R

(? +2) sinhz — 2z coshz v R

zarcsinz +v/1—22 v (=1,1)

zarctgz — lg(2® +1) v R

L(22%arctgz + 1g(z* +1) —2°) v R

(223 arccotgx — lg(z? +1) +2?) vR
(32% arcsinz + (x +2)M) v (-1,1

t(3z%arccosz — (z* +2)V1—12) v (—1,1

[N

Ol

V3 arctg(vV3sinz) v R

%62$76$+x v R
Va2 +1-1
lgT pro z #0

1 1
MINREN E E
g gz +lgaj pro xRy, 14z #e

—11g(3—2cos’z) vR
Lig|le? —1|—x pro 2 #0
2

Larcsin®z v (—1,1)

arcsin x 1—=z
. lg 4/ —-1.1
1—x2+g 1+xv( 1)
.z —+1—22arcsinz v (—1,1)

vV1+a?arctgr —lg(z+vV1+22) vR
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9.38.
9.39.
9.40.

9.41.
9.42,

9.43.
9.44,

9.45.
9.46. %:173
9.47.

9.48.
9.49.
9.50.

9.51.

9.52.

9.53.
9.54.

9.55.

9.56.

9.57.

xarcsin x
— +1 1—22 v (-1,1
T T8V (=1,1)

lg| sinx| — zcotgx pro x # kw

lg|cosz|+ ztgz pro z # :(2k + 1)

1 ‘x_

i8] — farctgz pro z # +1

g | 2=
ga:+1
llg‘ z+1
PPV — 41
arctgx—larctggx VR

2
’ f—i,je—lio;éx;él

z—1

5 1

22z —-1) 42z —

2 — 1
‘+ arctgL pro = # —1

V3

lg| -
ga:—l

+32% + 62 +5lg|22 — 1| — I pro x # %

8
74 P x # 12

1.3 T 2z
gx _4x+5\/§arctgﬁ—m VR

11 ’:z:fl 1 -2
8

1 1

7<lg‘(x;‘+32lg|x—2|+3x —|—12x>7 je-li 1#£x#£2

6
Z\f—lg(x—i—\/ﬂf—l-l)—jgarctgw\/;l
1/sin(a+ f)z  sin(a— )z

5( o + P )proa2#62
1 sin ax cos ax
o)
x

12? +41gla® — 4] -
5 Ppro x # +1

tlz+1 +4(x 1)

VR+

pro a2 =p32#0
«

pro a=3=0

t(evVa?+1+1g(z+Va2+1)) vR
(zva?—1-lglz+ Va2 —1]), jeli |[z]>1

2

x —l—\/im—i—l) VR

2
%(2 arctg (V2z + 1) + 2 arctg (vV2x — 1) + g 5
x

N[ =

—V2z+1
\/5( 2+ V2zx+1
Y2 (2arctg (V22 + 1) + 2 arctg (V2x — 1) — 1 7> v IR
3 g( ) g( ) P

2vVa3 arctg Vo +1lg(z +1) —z v Ry
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9.58.

9.59.

9.60.

9.61.

9.62.

9.63.

9.64.

9.65.

9.66.

9.67.

9.68.

9.69.

9.70.

9.71.

9.72.

9.73.

9.74.

9.75.

9.76.

9.77.

2 -1
lg‘icosx , je-li Oix?‘éi 7 mod 27
cosx —1
1 cosT — V2cosx + 1 Lo (2k+ )7
~(1 ’ ’+f1 ’7’) oli b £ a2 ST
2( cosx + 1 V2cosz —1 ) s 4
h?z —
M pro x # +argsinh v/3
cosh”
1 _
‘lgﬁi‘ pro z e R, — {e,e7 !, €% e7?}
g
T+Vr2+1
e(Var 14V — 1) +lg— YT T el 2| > 1
(v/ Va2 —1) py e TR

x+1glx|—5lg|le — 1|+ 7lg|z — 2] pro z ¢ R—{0,1,2}
2 +1

x2+4

je-li 0= x # +3

v R

arctgx + % arctg %x +1g

6
22 -9’
s?+2z+ Plgle+2|— flgle— 1|+ S lg |z — 3
proxeR—{—2,1,3}

lg|z| -

1 2r+1 20— 1 |
—( 7arct + 5arct )—l—ll —— vR
\/§< 8 V3 8 V3 28 2 11

1

1
1g|ac-l—2|—x_2—i-(334_2)2 pro x # +2

1
%J;2+x—;—lg(a:2+2m+2)+3arctg(x+1) pro = # 0

2 10
3 2 1, (@@ +1)(z-1) 1
: arctg (z ) — garctgx + 15 1g (@2 — 20 1+ 2)0 1 pro © #

1 2z
5 arctge™ v R

e’ —arctge® v IR

r—1
e” + 11 exi“’pro x#0
2e* +1
—— arct v R
BT
x + —= arctg ex_l—%lg(e%—ex—i-l) vR
V3 V3
\/5( 62””4—\/56“5—&—1
2= (arctg (V2e® 4+ 1) + arctg (vV2e® — 1) + 11 —) v IR
1 g( ) g( ) 8 T e i1
tlg|lg’z + 8| v Ry — {7}
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9.78.

9.79.

9.80.

9.81.

9.82.

9.83.

9.84.

9.85.

9.86.

9.87.

9.88.

9.89.

9.90.

9.91.

9.92,
9.93.

9.94.

lga:—|—21g|lgx—1|—ﬁvR+—{e}
2lgz —1
\/garctgL—&—%lg(lg?x—lgx—i—l) v Ry
V3
1
11 liz_kl‘—farctg(lgx)V]R+—{ee 1
lg2 gz 2
——=arctg —= + 51g(lg"z+3) v R
5 ete > 1g(lg ) v Ry
Lg|lgz| - 1g|lgz — 2|+ Llg|lgz — 3| v Ry — {1,€%, €%}

x—1 2(x —1
2arctg1/;7f\/§arctg\/% v (1,2)
—x —x

arctg 7—\/35—1 )(2—x)
2 arct arct ( 7) (2,3)
g\/ g 2( ~3)
3x—2 $—2
t 2,3
3\/6’arcg 23— 3x v (2,3)

22 -9 -3
arcsin x3 nebo 2arctgwg_x v (3,6)
27 r—3 -3
Zarctgw/iz+%(x—6)(2x+3)\/6 . v (3,6)

(T oy
v (=00 ~2, +00)

He !F w555+ 1))

+ L@ +4)(22% — 92 + 49) iii v (—00, —4) U (=2, +00)
g(\ﬁ V3arctg \\Ff+1)+2(lg(\f+ Vr+1)-va) v Ry

tz+2vVr—Vz(@@+1)—lg(Ve+Vz+1) v Ry
1(481g| Vo +2-4|-31g| Vo +2+1|+15Va +2),
jeli — 3 # @ # 62

3(Vao—1-1g|Vo—1+1]), jeli 0£2#1
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etz 1 _ ‘S/L“_‘
9.95. (z—1) — 2(1g|33 1]+ 31g o 1

1 2
+\/§arctg(ﬁ(23 ii— +1>) pro z # 1

9.96. 6lg (V/(z+3)2—2Vx+3+2)+3¥(x+3)2+12¥2+3
—12arctg(\3/ac+3—1)
9.97. 2+ 3(Y(a—1)2+ Vo —1)+31g|2Vx—1—1]| pro  # 2

9.98. - ﬂ, je-li x Z 7 mod 27
cosx + 1

9.99. z + _Coi, je-li z # —1m mod 27
sinz + 1

1 2cosx +1 1 1—cos®z Lo
9-100. ﬁ arctg T + 6 lg u—CT];)?’ s Je-h X 7£ 2km

1, 1—cosz
2(cosz—1) 4 &1+ cosa

9.101. , je-li £ 0 mod 7

1 1—cosz
9.102. — 4 i]g———
2(cosz + 1) T Teosw

9.103. llg

pro z #0 mod 7

cosx —sinx 1
"l proxz#i2k+ 7
‘cosx+sinw‘ P #1(2k+1)

1 1 V2cosx —1
2V2 & V2cosz+1
9.105. 1(lg|sinz —cosz|—=x) pro x # 2(4k+ )7

9.104.

) pro = # 1(2k + 1)m

1 1-—- 1—+/2)si
9.106. lg’ cosz + (1 —+/2)sinz

V2 7|1 —cosx+ (1++2)sinx
Ll V2 —cosx
V2 g\/§+COSl‘

9.108. — arctg(cosz) v R

pro x # iﬂ mod 7w

9.107. v R

9.109. 1arctg(2sin’z—1) vR

2 2 i -2
2 (arct Temy - 2eosy im) v ((2k — 1), (2k + 1))
9.110. { V3 V3sing
(2k + l)% pro z = (2k+ 1)
1 1—cosz
— (arctg —+ k‘ﬂ') v ((2k = 1)m, (2k + 1))
9.111. { V2 V2sinz
(2k + 1)% pro z = 2k + 1)7
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1 V2 + cos 1

112 1 - $(2k+1
9 4\/§g\/§—cosx 5 con s pro x # 5(2k + )7
1 —sinz)?
9.113. ilg%—%arctg(sinx) pro « # 3(4k + 1)

1. | V3cosz —sinz

9.114. 51g , je-li km+ %77 +x# kr+ %7‘(

V3sinz — cosx

9.115. 1<tgx+ 2 lg V3sinz — cosx

>7 je-li %ﬂ;éacgé:téw mod 7

3 V3 °|V3sinz + cosz
sinx cosx
.116. 2k +1
9.116 T 20082 pro z # 1(2k+ 1L)m
2k7r + arctg (V2 tgz + 1)
9.117. —l—arctg ftg:c —1)) v (3(2k - Dm, 32k + 1))
2k‘—|—1 pro z = 3(2k+ 1)7
sin z
-1 2 2
9.118. PO S — 1,Je imTZr#Enr+ arctg2 mod 27
pro x = (2k + 1)x
9.119. (cos>z+1) —21g| cosz| pro = # 1(2k + L)
2sinz 4 cosx
k7r +arctg ——————
& V3 cosx )
9.120. 1+ sinz cosx) v (3(2k — )7, 3(2k + 1))
2k—|—1 pro z = (2k+ )7
2sinz
£ +k 2% — 1), (2k + 1
o121 | g ( a:+1) © v ((2k — L), (2k + L))
%Zk—&—l pro x = (2k 4+ 1)«
arctg(5tgr —2) + kr v (3(2k — L)m, 2(2k + 1))
9.122.
12k +1 pro 1(2k+ 1)
z—2V2ar tgw—%fkﬁ v ((2k — 1), (2k + 1)7)
9.123. V2
2k +1)(1 - V2)r pro x = (2k 4+ 1)m
cosx +sinzx 1
o120, arctg - ) kv (L(2k— )7, L2k + 1)7)
32k +1 pro 3(2k + 1)
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9.125.

9.126.

9.127.

9.128.

9.129.

9.130.

9.131.

9.132.

9.133.

9.134.

9.135.

%(x+1)\/x2+2x—3—lg(a§+1+\/x2—|—2x—3)2

v (—00,-3) U (1,4+00)

%(2x2+x—9)\/x2+2x—3+1g(x+1+\/x2+2x—3)2

v (—00,—3) U (1,400)

Va2 +20-3-lg|z+1—a2+2z—3|

~VaZ 12 -3
—|—2\/§a1rctgaj v v (—00,—=3) U (1,+00)
V3
a:+\/a?2+2x—3 \/x2+2$—3
— arctg —
V3 V3 x

+lg|lz+1+ Va2 +2z—3| v (—00,—3) U (1,400)

12z —5)Va? —br+4— 31g |20 —5+2Va% -5z +4|

v (—00,1) U(4,+0)

37 (827 — 10z — 43)\/2? — bz + 4 — 21g| 22 — 5+ 2V 2% — 5w + 4|
v (—o00,1) U(4,+00)

br —8+4vx%2 -5 4
\/x2—5x+4+21g‘ T rave T ‘
x

—3lg|2z —5+2Va? —bz+4| v R_U(0,1) U (4, +00)

T

_5lg‘5m—8—4\/x2—5x+4‘_\/x2—5x+4
x

+lg|22 —5+2Va2 — 5z +4| v R_U(0,1) U (4, +00)
(. —3)\/(z — 1) (5 — z) — 4 arctg :
(x—?))\/m—t—Qarcsin%(aj—?)) v (1,5)
Loz +1)Val+2+14+31g(2Va2 + 2+ 1+ 22+ 1)

2+z+1+31lg[2vVa?+o+1+22+1]
. Vel +r4+1—2—2
g

xT

x nebo
1

N

N

v R_ UR+
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9.136. llg Vel +rx+1—-2z—-2] Val+z+1
. . 5 -

T T

+lg(2Va?+ao+14+2241) v ROUR,
9.137. L(82°+2z+5)Val+r+1—2lg(2Va2+z+1+22x+1) vR

9.138. Blg(2v/a? —z+ 1422 —1)—4lg(V2? —z+1+2)
+%(2x+3)\/x2—7x+1—x2—x vR

9.139. llg2Va2 —w+1+20—1)—4lg|Va? —z+ 1422
—%(2x+3)\/m—x2—va—{l}

2
9.140. 2 arctg % — V8 + 2z — x2 nebo
arcsin §(z — 1) — V8 + 2z — 2% v (—2,4)
2V2V8+2r —a%?—x—38

T

\/152x12+x15‘\/152xx2

X

0.141. . lg‘

22

’ v (=2,0) U (0,4)

0.142. . lg‘\/ﬁ
V15

T

v (=5,0) U (0,3)
9.143. 2arctg (z — 1+ Va2 —2), jeli |z| > V2
9.144. 21g|vV9—22— 1|, jeli 2v2#|z| <3

9.145. L ((32% —8)\/(22 +4)® — (327 +8)\/(22 —4)3 ), jeli |z|>2

r—1

Vi +ax+1

Va2 +1l+z )
lg—r———t+ (Va2 +1+ V22 -1)), jeli 2| >1
<g|m+m| (v/ Va2 —1)), jeli [z]

ng V2—z+2+V3)V2+a
V3T V2—z+(2-V3)V2+u
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9.146. v R

[SSER )

9.147.

o=

9.148.

v (—2,2).



Nésleduji obecné feseni diferencialnich rovnic 9.149—-9.170; ¢ znamena libovolnou
realnou konstantu.

9.149. cexp(f%xZ) —-1vR
9.150. ce® — (2° + 322 + 62 +6) vR
9.151. ceXp(%x3) —1vR
9.152. le"+ce® vR
9.153. e¢”(c—cosz) vR
9.154. ce " + i(sinz —cosz) vR
9.155. 2 —1+cexp(—2°) vR
9.156. e®(2sinx —cosz) +ce™® v R
9.157. 1+ cexp(cosz) vR
9.158. ~+ 122 vR_ avR,

x
9.159. 1+ce'/® vR_avRy

9.160. cexp(cotgx)+1 v (km (k+1)7), keZ

c—u
.161. 1 1
9.16 er +z v (0,1)av (1,400)
9.162. (22 +1)+ —— vR

Va2 +1
9.163. (ce® —1)z™% v Ry

c

164, 1+t — $(2k — 1)m, £(2

9.16 +x gI+COS.’E v (5( )T, 52k +1)m), ke
c

9.165. 1(2®—1)+ Vo1 v (—o0,1) av (1,400)

(&
9.166. ——— +1+22> —x\/1+22 vR
T+ Vita? rorvme
9.167. 1+ cexp(—arcsinz) v (—1,1)
V1_ 22
0.168. ++ YT L (_1.0)av(0,1)
arcsin x
1 VI=a?
9.169. f(u—i—%ﬁ—l) v (~1,0) av (0,1)
4 arcsin x

9.170. 2> +cx — 1+ (c+22)V1+22 vR
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Dodatek ke kapitole 9

Hledéani funkce primitivni k funkci f je v literatufe nerozluéné spjato se sym-
bolem [ f(z)dx, ktery se nazgva neurcity integrdl a v némz lze misto ,integra¢ni

proménné“ x napsat kterékoli jiné, nezadané pismeno. Rovnost

() [ @+ [g@)de = [(¢) + o) o

ma naznacit, ze seCtenim funkci F';, G primitivnich k f, g ziskdme funkci primitivni
k sou¢tu f + g. Integrace per partes ma pfi tomto znaceni tvar

(i) / F(2)g(z) dz = F(2)G(z) - / f(2)G(x) dx,

piicemz F(z) := [ f(z)dz, G(z) := [ g(x)dz. Substituce se provadi prostfednic-
tvim vzorce

(i) [ t@yde= [ swne @

Pokud ztstaneme na takovéto trovni ,,vypravéni“, neobjevi se zadny problém;
hife to ovSem dopadne, budeme-li chtit smysl symbolu [ f(z) dz vysvétlit a dodrzet
pfi zachazeni s nim béznd matematickd pravidla. Mame v zasadé dvé moznosti:
snazit se smysl uvedeného symbolu pfesné definovat, nebo — zejména pokud se nam
to nepovede — prestat tento symbol uzivat. Autor se nesetkal s Zaddnou korektni
definici symbolu [ f(z)dz a navic jej povazuje za zbyteény; diikaz, Ze primitivni
funkce lze s tispéchem hledat bez tohoto symbolu, je podan v této kapitole. 1¥)

Ptejme se, co by mohl symbol [ v identitéch (i) — (iii) znamenat.

1) Nikdo se pravdépodobné symbolem [ f(z)dz nesnazi pfitadit funkei f (Fek-
néme radéji v néjakém otevieném intervalu I, jinak bude zmatek jesté vétsi) néjakou
jejl jednoznacéné definovanou primitivni funkci. Zadny navod pouzitelny v podetni
praxi, ktery by zarucil platnost vSech rovnosti typu (i), totiZ zfejmé neexistuje.
Pokud autor (napt. pfi Feseni diferencialni rovnice) potfebuje jednoznaéné defino-
vané primitivni funkce, nenapise [ f(z)dz, ale napr. f;o f(t)dt, kde xqg € I, a zapis
f;o f+ f;o g= f;o(f + g) je samoziejmé zcela korektni. [J

V literatufe se kromé neuréitého prohlaSeni, Ze ,, [ f(z)dz je funkce primitivni
k f(x)“ (bez jakéhokoli dalsiho vysvétleni nebo kvantifikitoru), setkdme s dvéma
»definicemi* tohoto symbolu.

1S) Autorem korektniho hledani primitivnich funkeci je prof. Jan Mafik, ktery mnoho let pra-

coval na Karlové univerzité; tento vynikajici matematik, ktery mnoho energie vénoval metodice
matematiky a jemuz déval ¢asto za pravdu i prof. Jarnik, autor zakladnich uc¢ebnic realné analyzy,
byl znam mj. jako tvrdy kritik vSech nekorektnosti, nesrozumitelnosti a zbytecnosti.
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2) Definuje-li se [ f(z) dz jako libovolnd funkce z PF( f;a,b), identita (i) neplati.
Je-li totiz na levé strané rovnosti (i) soucet libovolné, ale pevné vybrangch funkci
F, G (primitivnich k f, g), nemize jiZ byt vpravo libovolné vybrand funkce; musi
tam byt soucet F' + G. Situaci pfitom nelze zachrdanit tim, Ze misto (i) napiSeme

(i) [ @+ [g@de = (@) + g@)ydo+c.

kde ¢ je konstanta. Uzndme-li totiz napf. spravnost identit [2zdz = z? + ¢,
f4x3 dz = z* + ¢, kde c1,co jsou libovolné konstanty, bude rovnost f2x dr +
[ 423 dx = [(2z + 423) dz = x? + 2* + ¢ platit jen v piipads, Ze ¢ = ¢1 + ca, tedy
s vhodné zvolenou, nikoli libovolnou konstantou. Nesrovnalosti se tedy jen pfenesou
z funkci na konstanty.

3) Pti pokusu definovat [ f(z)dz jako mnoZinu PF(f;a,b), je tieba vysvétlit,
ze ,+“ v souttu PF(f;a,b) + PF(g;a,b) na levé strané (i) nemd (na rozdil od
souctu f + g vpravo) vyznam obuvyklého s¢itdni. Smifime-li se s tim a rozumime-li
znaménku + vlevo tak, ze mame utvofit mnozinu v8ech souctd tvaru F(z) + G(x),
kde F' € PF(f;a,b), G € PF(g;a,b), dostaneme tim skuteéné mnozinu vSech funkci
primitivnich k f + ¢ v (a,b). NapiSme vSak identitu (ii) ve tvaru

(ii") / F2)g(z) dz + / F@)G(@) dz = F(z)G(x),

ktery by mél byt s (ii) ekvivalentni; pak mame vlevo mnozinu vSech funkei pri-
mitivnich k Fg + fG, vpravo jednu konkrétni funkci. Méli bychom se tedy nejen
smifit s tim, Ze ,+* mé pfi hledani primitivnich funkci dva rtzné vyznamy, ale
zakazat i pfevadéni vyrazi z jedné strany rovnice na druhou? Nebo dovolime, aby
se nekonecnd mnozina rovnala funkci? [

Prestoze ohromujici procento uzivateld symbolu f je naklonéno tvrdit, ze

[ r@do~ [ @yas=o.

coz neni pravda ani pfi definici z 2), ani z 3), nejvice ndmitek lze mit proti iden-
tité (iil). At jiz strany rovnosti (iii) znamenaji funkci nebo mnozinu funkci, rovnost
nemuze nastat nikdy, protoze vlevo se proménnd jmenuje x, vpravo ¢, a v naprosté
vétsiné pripadt maji primitivni funkce k f jiny defini¢ni obor nez funkce primitivni
k (f ow)w’. Rovnost (iii) je tedy v piikrém rozporu se vSeobecné pfijatou definici
rovnosti funkci. Kdybychom se snaZili vadu odstranit, museli bychom sdhnout k po-
mérné slozitému komentafi: Neni-li w ryze monoténni funkce, je po integraci vlevo
tieba za x dosadit w(t); v tomto piipadé lze ovSem (iii) uzit jen ,zprava doleva®,
tj. misto funkce primitivni k funkci tvaru (f o w)w’ hledat funkci primitivni k f.
Je-li funkce w ryze monoténni, lze (iii) aplikovat jak ,zprava doleva“, tak i ,zleva
doprava“; ve druhém piipadé je tfeba po integraci vpravo za t dosadit w_1(z).

V obou ptipadech lze ovSem substituci provést jen za dalsich predpokladi, které
jsme vysvétlili v textu o 1SM a 2SM. Nauci-li se nékdo jen heslu, Ze ,za dx se dosadi
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W' (t) dt“, dojde asi brzy k nesmyslnym vysledkiim — autor se mnohokrét setkal napf.
se substituci # = tg 3¢ v intervalu (0,27). O

N1

UZzivatelé symbolu [, véetné autort riznych tabulek ,neuréitych integrala“, pist
i dalsi nepfijatelné vzorce — napfr.

. dx dx
(iv) ?:lgx—kc resp. ?:1g|x\+c.

Prvni z nich, ktery uzivaji vSechny autorovi znamé pocitacové programy, igno-
ruje, Ze funkce 1/z ma primitivni funkei i v R_, kde vyraz lg z nema smysl; to pak
vede k netiplnym vysledkéim napf. pfi hledani funkce primitivni k f//f, kde f je
nékde kladné, nékde zaporna.

Znamend-li leva strana druhé z identit (iv) napf. néjakou funkci F' spliiujici
v R—{0} rovnost F'(z) = 1/x, lisi se F(z) od lg|z| v Ry obecné o jinou konstantu
nez v R_ a je velmi problematické obé tyto konstanty znacit c. V pfipad€ , jesté

------

nespojitéjsich® funkci je situace pochopitelné jesté horsi; napiSeme-li nap¥. rovnost

. da 1
(iv") /SinIZIg‘tg§x|+c,

znamend ¢ v kazdém intervalu ((k — 1), k7), k € Z, obecné jinou konstantu. [

Shrneme-li, vidime, Ze obé uvedené, v literatuie prevazujici definice symbolu
| f(z) dz vedou ke znaénym nekorektnostem, k nutnosti kazdou z napsanych identit
bud komentovat, nebo tolerovat, ze doslova vzato neplati. Zavedeni symbolu [ navic
zakryva, ze nejéastéji uzivané identity (i) — (iii) nejsou ni¢im novym, protoze se jedna
jen o parafraze dobfe znamych vét o diferencovani souctu, souc¢inu a superpozice.

Symbol [, ktery je nejen zdrojem vSech nepfijemnosti a nejasnosti, ale svadi
i k formélnimu pfistupu na tkor porozumeéni, je tedy zfejmé zbyte¢ny a podle Oc-
camovy britvy mél byt davno z matematiky odstranén. Zptisob hledani primitivnich
funkci, vylozeny v této kapitole, je naopak zcela exaktni a nevyzaduje Zadné licence,
konvence a komentare.

Symbol [ ilustruje jednu z charakteristickych vlastnosti kalkulu: Nevadi, ze ne-
vime, co symbol znamen4, a Ze napi. znaky ,+“ a ,=“ uzivame jinak, nez je obvyklé.
Drzme se trfisetleté tradice a hlavné pocitejme; vysledek snad bude mozné sikovnou
slovni ekvilibristikou, ménici se pfipad od pfipadu, néjak vysvétlit.
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10. Newtonuiv integral

Definice. Necht —co < a < b < 400 a necht I C R je interval s krajnimi body
a, b. Rikdme, ze F je zobecnénou primitivni funkci funkce f v intervalu I, je-li
funkce F' spojitd v I a plati-li rovnost F' = f vSude v I — K, kde K C I je njaka
kone¢nd mnozina. Slova ,zobecnénd primitivni funkce* budeme ¢asto zkracovat na
»2.p.1.%, mnozinu vSech z.p.f. funkce f v intervalu I budeme znacit ZPF(f; I).

Poznamka 10.1. Vsimnéme si, Ze funkce f muze mit v intervalu I z.p.f., aniZ je
vsude v I definovdna; staci, aby byla definovana vsude v I aZ na jistou konecnou
mnoZinu. VSimnéme si déle, Ze na rozdil od primitivni funkce mluvime o z.p.f.
v libovolngch (nejen tedy v otevienych) intervalech.!) [

Je ziejmé, ze
(1) FeZPF(f;I), ceR = F+ceZPF(f; ).
Dulezité vsak je, ze plati i obracené tvrzeni:
Véta 10.1. Je-li F ¢ ZPF(f; I) a G € ZPF(f; I), existuje ¢ € R tak, ze G =
F+ec
V dtsledku toho plati:
(2) Ma-li f v (a,b) primitivni funkci, je ZPF( f; (a,b)) = PF(f;a,b).

Véta 10.2. (Zakladni existenéni véta.) Je-li funkce f spojitd a omezend v ome-
zeném intervalu (a,b), je ZPF(f; (a,b)) # (0 a kazda z.p.f. funkce f v {a,b) je
primitivni funkci funkce f v (a,b).

Priklad 10.1. A. ProtoZze funkce |z | je spojitd v R a protoZe rovnost |z| = sgnz
plati pro vSechna x # 0, je || z.p.f. funkce sgnz v R.

B. Protoze je lg|z| = 2 (lg|x| — 1)’ pro vSechna = # 0 a lirrb z(lg|lx| —1) =0,
je funkce

(3) F(x)._{x(lg|x|_1) pro z;é()}

o 0 pro x =0

z.p.f. funkce lg|z| v R.

C. Funkce f(x) := sgn(cosz) nemd zaddnou z.p.f. v R (obecnéji: v Zddném ne-
omezeném intervalu), funkce F'(z) := arcsin(sinz) je vSak jeji z.p.f. v kazdém
omezeném intervalu. 2)

1) V obou piipadech je pravé takto zavedena terminologie vyhodna viude tam, kde s pojmem
primitivni resp. zobecnéné primitivni funkce pracujeme.

2) To je samoziejmé dusledek definice, v niz se pfipousti pouze konecény pocet vyjimecénych
bodti, v nichZ rovnost F/ = f neplati. Definici z.p.f. by vSak bylo moZné zobecnit tak, aby
funkce F z ptikladu 10.1C byla (podle obecnéjsi definice) z.p.f. funkce f v celém R. Dévame vSak
prednost vyslovené definici, protoze je jednoducha a protoze s ni v dalsim vystacime.
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Oznaéeni. Je-li —co < a < b < +o0, je-li F spojitd v (a,b) a existuji-li konecné
limity F'(a+), F(b—), budeme éislo

(4) [F1° (= [F(z)]}) = F(b—) — F(a+)

nazyvat zobecnény pfirastek funkce F' na intervalu (a,b). Existuji-li kone¢né li-
mity F(a+), F(b—), budeme fikat, Ze zobecnény pfirtstek ma smysl; v opacném
pfipadé (tj. kdyz nékterd z limit F(a+), F(b—) bud neexistuje, nebo neni konec¢na)
fekneme, Ze zobecnény priristek nema smysl. [

Vsimnéme si, ze limitu F'(a+) resp. F'(b—) lze nahradit hodnotou F'(a) resp.
F(b), prave kdyz je F spojitd v bodé a zprava resp. v bodé b zleva. Je-li F' spojitd
v {a,b), je zobecnény priristek [F]Z totozny s priristkem F(b) — F(a) funkce F
na intervalu {a,b)y. O

Predpokladejme, ze

1) —oo <a <b< 400 aze I jeinterval s krajnimi body a, b;

2) ZPF(f; (a,b)) # 0, F € ZPF(f; (a,b));

3) zobecnény piiristek [F ]Z mé smysl.

Protoze kazda z.p.f. k f v (a,b) se (podle V.10.1) od F 1is{ jen aditivni konstan-
tou, nezdvisi zobecnény priristek na bliZsi volbé funkce F ¢ ZPF(f; (a,b)), a (za
pravé vyslovenych predpokladit) mé proto dobry smysl tato definice:

Newtoniv integral funkce f pres interval I s krajnimi body a < b definujeme
rovnosti

b
(5) / f=[F]" . kde F e ZPF(f; (a,b)),

md-li jeji pravd strana smysl. Symbolu vlevo se téZ Fikd (Newtontiv) integral funkce
f od a do b, ¢islo a resp. b je tzv. dolni resp. horni mez integralu (5). Funkce f se
nazyva integrand nebo integrovana funkce, interval I je integracni obor.

Z praktickych (i historickych) diivodi se misto f: f Casto piSe napr. fab f(z) dx,
f; f(t)dt, ..., pficemz z, t, ... se pak nazyva integraéni proménna.

Piiklad:
2 2
/mt dx resp. / a2t dt
1 1

;. ’ , . t , .,
znamena integral obecné mocniny Id” resp. obecné exponencidly exp,.

Symboly dz, dt, ... (které ¢teme ,dé iks“, ,dé té“, ... a které se do integralu
dostaly v souvislosti s historickymi predstavami o tom, Ze integral je jakysi soucet
nekoneéné mnoha nekoneéné malych veli¢in) v soucasnosti jen vyznacuji, ,,podle
které proménné se integruje“; to je samoziejmé nutné védét, integruje-li se funkce
vice nez jedné proménné.

Umluva. Protoze se v dal§im budeme zabyvat jen Newtonovym integralem, bu-
deme mluvit kratce o integralu. [
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Poznamka 10.2. Danou funkci f 1ze integrovat v danych mezich a, b podle celé
fady vice nebo méné obecnych definic integralu, z nichz kazda méa své vyhody i nevy-
hody. Newtonilv integral se po¢itd (na rozdil napf. od dobfe zndmého Riemannova
integralu nebo od daleko obecnéjsiho integralu Lebesgueova) v zasadé podle defi-
nice, a to jak pro omezené, tak i pro neomezené intervaly a integrandy. Omezenost
resp. neomezenost intervalu (a, b) resp. integrandu f miize ovem mit vliv na exis-
tenci integralu. Do vykladu elementarni analyzy se vSak tento integral hodi i proto,
Ze neni nutny (pro studenty zpravidla velmi nudny) vyklad tzv. zobecnéného resp.
nevlastniho integrdlu, bez néhoz nelze v Riemannové teorii mluvit ani o integralu
pres neomezeny interval, ani o integralu z neomezené funkce.

Vsem, ktefi se ve své praci bez integralti neobejdou, autor viele doporucuje sezné-
mit se s Newtonovym a Lebesgueovym integralem. Lebesgueiv integrdl mé (nejen
v R = R, ale i v eukleidovskych prostorech R™ libovolné dimenze n € N) vyni-
kajici vlastnosti; jeho vypocet se pfitom v mnohych pfipadech prevadi na vypocet
integralu Newtonova.

Poznamka 10.3. Je jisté ziejmé, Ze z existence integralu fff plyne existence
integralu fcd f pro kazdy interval (¢,d) C (a,b).

Véta 10.3. (Zakladni véta o existenci integralu.) Je-li funkce f spojitd a ome-
zend v omezeném intervalu (a,b), integral f: f existuje.

Priklad 10.2. A. Z rovnosti sinz = (— cosz)’ v R plyne, Ze napt.
™ 2m
/ sinxdr = [—cosz|f =2, / sinz dr = [~ cosz]>™ = —2;
0 T

protoze funkce cosx nemé ani v.—oo, ani v 400 limitu, nemé funkce sin z integral
pres zddny neomezeny interval.

B. Pii oznaceni z ¢asti B prikladu 10.1 je
1
[ wlelar=1F@), =101~ (0)-0-)=-1;

vibec nevadi, ze integrand neni v bodé 0 definovan a ze neni omezeny.

C. Z identity ze™® = (— (z + 1)6_’3)/ platné pro vSechna x € R plyne, Ze

+oo
/0 xefmdx:[—(:z:+1)efx]goo =0-(-1)=1;

jak je patrné, nekonec¢nd horni mez vypocet integralu vibec nekomplikuje.
D. Protoze cosz/(1+sinz) = (Ig(1 + sin :z:))/ pro viechna z # — 37 mod 2, je
napft.

3T/4 - cosw 1 1 .
/ ——dr=1g(1+1iv2) - 1lg(1-1v2) =21g (1 + V2) = 1.763.

—r/a 1+sinz
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Na rozdil od toho

™ cosw L
——— dx neexistuje,
o 1l+sinz

protoze integrand nemd v (0, 27) Zaddnou z.p.{. Kdyby totiz takova funkce G existo-
vala, liSila by se v intervalu (0, 27) od funkce F'(z) := lg(1+sinz) jen aditivni kon-
stantou a z rovnosti lim,_,3. /2 F'(x) = —oo by plynula rovnost lim,_ .3, /o G(z) =
—00; to v8ak by bylo ve sporu se spojitosti funkce G v (0, 27).

Tento priklad mel ¢tendre varovat: Nestaci mechanicky pocitat a pak zjistit, Ze
nalezend funkce F(x) md v krajnich bodech ptislusného intervalu (a,b) konecné
limity; je nutné zkontrolovat, zdali je F(x) v (a,b) spojitd. V pFipadé, Ze tomu tak
neni, je treba existenci z.p.f. v (a,b) i prislusného integralu peclivé zvdzit.

E. Je jisté ziejmé, ze

/1 dx (arcsin ]!
——— = [arcsinx =T
—1V ]_ — 1’2 -1
tentokrat jsme (bez potiZi) integrovali funkci, kterd neni v bodech +1 definovéna
a v intervalu (—1,1) neni omezenA.

F. Protoze v R plati identity

6 1 loz) I 1 1y <och )
(6) Ef(gfﬂ), xiai(l—aﬁ) pro vSechna a # 1,
je
1
d 1
(7) o _ 1o Pro vSechna o <1,
0 xro —«

zatimco pro zadné « > 1 tento integral neexistuje, a

ted 1
(8) / & pro vSechna a > 1,
1 z¢  a-—1

zatimco pro zadné o < 1 tento integral neexistuje. Integral
+o0 T
(9) / — neexistuje pro zadné « e R.
0 1’
G. Podle V.10.3 integraly

1 1
1 1
/ sin — dx, / cos — dx
0 x 0 €

existuji, coz bohuzel neznamenad, ze je dovedeme vypocitat. Problém je v nalezeni
primitivni funkce k integrandu. [

Obsahem nasledujicich péti vét jsou zékladni vlastnosti Newtonova integralu;
jejich znalost je nutnd jak pri pocitani, tak pii zjistovani existence integralu.
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Véta 10.4. (Linearita integralu vzhledem k integrandu.) Je-li n ¢ N a jsou-li

fi,..., fn funkce, c1,...,c, (koneéné redlné) konstanty, je
b n n b
(10) / chkaZCk/ s
@ k=1 k=1 a

existuji-li integraly vpravo.

Véta 10.5. (Monotonie integralu.) Je-li f < g, je

(11) /abe/abg,

existuji-li oba integraly.

Véta 10.6. (Aditivita integralu vzhledem k integraénimu oboru.) Je-li n ¢ N
a je-li

(12) a=rg<r1<- - <Tp=2>b

libovolné déleni intervalu (a,b), je

w [

ma-li jedna strana této rovnosti smysl.

Véta 10.7. (Integrace per partes.) Je-li F' ¢ ZPF( f; (a,b)), G € ZPF(g; (a,b)),
je

(14) /ang [FG)" /fG

maji-li (asponl) dva ze tfi napsanych vyrazi smysl.

Véta 10.8. (Véta o substituci.) Piedpoklddejme, Ze spojitd ryze monotdénni
funkce w : (o, 3) —na (a,b) mé kone¢nou nenulovou derivaci véude v («, ) — K,
kde K C («, 3) je koneénd mnozina. Pak je

(15) /f dxf/ Fl)] (1) dt,

existuje-li jeden z napsanych integrali.

Poznamka 10.4. Je-li w rostouci, je w’ > 0 vSude v (o, ) — K, a = w(a+),
b=w(f-), a =w_1(a+), f =w_1(b—) a pravou stranu (15) lze psat bez absolutni
hodnoty:

b 6]
(15,) / f() d = / Fw(t) o (t) dt
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Je-li w klesajici, je ' < 0v (o, 8) — K, a = w(f—), b = w(a+), a = w_1(b—),
8 =w_1(a+) a (15) je ekvivalentni s rovnosti

b B
(154) [ f@do=- [ s

Poznamenejme pfi pfilezitosti, ze je vyhodné zobecnit pojem integralu takto:
1) Pro kazdé a € R* a pro kazdou funkci f polozime faa f=0.

2) Je-li +o0o0 > a > b > —oo, klademe f: f=— [ f, existuje-li integral vpravo
podle dosavadni definice.

Po tomto zobecnéni lze (15) napsat v téchto dvou ekvivalentnich tvarech:

b w_1(b—)
(15%) [t@de= [ pew)eoa,
w(B-)

B8
(15°) / L = e a

[e3

Obé rovnosti plati jak pro rostouci, tak i pro klesajici funkce w — samoziejmé za
predpokladi véty 10.8 o funkci w a za predpokladu, Ze jedna strana prislusné rov-
nosti ma smysl.

Poznamka 10.5. Jak véta o integraci per partes, tak i véta o substituci dovoluji
zacit pocitat integral bez predbézného ovéreni, ze existuje; to je z pocetniho hlediska
velmi vyhodné, a tedy i dulezité.

M4&-1i dany integral tvar levé strany (14), mizeme integrovat per partes (tfeba
i nékolikrat za sebou) a teprve pak ovétit, ze vysledek ma smysl. (Sr. s P¥.10.3.)

Rovnost (15) 1ze (za ptislugnych pfedpokladi o substituujici funkei w) aplikovat
»zleva doprava® i ,zprava doleva“. Postup v prvnim pfipadé, kdy vychozim integra-
lem je levd strana (15), pfipomind 2SM; ve druhém p¥ipadé, kdy poéitdme integral,
ktery mé tvar pravé strany (15), se postup podoba 1SM. Pfedpoklady o w ve vété
10.8 nejsou ovSem stejné jako v 1SM a 2SM. Dilezité vSak je, Ze nemusime zjistovat
existenci vychoziho integralu; stac¢i, aby existoval integral vznikly substituci. (Sr.
s P£.10.4.)

Priklad 10.3. Oznaéme

+oo
(16) I, := / z" e % dzx pro kazdé celé ¢islo n > 0.
0
Pro kazdé n € N dostaneme integraci per partes (F(z) = a7, f(x) = na"" 1,
g(z) = e *, G(x) = —e~ %) rovnosti

+o0 I +oo
— — o0 — —
I, ::/ z"e T dr = [—x"e I]O +n/ " e % dr =nl,_1,
0 0
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existuje-li integral I,,_1. ProtoZe vsak Iy = 0+Oo e *dr = [—e‘w]goo = 1 existuje,
plati totéz o Iy, Is, ..., I,, ... ; formalni dikaz indukci jisté neni tfeba provadét.

7 rekurentniho vzorce I,, = nl,,_; pak ihned plyne, zZe

+oo
(16*) I, = / 2" e "dx =n! pro kazdé celé ¢islo n > 0.
0

Pfiklad 10.4. Protoze funkce w(t) := €' zobrazuje interval (1,+o00) na interval
(e, +00) a spliiuje viechny piedpoklady V.10.8, je

tee g oo gt 1 e
(17) / %:/ ol | = —— jelia>1;
. xlg%zx 1 o (1—a)te=t |, a—1

pro z4dné a < 1 integral neexistuje (sr. s P¥.10.2, ¢ast F). O

Ke zjednoduseni vypoctu integralu se ¢asto daji vyuzit specifické vlastnosti in-
tegrandu:

Véta 10.9. Pro kazdou funkci f : R — R plati tato dvé tvrzeni: 1. Ma-li f
periodu p € Ry a je-li —oo < a < b < +00, plati pro kazdé k € 7Z rovnost

b b+kp

/ f :/ f, existuje-li jeden z integrali.
a a+kp

2. Je-li funkce f sud4 (resp. lichd) a je-li a € Ry, je

/ f=2 / f (resp. / f:O), existuje-li integrél / 7.
—a 0 — 0

a

Priklad 10.5. V integralu

57 :
(18) I:= / R

5r 2+sinx

(ze spojité funkce na kompaktnim intervalu) nelze p¥imo substituovat tg %.2? =,
protoze integra¢ni obor je pfilis dlouhy. Vzhledem k 27-periodicité integrandu je
vsak I =5 ffﬂ f; uzijeme-li 2SM s w = 2 arctg : R —,, (=, 7), dostaneme:

/7r sin _/+°° tdt _/*“( 2 2 )dt
24sine S (B2+t+1)(2+1) S \2+1 £24t+1

4 2+ 117
= [2arctgt—arctg i ]

BT

Je tedy I =107 (1 — 2/+/3) = —4.86.

—or — % — 27r<1 - %) =~ _0.972.

— 00
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Poznamka 10.6. V knihach pojednavajicich o elementech integralniho poctu se
casto urcitym integrdalem rozumi Riemannuv integral, neurcitym integrdlem primi-
tivni funkce. To neni v souladu s terminologii teorie integralu?®), podle niz mutize
byt integral podle jakékoli definice jak urcity, tak i neurcity. Zhruba feceno: Urcity
integrdl je integral, jehoz meze jsou (pevné zvolend) ¢isla, kdezto neurcity integrdl
ziskdme tim, Ze napf¥. horni mez ponechame proménnou.

Piiklad: Cislo fil lg|z|dx (= —2) je uréity Newtondv integral, funkce
for lg|z|dx, kde z € R, je Newtoniv neurcity integrél. Podle P¥.10.1B oba inte-
graly (jako Newtonovy) existuji; piislusné Riemannovy integraly vSak neexistujt,
protoze integrand neni omezeny v zddném P(0) (a neni tedy splnéna zakladni pod-
minka existence Riemannova integrélu). Druhy z napsanych integrala je zobecnénou
primitivnd funkci funkce lg|z| v R; nent to vSak jeji funkce primitivni. O

Posledni tti véty této kapitoly se zabyvaji existenci Newtonova integralu.

Véta 10.10. (Srovnavaci kritérium — 1. verze.) Necht —oco < a < b < 400,
necht funkce f je spojitd v intervalu (a,b), necht spolu s funkci g : {(a,b) — R
spliiuje nerovnost | f| < g vSude v (a,b) a necht existuje integral ffg. Pak existuji
i integraly

(19) /abf, /ablf-

Analogické tvrzeni plati pro intervaly tvaru (a,b), kde —oo < a < b < 4o00.

Poznamka 10.7. V obecném pripadé neexistuje Zadny logicky vztah mezi existenci
integrdala (19); ilustruji to tyto ¢tyfi piiklady:

A. Oba integraly (19) existuji, je-li —00 < a < b < 400 a je-li funkce f spojita
v {(a,b). (Sr. s V.10.3.)

B. Je-li f Dirichletova funkce, tj. je-li f(z) = 1 pro vSechna z € Q a f(z) =0
pro viechna x € R —Q, zadny z integralt (19) neexistuje v Zddnych mezich a # b.*)

C. Je-li f(z) =1 pro vSechna z € Q, f(x) = —1 pro vSechna z ¢ R — Q a je-li
—00 < a < b < 400, prvni integral neexistuje, druhy existuje, protoze | f(x)| = 1.

D. Jak ukazeme v P1.10.9,

T sing L T sing L
dr existuje, dx neexistuje.
0 x 0 x

Definice. Necht existuje prvni z integralt (19). Pak podle toho, zdali druhy z inte-
gralt (19) existuje, nebo neexistuje, fikdme, ze prvni integrél konverguje absolutné
resp. neabsolutné. [

3) Teorie integrdlu je rozsahla disciplina, v niz se studuji rtizné definice integralu. Integrdini
pocet je zaméfen spise na pocetni techniku vybraného druhu integralu.

4) Ditkaz bychom zalozili na znamé vété, podle niz ma derivace spojité funkce tzv. Darbouxovu
vlastnost; protoze Dirichletova funkce tuto vlastnost nemd, neméa primitivni funkci v Zadném
intervalu, a tedy nema ani zobecnénou primitivni funkci. Totéz plati o funkci f z casti C.
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Jak je patrné, srovndvaci kritérium je kritériem absolutni konvergence; neabso-
lutni konvergenci podle néj zjistovat nelze. O

Praktické aplikace srovnavaciho kritéria lze znac¢né usnadnit zavedenim dvou
novych symboli:
Definice a oznaceni. Je-li ¢ € R* a jsou-li f, g dvé funkce, piSeme

(20) f(2) = O(g(x)) pro @ — ¢

(a ¢teme: ,f(x) je velké O g(z) pro x — ¢“), existuje-li K ¢ R tak, Ze nerovnost
| f(z)] < K|g(z)| plati vSude v jistém P(c).
Relace

(20%)  f(z) =O(g(x)) pro = —c—, f(x)=0(g(z)) pro z —c+

se definuji analogicky; v prvni z nich nahradime P(c) okolim P~ (c), ve druhé okolim
P*(c) (za predpokladu, Ze —oo < ¢ < +00 resp. —oo < ¢ < +00).
Rikdme, Ze f(z) a g() jsou stejného Fadu pro x — c a piseme

(21) f(z) = g(z) pro x —c,

je-li f(z) = O(g(z)) a zaroveni g(x) = O(f(z)) pro z — c. Analogicky jsou defino-
vany relace ,f(x) < g(x) pro x — c—* a ,f(z) < g(z) pro = — c+*.

Poznamka 10.8. Snadno nahlédneme, Ze

(22) i:nlcjgtéf;; eR = f(z)=0(g(z)) pro =z —c
(23) iiincjgcggeR—{O} = f(z) < g(z) pro = — c;

analogické implikace plati samoziejmé i ,zleva“ a ,zprava“.

Priklad 10.6. Pro x — 0 plati nap¥. tyto relace:

(24) sinx < x, arcsinx <Xz, tgr <z, arctgx <Xz,
(25) sinhz <z, argsinhz <z, lg(l+2)=<x, expr—1xuz,
(26) cosz —1=<2%, coshz —1x2?, sinz—xzxa®.
Pro z — 0+ je

(27) |lgz|® = O(z~") pro véechna a e R, SRy,

pro r — +o00 je
(28) lg®z = O(2”), x® = 0(’) pro viechna a e R, e Ry,

1
(29) arccotg x < — |
x
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a pro z — 1 plati napf. relace

(30) arccosx <X V1 —xz =< \1—a2.

Vsechny tyto vztahy lze snadno dokézat pomoci Taylorovych polynomu a I’'Hospi-
talova pravidla; jejich znalost je nutnd, chceme-li efektivné aplikovat tuto verzi srov-
ndvactho kritéria:

Véta 10.11. (Srovnavaci kritérium — 2. verze.) Jsou-li funkce f, g spojité a ne-
zaporné v intervalu (a,b), kde —oco < a < b < 400, plati tato dvé tvrzeni:

1. Je-li f(x) = O(y(z)) pro x — b—, pak

b
(31) z existence integralu /

a

b
g plyne existence integralu / f.
a
2. Je-li f(z) =< g(z) pro x — b—, pak
b b
(32) existence integralu / f je ekvivalentni s existenci integralu / g.
a a

Analogicka tvrzeni plati pro intervaly tvaru (a,b), kde —oco < a <b < 4o00. O
Tvrzeni 2 véty 10.11 se ¢asto nazyva symetricka verze srovnavaciho kritéria.

Priklad 10.7. Pro kazdou trojici éisel o, 3, v (z R) je funkce

arctg® x arccotg”

(33) fz) =

xY
spojita a kladna v R ; ke zjisténi, pro kterd «, 3, v existuje f0+°° f, uzijeme kromé
V.10.11 i vysledky z P1.10.2 a z Pt.10.6.

Protoze pro x — 0+ je arctgx < x a arccotgx < 1, je také arctg®z =< x

a arccotg” z < 1 (pro kazdou dvojici ¢isel a a 3). Z toho plyne, ze f(x) < 1/277,
takze

(0%

1
(34 / fdz existuje, pravé kdyz je v —a > —1.
0

Pro x — +oo je arctg®x < 1 pro kazdé a a arccotg’ z < 1/2” pro kazdé 3;
z toho plyne, Ze f(x) =< 1/2°%7, takze

+oo
(34") / fdx existuje, pravé kdyz je B+ > 1.
1
Z (34') a (34") vyplyva, ze

+oo
(34) / fdx existuje, pravé kdyz je v > max(a—1,1— ).
0
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Priklad 10.8. Pro kazdou dvojici ¢isel o, 8 (z R) je funkce

1

(35) f(x) = m

spojita a kladnd v intervalu (1, +00); vySetiime, kdy existuje integral f;oo f-

Pro a = 1 jsme velmi podobny problém (s jinym oznacenim parametrii) vytesili
jiz v Pr.10.4: fjoo f existuje, pravé kdyz je 8 > 1. Protoze existence integralu f; f
plyne ze spojitosti funkce f v intervalu (2,e), je i existence integralu f;m f (pro

a = 1) ekvivalentni s nerovnosti 3 > 1.

Je-li o > 1, je ¢islo v := 3(ar — 1) kladné, a v disledku toho je z7 g’z — +oo

pro x — +oo a pro kazdé 3 € R. Z toho plyne, Ze

1

1
:—:0(7) — 400,
f(z) T ) pro @

a protoze 1+ > 1, integral f;oo f existuje podle 1. éasti véty 10.11.

Je-li a < 1, je ¢islo § := %(1 — a) kladné, takze z—° lg” # — 0 pro z — 400 a pro
kazdé (5 € R. Z toho plyne, Ze h(z) := 1/(x~%1g” 2) — +00, a existuje tedy K € R
tak, Ze nerovnost h(z) > K plati pro viechna z € (2,+00).%) V tomto intervalu
pak plati i relace

1 K
_:171767

xTr) =
f( ) pl=0 . p—9 lgﬁ T
protoze je 1 —¢ < 1, integral f;roo (K /2'7%) dx neexistuje; podle V.10.10 plati totéz
i o integralu f;roo f(z)dx.

Tim je dokazano, ze

+oo T
(36) /2 xa(fgﬁaa existuje < (a>1)V((a=1)A(E>1)).

Poznamka 10.9. VySetfeni existence integralu v pravé dofeseném piikladé dalo
dost prace; pri¢inou je skutecnost, ze funkce lgﬁ r a z nejsou téhoz radu pro zadnou
dvojici éisel a, 5. (Relace lgﬁ T =X x% pro x — 400 nemuze platit, protoze pro kazdé
BeR akazdé aeRy jelg’ z = o(z*) pro z — 400.%) V souvislosti s tim fikame,
ze kazdd kladnd mocnina x roste do nekonecna rychleji nez kterdkoli mocnina lg x.
Této okolnosti bylo nutné obratné vyuzit — pro a > 1 k ditkazu existence, pro o < 1

k dikazu neexistence integralu. Podobné bychom postupovali, kdyby se

5) Podrobnéji: Z podminky h(z) — +oo pro z — +oo plyne existence &isla ¢ € (2, +00),
pro néz x > ¢ = h(z) > 1. Protoze h je na intervalu (2,c) spojitd a kladna, mé tam i kladné
minimum; oznaéime-li je d, staci polozit K = min(d,1).

6) Pripomenme, Ze to znamena, Ze podil levé a pravé strany této ,rovnosti“ ma pro z — +oo
nulovou limitu. (Sr. s (25) v kapitole 6.)
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v integralu vyskytl napf. soucin 2 exp (fz), protoze ani tentokrat nemaji faktory
stejny fad pro x — +oo. Ctenafi doporucujeme, aby si postupy uzité v P¥.10.8
dobfe promyslil. [

Dvé kritéria existence integralu, kterd obsahuje nésledujici véta, lze uzit (na
rozdil od V.10.10 a V.10.11) i k vySetfeni neabsolutni konvergence.

Véta 10.12. (Abelovo a Dirichletovo kritérium.) Necht —co < a < b < +00
a necht funkce f : (a,b) — R je spojitd, funkce g : (a,b) — R spojitd a monotdnni.
Pak integral

(57) I

existuje, plati-li jedna z téchto podminek:
b
(38) / f existuje a funkce g je omezend v (a,b)
a
(Abelovo kritérium),
(39) funkce f ma omezenou primitivni funkci v (a,b) a lin}) g(x) =0

(Dirichletovo kritérium).

Déle plati: Jsou-li funkce hy, ho spojité a kladné v (a,b), je-li jejich podil hy/hg
monoténni v {a,b) a je-li hi(z) < ho(x) pro x — b—, je existence integralu f; fha
ekvivalentni s existenci integrdlu f; fhe (symetrické Abelovo kritérium).

Analogické tvrzeni plati pro intervaly (a,b) C R, kde —oco < a < b < +00.

Priklad 10.9. VysSetfme absolutni resp. neabsolutni konvergenci integralu

Foo ;
(40) / sin x dx.
0

:LrOé

kde a € R. Integrand f(z) := sina/z® je spojity v R4 a spliiuje podminky

(41) f(z) = xal—l pro z — 0+, f(z)= O(%) pro x — +oo.

V intervalu (0, 7) je f(x) > 0, a podle V.10.11 fow f tedy existuje, pravé kdyz je
a < 2; konvergence je pak samoziejmé absolutni. Podle druhé z relaci (41), podle

V.10.10 a podle F z Pi.10.2 konverguje integral f:oo f absolutné, je-li a > 1.
Zatim jsme tedy dokéazali, ze

(42;) pro « € (1,2) konverguje integral (40) absolutné.

Dirichletovo kritérium nam poskytne dalsi informaci: Protoze funkce — cosx
(ktera je funkci primitivni k funkci sinz) je v R, omezend, protoze funkce 1/z®
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je tam spojitd a monoténni a konverguje k 0 pro x — +o0, je-li @ € R, integral
f:oo f pro kazdé o € R existuje. Z toho plyne, Ze integral (40) existuje pro vSechna
ae (0,2).

Dokazme nyni sporem, Ze
(429) pro kazdé « € (0,1) konverguje integral (40) neabsolutné.

Piedpokladejme, Ze integral f:oo konverguje (pro nékteré « € (0,1)) absolutné,
tj. Ze existuje integral

+00 | o3
(43) I:= / ‘ =7 ’ d.
o X

Protoze funkce G(x) := [ | f| je primitivni funkei funkce | f| v R4, je existence
integralu (43) ekvivalentni s existenci koneéné limity I := G(+o00—); pak je ovSem
ilim, . G(nm) = I. Z toho plyne, ze

n—1 . (k+1)w
(44)  lm /

n—oo X
k=1"7k"7

n—1

de = lim > (G((k + 1)m) = G(km))
k=1

sinx

xa
= lim G(nm) =1 (< +00).

Zaroven vsak je

(k+1)m
I

pro kazdé k € N, takze

sinz 1 (k+1)m 2
‘da:z —~ | sinz|de > ————
x® (k+1)m)" Jin (k+1)m

(k+1)m

(45)  G(nr) :§ /k Szlf

k=1YFT

n—1
2
’dxzkz_:lw—w&—oo pro n — oo,

coz je ve sporu s (44). Tim je (423) dokézano.
Zbyva ovérit, ze
(423) pro Zadné o < 0 integral (40) neexistuje.
Oznac¢ime-li F(z) n&jakou primitivni funkci k funkei sinz/z® v R, plynula by
z existence integralu f:oo f existence kone¢né limity lim,,_ . F(n7). Kdyby bylo

F(nm) — A € R, bylo by i F((n+ 1)m) — 4, a tedy [""7 f = F((n+ 1)) —
F(nm) — 0. To v8ak neni pravda, protoze (pro kazdé a < 0 a pro kazdé n € N) je

(n+1)7 _: (n+1)m | o= (n+1)7w
/ Smfdm’z/ dez/ | sinz|dz = 2.
n n n

(03
T x s z

(46)

s

Obsah tvrzeni (421), (422), (423) je uplnym FeSenim naseho problému. O
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Symetrickd verze Abelova kritéria se uZivd ke zjednodusent integrandu; k dukazu
existence integralu ndleZité zjednodusené integrované funkce lze pak uzit napv. Di-
richletovo kritérium. Bézné problémy, s nimiz se pfi tom setkavame, a jejich Feseni
ilustruje tento (ponékud naro¢néjsi) priklad:

Priklad 10.10. VysSetime existenci integralu

+oo H
sinh x
(47) / sin 7z - cos — dz,
0 arccotgx - ¢ - lgx - €* T

kde a € R.

Integrand f(z) je spojity jak v intervalu (0,1), tak i v intervalu (1, +00); protoze
pro x — 1 je sinhx — sinh 1, arccotgz — %77, x® — 1, sinmz/lgx — —m, e® — e,
cos(m/x) — —1, existuje kone¢nd limita

lim f(z) =2(1 - e?) = 1.72933

a sta¢i polozit f(1) rovno této limité, aby se f stala spojitou v celém R, . Integral
f12/2 f tedy jisté existuje a zbyva rozhodnout o existenci integrala 01/ 2 , ;OO f,

coz se redukuje na otézku, jak se f(x) chova pro x — 0+ a pro z — +oo.
Pro x — 0+ plati tyto relace:
1 1

(48) sinhe <2z, —— =<1, —x1, sinmzx=<x.
arccotg x er

Ctenaf jisté sam dokaze, ze kazda z kladnych funkci

(49) sinh x 1 i sin Tx

x  arccotgxr’ e*’ z

je monoténni v intervalu (0,1). Prvni dvé rostou, a totéz plati tedy o jejich soucinu;
posledni dvé klesaji, a totéz plati opét o jejich soucinu. Aplikujeme-li dvakrat syme-
trickou verzi Abelova kritéria 7) vidime, Ze existence integrélu |[; 01/ 2 f je ekvivalentni
s existenci integralu

1/2 1/2  2—«a
(50) / L-x-coszdz:/ T cos T dz.
0o T%-lgx x 0 lgz T

Tento integral podle V.10.8 existuje, pravé kdyz existuje integral, ktery z néj
vznikne substituci = w(t) := 1/t; protoze w’'(t) = —1/t2, je to integral

Foe cos mt
51 . kde g(t) = 1"
651) | o ke o= 25T

7) Rostouci funkci sinh x/(z arccotg z) nahradime x, misto klesajici funkce sin7z/(xe®) na-

piSeme ve druhém kroku 1; bylo by sice mozné dokézat, Ze i souéin vSech &tyf funkcei (49) je
monoténni (klesajici) nap¥. v intervalu (0, 1), ale zdiraznéme, ze by to byla zcela zbytecnd prace.
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Funkce cos wt mé (v celém R) omezenou primitivni funkci sin 7t /7, funkce h(t) :=
t4=1gt je spojita a kladna v (1, +00); je-li a < 4, funkce h tam roste a jeji limita
pro t — +0o je rovna +oo. Funkce 1/h(t) tam tedy klesd a mé pro ¢ — 400 limitu

0, takZe integral (51) podle Dirichletova kritéria existuje; pro o < 4 tedy existuje
iy

Je-li & > 4, m4 kladna spojitd funkce k(t) := t*~*/1gt limitu rovnou +oo jak pro
t — 1+, tak i prot — +00, amé proto v intervalu (0, 1) kladné minimum ; ozna¢ime-
li je K(a) a uvazime-li, Ze sgn(cos7z) je v kazdém intervalu tvaru (k — 1,k + 3),
kde k € N, konstantni, vidime, Ze relace

k‘+1/2 ta—4 k‘+1/2 2K
(52) ‘/ cos rt dt’ > K(a)/ | cosmt|dt = () >0
k—1/2 gt k—1/2 ™

plati pro vSechna cela ¢isla k > 2. Kdyby integral (51) existoval, musel by mit prvni

integral v (52) pro k — oo nulovou limitu®); integral tedy neexistuje, a totéz plati
. 1/2
io f

0

Zatim jsme dokazali, ze
1/2
(531) integral / [ existuje, pravé kdyz je o < 4;
0
zbyvé vysetiit integral f;oo f.
Pro x — 400 je

inh 1
(54) = xZ%(l—e_M)Xl, _— =, cosle;
e’ arccotg x T

v intervalu (2, +00) funkce sinh z/e® a cos(w/x) rostou, funkce 1/(x arccotg x) tam
klesa. Postupnou aplikaci symetrického Abelova kritéria zjistime, ze f;oo f existuje,
pravé kdyz existuje integral

(55) /+°°xsin7rxdx:/+°° sin T g
9 x*lgx 5y x llgx

Je-li o > 1, spojité kladna funkce 2'~®lgx roste a ma pro x — +oo limitu
+00; jeji prevracend hodnota tedy klesa a ma limitu 0. Protoze funkce sin mx ma
v R omezenou primitivni funkei, integral (55) podle Dirichletova kritéria existuje,

™ ’ 400
a totéz plati o [," f.

Je-li @ < 1, méa (kladna spojita) funkce #1=%/Igz pro z — 1+ i pro  — +oo
limitu rovnou +oco0; mé proto v (1,+0c) kladné minimum. Oznadime-li je L(«),
bude

8) Sr. s podobnou situaci v P¥.10.9.
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(56)

k+1 : k+1
2L
/ 78111177% dx| > L(a)/ | sinma|de = (@) >0
k zellgax k T

pro kazdé k ¢ N, z ¢ehoz (jak jsme jiz nékolikrat vidéli) plyne, Ze integral (55)
neexistuje. Pro zddné o < 1 neexistuje proto ani f;m f; tim je dokazano, Ze

+oo
(532) integral f existuje, pravé kdyz je a > 1.
2

Shrneme-li dokdzané vysledky, vidime, Ze integral (47) existuje, pravé kdyz je
1 < a < 4. Dodejme, zZe pti dikazu, Ze tento integral konverguje absolutné, pravé
kdyZ je 2 < a < 3, se postupuje jako v Pi.10.9. Pro a ¢ (2,3) se absolutni
konvergence dokéze srovnavacim kritériem; diukaz, ze integrdl od 0 do +oo z | f|
pro a € (1,2) U (3,4) neexistuje, je také podobny pfislusné ¢asti P¥.10.9. V obou
pripadech je vsak tfeba védét, ze limita

1
(57) 7}1_{]?;0 ZQ gk je kone¢nd, pravé kdyz je u > 1;
bude to dokézano v nasledujici kapitole.

Cviceni

Ve cvicenich 10.01-10.100 je tkolem vypocitat piislusny integral, pokud exis-
tuje. ?)

wor, [ A w02 [
/0 (z+1) (224 4) / a:3+x

10.03 /+OO x dr  10.04 / Yz
Ty @-1D)(z—2)(z—-3) T et -1
3

10.05. /_ M;Md:ﬁ 10.06. /O+Oo deL
10.07. / . 10.08. /_ 11 xff -
10.09. / 10.10. /Om(xffw
10.11. / B mQ i 10.12. /_11 Sl

) Viz dilezitou poznamku 10.5.
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10.13.

10.15.

10.17.

10.19.

10.21.

10.23.

10.25.

10.27.

10.29.

10.31.

10.33.

10.35.

10.37.

10.39.

10.41.

10.43.

/0 cos?x + 1

@211 dx
dx

(22 =2z +2)
dx

(22 +1) arctgx

ST

dxr

dx

2

sin? x cos? z dx
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10.14.

10.16.

10.18.

10.20.

10.22.

10.24.

10.26.

10.28.

10.30.

10.32.

10.34.

10.36.

10.38.

10.40.

10.42.

10.44.

.
.
/.
[
[
.
/.
[
[ s
.
[
L.e
[
.
[
[

x4+1

:c4—|—1

dxz
x12—|—:176+1

dx
—x+2)

—1/1

dzx

621 + e~ 2z

62r _|_

x—i—l

tgx dx
22 sinz dz

T cos? x dx

z(1g* x+1)

v/ cosx — cos3 x



10.45.

10.47.

10.49.

10.51.

10.53.

10.55.

10.57.

10.59.

10.61.

10.63.

10.65.

10.67.

10.69.

10.71.

1+9: dxr

°°1—lgx

arccos® x dx

et +1
62“’+1

z? arctg z dx

S~ T~ 3

i
J
|
[
[Nt
NG
.
[

teo (lgx 3
T

41— 22dx

dx

N—

x dx
0o Vz2+9

5Vr2 =9
dzr
x

/JT

/ :E+1

2
10.73./ ,/x“da«
1 Vz+4

10.75.

+001

r—2
T —4

——dx

x2dx (reRy)

dx

dr
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1046, [ Lt187 4,

10.48.

x arcsin x dx

I
/
/
[+
/

10.52.
1/e zv/1 — lg x
10.54. arccos x dx
10.56. T arccosx
1— x2
arccos T
10.58. ——dx
—1V 1-— .’E2
arcsin \/z
10.60. dx
m

10.62. / 221 — 22 da
0
1

10.64. / 2°V/1 — 22 da
0

1066 [ 0T
I A zvaxt —1
oo dx
10.68. &
1 z4v/x? —1
2
10.70 du
o /(d—a2)3
1
10.72 / T dz
0 1-2z
3
10.74 L/ 2 g
1 zV3—=2
10.76

/ T
1 zvV—22+4x—3



Feo dx oo dx
10.77. 10.78. —_—
1 Vet l+4/(z+1)3 1 Va2 +5r+1

oo dx i
10.79. D — 10.80. —_—
/o (x+1)va2+1 /,1 Vaz 42z 42

—+o00 de? 1
10.81. —_— 10.82. Vb —4dxr —x2d
2 V2 42z + 4 /4 o

< T
10.83. / B — | 10.84. / —d
o VE—dz—a? aVo_w a2
+oo dx 1
10.85. _— 10.86. / —_—
5 wva2+4x+3 o2z —2?
4 w/4
10.87. / dx. 10.88. / _dz
o cosx+2sinx+3 —rja CcOSTT
/2 .
10.89. / ks da 10.90. /
o cos?x+3cosx+4 s1nm—|—2
5m
10.91. / gd—x 10.92. /
o sin“z+2cos?z cos;p+3
107 w/2
10.93. / L@l 10.94. / 1+ Slnx
o costx+sinx /2 1+cosx
/2 .
10.95. / (e 10.96. / sinx — cos
o l+tgx 3sin“x + 4 cos? x
3n/4 3
10.97. sin 22 10.98. / du_
0 \/m 3cosz+2sinz +5
am/ dx 3T sin x
10.99. _— 10.100.
/ sin /1 + cos x / sinz + cosx + 2

V piikladech 10.101-10.145 je {a,b,c} C R, {a, 8,7} C R;; tkolem je najit
vSechny hodnoty téchto parametri, pro néz pfislusny integral konverguje 1) abso-
lutné, 2) neabsolutné.

+oo a +oco .2
10.101. / A T 10.102. / e

0 T 0 x

+o0 +o0 2
10.103. / da 10.104. / 2

1 x4 — 1) arccotg x 0 x®

+oo +oo
10.105. / sin z* dx 10.106. / sin (1g z) dx

0 1
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10.107. cos x* dx 10.108.

S~
‘

10.109. arctg® x sin w—lﬁ dx 10.110.

S—
‘

1@ sinx

10.111. el
lg|lg x|

10.112.

S—
+
3
=
I

x
sinmx

10.113.
[lgz|?

arccotg™ x cosx dx 10.114. arctg z® dx

S—
‘

arctg x

10.115.

sin z dx

S—
‘

arcsin SCQL—H lgx cosxdxr 10.116. a

xae—(bz+cz ) dx

10.117. lg% zdx 10.118.

arctg

—
‘

x
2+ 1

sin x sin 2x

10.119. 2 (3r —z)l tgfwda 10.120. da

xOé

S~
2
[ V]

10.121.

—~
o

z+1

10.123.

arccotg® z° sin® 2P dx 10.124.

S—
‘

1
1
10.125. / arcsin? (z (1 — x)) sin — dz  10.126. sin — dz
0 x x lgx
! 1 2
10.127. / x*(1— x)bsin ~ sin dx 10.128. cotg x Ig il dx
0 T 1-— cosbx m
+o0 2x T
10.129. / lgle™+e"+ 1) rar 10130, ST
0 ik 1g% 2 2x
oo T . lgx sinx
10.131. % arccos sin z dx 10.132. T
0 x+1 x arctg (1 — )
! x lgx sin (z + )
10.133. / 3 — = x%dx 10.134. dx
o Vez—1lg(z+1)
“+o0 o
10.135. / a;ct# sinx dx 10.136. sin xﬁ sin l dx
0 lg” (1+2) arctg x

oo arccos® x SIHB

27 (1 —x)Y

T

10.137. sin 2z dx 10.138.

X

[
.
.
.
.
.
.
7 ogasnnde 10122, [ L
.
[
[
[y
.
.
.
|

exp (sinx)
(0%

S—
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arctg® x arccotgﬁ

10.139.

coszdx

10.140.

sin (arccotg® &) da

10.141.

sin — dx

2 arctgxy . 1
arccos® ) 3
T T

1
10.143. — arctg T+ 1) sin (ac — é) dz

1

— X

10.144. arccos® (/1 — a4 ) cos dz

10.145.

arctg®z® arccotg’x” arcsin (sin z) dz

.
.
.
o1, [ L g
[
|
.

ReSeni

10.01. g5+ £1g2 = 0.2957 10.02. ;1g2 = 0.3466
10.03. 21g2 — 11g3 =0.837 10.04. 237 = 1.2092
10.05. 2(m —arctg3 — 2arctg 2) = 0.478  10.06. 2V/37 = 1.2092
10.07. iﬂ' = 0.7854 10.08. neexistuje

10.09. ;lg2 =10.1733 10.10. 7 =0.7854

10.11. i(vV3+1) — Lm = 0.4212 10.12. 1(7v3—1g27) = 0.3576
10.13. 137 = 3.6276 10.14. V27 = 1.1107
10.15. V37 = 0.6046 10.16. iv2r =1.1107
10.17. L (r +1g4) =0.283 10.18. 0

10.19. L7 =0.098175 10.20. 27 =0.3393

10.21. im=0.7854 10.22. -3

10.23. 1g3 =0.2877 10.24. 1

10.25. 1r =1.5708 10.26. 1v2m =1.1107
10.27. 2V37 = 1.2002 10.28. Ig(1++v2) =0.8814
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10.29.
10.31.
10.33.
10.35.
10.37.
10.39.
10.41.
10.43.
10.45.
10.47.
10.49.
10.51.
10.53.
10.55.
10.57.
10.59.
10.61.
10.63.
10.65.
10.67.
10.69.
10.71.
10.73.
10.75.
10.77.
10.79.
10.81.
10.83.

V371 = 3.023
= (.1427

3
I
Ll

m = 0.3927

= ool= Wl 0ol= Ol

—e 1 =0.6321

S 3

3

4 1 1. -
44 11g2— 1r = 0.1519

lg(1+v2) =0.8814
2

%’/TT'

1(lg2—1) + 7 =0.2393
g2 —1) +tf112 = 0.2107
Pe > =0.3214

L =0.09817

32

10 — 91g3 = 5.0562

3arctg 3 — 37 +4=1.2181

L3 01443

V2 +1g(1+V2) = 2.2956
3(V2 —1g(1+v2) = 1.5985
75(4+V21g(3+2v2)) = 0.4058
™

V21g(V2+1) = 1.24645
11lg(1+ 2v/3) =0.3838

2(v/2 — arccos %) = 0.3665
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10.30.
10.32.
10.34.
10.36.
10.38.
10.40.
10.42.
10.44.
10.46.
10.48.
10.50.
10.52.
10.54.
10.56.
10.58.
10.60.
10.62.
10.64.
10.66.
10.68.
10.70.
10.72.
10.74.
10.76.
10.78.
10.80.
10.82.
10.84.

wlz

lg2 = 0.3466
72 — 12 = 2.8044
e~ ™% = 0.08315

S

37 = 1.2092
~ {2) = 0.2703

[SUITEN-1] SR | SR T [JUR ST

—
[\

e —5e ! =0.8789

ol Nlw  olo

o

neexistuje

im = 1.5708

2 arccotg 1v/2 = 1.9106
V31 =1.8138

lg(1+ %\ﬁ) =0.563
lg(2+V5) = 1.4436
S =14.1372

™
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10.85. 1v/31g(10 — 5V/3) = 0.1689 10.86. =

10.87. 2r 10.88.

10.89. 2V/7 arctg(v7) =0.1784 10.90. 237 = 3.6276
10.91. 3v2r 10.92. V2 = 4.4429
10.93. 10V27 = 44.4288 10.94. 2

10.95. ir 10.96. 1v/371 = 0.6046
10.97. lg (3(1++v/5)) = 0.4812 10.98. 537 =2.4184

10.99. v2(1-1v3—1lg(2v3—3)) =1.1405
10.100. 1(37+1g3) — V2 (m + arctg v2) = —0.5322
V nasledujicich vysledcich znamenaji slova ,ne“ (pro integraly bez parametru)

a ,nikdy“ (pro integraly s parametrem nebo s parametry), ze neni splnéna podminka
uvedena v nadpisu sloupce; ,ano“ znamena, ze splnéna je.

integral absolutni konvergence neabsolutni konvergence
10.101. l—-a<b<1 nikdy

10.102. l<a<3 nikdy

10.103. ano ne

10.104. ne ne

10.105. nikdy a>1

10.106. ne ne

10.107. nikdy a>1

10.108. ne ano

10.1009. g>1 nikdy

10.110. nikdy
10.111. nikdy

—a—1l<a< -1

—1l<a<?2

10.112. —l<a<a-1 —a—1l<a< -1
10.113. a>1 O0<a<l1
10.114. nikdy 0<pB<2

10.115. ne ano

10.116. 1<a<3 0<a<l
10.117. nikdy nikdy

204



10.118.
10.119.
10.120.
10.121.
10.122.
10.123.
10.124.
10.125.
10.126.
10.127.

10.128.
10.129.
10.130.
10.131.
10.132.
10.133.
10.134.
10.135.
10.136.
10.137.
10.138.
10.139.
10.140.
10.141.
10.142.
10.143.
10.144.
10.145.

a>1A(e>0V(c=0Ab>0))
—a—1<ec<b+1

l<a<3

ne

a>1

oz>%
ano
a>-—1

nikdy
a>—-1Ab> -1

b—2<a<l1
nikdy

nikdy
—2<a<—%

ne

ac+2>0A03y>1
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nikdy

nikdy

O0<a<l

ano

—-1<a<l1
a<iAba+B>1

ne

nikdy

ano

bud —2<a<-1Ab>—1,
neboa > —-1N-2<b< -1
nikdy

l1<a<?2

0<a<?

~i<a<}

ano

nikdy

—1<a<l1
0<f<a+2

a>0F—2

O0<a<l

nikdy
0<f+v7<1IAy<1l+4+a
nikdy

—4<a<?2

nikdy

ano

nikdy
aax+2>0N0< By <1



11. Ciselné tady

Pismenem C zna¢ime mnoZinu vsech (koneéngch) komplexnich cisel; pro kazdé
z € C znamenda Rez a Im z redlnou a imagindrni ¢dst Cisla z. Predpokladame, Ze
¢tenar komplexni Cisla znd a umi s nimi provadét bézné algebraické operace.

Pfipometime jen, Ze algebraickd pole (neboli télesa) R a C se podstatné lisi tim,
ze na rozdil od R neni v C uspordddni; proto nelze psdt nerovnosti mezi neredlnymi
komplexnimi cisly a neplati véty, které uspordadani predpokldadagi.

Konvergence komplexni posloupnosti, tj. posloupnosti komplexnich ¢isel, se de-
finuje takto: Je-li N € Z, je-li

(1n) {ar}iin

komplexni posloupnost a je-li a € C, piSeme

(2) klim ar =a nebo ar —a pro k— oo
— 00

nebo jesté strucnéji ar — a a fikdme, Ze a je limita posloupnosti (15) nebo
Ze Cisla aj, konverguji k a, plati-li pro kazdé e € R nerovnost |a; — a| < € pro
s.v.k>N1.

Z nerovnosti max (| Rez|,| Imz|) < |z| < |Rez| + | Im z| platngch pro kazdé
z € C snadno plyne, ze

(3) ar — a < Reap — Rea, Imap — Ima.

Rikéme, Ze komplexni posloupnost (1y) je omezena, existuje-li K € R, tak, Ze
nerovnost |a| < K plati pro vSechna k > N. Podobné jako v R plati:
Kazd4 konvergentni (komplexni) posloupnost je omezena.

Protoze jsme v C nezavedli pojem nekonec¢né limity, jsou ,komplexni analogie“
vét 3.1-3.3 o néco jednodussi:

l.ag —a = |ax| — |al; ap — 0 & |ag| — 0.

2. ap — a,by = b = ap £ b — a b, arby — ab; je-li navic b # 0, je i ar /by, —
a/b.

3. Je-li posloupnost (1y) omezend a je-li by, — 0, je i apby — 0. O

Pro kazdou komplexni posloupnost (1) nazyvame ¢islo
(4]\1) Sp = Z ag ,

1) Ekvivalentné feceno: pro vsechna k od uréitého indexu pocinaje.
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kde n > N — 1 je celé ¢islo, n-ty ¢aste€ny soucet rady

(5x) > ax;
k=N

podle béznych tmluv z algebry je samoziejmé sy_; = 0.

Cislo s € CU {—00,+00} se nazyva souéet fady (5y), nastane-li jedna z téchto
situaci:

A. Posloupnost (1x) je komplezni, s € C a
(6) lim s, = s;

n—oo

B. posloupnost (1x) je redlnd, s € R* a (6) plati podle definice z kapitoly 3.

Je-li s € C, fikdme, ze Fada (5) konverguje (nebo: je konvergentni); v ostatnich
ptipadech se nazyvé divergentni (a fikdme, ze diverguje).

Ma-li fada (55) (koneény nebo nekoneény) soudet s, piSeme

(7N) Zak:5§

k=N

symbolu (5y) tedy pritazujeme &islo s. (Nemé-li fada (5x) soulet, zistava (5y)
symbolem beze smyslu, i kdyZz mu — trochu paradoxné — stéle ¥{kdme Fada.)

Cleny posloupnosti (1) se zaroven nazyvaji i €leny ¥ady (5y); konkrétnéji je
ay jeji k-ty €len. Podle toho, zdali je posloupnost (1y) redlnd nebo komplexni,
mluvime o realné nebo komplexni radé.

Umluva. Pokud nebude vyslovné feceno néco jiného, bude slovo ,posloupnost“
resp. ,fada“ znamenat ,komplexni posloupnost” resp. ,komplexni fadu®.

Poznamka 11.1. Je ziejmé, Ze konvergence posloupnosti (a tedy ani fady) se
nezméni, jestlize zménime, pfidame nebo ubereme konec¢ny pocet ¢lenti; pti vySet-
fovani konvergence fad se proto mizeme omezit na fady tvaru

(5) > ax,
k=1

které souviseji s posloupnostmi tvaru {a } 32 ;. Kazdé tvrzeni o specidlngjsich fadach
(5) mé svou zfejmou analogii pro obecnéjsi fady (5x); v dalsim se nejéastéji setkdme
s fadami (5) a fadami (5¢), v nichz se s¢itd od 0. O

V mnohych situacich je patrné na prvni pohled, Zze dana fada diverguje, a to
proto, ze nesplituje tuto nutnou podminku konvergence:

Véta 11.1. Konverguje-li fada (5), je ar — 0 pro k — oo.

Neni-li tedy ar, — 0, Tada diverguje. Pozor vsak! Jde jen o nutnou, ne vsak
postacujici podminku konvergence; existuji totiZ i divergentni vady, které podminku
ar — 0 splnugi — viz P¥.11.2.
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Véta 11.2. Je-liap € C a by € C pro vSechna k € N a je-li Ac C, B € C, je
(8) Z(Aak+Bbk>:AZak+BZbk7
k=1 k=1 k=1

ma-li prava strana smysl.

Véta 11.3. Oznacime-li o, := Reay, B := Imay, plati tato tvrzeni:

oo oo oo
(9) Z a, konverguje, pravé kdyz konverguji fady Z ag, Z B ;
k=1 k=1 k=1

je-li podminka splnéna, je

o0 o (o)
(10) dar=> ar+iy B
k=1 k=1 k=1
Déle:
(oo} (oo} oo
(11) Z |ai| konverguje, pravé kdyz konverguji fady Z ||, Z [ Bk |,
k=1 k=1 k=1
nacez konverguje i fada (5). O

Konverguje-li fada Y ,-; |ax|, fikdme, ze fada (5) konverguje absolutng; je-li
fada (5) konvergentni a fada Y-, |ax | divergentni, fikime, ze fada (5) konverguje
neabsolutné.

Priklad 11.1. Je-li 0 # c € C a g € C, pak geometricka fada

(12) Z cq® konverguje, pravé kdyz je |q| <1,
k=0

pricemz jeji konvergence je pak absolutni a plati rovnost

(13) Y et =
k=0

1—q°
Je-li totiz |¢] #1 aneN, je

n+1 n+1

Z” 1-1q| Z” 1—g

1 k| _ k _

(13) |Cq |_|C| 1_|q| ) g =¢ 1_q
k=0 k=0

Je-li |q] < 1, je |¢|"*t — 0 a ¢"t! — 0 pro n — oo, takZe obé posloupnosti (13')
maji koneéné limity, plati rovnost (13) a fada vlevo konverguje absolutné. Je-li
lq| > 1, neni cq® — 0 (protoze limita vyrazu |cg”| je rovna bud |c|, nebo +o0),
takze fada z (12) podle V.11.1 diverguje.
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Priklad 11.2. Tak zvand harmonicka fada

(14) >

k=1

T =

diverguje do +00, tj. ma soucet rovny +oo, ackoli jeji k-ty clen konverguje k 0.

Abychom to dokazali, uvazme, Ze ¢leny harmonické rady jsou kladna ¢isla, takze
posloupnost {s(n)} jejich ¢asteénych souctii je rostouci; podle véty V.3.6 o limité
monoténni posloupnosti ma tedy jistou (koneénou nebo nekoneénou) limitu s a stej-
nou limitu ma i kazda posloupnost z ni vybrana. Pro kazdé n € N je

1 1 1 1 1
271 _ 271—-1 — . _ :> 211——1 [
S( ) 8( ) 2n71+1+2n71+2+ +2n — on 2’
takze
n
(15) s(2") =Y (s(2%) = s(2¥1) +5(1) > Fn+ 1.
k=1

Z toho ihned plyne, Ze s = lim s(2") = +o0.
Definice. Bolzano — Cauchyho podminkou (kratce: BC podminkou) konvergence
fady (5) se rozumi vyrok:

n—+p
(16) Pro kazdé € € Ry existuje ng € N tak, Zen >ng, pe N = ‘ Z ak‘ <e.
k=n+1

Véta 11.4. (BC kritérium konvergence fady.) Rada (5) konverguje, pravé kdy#
splituje BC podminku (16). O

Symboly velké O a < se pro posloupnosti definuji podobné jako pro funkce;
oboustranna resp. jednostranné okoli bodt a € R* nahradi v pfislusnych vyrocich
slova ,,skoro vSechna‘ :

Existuje-li K € R, tak, Ze je |ax| < K |bx| pro s.v. k, piSeme

(17) ar = O(b;) pro k — oo (nebo kratce ar = O(by))

a ¢teme ,ay je velké O by (pro k — o0)¥. Je-li ar, = O(by) a zérovenn b = O(ay),
piseme

(18) ar <X by pro k— oo (nebo kratce ay =< by)

a fikame, ze (pro k — o) jsou ay, by stejného Fadu.

N

(19) lim “* ¢ R = aj, = O(by), hm%’“eﬂe—{o};»akxbk.

k—oo O k—oo O
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Véta 11.5. (Srovnavaci kritérium.) 1. Je-Ii |ay | < | by | pro s.v. k, plati implikace

asd 0o
(20) Z |by| konverguje = Z |ar| konverguje.
k=1 k=1

2. Implikace (20) plati obecnéji i v pfipadé, ze ar = O(by) pro k — oo.

3. Z relace ay < by, pro k — oo plyne, ze

o0 o0
(21) fada Z |ax| konverguje, pravé kdy# konverguje Fada Z |br|. O
k=1 k=1
Cést 3 pravé uvedené véty je tzv. symetricka verze srovnavaciho kritéria pro
fady. Symetrickd verze srovndvaciho kritéria se casto uzivd ke zjednodusent clend
dané Tady, vysetrujeme-li jeji absolutni konvergenci.
Véta 11.6. (Integralni kritérium.) Necht f : (1,+00) — R je spojitd nezaporna
monotonni funkce. Pak

o0 +oo
(22) Z f(k) konverguje, prévé kdyz Newtoniiv integral / f existuje.
1

Véta 11.7. (d’Alembertovo kritérium.) 1. Existuje-li ¢islo g € (0,1) tak, Ze je
(23) ‘ k+1‘<q pros.v. k,
fada (5) konverguje absolutné; je-li

(24) ‘ak+1

‘>1 pro s.v. k,

fada (5) diverguje.
2. Dale plati:

(25) lim |28+ ‘ <1 = fada (5) konverguje absolutné;

k—o0

(26) lim k“‘ >1 = fada (5) diverguje.

k:~>oo
Véta 11.8. (Cauchyho kritérium.) 1. Existuje-li ¢islo q € (0,1) tak, Ze je

(27) ¥ar| < q pros.v.k,

fada (5) konverguje absolutné; je-li

(28) ¥ax| >1 pros.v.k,

fada (5) diverguje.
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2. Dale plati:

(29) klim ¥/)ax]| <1 = fada (5) konverguje absolutné;
(30) klim ¥]ar| >1 = rfada (5) diverguje. O

Kritéria uvedend ve vétich V.11.5—-V.11.8 jsou kritéria absolutni konvergence;
neabsolutni konvergenci podle nich zjistovat nelze.

Neabsolutni konvergenci lze vsak v fadé pripadu zjistit pomoci V.11.9 -V.11.12,
které nasleduji. Poznamenejme, ze Leibnizovo kritérium je sice specidlnim pfipadem
Dirichletova kritéria, ale své zvlastni postaveni i nézev si udrzelo nejen proto, ze
je historicky starsi, ale zejména pro jednoduché predpoklady, usnadnujici jeho apli-
kaci. Abelovo kritérium, a to zejména jeho symetrickd verze, slouzi (podobné jako
tomu bylo v pfipadé integralu) ke zjednodusens ¢lend vySetfované fady ; Dirichletovo
kritérium se zpravidla aplikuje az na fadu dostate¢né zjednodusenou.

Definice. Rikame, Ze

o0
(31) +Y  (=1)*ay

k=1
je alternujici fada, je-li {a;}72, monotonni posloupnost nezdporngch (realnjch)
Cisel.

Véta 11.9. (Leibnizovo kritérium.) Alternujici fada (31) konverguje, pravé kdyz
je ar — 0 pro k — oo.

Véta 11.10. (Dirichletovo kritérium.) Je-li posloupnost ¢dsteénych soudti kom-
plexni Fady > .-, a; omezend a m4-li (redlnd) monoténni posloupnost {by}7°,

limitu rovnou 0, fada

(32) Z Qg bk
k=1
konverguje.

Véta 11.11. (Abelovo kritérium.) Konverguje-li komplexni fada Y, , ay a je-li
{br}72, omezen4 (redlnd) monoténni posloupnost, fada (32) konverguje.
Véta 11.12. (Symetrické Abelovo kritérium.) Necht {ay}72 ; je komplexni po-

sloupnost a necht dvé posloupnosti kladnych ¢isel by, ¢y, spliiuji tyto podminky :

b o)
(33) br <X cx pro k — oo, {—k} je monotdénni posloupnost.
Cr /) k=1

Pak

o0 o0
(34) rada Z arbr konverguje, pravé kdyz konverguje rada Z agc -
k=1 k=1
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Priklad 11.3. Funkce f(z) := 1/z* je pro kazdé a € R spojitd, monoténni
a kladna v R, pricemz integral ffoo f existuje, prave kdyz je o > 1. Z toho podle
integralniho kritéria plyne, ze

— 1
(35) Z T konverguje, pravé kdyz je o > 1.
k=1

Zaroven je tim dokazéno, ze alternujici rada

o Nk
(36) > ( ki)

k=1

konverguje absolutne, praveé kdyz je a > 1. Je-li 0 < o < 1, konverguje jeji k-ty ¢len
k 0, takze fada podle Leibnizova kritéria konverguje — tentokrat jen neabsolutné.
Je-li @ <0, nem4 jeji k-ty ¢len limitu 0 a fada (36) podle V.11.1 diverguje.

Poznamenejme, ze prdavé dokdzand tvrzeni hraji pri vysetrovani konvergence tad
principidlni ulohu.

Priklad 11.4. VysSetiime konvergenci fady

= arctg k arccotg k sinh k
37 kd = ;
(37) kZ:l > ¢ k cosh k

protoze je ax > 0 pro vSechna k, ptjde o konvergenci absolutni.
Protoze pro vSechna k € N plati nerovnosti

sinh k

0
tgk < — k tgk <1 1
(38) 0 < arctg <2, 0 < k arccotgk < 1, 0<c0shk;< ,
je (pro vSechna k)
T 1

Protoze ;- , by podle (35) konverguje, plati podle 1.¢asti V.11.5 totéz o fadé
> e ak. Aplikujeme-li misto 1.¢asti V.11.5 jeji 2.&ast, vyhneme se zbytecnym
numerickym odhadim (38), (39) a vysledek ziskdme o néco snadnéji: Protoze je

1 sinhk

40 tghk =<1 tgk =< —
(40) arctg , arccotg Y coshk

=1 pro k — o0,

je ar < 1/k?*; podle (35) fada (37) tedy konverguje.

Priklad 11.5. Hodnoty exponenciély se v ryze imaginarnich ¢islech, tedy v ¢islech
tvaru it, kde ¢ je imagindrni jednotka a t € R, definuji rovnosti

(41) e := cost +isint,

z niz snadno plyne, Ze pro vSechnat e R, sc Ran cZ je
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—1 .. 7 7 7 7 n 7
(42) e " =cost —isint, et =¢is. it (e”) = et

eit 4 it eit _ it
43 cost = —, sint= ———
(43) 5 57

kromé toho jesté plati tato ekvivalence:
(44) e"=14 t=0 mod 2.

Pro kazdé x # 0 mod 27 a kazdé n € N je v dusledku toho

(45) ieik’” = & _ ine/2 elnt)z/2 _ o—ilntl)z/2
k=0 et —1 cin/2 _ g—iz/2
1
sin s (n + 1a
= (cos inz + isin inx) #
sin 3@

a prechodem k redlnym a imaginarnim castem dostaneme identity

a1 s 1
Sl 52 S 52
k=0 2 k=1 2

(46) zn:cos g — &% 3N sing(n+ 1)z ’ z”:sin by — S0 inz sini(n+ 1) |

Protoze coskxr = 1 a sinkx = 0, je-li x = 0 mod 27, je zfejmé, Ze

n

o0
(47)  posloupnost { Z cos k:f:} je omezena, pravé kdyz je x Z 0 mod 27,

n=1

k=0
zatimco
n o0
(48) posloupnost { Z sin kx} je omezena pro kazdé x ¢ R.
1 n=1

Z toho a z Dirichletova kritéria ihned plyne, ze

(oo}
k
(49) fada Z Colja < konverguje, je-li @« € Ry a x # 0 mod 27,
k=1
zatimco
oo . k
(50) fada Z mzax konverguje, je-li a« e R, a z € R.
k=1

Je-li a > 1, konverguji obé tady absolutné podle srovnavaciho kritéria. Je-li
0 < a < 1, vySetfime nejdiive nékteré specidlni p¥ipady: Je-li z = 0 mod 27 (resp.
r =7 mod 27), je k-ty ¢len fady ze (49) roven 1/k% (resp. (—1)*/k%), takze fada
diverguje (resp. konverguje neabsolutné). Pro x = 0 mod 7 je fada z (50) nulovd ?).

2) ,Nulovd Ffada“ neni podle bézné uzivané terminologie fada s nulovym souctem, ale fada,
jejiz vsechny cleny jsou nulové ; takova fada samoziejmé konverguje absolutné.
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Dokazme kone¢né, ze pro kazdé o € (0,1) a
(51) pro kazdé x #0 mod 7 konverguji fady (49) a (50) neabsolutné.

ProtoZe u obou fad se postupuje podobné, provedeme dtikaz jen pro fadu z (50).
Protoze jiz vime, Ze tato fada konverguje, zbyva dokazat, ze prislusna rada absolut-
nich hodnot diverguje; k tomu stacéi ovérit, ze nent splnéna ptislusna BC podminka,
tj. ze existuje € € R tak, Ze pro kazdé ny € N existujen > ng a p € N tak, ze

O sinkr
> E
ka
k=n+1
Dokazeme dokonce vice, a to ze
2 | sin kx|
(52) existuje € € Ry tak, ze pro kazdé n > 2 je Z — o 2€

k=n-+1

Protoze funkce | sin kz | mé periodu , sta¢i omezit se na ¢éisla « € (0, 7); protoze
viak z € (3m,7) = m— 2 € (0,47) a|sink(r — x)| = | sinkz|, stadi vysetfovat
dokonce jen ¢sla z € (0, $7). Pro kazdé takové x obsahuje interval ((n + 1)z, 2nz)
délky (n—1)z nejvyse (n—1)z/m+1 < 1(n+1) &sel tvaru jr, kde j € Z. Utvoiime-
li pro kazdé j € Z otevieny interval I; := (jm — 3z, jm + 3x) délky x a polozime-li
6 :=sin %x, je patrné, Ze kazdy interval I; obsahuje nejvyse jeden cely nédsobek ¢isla
x, ze pro kazdé t ze sjednoceni vSech I; je | sint| < § a Ze viude v dopliiku tohoto
sjednoceni plati obracend nerovnost | sint| > 4.

Protoze mnozina {kz; n < k < 2n} obsahuje préavé n ¢isel, existuje v ni aspoi
n— 3(n+1) = 3(n — 1) &sel, z nichz z4dné nelezi v za4dném intervalu I;, takze
absolutni hodnota pfislusného sinu je aspon rovna c¢islu §. Z toho déle plyne, Ze

2N g lin—-1¢ L(n-1)¢
s kel 22 D0 220 (2L Lyss s,
W ke (2n)e 2n 4 4n 8

protoze n > 2. Nahofe jsme odtvodnili, pro¢ se pfi diikazu tvrzeni (52) muiZeme

omezit na ¢isla z € (0, %w); je ziejmé, Ze v tom piipadé staci polozit € = L sin .

8 2
Priklad 11.6. Oznacime-li

k
(53) ap(z) = Z' pro kazdé z ¢ C pro kazdé celé ¢islo k>0,

o~

je 320 ar(0) = ag(0) = 1. Je-li z # 0, je

= klill — 0 pro k — o0,

ap1(z)| | 2T k!
’ ax(2) ‘_ ‘(k+1)! zk

takze podle d’Alembertova kritéria Fada > -, ax(z) konverguje absolutné.
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Tim je dokazano, ze
(54) rada Z — konverguje absolutné pro kazdé z ¢ C.

k!
k=0

Priklad 11.7. Je-li o € R, plyne z Cauchyho kritéria, ze

o0
(55) rada Z k*z* konverguje absolutné pro kazdé z € C, pro néz je |z| < 1,
k=1

protoze

Yke|zk| = (%)a|z| — |z| pro k — oo

(sr. s P£.3.5). Podle téhoz kritéria fada z (55) diverguje, je-li |z| > 1, a to opét pro
kazdé a.

Zbyva vysettit ¢isla z € C, pro néz je |z| = 1. Pak je |k“2*| = k% a podle
srovnavaciho kritéria fada z (55) konverguje absolutné pro vSechna o < —1. Je-li
z =1aa > —1, fada podle integradlniho kritéria diverguje (do +o0). Je-li z # 1
a 0> a > —1, existuje t € R tak, Ze z = e, pfidemz t Z 0 mod 27; podle P¥.11.5
fada z (55) konverguje neabsolutné. Je-li o > 0, nekonverguje k-ty ¢len k nule,
takze fada diverguje podle V.11.1.

Priklad 11.8. Prvnim krokem vySetfeni konvergence fady

i sinh k arccotg® k

YR sink
e

(56)
k=1

se dvéma parametry a € R, g € R bude zjednoduseni ¢leni fady pomoci symetrické
verze Abelova kritéria: Predev§im uvazime, Ze je

sinhk

(57) 1, karccotgk <1 pro k— co.

ok
Protoze funkce (sinhz)/e® = (1 —e~2%) v R, roste, lze vyraz sinhk/e* podle
V.11.12 vynechat, aniz se na konvergenci fady (56) cokoli zméni. ProtoZe i funkce
x arccotg x v Ry roste, je funkce (x arccotgz)® pro kazdé o € R v Ry monoténni,
takze vyraz arccotg® k lze nahradit vyrazem k=%, opét aniz se cokoli na konvergenci
fady zméni. Z toho je patrné, ze 7ada (56) konverguje, pravé kdyZ konverguje fada

=\ sink
(58) Z katB
k=1

Symetrické Abelovo kritérium davéa vsak jesté tuto dalsi informaci: Rada (56)
konverguje absolutné, pravé kdyZ konverguje absolutné tada (58).
Absolutni konvergence fady (56) je totiz totéz co konvergence fady
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i sinh k arccotg® k

/
(56) ek kP

| sin k|
k=1

a ta je podle tohoto kritéria ekvivalentni s konvergenci fady
o0 .
, | sink |
(58) Z kotB
k=1

tj. s absolutni konvergenci fady (58).

Tim je nas problém pfeveden na problém, ktery jsme vyiesili v P¥.10.5: Rada
(58) konverguje absolutné, je-li a + 3 > 1, a neabsolutné, je-li 0 < oo + § < 1; je-li
a+ 3 <0, fada (58) diverguje. Totéz plati o Fadé (56).

Poznamka 11.2. Rovnost > ;- a; = s znamend, Ze posloupnost ¢asteénych
souctt s(n) fady vlevo ma limitu s. Necht {k;}52, je n&jakd rostouci posloupnost
nezapornych celych éisel, pricemz kg = 0. Necht o, znamend m-ty ¢astecny soucet
fady

(ahor -+ ary) F (@1 o @) oo (ko ag,)

o ¢lenech uvedenych v zévorkach. Pak je o,,, = s(k;,) pro v8echna m a z toho (podle
véty o limité vybrané posloupnosti — sr. s (16) z kapitoly 3) plyne, Ze o, — s.

Tim je (za shora uvedenych predpokladi o posloupnosti {k;}3°,) dokazano toto
tvrzeni:

oo oo
(59) Z ay = Z (ar,_ 41+ -+ ax;), ma-li leva strana rovnosti smysl.
k=1 j=1

Toto tvrzeni lze povazovat za asociativni zakon pro nekonecné rady. VSimnéme
si vSak, Ze (na rozdil od kone¢nych souctt) k tomu, aby platila rovnost v (59), ne-
stact, aby Yada vpravo méla soucet. Je-li totiz ap = (—1)F~1 a k; = 2j, je fada
1-141—-1+1-1+... divergentni, zatimco (1 - 1)+ (1—-1)+(1—-1)+... je
fada nulova. O

Zabyvejme se otazkou, zdali pro nekonecné fady plati néjaky komutativni zakon,
tedy otéazkou, zdali se soucet fady nezméni, jestlize fadu néjak prerovname, t;j.
jestlize jeji ¢leny seCteme ,,v jiném poradi“. Nejdiive je ovSem tieba fadné definovat,
co ,séitanim ¢lent fady v jiném poradi“ neboli ,pferovnanim fady* rozumime.

Definice. Je-li ¢ : N —,, N prosté zobrazeni, fikame, ze Fada
o0
(60) Z ag,(k)
k=1
vznikla z fady ) -, a) pferovnanim o.

Rikéme, ze Fada > -, b, vznikla z Fady ).~ , a; pFerovnanim, existuje-li pro-
sté zobrazeni ¢ : N —, N tak, Ze rovnost by = a,(x) plati pro vSechna k e N.
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Véta 11.13. 1. Je-li >~ ai absolutné konvergentni fada, plati totéz o kazdé
fadé Y ,-, bk, kterd z ni vznikla pferovnanim; kromé toho pak je

(61) Zbk = Zak.
k=1 k=1

2. Rovnost (61) plati i za pfedpokladu, Ze je aj, > 0 pro vSechna k ¢ N (a Ze fada
> ey by, vznikla z fady Y p- | aj, prerovninim).

3. Je-li Y .2, ay redlnd neabsolutné konvergentni Fada a je-li s € R* jakékoli
¢islo, existuje prerovnani ¢ tak, Ze

(62) Za‘P(k) = S. D
k=1

Soucet fady se tedy pii prerovnani nezméni, je-li fada bud absolutné konver-
gentni, nebo jsou-li vSechny jeji ¢leny nezaporné; naopak, vhodnou zménou poradi
¢lenti neabsolutné konvergentni realné fady lze ziskat jakykoli pfedem uréeny soucet
13)

Priklad 11.9. Lze dokazat, Ze soudet s (alternujici neabsolutné konvergentni)
fady

2 (—1)kt 1 1 1
=14+ - - 4...
(63) k; - stz—1+

je roven lg 2, ale k tomu, abychom ilustrovali, Ze pferovnanim se soucet neabsolutné
konvergentni fady mulze zménit, stac¢i vzit v avahu, ze

@ oD E (4o

Utvorme fadu

(65) (1_;_1)+(;_é_é)+'”:’; (2k1—1_2(2k171)_i);

porovname-li pravé strany identit

1 1 1 1 1 1 1

2k—1 2k (2k—1)-2k’ 2k—1 22k—1) 4k (2k—1)-4k’

vidime, Ze se soucet fady (65) rovnd 3s.
Necht o, resp. 7, znaéi n-ty éastecny soudet fady (65) resp. fady
1 1 1 1 1 1 1 1

66 1l— - -4 -_-_= — B
(66) 2 47376 sV Twmo1 2@h—n @

+...’

3) I u neabsolutné konvergentnich komplexnich fad lze pferovnanim meénit soucet; prislusna
véta vSak nedava tak elegantni vysledek jako 3. ¢ast V.11.13.
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kterd vznikla pferovnanim fady (63). ProtoZe je 73, = oy, pro kazdé n € N a protoze
Tgn—1 — On = 1/4n — 0, T3p—2 —op = 1/4n+1/(4n — 2) — 0 pro n — oo, je
limrs, = lim73,_1 = lim7s,_o = limo,, = %s. Z toho plyne, ze existuje lim 7,

a rovna se %s
Rada (66) vznikld prerovndnim rady (63) (s kladnym souctem) md tedy polovieni

soucet. 0O

V souvislosti s tim, Ze soucet absolutné konvergentni fady nezdvisi (podle 1. ¢asti
V.11.13) na pofadi, v némz ¢leny fady s¢itdme, se zavadi pro s¢itani uziteény
symbol, v némz poradi s¢itani neni uréeno. Tento symbol se nazyva zobecnénd rada
a zahrnuje jak nekonecné absolutné konvergentni fady, tak i fady konecné. K jeho
definici budeme potfebovat tento velmi dilezity pojem:

Definice. Rikdme, 7e mnozina A je spoéetnd, existuje-li prosté zobrazeni jedné
Z Mnozin
(67) 0, {1,2,...,N}, kde NeN, N
na mnozinu A. [

Mnozina A je tedy spocetnd, pravé kdyZ nastane jedna z téchto t¥i situaci:

1) A je prazdnd mnoZina.

2) A je konefna neprazdnd mnozina; pak lze jeji prvky pii vhodném N € N
sefadit do prosté (koneéné) posloupnosti {ay }i_;.

3) A je nekoneéna mnozina, pficemyz jeji prvky lze sefadit do prosté (nekonecné)
posloupnosti {ay }52 ;.

Rozumime-li prdzdnou posloupnosti zobrazeni prazdné mnoziny*) a znacime-li
ji {ak}gzl, vidime, Ze mnoZina A je spocetna, pravé kdyz lze jeji prvky seradit do
prosté posloupnosti tvaru {ay }_,, kde N je bud néjaké nezdporné celé ¢islo, nebo
0.

Uvedme nékteré vlastnosti spocetnych mnozin:

68
69

(68) Kazda ¢dst spofetné mnoziny je spocetna.

(69)

(70) Kartézsky soucin kone¢ného podtu spocetnych mnozin je spocetnd mnozina.
(71)

(72)

Sjednoceni spocetného systému spocetnych mnozin je spo¢etna mnozina.

71
72

Mnozina Q je spocetna; totéz plati o jejich podmnozinach 7 a N.
Mnozina R — QQ vSech iracionalnich cisel je nespocetna; totéz plati o jejich
nadmnozinach R a C a o vSech intervalech I C R. O

Pfedpokladejme, Ze A je spoetnd mnozina a Ze kazdému prvku a € A je pfi-
fazeno néjaké komplexni ¢islo a,. Sefadime-li vSechny prvky mnoziny A do prosté
(prazdné, kone¢né nebo nekonecéné) posloupnosti

(73) {ak}{@vzl

4) Popularné fec¢eno: Jde o posloupnost, kterd nema zadny ¢len — podobné jako () je mnozina,
kterad nema zadny prvek.
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(kde N je tedy bud celé nezdporné ¢islo, nebo c0), lze vytvorit (koneénou nebo
nekone¢nou) fadu

N
(74) PRI
k=1

je-li tato Ffada nekoneénd, necht je absolutné konvergentni.

Abychom zjednodusili vyjadfovani, umluvme se, ze kazZdou konecnou radu bu-
deme povaZovat za absolutné konvergentni. Podstatné je, ze za vyslovengch predpo-
kladi nezdvisi soucet fady (74) na tom, jak byly proky mnoZiny A sefazeny do prosté
posloupnosti (73); pro koneéné fady je to dusledek platnosti béZného komutativ-
niho zakona, pro nekonec¢né fady to plyne z 1.c¢asti véty 11.13, kterd kromé toho
konstatuje, Ze ani absolutni konvergence fady (74) nezévisi na zpisobu sefazeni.

To vSe nas vede k zavedeni symbolu sé¢itani, ktery neobsahuje informaci o poradi,
v némz se prvky dané (spocetné) mnoziny A C C maji secist; bude to symbol

(75) 3 aa,

acA
ktery se nazyva zobecnéna rada.

Jestlize posloupnost (73) vznikla sefazenim prvki mnoziny A do prosté po-
sloupnosti a jestlize ptislusna fada (74) konverguje absolutné, budeme fikat, ze
zobecnéna tada (75) konverguje, nebo také, ze ma smysl; jeji sou€et pak definu-
jeme jako soufet fady (74). Je-li tento soudet roven a, piSeme

(76) Z (o = a.

acA

Jestlize naopak pfi néjakém sefazeni prvkil (nekone¢né) mnoziny A do prosté
posloupnosti (73) piislusnd fada (74) nekonverguje absolutné, budeme fikat, ze
zobecnéna fada (75) nekonverguje nebo Ze nema smysl; takové Fadé nend pak p¥i-
razen Zddny soucet.

Véta 11.14. (Zobecnény asociativni zakon.) Predpoklddejme, Ze B je spocetna
mnozina a ze Ag, B € B, jsou disjunktni spocetné mnoziny. Oznacime-li

(77) A= 45
BeB
a je-li a, € C pro kazdé a € A, je

(78) Z O = Z Z Gq, ma-li levd strana této rovnosti smysl.
acA BeBaecAp

Poznamka 11.3. Asociativni zdkon souvisi s tzv. uzavorkovanim — sr. s Po.11.2;
u zobecnénych fad jej interpretujeme tak, Ze misto abychom secetli zobecnénou
fadu na levé strané (78) pfimo, rozlozime mnozinu A indext na spocetné mnoho
disjunktnich spocetnych mnozin Ag, pro kazdé [ se¢teme vsechna ¢isla a,, o € Ag,
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a vysledky tohoto s¢itani seCteme pres vSechna 3; vysledek bude roven souctu fady
vlevo, ma-li tato fada smysl.

K tomu, aby levd strana (78) méla smysl, vSak nestaci, aby méla smysl pravd stra-
na; to je zcela analogické tomu, co jsme jiz (v Po.11.2) vidéli u ,,obycejnych* fad:
Je-li ag := (—1)*"! pro vSechna ae A := N, zobecnéné fada Y., ao nemé smysl.
Polozime-li vSak B = N a A, := {2n — 1,2n} pro kazdé n € B, je > .4 aa =0
pro vSechna n € B, takZe soudet na pravé strané (78) ma smysl a je roven nule.

Véta 11.15. (Soucin zobecnénych fad.) Konverguji-li zobecnéné fady Y, 4 Ga
a Y gepbp, konverguje i fada Z(a’ﬁ)eAxB anbs a plati rovnost

(79) (Ya)(Xbs)= > aabs

acA BeB (a,B)e AXB

Definice. Konverguji-li obé zobecnéné fady vlevo, nazyvame zobecnénou fadu
na pravé strané (79) jejich sou€inem. O

V teorii fad hraje dfilezitou tilohu ®) tento specialni soucin (,,obyc¢ejnych* fad):

Definice. Jsou-li {a;}52, {bx}3Z, dvé komplexni posloupnosti, nazyvame fadu
(80) > (2 astns)
n=0 j=0

Cauchyho soucinem fad
(81) > aj, Y b O
§=0 k=0

Definice neobsahuje zddné predpoklady, které by zarucily konvergenci fady (80);
zavadi se jen jisty nazev. Konvergenci Cauchyho soucinu se vSak zabyva tato véta:

Véta 11.16. Z absolutni konvergence jedné z fad (81) a z konvergence druhé
z nich plyne konvergence jejich Cauchyho soucinu a rovnost

oo
=0

2 (g%) (i ) =3 (gajbn_j).

Konverguji-li obé fady absolutné, plati totéz o jejich Cauchyho soucinu.

Priklad 11.10. Oznac¢me

& k
(83) E(z) = kz % pro kazdé z e C;
=0

pripomenme, Ze podle Pf.11.6 fada vpravo konverguje v celém C, a to absolutné.

5) Viz napt. dodatek k této kapitole.

220



Podle V.11.16 plati tedy pro kazda dvé ¢isla z € C, w € C rovnosti

w0 = (35 (S 47) - 2 (S5

— k=0 n=0  j=0 J'(n - J)'
=Y (S () ) = Y B .
n=0 =0 n=0

Poznamenejme, Ze funkce, kterou jsme zde oznacili E(z), je ve skutecnosti kom-
plexni exponencidla, pro niZz se uzivd (podobné jako pro redlnou exponencidlni
funkei, ktera je jeji restrikci) vétsinou oznaceni exp z nebo e*. Identita

(84) E(z +w) = E(z) E(w) pro vSechna z ¢ C,w ¢ C,

s ni jiz u redlné exponencidly a u exponencialy s ryze imaginidrnim exponentem (viz
Pf.11.5). Dalsi informace o komplexni exponencidle najde étenaf v dodatku k této
kapitole.

Cviéeni

V piikladech 11.01-11.50jen e Nyae Ry, fe Ry, ve Ry, a e R, be R, ce R,
A € (0,0), z € R, z € C. Ukolem je rozhodnout o absolutni konvergenci kazdé
z nasledujicich fad; v pripadé, ze ¢leny fady obsahuji parametr nebo parametry, je
treba nalézt vSechny jejich hodnoty, pfi nichz je konvergence absolutni.

= k! (k1?2
101 > ¢ 11.02. 3
k=1 k=1
(k)2 . ARk
11.03. ) @)1 1.04. > —
k=1 k=1
11.05 i G 11.06 i G
= @ 2 @)
e 2k e 2k+1
k2 IR
11.07. ) (-1 @) 11.08. > (-1 I
k=0 k=0
= 1 > 1
11.09. > —— 11.10. >
k=2 k lg k k=3 k lg k lg (lg k)
[e’e) k [e’¢) Zk2
111 Y 1112, )7 o
k=1 k=1
11.13 i = 11.14 iekw
- - k - - -
k=1 k\/E k=1 k
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11.15.

11.17.

11.19.

11.21.

11.23.

11.25.

11.27.

11.29.

11.31.

11.33.

11.35.

11.37.

11.39.

11.41.

11.43.

11.45.

s ekw

2 Gz

k=1

>

k=0

> 2k

Pt + k
k2

= (k+1)

S k.k—l

> S

(\/k3+1—\/k3—1)

(VE2+1- /K2 —1)
k=1
S ("WVETHT-"NE 1)
k=1
Z sin k
k=1
Z sin? x
k=2 Vk gk
> 1
Z Sin 3
P klg®k
Z kxe ** cos kx
k=0
e k
Z cos —
> (eon )
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11.16.

11.18.

11.20.

11.22.

11.24,

11.26.

11.28.

11.30.

11.32.

11.34.

11.36.

11.38.

11.40.

11.42.

11.44.

11.46.

1+ k@
1+ kb

(\/k2+1—\/k2—1)

k=1

i cos kx

k=1

ki_o:l (kl/(k2+1) 1)
i lg (14 AF)

k=1

Z (sin%)k



11.47.

11.49.

e
ok k
arcsin x arccos  x
k=1

i (—1)k$2k(2 o 1,2)19
k=0

11.48.

11.50.

M

M8

2F(1 - z)*

Il
—

(sin® 2 — cos® 2)*

k.2

B
Il
—

Necht je opét a e R, b e R, c e R, A € (0,00), x € R, z € C. U kazdé z né-
sledujicich fad rozhodnéte, pro které hodnoty parametria fada konverguje, a pak
zjistéte, kdy je konvergence absolutni a kdy neabsolutni. (Pfi aplikaci Abelova a Di-
richletova kritéria nezapomeiite ovéfit monotonii pfislusné posloupnosti!)

11.51.

11.53.

11.55.

11.57.

11.59.

11.61.

11.63.

11.65.

11.67.

11.69.

11.71.

11.73.

p— k 1 —
E ( 1)k+1s1nk
k

k=1

- 1
Z (-1)* 5 cos —
= k2 +1 k

> ksink
2: _1\k
(=1) k2+1

k=1

> cos? k
—1)*

1;( ) lg k
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11.52.

11.54.

11.56.

11.58.

11.60.

11.62.

11.64.

11.66.

11.68.

11.70.

11.72.

11.74.

k=2
= 2k + 10Nk
> (= )k< 3k+1 )
k=1
i sin(k + k~2)
—  lg(lgk)
> ksin® k
Z (_1)k 2
= k2+1
> (2k —1)N
> (=DF
= (k!
i arctg® 1 cos k
& %
k=1
Z - sin k
= Ak +1
0 k
x

Z o cosk
— +1
i (—1)sin 1 cosk
P Vi3
> lg(1+k)

e T
Z (=1) lg(1+ k3)

= lg (14 b
Z (_l)klgg((l + eSkr))



11.75.

11.77.

11.79.

11.81.

11.83.

11.85.

11.87.

11.89.

Reseni

cviceni
11.01.
11.02.
11.03.
11.04.
11.05.
11.06.
11.07.
11.08.
11.09.
11.10.

rccotg k
————— sinkx
xb

i Sinh kx + cosh kx

Mg nMg

( 1) e2kz

~
Il
—

(- )k k coshk!
k+ 1 sinh k!
ok

k+

(]2 EM%%

<

ol
Il
—

Mg

>
Il
—

cos (7r\/ k2 + 1)

NERANgE

>
Il
—

(G

o

konverguje absolutné

ano
ne

ano

Ac{0,e)

zeC

zeC

zeC

zeC
(a>1)V((a=1)A
(a>1)V((a=1)A

1
arctg® z sin kx cos kx

cos (TVk%2+1) r o

e) coskzx

(b>1))
(b>1))
V{{a=b=1)A(c>1))

11.76.

11.78.

11.80.

11.82.

11.84.

11.86.

11.88.

11.90.

Z lg(1 + k%) cos kx

> 1
Z( 1)k if cosk

oo . 3
i sin” k
S (a2

i:: (;gj)coskx
>

zF  sink

— kii
(=1) 1+ 22k k

i sin (7r\/ k2 + 1)
o0 1 . k
> (ot — k)

5 (wf-p

diverguje

ne
ano
ne
A>e
nikdy
nikdy
nikdy
nikdy
jindy

jindy



11.11. |z] >1 0<|z]<1

11.12. |z| <1 jindy
11.13. ne ano
11.14. x <0 x>0
11.15. <0 x>0
11.16. ne ano
11.17. |z| <1 |z| >1
11.18. x=0 x#0
11.19. zeR nikdy
11.20. ano ne
11.21. |z| <e |z| > e
11.22. xZ# 0 mod 7 =0 mod 7
11.23. ano ne
11.24. a>1 0<a<l
11.25. x # +1 x ==l
11.26. x#0 z=0
11.27. nikdy reR
11.28. ((a<0)A(b>1))
V((ea>0)Ab>0Ab-—a>1)) jindy
11.29. ne ano
11.30. ne ano
11.31. ano ne
11.32. ne ano
11.33. ano ne
11.34. b+c>1)V((b+ec=1)A(a<-1)) jindy
11.35. n>1 n=1
11.36. zeC nikdy
11.37. ne ano
11.38. nikdy reR
11.39. relR nikdy
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11.40.
11.41.
11.42.
11.43.
11.44.
11.45.
11.46.

11.47.

11.48.

11.49.
11.50.

cviceni
11.51.
11.52,
11.53.
11.54.
11.55.
11.56.
11.57.
11.58.
11.59.
11.60.
11.61.
11.62.
11.63.
11.64.
11.65.

ano

ano

Ae(0,1)

z >0

zeR

nikdy

x> tgt(mr — /72 +16) = —0.528
S<xz<1, kde

S i=sini(r — /72 +16) = —0.467
l1-Vv5) <z <i(1+V5)
14|z < VV2+1 = 15538

* kX%

konvergence

neabs.
ne
neabs.
neabs.
neabs.
abs.
neabs.
neabs.
neabs.
neabs.
neabs.

neabs.

abs., je-li @ > 1, neabs., je-li 0 <a <1
abs., je-li @ > 1, neabs., je-li 0 <a <1

abs., je-li a > 2, neabs., je-li 0 < a <2
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ne
ne

A>1
z <0
nikdy
zelR

jindy

divergence

ne
ano

ne

ne

ne

ne

ne

ne

ne

ne

ne

ne

je-i a <0
je-li a <0

je-li a <0



11.66.
11.67.

11.68.
11.69.
11.70.
11.71.
11.72.
11.73.
11.74.
11.75.

11.76.

11.77.
11.78.
11.79.
11.80.
11.81.
11.82.
11.83.

11.84.
11.85.
11.86.
11.87.
11.88.
11.89.
11.90.

abs., je-li 0< A<1

abs., je-li (a<0)V(b>1)

neabs., je-li (a >0)A(0<b<1)

abs., je-li z # +1

neabs.

abs.

neabs.

ne

neabs.

nikdy

abs., je-li (x=0mod 7))V (a+b>1)
neabs., je-li (x Z0mod ) A (0<a+b<1)
abs., je-li a < —1

neabs., je-li (z Z 0 mod 27) A (—1 < a < 0)
abs., je-li z >0

abs., je-li @ > 1, neabs., je-li 0 <a <1
neabs.

neabs.

abs., je-li |z] <1, neabs., je-li |z|=1%# 2
neabs., je-li z # 0 mod 27

abs., je-li (z =0 mod 37m)V (a > 1)
neabs., je-li (z %0 mod 27m) A (0 <a <1)
abs., je-li = # +1, neabs., je-li x = +1

ne

neabs.

ne

abs., je-li @ > 0, neabs., je-i —1<a<0
neabs., je-li = # 0 mod 27

abs., je-li a > —2, neabs., je-li —3<a< -2
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jeli A>1

jindy

je-li x = +1
ne

ne

ne

ano

ne

je-lli zeR

jindy

jindy

je-li x <0
je-li a <0
ne

ne

jindy
jindy

jindy

nikdy

ano

ne

ano

je-li a < —1
jindy

je-li a < =3



Dodatek ke kapitole 11

Rikdme, Ze komplexni funkce f komplexni proménné ) je spojita v bodé a e C,
plati-li implikace z, — a = f(z,) — f(a). Slovy spojita funkce budeme v tomto
dodatku rozumét funkci spojitou v kazdém bodé a € C.

Rikdme, 7e A € C je limita funkce f v bodé a € C, jestlize a # 2z, — a =
f(zn) — A; piSeme pak lim,_,, f(2) = A nebo f(z) - A pro z —a.

Existuje-li limita

(85) ;ILIL% w ,

nazyvame ji derivace funkce f v bodé a (,,podle komplexni proménné“). V tomto
dodatku ji budeme znacit f’(a); k zdméné s analogickym symbolem pro ,derivaci
podle realné proménné“ nedojde, protoze se zde tato derivace nikde neobjevi.

Podobné jako je tomu v readlném oboru, plati tato dvé tvrzeni:
(86) lim, ., f(z) = f(a), pravé kdyz je funkce f spojitd v bodé a.
(87) Z existence f'(a) plyne spojitost funkce f v bodé a.

Poznamenejme, Ze na rozdil od R* lezi v mnoziné C lezi pouze ,konec¢na ¢isla“,
takze i vSechny limity v komplexnim oboru jsou podle nasi definice ,konecné“, a to-
téz tedy plati i o derivacich ,podle komplexni promeénné“. [

Zcela analogicky, jako jsme v P¥.11.6 dokdzali, ze fada >, , 2" /k! konverguje
absolutné pro kazdé z € C, se ové, Ze totéZ plati o fadach > po, (—1)F22%/(2k)!
ad peo (—1)*22%1/(2k + 1) 1. Proto lze v C definovat funkce E, C' a S rovnostmi

(88) f:

k=0

k 2k 2k+1

I’ . k; (-1 (2k)1’ =2 2k @k+1)!

k=0

W

e

jsou to po fadé: komplexni exponenciala, komplexni kosinus a komplexni sinus.
(Neuzivame zde pro né bézné oznaceni exp z, cos z a sin z, aby nemohlo dojit k za-
méné se stejnojmennymi redlnymi funkcemi realné proménné. 7))

Pfipomenme, Ze v P¥.11.10 jsme dokézali identitu
(84) E(z)E(w) = E(z +w) pro vSechna zcC, weC. O

6) tj. zobrazeni z C do C

7) Diikaz, %e realné exponencidla a redlny sinus a kosinus jsou restrikce funkci (88) a #e rovnost
e’ = E(it) plati pro véechna t € R (sr. se (41)), najde ¢tenaf ve druhém dilu této knihy. Lze vsak
postupovat i jinak: V Jarnikové Diferencidlnim poétu I se na zacatku kapitoly 6 zavadéji (redlné)
funkce sinus a kosinus spolu s ¢islem 7 jaxiomaticky*, na zakladé ¢tyf jednoduchych podminek.
Vsechny tyto podminky ¢tenaf najde i v tomto dodatku — viz zejména cvic¢eni 11.93, 11.91, 11.96
a 11.94.
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Cviceni 11.91-11.100 mohou slouzit nejen k individudlnimu procviceni operaci
s fadami, ale napf. i jako referaty, v nichz studenti po korektnim zavedeni exponen-
cialy, kosinu a sinu sami postupné odvodi zakladni vlastnosti téchto funkci. Kromé
jiného se téz dovédi, jak lze korektné definovat ¢islo 7, a presvéddi se, ze vsechny tyto
informace lze snadno ziskat, pfejdeme-li z redlného oboru do oboru komplexniho.

Cviéeni

11.91. Jisté je zfejmé, ze funkce C je suda, funkce S licha a ze

(89) E(0)=1, C(0)=1, S(0)=0.
Odvodte z (84), ze
(90) z2eC = E(2)#0, E(—z2) = Ezz) .

11.92. Pro kazdé z € C dokazte tyto identity:

S B(£iz) = C(2) £i5(2),
(92) C(z) = w7 S(Z) _ E(ZZ) ;ZE(—ZZ) 7
(93) C?(z) + 8%(z) = 1.

Oznacte = := Re z, y := Im 2z a ukazte, Ze (pro vSechna z € C) je
(94) E(z) = E(z +iy) = E(x) - (C(y) +i5(y)),

pfitemz E(z), C(y) a S(y) jsou redlné funkce rediné proménné.
Rada. (91) plyne pfimo z definic funkei E, C a S, (92) pak vznikne z rovnic
(91) sectenim resp. odectenim. K dikazu (93) a (94) se uzije (91), (92) a (84).

11.93. Pomoci (84), (92) a (93) dokazte, ze identity (tzv. souctové vzorce)
(95) C(z+w)=C(2)C(w) — S(z)S(w), S(z+w)=S(z)C(w)+ C(z)S(w)

plati pro vSechna z € C, w € C.

11.94. Za pfedpokladu, 7e 0 < |h| < 1, dokaZte nerovnosti

Cc(h)—1 =1
— < = [
(961) ‘ o ’ < A|h|, kde A k§:1 o eRy,
S(h) 5 > 1
—_— — < = R .
(962) ‘ 5 1’_B\h| , kde B ,;:1 (2I<:+1)!€R+
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Vsimnéte si, ze z nich ihned plyne, zZe

i BT C(h)_li / BT S(h)i
(97) C'(0) = lim —=——= =0, §'(0)=lim == =1.

Uzijte (95) a (97) k dikazu, ze pro kazdé z € C existuji derivace C'(z), S’(z),
pricemz
(98) C'(z) = =8(2), S'(2) =C(2).

Podle (87) z toho vyplyva, ze funkce C, S jsou spojité.
R ad a. Vyjdéte z definic ¢isel C'(h) a S(h) a uvazte, Ze

C(z+h) = C(z) =C(2)(C(h) — 1) = 5(2) S(h),
S(z+h) — S(z) = 8(2) (C(h) — 1) + C(2) S(h).

11.95. Dokazte, ze C'(2) < 0, a odvodte z toho, Ze funkce C m4 v intervalu (0, 2)
(aspori jeden) koren; pak dokazte, ze mnozina K := C_1(0) N Ry vSech kladnych
korfent funkce C' ma minimum.

R a d a. Ovéite predevsim platnost relaci

22 o L 22k 0 22k
9)—1- = 1 <1
(99) c@) o1 2 (Vg S L @
k=2 k=2
16 4 50
<-145 > () -+ <0

Pak uvazte, ze redlnd spojita funkce C'|(0,2), spliiujici podminky C(0) =1 > 0,
C(2) < 0, se nékde v intervalu (0,2) anuluje (protoZe ma Darbouxovu vlastnost).
Protoze jeji infimum A je limitou jisté posloupnosti bodi Ay € K, plyne ze spojitosti
funkce C, Ze A je minimem mnoziny K ; je pfitom A > 0, protoze C'(0) = 1.

11.96. Definujte ¢islo 7 rovnosti
(100) 7m:=2min{z e Ry ; C(z) =0},

tedy jako dvojndsobek nejmensiho kladného korenu funkce C, a dokaZte tato tvrzeni:

A. Restrikce S|(0,ir) je funkce rostouci, restrikce C|(0,+7) funkce klesajici
v intervalu (0, %71') Kromeé toho je

(101) S(inr)=1, S(x)=0, C(r) =1, S(27) =0, C(27) = 1.

B. Komplexni funkce C' a S jsou 2m-periodické, coz znamena, ze pro vSechna
z € C plati identity

(102) Czx2m)=0C(2), S(zx2m)=5(z2).
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C. Komplexni funkce E ma (ryze imagindrni) periodu 2mi, coZ znamena, 7ze pro
vsechna z € C plati identita

(103) E(z £ 2mi) = E(z).

Rady: Ad A. Podle definice ¢isla 7 je S'(z) = C(z) > 0 v (0,
v (0,27) a S(37) > 0. Podle (93) je S?(3m) = C?(37) + S2(37
k rovnosti C' = —S funkce C v (0, 37) klesé. (101) se odvodi z
Ad B. Uzijte (95) a (101).
Ad C. Stadi vyjit z (94) a z 27-periodicity funkei C a S.

i), takze S roste
) = 1 a vzhledem
9

(95).

11.97. Pomoci Cauchyho sou¢inu dokazte, ze pro vSechna z € C, pro néz je
|z] < 1, plati rovnost

(104)

lfz Z]zj '

11.98. Polozte a;i(z) := jz’* pro viechna j € N, k € N a pro vsechna z ¢ C,
pro néz je |z| < 1, a dokazte, ze zobecnéng rada

(105) > ap(2)

(j,k) € NxN

konverguje. Pak pomoci V.11.14 dokazte identity

o0 .j o0
(106) le_zzjzz 1— 2F)2 Zd

kde d(n) znamend soucet vsech kladnych déliteli ¢isla n. Ovéite, Ze patnacty ¢és-
tecny soucet posledni fady je roven

1-2'+3-2244- 2847 2*+6-2°+12-25+8-27+15. 28
+13-29418- 219412211 +28 . 212 414 28 424 214 424 215

R ada. Seradte vSechna ¢isla a;i(2) do prosté posloupnosti, utvoite prislusnou
fadu a ukazte, Ze jeji ¢astecné souéty maji tvar Z(j,k)eX a;i(z), kde X C Nx N je
jistd kone¢nd mnozina. Zvolte n € N tak, ze (j,k)e X = j < n, k <n, a ovéite, ze
pak plati odhady

RTICIED 3 SHELE WO ED Be
j=1 j=1

(7,k)e X j=1k=1

< +00.

Z toho plyne konvergence fady (105).
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Prvni resp. druhy soucet v (106) se dostane tim, Ze se misto > ; 1) <y, @jk(2)
(v souladu s obecnym asociativnim zadkonem) napise

j=1 k=1
u druhého souétu se potiebuje i (104). Tteti soudet ve (106) se ziskd tim, Ze se
se¢tou vSechna €isla a;; (%), pro néz je j + k rovno danému éislu n € N.

11.99. Za piedpokladu, ze z € C, | z| < 1, dokazte nejdfive konvergenci zobec-
néné rady

(107) DREEAE

(j,k) e NxN

pak ukazte, ze jeji soucet Ize napsat v téchto dvou tvarech:

(108) i (izj’“) = i Lk
k=1 j=1 il
(109) i ( Z zjk-) _ ian 1+ Z: -
n=1 " min(j,k)=n n=1 1=

Vsimnéte si, ze n-ty ¢len fady na pravé strané (109) resp. (108) je stejného
fadu jako |z \"2 resp. jako |z|™; Fada na pravé strané (109) tedy konverguje daleko
rychleji nez fada na pravé strané (108).%)

11.100. Pro vSechna celd nezaporna ¢isla polozte
(=1
Vi+1

a ukazte, Ze Cauchyho soucin (neabsolutné) konvergentnich rad Z;io aj, > opeo Gk
(neboli ,¢tverec” fady o ¢lenech a;) diverguje.

(110) Qj 1=

Porovnate-li tento vysledek s vétou V.11.16, vidite, Ze absolutni konvergence
(asponi) jedné z Fad, z nichz chceme utvofit Cauchyho soucin, je podminkou pod-
statnou.

R a d a . Dokazte a pak uzijte nerovnost

VitDm—j+D)<in+2)
platnou pro vSechna n € N a vSechna 57 =0,1,...,n.
8) Podobna zjisténi maji znaény vyznam napf. v situacich, kdy potfebujeme znat pfibliznou
hodnoty sou¢tu né&jaké fady — v nasem piipadé fady (107). Zalezi na nasi Sikovnosti, zdali z dané

fady dovedeme utvofit jinou fadu s tymz souctem, ale o clenech ,velmi rychle“ konvergujicich
k nule.
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