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O dile

,2Kontinua®“ vznikla koncem padesatych let jako uéebni pomtcka k topologickému seminéfi na MFF
UK. Byl to interni text rozmnoZeny tzv. ormigem *) v nékolika desitkach exemplaia. Byl jsem a jsem dosud
velmi vdéény profesoru Eduardu Cechovi, tehdejsimu fediteli Matematického tstavu MFF UK a jednomu
z nejvétsich ceskych matematikd, Zze mi text ,,Kontinui“ uvedenym zptisobem umoznil nejen zvefejnit, ale
dokonce mi za toto skriptum dal odménu 1000 korun (coz bylo tehdy napt. mésiéni stipendium védeckych
aspiranti).

Skriptum je vénovéno (podle mého ndzoru velmi zajimavé) ¢asti obecné topologie, o jejiz vznik
a rozvoj se zaslouzili pfedevsim polsti matematici svétového jména — S. Janiszewski, W. Sierpiniski, K. Ku-
ratowski, B.Knaster a dalsi, ale také rusti matematici P.S. Uryson nebo P.S. Aleksandrov. Podstat-
nymi vysledky vsak prispéli i matematici ze zapadnich zemi, naptf. K.Menger nebo G.T.Whyburn
a R.1. Moore.**) Skriptum obsahuje fadu zavaznych obecnych tvrzeni (napf. riizné charakteristiky ob-
louku) a zna¢né mnozstvi piikladt kontinui, resp. kfivek s vlastnostmi na prvni slySeni neuvéfitelnymi:
Existuji napf. rovinné kontinua K (neprdzdné kompaktni souvislé mnoziny), kterd nelze rozlozit na dvé
kontinua K;, K rizna od K; za¢atkem dvacétych let sestrojil B. Knaster dokonce rovinnou k¥ivku (kon-
tinuum dimenze 1), jejiz kazdé subkontinuum mé uvedenou vlastnost. Oblouk ma dva krajni body; lze
si bez obrovské davky fantazie predstavit kiivku, kterda ma v jistém smyslu ,skoro samé“ krajni body?

Vzhledem k tomu, zZe nékteré véty, resp. vlastnosti konkrétnich (komplikovanych) mnozin vyzaduji ke
svému oduvodnéni desitky stran textu, nebylo mozné vSechna tvrzeni uvedena v tomto skriptu dokazat;
Ctenar je pak informovan, kde muze prislusny dikaz najit. ProtoZe jsem se v tomto obnoveném vydani
snazil zachovat obsah ptivodniho skripta, nepridaval jsem zadna tvrzeni ani ptiklady publikované pozdéji.
Text jsem vSak upravil, aby odpovidal nynéjsimu pravopisu a aby nebyl tak stru¢ny jako original. Poci-
tacové programy mi dovolily thlednéjsi sazbu a zejména ilustraci textu obrazky. Pfidal jsem , Dodatky“,
které obsahuji nékteré dalsi informace o kfivkach a nékolik (jak se mi zdalo) zajimavych piikladé (napt.
konstrukci rovinného oblouku, ktery mé pfedem danou dvojrozmérnou Lebesgueovu miru).

V Praze dne 1.7.2012. I. Cerny
O autorovi

Autor absolvoval studium matematické analyzy na Pfirodovédecké fakulté Karlovy univerzity v Pra-
ze. Po ukonceni studia v roce 1952 se stal védeckym aspirantem na MFF UK, v roce 1957 ziskal titul
CSc., do roku 1964 byl odbornym asistentem, pak docentem. V roce 1966 ziskal titul RNDr., v roce 1988
titul DrSc. a v roce 1989 byl jmenovan profesorem pro obor matematicka analyza. Do roku 1995 pracoval
na MFF UK, po odchodu do dichodu pisobil jesté pét let na Technické univerzité v Liberci. Jeho oborem
je matematicka analyza v redlném i v komplexnim oboru, obecné topologie patii k jeho nejoblibenéjsim
matematickym disciplindm.

Podékovani

Rad bych touto cestou srde¢né podékoval panu docentu RNDr. Pavlu Pyrihovi z katedry matematické
analyzy na MFF UK, Ze se ujal publikace tohoto skripta na internetu.

V Praze dne 1.7.2012. I. Cerny

*) Pro mladsi ¢tenafe: Ormig byl ndzev rozmnozovaci techniky (z dnesniho hlediska beznadéjné primitivni), kdy se
psacim strojem naklepal text na kiidovy papir podlozeny zvlastnim druhem kopirovaciho papiru, na némz vznikl zrcadlovy
obraz textu. Zrcadlové okopirovany text se pak upevnil na otoény vélec a kopiroval se (otd¢enim vélce klikou) na obycejny
papir zvlhéeny (denaturovanym) lihem. Pofidit se dalo kolem sta kopii textu; mély fialovou barvu (ktera se dala z rukou
a z latek jen velmi obtizné smyt), nebyly pfili§ kvalitni, ale byly kupodivu zna¢né trvanlivé. Jesté po vice nez padesati
letech jsou dva exemplafe, které se mi podarilo uchovat, dobfe ¢itelné.

**) Omlouvam se za netplnost, ale tato ¢4st topologie byla zejména ve dvacéatych letech minulého stoleti tak atraktivni,
ze ji svymi prispévky obohacovaly desitky dalsich matematika.
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0. Uvodni poznamky

Predpokladédm znalost béznych zakladnich pojmt z teorie metrickych prostori, jako je pojem uzé-
véru, oteviené mnoziny, souvislého prostoru apod. Vétsinu z nich véetné jejich zdkladnich vlastnosti lze
nalézt napi. v VI. kapitole Jarnikova Diferencidlniho poc¢tu II, mnohem vice je obsaZeno v Aleksandrovové
Uvodu do obecné theorie mnozin a funkei ([6]). Zatimco na tyto definice a véty nebudu odkazovat, budou
v textu obsazeny odkazy na nékterad tvrzeni z teorie dimenze, potiebna v poslednich kapitolach; lze je
nalézt napt. v Kuratowského monografiich Topologie I a II.

Jako ,,véty“ jsou oznacena podstatnéjsi tvrzeni vé. tvrzeni dilezitych pro dalsi text, ,,poznamky*
obsahuji zfejmé nebo snadno dokazatelnd tvrzeni, disledky a ilustrujici priklady.

Oznadeni a terminologie. Uzivam stejné zdkladni terminy jako V. Jarnik v [7], aZ na to, Ze spolu
s kratkym nézvem ,separabilni prostor” casto rikdm ,prostor se spocetnou bazi“, protoze mnohdy se
potiebuje baze, nikoli husta ¢ast. ') Spo&etna mnozina je piitom mnozina, kterou lze prosté zobrazit do
mnoziny N vSech pfirozenych ¢isel; mezi spocetné mnoziny patii tedy vSechny kone¢né mnoziny. Je-li V
vyrokové funkce definovana na mnoziné X, fikdme, ze V (z) plati pro téméF vSechna = ¢ X, plati-li pro
kazdé z € X — S, kde S je néjaka spodetnd mnozina; fikdme, ze V' (z) plati pro skoro vSechna (zkratka:
pro s.v.) ¢ € X, plati-li pro vSechna z € X — K, kde K je néjakd konefnd mnozina. Je-li napft. ze
souvislosti zfejmé, ze X = N, fikdme zpravidla jen ,pro s.v.n“. Mnozinu vSech celych ¢isel, raciondlnich
¢isel a (koneénych) redlnych ¢isel zna¢ime po fadé Z, Q a R. Symbol := znamen4, ze vyraz pfed nim je
vyrazem za nim definovdn. V dekadickych, triadickych, dyadickych (obecné v p-adickych) zlomcich pisi
zésadné tecky, nikoli ¢arky. ?)

Pismeno P (bez dalsiho uréeni) zna¢i neprazdny metricky prostor s metrikou p (v némz pravé pra-
cujeme nebo hodldme pracovat). Je-lip € P, AUB C P, znamend p(p, A) (resp. p(A, B)) vzdalenost bodu
p od mnoziny A (resp. vzdalenost mnozin A, B). Kromé bé&Znych znaki pro mnozinové operace uzivam
znaky Int M, H(M) a der M pro vnit¥ek, hranici a derivaci mnoziny M. U(z,¢) := {2’ € P; p(2',z) < e}
(kde € > 0) je kruhové epsilonové okoli bodu x € P v P, U(M,¢) :=J, ., U(x,€) je kruhové okoli o po-
loméru € mnoziny M C P. U(z) (resp. U(M)) znamend (obecné) okoli bodu = (resp. mnoziny M), tj.
jakoukoli otevrenou mnozinu obsahujici bod x (resp. mnozinu M). Je-li Q C P podprostor prostoru P,
odlisime okoli v P od okoli v @ tim, Ze pro okoli v P zachovame symbol U, zatimco okoli v ¢ budeme
znadit Ug. Je Ug(z,e) = U(z,e) N Q pro kazdé x € Q a Ug(M,e) = U(M,e) N Q pro kazdou mnozinu
M C Q. Je-li G mnozina oteviena v P, je G N mnozina oteviena v ); obracené: pro kazdou mnozinu H
otevienou v () existuje mnozina G oteviend v P tak, ze H = G N Q. Je-li mnozina oteviend i uzaviena,
fikdme, Ze je obojetna.

Mnozina M C P je husta (v P), je-li M NG # () pro kazdou neprazdnou otevienou mnozinu G C P.
Mnozina M C P je fidka (v P), je-li vnit¥ek jejiho uzadvéru prazdny. Uzaviend mnoZina je tedy tidkd,
pravé kdyz nemd Zdadné vnitini body. Oteviend mnoZina N C P je hustd v P, pravé kdyz je jeji doplnék
P — N ridky v P.

Retézem mnoZin budeme rozumét kazdou kone¢nou posloupnost My, My, ..., My, kde M;_1NM; # ()
proi = 1,2,...,s; fikdme, Ze tento Fetéz spojuje body a,b (v P), je-li a € My, b € Mg a M; C P pro
1=0,1,...,s.

Znak {a,...,a,} (kde n € N) znamena kone€nou mnozinu slozenou z bodii aq, . . . , a,. Podobné jako
Whyburn v knize [5], Kuratowski v monografiich [1], [2] a Uryson v [4] vétSinou nerozlisuji (pokud se
tyka oznacdeni) bod p od jednobodové mnoziny {p} a v obou p¥ipadech pisi zpravidla jen p; k nedorozuméni
nemize dojit, protoze aktudlni vyznam pismene je vidy patrny ze souvislosti.

Symbol X; x ... x X,, (kde n € N) znamen4 kartézsky souc¢in mnozin Xi,...,X,; je-li X; = X
pro i = 1,...,n, znaéim tento kartézsky soucin X™. Symbol A (podrobngji Al) bude znacit mnozinu
vSech (koneénych) redlnych ¢isel s obvyklymi aritmetickymi operacemi a usporfadédnim; A™ je aritmeticky

1) Budeme pracovat jen v metrickjch prostorech, v nichZ je existence husté spodetné ¢asti ekvivalentni s existenci
spocetné baze.

2) Poéitacové programy jako je Mathematica, Maple apod. k nam pfichazeji ze Zapadu a dokud nebudeme tak silni,
abychom na svétovém féru vytlacili jejich tecky a prosadili nase ¢arky, méli bychom se pfizptisobit a usetfit si fadu potizi.
V nasi davnéjsi historii jsme ostatné tecky psali — do doby, kdy ndm néjaka genidlni normaliza¢ni komise naordinovala ¢arky.



n-rozmérny prostor.3) R" je n-rozmérny eukleidovsky prostor, tj. prostor A" s kartézskou normou
a metrikou: Je-li a = (a1,...,a,) € A", b= (by,...,b,) € A", je

(1) lla|| :==/a?+...+ a2, pla,b):=]|la—0b|l = \/(bl—a1)2+...+(bn—an)2;

misto R! se zpravidla pise jen R.

Slovo ,ise€ka“ bude znamenat ,uzavienou tsecku”, nebude-li vyslovné feceno néco jiného; jsou-li
a, b jeji krajni body, budeme ji znadit (a; b); (a;b) je piislusnéd oteviena asecka, (a;b), (a;b) ptislusné
usecky polouzaviené.

Lomenou €arou v R™ budeme rozumét kazdou mnozinu tvaru

p
(2) L:= (ag;ai;...;ap) := U(ak,l;ak%
k=1

kde p € N a kde body a = ag,a1,...,a, = b lezi v R" a spliiuji podminku ax—1 # ax pro k =1,...,p;
budeme fikat, ze lomena &ara (2) spojuje body a,b. Budeme fikat, Ze lomend ¢ara (2) je prosta, plati-li
implikace

(B) 0<k<p= (ap—1;ar)N{(ar;apt1) =ar a 0<i<j<p = (ai—1;a:;)N{aj;a;1)=70.

Snadno nahlédneme, Ze prostota lomené cary (2) je ekvivalentni s existenci prosté po cdstech linedrni
funkce ¢ : (o, B) —na L.

* ok Xk

I kdyz predpokladame, Ze ¢tenai Cantorovo diskontinuum a jeho vlastnosti zné, zopakujeme pfi-
slusnou konstrukci, abychom v dalsim mohli uzivat oznaceni, ktera pfi této prilezitosti zavedeme.
»Aritmetickd“ definice Cantorova diskontinua je velmi jednoduché: Je to mnozina vSech éisel

(4) x:22;—2, kde i, € {0,1} pro kazdé n e N.
n=1

Jinymi slovy: Cantorovo diskontinuum se skldd4 pravé ze vSech ¢éisel z intervalu (0, 1), kterd maji triadicky
rozvoj 0.414g .. .4y .. ., kde i, # 1 pro kazdé n. Jesté jinak: Cantorovo diskontinuum je rovno (0,1) — M,
kde M je mnozina vsech cisel, v jejichz triadickém zlomku musi byt aspon na jednom misté cifra 1.
Pfipomenime, Ze triadicky racionalni éisla z intervalu (0, 1) lze napsat dvojim zpisobem, protoze

(51) 0.4182 ..., = 0.iyin ... (in, — 1)222..., je-li i, € {1,2}.
Cisla
(52) 0=0.000..., %:0.1000...:0.0222..., %20.1222...:0.2000..., 1=0.222...

tedy patifi do Cantorova diskontinua stejné jako ¢isla

(53) 0.020202...:% a 0.202020...:%.
Popis$me nyni Cantorovo diskontinuum ,geometricky“: Interval A := (0,1) rozdélme na tii stejné
dlouhé intervaly a oznacme
(6) A0):=(0,3), J:=(3,2), A1) :=(3,1).
7 nerovnosti
(7) 0.0iy...0...<0.0222... =%, 0.2...0...>0.2000...=2

ihned plyne, Ze prvni cifra (za triadickou teckou) &isel z intervalu J must byt 1, takze Cantorovo diskon-
tinuum neobsahuje zadny bod z tohoto intervalu. Je tedy obsazeno v mnoziné A(0) U A(1).

3) Aritmeticky prostor povazujeme mlcky za prostor linedrni s obvyklou definici souétu dvou bodt (vektort) a souéinu
bodu (vektoru) a &isla.



Kazdy z intervaltt A(i1) rozdélme opét na t¥i stejné dlouhé intervaly, prvni resp. t¥eti uzavieny
interval oznac¢me A(iq,0) resp. A(i1,1), zatimco J(i1) je prostfedni otevieny interval. Je tedy

). A0,1) = (3, 3)
). AL, 1) = (5,1)
snadno zjistime, Ze zatimco pfi triadickém zapisu éisel z intervaltt A(iq,42) nepotfebujeme cifru 1 na

prvnich dvou mistech, cifra 1 mus? byt na druhém triadickém misté ¢isel z intervala J(0), J(1).
V n-tém kroku budeme mit uzaviené intervaly

A(0,0) = (0,5), J(0) := (
A(l,O) ::<%7%>7 J(l) ::(

)

(8)

1
3
1

)
b

)

QO Ol
©Joo Ol

(9) Alir,i2,. .. in) = (0.(2i1)(262) . .. (2in), 0.(201)(2i2) . .. (20n) +37"),
kde (i1,12,...,i,) € {0,1}", a oteviené intervaly
(10) J, J(’Ll), J(il,ig), ceey J(il,ig,. ..,’L'nfl);

intervaly uvedené v fadcich (9) a (10) jsou disjunktni a jejich sjednocenim je (0,1). V dalsim kroku
rozdélime kazdy z intervall (9) na tfi stejné dlouhé intervaly; prvni a tfeti jsou

A(inizs . yin, 0) = (0.(201)(2i2) ... (2in), 0.(2i1)(2i2) . . . (20n) +37"71),

11
() A(in, iz, yin, 1) = (0.(201)(2i2) ... (2in) +2- 37771, 0.(2i1)(262) . . . (2in) + 37",

druhy je roven

(12) (i1, i1, yin) = (0.(2i1)(262) ... (2in) + 3771, 0.(2i1)(2d2) . . . (2in) +2-37"71).

Zatimco kazdy bod z prvniho (resp. z druhého) intervalu v (11) lze napsat jako triadicky zlomek, jehoz
(n + 1)-ni cifra je 0 (resp. 2), body z intervalu (12) musi mit (n 4 1)-ni cifru rovnou 1.

Je zfejmé, ze pro kazdou posloupnost {i, } 52 ;, kde i, € {0, 1} pro kazdé n, je bod (4) jedingm bodem
priniku

(13) () A, .- in),

takze Cantorovo diskontinuum A lze napsat ve tvaru
(14) A=A, kde A, := Aiy, ... in).
n=1 (41,-+448n) €{0,1}"

Ctené¥, ktery zné definici a zédkladni vlastnosti (jednorozmérné) Lebesgueovy miry p, ihned vidi, Ze
pro u(A,), tj. pro soucet délek vSech intervalil, jejichz sjednocenim je A,,, plati relace

(15) w(Ay) = (3)" =0 pro n— oo,
z niz plyne, zZe
(16) u(A) =0,

Cantorovo diskontinuum je pfitom nespocetnd mnozZina, protoze oborem hodnot funkce f, jejiz hod-
notou v bodé (4) je ¢islo

(17) fa) =Y

n=1

b

je zfejmé cely interval (0,1). Ukazme, ze funkce f je (v A) neklesajici, tj. ze (pro kazdou dvojici bodu
2’ 2" z A) plati implikace

(18) f(@) > f(@") = 2/ > 2",



Necht

(19) Z Z

kde kazdé z ¢isel 4/, i je rovno bud 0 nebo 1. Z predpokladu, ze

w|:\.
w|:\.

(20) ICORSICOEDY

zfejmé plyne, Ze pro vhodné N e Nje i), =i pron=1,...,N — 1 a iy — i, = 1. Podle (20) pak je

1 i =i 1 1 1 1
/ " § m m

coz jsme méli dokézat.
Intervaly

(22) (=00,0), J, J(i1), «ovs J(irseeeyin)y - s (1,4+00)

se nazyvaji sty¢né k A. Krajni body vSech omezenych sty¢énych intervalt patii do Cantorova diskontinua
a nazyvaji se body 1. druhu. Protoze jich je jen spocetné mnoho a protoze A je nespoCetnd mnozina,
obsahuje A nespocetné mnoho bodi, které krajnimi body zddného omezeného sty¢ného intervalu nejsou;
to jsou tzv. body 2. druhu Cantorova diskontinua. 4)

Sty¢né intervaly jsou nejen disjunktni, ale Zddné dva (rtizné) z nich nemaji ani krajni bod spoleény;
z toho snadno plyne, ze Cantorovo diskontinuum nemad zadné izolované body. ProtozZe sjednoceni vsech
intervali (18) je (oteviend) mnozina hustd v R, je Cantorovo diskontinuum mnozina ¥idké (a uzaviend).

Poznamenejme jesté, ze rovnost u(A) = 0 lze dokdzat i takto: Protoze u(J) = %, protoze pro kazdé
n € N mé kazdy interval J(iy,...,4,) délku 3="~! a protoze téchto intervalii je 2", je jejich celkova délka
rovna

(23)

W=

oo
2)" =
E )" =

mira Cantorova diskontinua je rovna rozdilu miry (délky) intervalu (0, 1) a sou¢tu (23) mér vSech intervala
J, tedy rovna 0.
Jesté nékolik slov k funkci f: Protoze krajni body intervalu J lze napsat bez uziti cifry 1 ve tvaru

L_ 2 _
(24) 1-0.0222... a 2=0.2000...,
je
25 1\ — 1 1 2
(25) A=Y g = =12,
n=2
Obecné: Krajnimi body sty¢ného intervalu J(i1,...,4i,—1) jsou body tvaru
(26) a:=0.(2i1)...(20,-1)0222... a b:=0.(2i1)...(2i,_1)2000...;
protoze
1
2k on”
k=n+1
je ziejmé f(a) = f(b). V krajnich bodech kazdého omezeného styéného intervalu nabyvé tedy funkce f

stejné hodnoty ; rozsitime-li jeji defini¢ni obor na cely interval (0, 1) tim, Ze ji v kazdém omezeném sty¢ném

4) Pro nés bude (zatim) vyhodné&jsi pocitat body 0 a 1 mezi body 2. druhu; literatura neni v tomto ohledu jednotna.

Ctenaf snadno dokéze, ze mezi body 2. druhu patii napf. 125

[



intervalu polozime rovnu hodnoté v krajnich bodech tohoto intervalu, bude f neklesajici v (0,1). Protoze
oborem hodnot (ptivodni i rozsifené) funkce f je interval (0, 1), je tato funkce spojita v (0,1).°)
Rozsiiend funkce f : (0,1) — a4 (0,1) se nazyva Cantorova stupfovita funkce; schéma jejitho grafu
je vyobrazeno na obr. 1. 6) Funkce f v (0, 1) nekles4; je pozoruhodn4 tim, Ze roste jen v bodech Cantorova
diskontinua: V levych (resp. pravych) krajnich bodech omezenych styénych intervalt zleva (resp. zprava),
v bodé& 0 zprava, v bodé 1 zleva a v ostatnich bodech 2. druhu zleva i zprava. I kdyZ je pu(A) = 0, funkce
f celého svého priristku f(1) — f(0) = 1 na intervalu (0, 1) nabyva pravé jen na Cantorové diskontinuu.
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.

o |
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0 1 2
27 27

7 8
27 27

2 19 20 8 25 26 1
3 27 27 9 27 27
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Obr. 1. Schéma Cantorovy stupiiovité funkce

Délka grafu funkce F' : {a,b) — R se definuje jako supremum délek aproximujicich lomenjch car:
Kazdému déleni D : a = 29 < z1 < ...,x, = b odpovida lomena cara, kterd je sjednocenim tisecek

5) Kdyby nebyla spojitd v bodé x, bylo by bud f(z) — f(z—) > 0, nebo f(z+) — f(x) > 0; funkce f by v prvnim
pfipadé nenabyvala zadné hodnoty z intervalu ( f(z—), f(x)), ve druhém ptipadé zadné hodnoty z intervalu (f(z), f(z+)).

6) Cely graf nelze z pochopitelnych diivodt nakreslit; ,stfidaji“ se v ném (podobné jako se v R ,st¥idaji“ racionalni
a iraciondlni ¢isla) stéle kratsi vodorovné usecky s misty, kde f velmi rychle roste.



s krajnimi body (zx_1, F(zx—1) a (xk, F(2x)), k=1,...,n. Cislo

(27) L(D) == 3" /(e —wr1)? + (Fler) — Flan))?
k=1

je souctem délek vSech téchto tsecek a délka Ly grafu funkce F' je definovana jako supremum disel
(27), kde D probihd mnozinu vSech déleni intervalu (a,b). Je-li F' neklesajici funkce, jsou jeji prirtstky
nezapornd Cisla a v dtsledku toho je

(28) L(D) < ) ((wr = wp-1) + (F2x) = Flar-1)) = (b — a) + (F(b) — F(a))
k=1

pro kazdé D, takze i Ly < (b—a)+ (F(b) — F(a)). Pro Cantorovu funkci f dostdvame tedy odhad L, < 2.
Déleni

(29) Dy :0=2,0<xp1 <...<Tponiz=1

necht se sklddéa z bodt 0 a 1 a krajnich bodi styénych intervala J, J(i1), ..., J(i1, ..., in),

(30) Lk = (zp_1,21), k=1,...,2""2

necht jsou intervaly déleni D,,. Lomena ¢ara pifslusna k déleni D,, je slozena z 27! Sikmych tsecek

(odpovidajicich intervaltim I, j s lichym k) a z 2"™! — 1 vodorovnych tseéek (odpovidajicich intervaliim
I, i se sudym k). Délka sikmé usecky je

(31) \/(wn,2k+1 — Ty k)2 + (F(zn2k41) — F(@n2k))2 > F(wnop+1) — F(por) =271,

a protoze téchto tsedek je 2771, je soucet délek vsech sikmych tiseéek > 1. ProtoZe soudet délek vsech
vodorovnych tsecek je roven

(32) TO+@)+ @)+ @ =1,

je délka lomené ¢ary vétsi nebo rovna 1+ (1 — (2/3)"*1), coz je vyraz, ktery ma pro n — oo limitu 2.
Graf funkce f md tedy mazimdlni mozZnou délku (rovnou 2).



1. Topologické limity

Definice 1.1. Je-li A, C P pro s.v.n, definujeme Li A4,, jako mnozinu vSech bodd z € P, jejichz
kazdé okoli U(z) mé neprazdny prinik se skoro vsemi A,, a Ls A,, jako mnozinu vSech bodd z € P,
jejichz kazdé okoli U(x) ma neprazdny prinik s nekoneéné mnoha A, ; prvni z téchto mnozin se nazyva
topologicky limes inferior, druh4 je topologicky limes superior posloupnosti {4, }. Je-li Li A,, = Ls A,,
znac¢ime tuto mnozinu Lim A,,, nazjvame ji topologicka limita posloupnosti {A4,} a fikdme, Ze po-
sloupnost {4, } k ni (topologicky) konverguje. (Rikime, Ze posloupnost mnozin A, C P (topologicky)
konverguje nebo je (topologicky) konvergentni (v prostoru P), existuje-1i jeji topologické limita.)

Priklad 1.1. Je-li
(1) A2n—1 = <(1 - ﬁ?o); (1 - ﬁa 1))7 A2n = <(_1 + %70); (_1 + %7 1)>
pro kazdé n € N, je

Ls A, = {(1,0); (1,1)) U{(—=1,0); (=1,1)), Li A, =0,

® Lim Az, 1 = ((1,0): (1, 1)), Lim Ag, = (—1,0); (~1,1)).

1k

A2p-1 —

— Agp

Obr. 2. K prikladu 1.1

Poznamka 1.1. Li A, Ls A, Lim 4,, jsou topologické pojmy!).

Poznamka 1.2. Vzdy je Li A, C Ls A,. Je-li {4,,} posloupnost vybrand z {A,}, je Li A, C
Li A,, CLs A,, CLsA,. Konverguje-li tedy {A,} k A, konverguje k A kazd4 jeji vybrana posloupnost
{An, }.

Poznamka 1.3. Je-li 2,, ¢ P (pro s.v.n), je Ls x,, mnozina v8ech hromadnych bodt posloupnosti
{zn}. Posloupnost {z,,} mé topologickou limitu pravé tehdy, je-li bud konvergentni v obvyklém smyslu
(nacez Lim z,, = lim z,,), nebo nem4-li zddny hromadny bod (nacez Lim z,, = ().

Rovnost Li x,, = @) plati pravé v téchto dvou situacich: 1) posloupnost {x, } nemd z4ddny hromadny
bod (tj. Ls x,, = 0), 2) posloupnost {z,,} m4 asporti dva riizné hromadné body.

Poznamka 1.4. Necht A,, # () pro vSechna n € N. K tomu, aby bylo = € Ls A4, je nutné a stadi,
aby existovaly body x,, € A, tak, Ze x je hromadnym bodem posloupnosti {z,} (tj. aby existovaly body
X, € Ap, (N1 < g < ...) tak, ze x,, — x); k tomu, aby = € Li 4, je nutné a staci, aby existovaly
body z,, € A, tak, ze x, — x.

Véta 1.1. Li A,, a Ls A,, jsou uzaviené mnoziny.

Dikaz. Jeli A:=Li A,, z € A, existuje ke kazdému okoli U(z) bod y € ANU (). Mnozina U (z)
je pak i okolim bodu y € A = Li A,,, takze A, NU(z) # 0 pro skoro viechna n, tj. z € A.

1) tj. invarianty homeomorfnich zobrazeni




Podobné pro Ls A,.
Poznamka 1.5. Je-li A, C B,, je Li A, C Li B,,, Ls A,, C Ls B,,.
Poznamka 1.6. Li A, = Li A4,,, Ls A,, = Ls A,,.

Poznamka 1.7. Li A, ULi B,, C Li(A,UB,) C Ls(4,, UB,,) = Ls A,, ULs B,,. Dtsledek: Existuji-li
Lim A,, a Lim B, existuje i Lim (4,, U B,) = Lim A,, U Lim B,,.

Priklad 1.2. Jsou-li @ # b dva body z P a polozime-li Ay, = Ba,—1 = {a}, Aap—1 = B2, = {b},
je Li A, ULi B, = 0, kdezto Li(A, U B,,) = {a,b}; rovnost Li A, ULi B,, = Li(A,, U B,,) tedy obecné
neplati.

Poznadmka 1.8. Je-li A; D ... D A, D ...,jeLim A, = 2, A,. Jeli A4y C ... C A, C ..., je
Lim A, =U,~, 4,.

Poznamka 1.9. Je-li A, C M, kde M C P je uzaviend mnozina, je téz Ls A,, C M (a v disledku
tohoiLi 4, C M).

Véta 1.2. Necht P je kompaktni, necht A,, C P pro vSechna n € N a necht U(A) je libovolné okoli
mnoziny A := Lim A, ; pak je A,, C U(A) pro s.v.n.

D t k a z . Kdyby tomu tak nebylo, existovaly by body z,, € A,, — U(A). Kdybychom vybrali
konvergentni posloupnost Tny,, S limitou «, bylo by x € P — U(A) a zaroveni x € Ls A,, = A, coz je (podle
poznédmky 1.4) nemozné.

Poznamka 1.10. Je-li P kompaktni prostor a je-li A, C P, diam A,, > r > 0 pro vS8echna n, je
diam Ls A4,, > 7.2)

Dtakaz. V kazdém A, existuji dva body ] a z/ tak, ze p(z],z,) > r — 1/n. Vybereme-li
posloupnosti {2}, } a {z},, } konvergujici k 2’ resp. k 2", je 2’ Uz"” C Ls A, a p(z',2") > r.

Véta 1.3. Je-li P prostor se spoc¢etnou bazi, Ize z kazdé posloupnosti mnozin A, C P vybrat po-
sloupnost (topologicky) konvergentni.?)

Dikaz. BudUp,Us,...,Up,... baze P. Polozme Al := A, a piedpokladejme, Ze pro jisté k > 1
jsou sestrojeny mnoziny A¥, n e N. Jsou dvé moznosti:

1) Existuje-li posloupnost {AF }%°, vybrand z {AF}22,, pro niz je U, N Ls A¥ = () pro kazdé i,
poloZime Af"’l = Af” ;

2) jestlize takova posloupnost neexistuje, polozime A;H'l := AF pro kazdé i.

Posloupnost {A¥112° je v obou p¥ipadech vybrana z posloupnosti { A%} .

Dokazme, 7e ,diagonalni“ posloupnost {A”}2° ; konverguje: Jestlize z ¢ Li A7, existuje Uy tak, ze
x € Uy a pro vhodnou vybranou posloupnost {A}'} je Up N A7i = () pro i = 1,2,.... Protoze {A] } je
(az snad na kone¢né mnoho prvnich ¢lentl) vybrana z {A¥}°° | nastal pii k-tém kroku piipad 1), takze
Ur N Ls AF+1 = () pro vSechna n. Protoze viak {A”} je vybrdna (az snad na kone¢né mnoho prvnich
¢lentt) z {AkT1Y je téz U, NLs A” = (), takze x ¢ Ls A”.

Dokazali jsme implikaci ¢ Li A} = x ¢ Ls A7, tj. inkluzi Lis A} C Li A7; Lim A tedy skutecné
existuje.

Priklad 1.3. Snadno se muzZe stat, ze z dané posloupnosti {A,,} nelze vybrat zddnou topologicky
konvergentni posloupnost s neprazdnou limitou; sta¢i, aby Lim A,, = §). Dva jednoduché ptiklady: P = R
(takze P je uplny, ale neomezeny prostor) a A, := {n}, nebo P = (0,1) (takZe P je netplny, ale omezeny
prostor) a A, := (1 — 1,1,).

Ani dodateény predpoklad, ze P je tplny prostor a Ze mnozina |J-_, A,, je omezend, viak nestadi?®)
k tomu, aby z posloupnosti mnozin A, C P bylo mozné vybrat posloupnost s neprazdnou limitou: Je-
li P napf. Hilbertiv prostor vSech nekoneénych posloupnosti {a,} realnych &isel, pro néz je > | a?
konvergentni fada, v némz je norma definovana rovnosti

e ) 1/2
(3) Hand = (> a2) ",
n=1
2) diam (M) je primér mnoziny M. diam (@) := 0, pro neprazdnou M je diam (M) := sup{p(z,v); z,yeM }.

3) Limita této vybrané posloupnosti miize ovSem byt prazdna.
4) na rozdil od kompaktnosti prostoru P — viz poznamku 1.12
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a je-li e, posloupnost, jejiz n-ty ¢len je 1, zatimco ostatni ¢leny jsou nulové, je || e, — ey, || = v/2 pro kazdé
dva indexy m # n, takZe posloupnost {e,} nemé zadny hromadny bod. Z posloupnosti jednobodovych
mnozin A, := {e,} nelze vybrat zadnou (topologicky) konvergentni posloupnost s neprazdnou limitou,
protoze Lim A,, = (.

Poznamka 1.11. V prostoru se spocetnou bazi je Ls A,, = |JLim A, , kde vpravo se sjednocuje pres
v8echny (topologicky) konvergentni posloupnosti {A4,,, } vybrané z {A,}.

D 1 k a z . Prava strana je podle poznamky 1.2 obsazena v levé. Je-li z € Ls A,,, existuji podle
poznamky 1.4 body z,, € A,, tak, ze x,, — x. Z posloupnosti {A,,} lze (podle véty 1.3) vybrat
konvergentni posloupnost {Ankj }; znamend-li A jeji limitu, je x € A.

Poznamka 1.12. Je-li P kompaktni prostor a jsou-li A,, C P nepréazdné mnoZiny, je Lim A, # (),
pokud limita vlevo existuje.

Diakaz. Jeli A:=Lim A,, =, € A,, je kazdy hromadny bod x posloupnosti {x,,} obsazen v A,
a vzhledem ke kompaktnosti prostoru alespon jeden hromadny bod existuje.
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2. Souvislé prostory

Definice 2.1. Rikdme, ze mnoziny A C P, B C P jsou oddélené, je-li ANB =0 = AN B.
Poznamka 2.1. Je-li jedna z mnozin A, B prazdnd, jsou mnoziny A, B oddélené. KaZdy prostor mé
proto rozklad na dvé oddélené mnoziny; rozklady tvaru P = PUQ a P = () U P se nazyvaji trivialni.

Definice 2.2. Rikdme, 7e prostor P je souvisly, mé-li jen trividlni rozklad na dvé oddélené mnoziny.
Rikéme, Ze prostor P je nesouvisly, neni-li souvisly.

Nesouvisly je tedy takovy prostor, ktery ma aspon jeden netrivialni rozklad na dvé oddélené casti.

Poznamka 2.2. Je-li P = AU B, jsou mnoziny A, B oddélené, pravé kdyz jsou disjunktni a bud obé&
oteviené, nebo obé uzaviené.?!)

Véta 2.1. Jsou-li mnoziny M C P, N C P bud obé uzaviené, nebo obé oteviené, jsou mnoziny
A:=M — N, B:=N — M oddélené.

Dtk az. Abychom ukézali, e AN B = (), pisme

ANB=MN(P-N)NNN(P-M)cMNP—-NNNN(P—M).

Je-li mnoziny M, N uzaviené, je M = M a vyraz za C je roven MNP — N NN N (P — M) = (. Jsou-li
mnoziny M, N oteviené, je mnozina P— N uzaviend a vyraz za C je roven MN(P—N)NNN(P—-M) = 0.
Podobné se dokaze rovnost AN B = ().
* ok %

Piedpokladam, ze ¢tenaf znd zékladni véty o souvislych prostorech (viz napt. [6] nebo [7]) a uvedu
proto jen néktera tvrzeni, ktera se v béznych ucebnicich obvykle nevyskytuji.
Véta 2.2. Necht C je souvisld podmnozina souvislého prostoru P. Je-li P — C = AU B, kde A, B

Jjsou oddélené mnoziny, jsou mnoziny AUC, BUC souvislé. Je-li C' navic uzaviend, jsou i mnoziny AUC),
B U C uzaviené.

D @ k az . Protoze piipad C = ) je trividlni, pfedpokladdejme, ze C' # 0, a dokazme tvrzeni vty
napf. pro mnozinu A U C'; pro mnozinu B U C je dikaz zcela analogicky. Nejdiive souvislost: Necht

AUC=DUE,

kde D, E jsou oddélené mnoziny. Protoze C je souvisld, je obsazena bud v D, nebo v F; bez ijmy na
obecnosti lze pfedpokladat, ze C C D. Pak je D # () a E C A, a protoZe mnoziny A, B jsou oddélené,
plati totéz o mnozinidch E, B, a tedy i o mnozindch E, BU D. Protoze P=AUBUC =BUDUF,
protoze prostor P je souvisly a protoze BUD # 0, je E = 0. AUC je tedy souvisld mnoZina.

Pfedpokladejme nyni navic, ze mnozina C je uzaviena. Potom je
CUA=CUA=CUA=(CUA)NAUBUC)=[(CUA)N(CUA]U[(CUA)NB]=CUA,

coz ukazuje, ze C'U A je uzaviend mnozina.
Véta 2.3. Necht P = M U N a necht mnoZiny M, N jsou bud obé uzaviené, nebo obé oteviené.
Jsou-li obé mnoziny M NN a M U N souvislé, jsou souvislé i mnoziny M a N.
Diakaz. Vevété 2.2 polozme A= M — N, B=N—-M a C = MnNN. MnoZiny A, B jsou pak
podle véty 2.1 oddélené, takZze mnoziny AUC = M, BUC = N jsou podle véty 2.2 souvislé.
* ok %

Definice 2.3. Oblasti prostoru P se nazyva kazda jeho souvisla oteviend podmnozina.

Pfiklady. V R jsou oblastmi jen oteviené intervaly a prazdnd mnozina. Oblastmi v R? jsou napi.
otevieny kruh a otevieny (dvojrozmérny) interval, (oteviend) polorovina, (otevieny) pas (mezi dvéma
rovnobézkami), (otevieny) tihel, (oteviené) mezikruzi, mnozina R? — Z, atd. V R? jsou oblastmi napt.

1) Je-li P = AU B a mnoziny vpravo jsou disjunktni, jsou obé oteviené (uzaviené), pravé kdyz jsou obé uzaviené
(oteviené). Prostor P je tedy nesouvisly, pravé kdyz mé netrividlni rozklad na dvé obojetné mnoziny.
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(oteviend) koule, krychle, poloprostor nebo anuloid (torus), ale napt. i mnozina R3— A, kde A je sjednoceni
vSech pfimek rovnobéznych s osou z a protinajicich rovinu xy v bodech s celo¢iselnymi soufadnicemi.

Definice 2.4. Komponentou prostoru P nazyvame kazdou maximalni souvislou podmnozinu pro-
storu P (tj. souvislou mnozinu M C P, pro niz plati: Je-li M C N C P a je-li N souvislé, je N = M).

Poznamka 2.3. Snadno nahlédneme, Ze plati tato tvrzeni:

1. Pojem komponenty je (stejné jako pojem oblasti) topologicky.

2. Dvé rtzné komponenty prostoru P jsou disjunktni a prostor P je sjednocenim vsech svych kom-
ponent.

3. Kazda souvisld mnozina A C P je ¢asti nékteré komponenty prostoru P.

4. Komponenty prostoru P jsou vidy uzaviené mnoziny (nebot je-li M souvisla, je i M souvisla).

5. Komponenty obecné nejsou oteviené. (P¥iklad. Komponentami prostoru Q vSech racionalnich ¢isel
jsou pravé vsechny jeho jednobodové ¢ésti; zadnd z nich vSak v ném neni oteviend.)

6. Je-li G napf. oteviend podmnozina prostoru R”, jsou vsechny jeji komponenty také oteviené —
v G, tedy i v R™. (Dtikaz. Je-li H komponentou oteviené mnoziny G C R" a je-li x € H, existuje £ > 0
tak, ze U(z,e) C G. Protoze toto okoli je souvislé, je souvisld i mnozina H U U(z,e) C G; protoze H je
maximdlni souvisld ¢ast mnoziny G, je U(z,e) C H.)

Oznaceni. Pro kazdé = ¢ P oznadime komp, P komponentu prostoru P obsahujici bod z.

* ok *

Definice 2.5. Je-li ¢ > 0, nazyvame e-fetézem v P kazdou konec¢nou posloupnost boda a; € P,
0<i¢<m,neN, proniz je p(a;—1,a;) <eproi=1,...,n; je-li p = ao, a, = ¢, Fikdme, Ze tento Fetéz
body p,q (v P) spojuje. Rikdme, Ze prostor P je ¢-sfetézeny, jestlize pro kazdé dva body p € P, g € P
existuje ¢-fetéz spojujici p, ¢ v P. Prostor se nazyva sfetézeny, je-li e-stetézeny pro kazdé € > 0.

Priklad 2.1. Mnozina vSech celych ¢isel je e-stetézend pro kazdé € > 1. Mnozina QQ vSech raciondlnich
¢isel je stetézena. Mnozina {n?; n € N} neni e-sietézend pro zadné ¢ > 0.

Véta 2.4. Souvisly prostor je sfetézeny. Kompaktni sietézeny prostor je souvisly.

Duk az. 1. Snadno nahlédneme, ze je-li p € P, € > 0, je mnozina vSech bodu x € P, které lze
spojit s bodem p € P néjakym e-fetézem bodt z P, obojetné; je-li prostor P souvisly, je tedy rovna P.

2. Je-li P kompaktni a nesouvisly, je P = AU B, kde A, B jsou kompaktni neprazdné mnoziny.
Potom vSak je € := p(A, B) > 0 a prostor P ziejmé neni e-stetézeny.

Véta 2.5. Necht P je kompaktni prostor, necht A,, C P jsou &, -sietézené mnoziny a necht e, — 0.
Existuje-li Lim A,,, je to souvisld mnoZina. Obecnéji: Je-li Li A,, # 0, je Ls A,, souvisla mnozina.

D u k az. 1. Pfedpoklddejme, Ze mnozina A := Lim A, neni souvisld; protoze je (podle véty
1.1) kompaktni, existuji neprazdné, disjunktni a kompaktni mnoziny M, N tak, ze A = M U N. Pak je
r:=p(M,N) >0 amnozina U := U(M, %7’) UU(N, %T) je okolim mnoziny A; z véty 1.2 vyplyva, ze pro
skoro vSechna n je A,, C U. Z podminky A = Lim A,, dale plyne, Ze pro skoro vSechna n je

A, NU(M,Lr) £0 # A, NU(N, Lr).

V opaéném piipadé by totiz existovala vybrana posloupnost {A,,, }, jejiz vSechny ¢leny by byly disjunktni
napf. s U(M, %7‘), a totéz by pak platilo i pro mnozinu A = Lim A,,, . Z toho by vSak plynulo, ze M = ()
— spor. Protoze vzdélenost mnozin U (M, %7’), U(N, %r) je > %r, musi pro skoro vSechna n byt i &, > %r,
takze neni splnén jeden z predpokladi véty.
2. Podle poznamky 1.11 je
Ls A, = Lim 4,,

kde vpravo se sjednocuje pies vSechny konvergentni posloupnosti vybrané z { A, }. Kazdy s¢itanec je podle
toho, co jsme jiz dokdzali, souvisly, a protoze kazdy obsahuje neprézdnou mnozinu Li A,, (viz pozndmku
1.2), je i celé sjednoceni vpravo souvislé.

* % *

Definice 2.6. Rikdme, ze prostor P je nesouvisly mezi mnozinami A C P, B C P, jeli P =
M U N, kde M, N jsou oddélené mnoziny, pficemz A C M, B C N. V opa¢ném piipadé fikdme, ze
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prostor P je souvisly mezi A, B. Rikdme, 7ze mnozina D C P roztind P mezi mnozinami A, B, je-li pod-
prostor P — D nesouvisly mezi A, B. Rikdme, Ze D C P roztina P, existuji-li neprazdné mnoziny A C P,
B C P tak, Ze prostor P je mezi mnozinami A, B souvisly a jeho podprostor P — D nesouvisly.

Priklad 2.2. Souvisly prostor P je souvisly mezi kterymikoli svymi body p, q. Jednotkova kruznice D
roztina rovinu R?, protoze ji roztind napf. mezi poc¢atkem p a kterymkoli bodem g, pro néjz je p(p, q) > 1.
Podprostor R? — D je mezi takovymi dvéma body nesouvisly.

Véta 2.6. Roztina-li D C P prostor P mezi mnozinami A, B, existuje uzaviena mnozina D* C D,
ktera téz roztina P mezi A, B.
Duakaz. Je

P-D=MUN, kde MNN=0=MNN, ACM, BCN.
Polozime-li
M*={zreP;px,M)<p(x,N)}, N*={xeP;p(x,M)>p(N)}, D*'=P—(M"UN"),

je M* D M, N* O N amnoziny M*, N* jsou disjunktni a oteviené ?), takze mnozina D* C D je uzaviena.

Poznamka 2.4. Roztina-li uzaviena mnozina D prostor P a je-li mnozina ) husta v P, existuji body
peQ,qeQ tak, Zze D roztina P mezi p a q.

D  k a z . Podle pfedpokladu existuji neprazdné mnoziny A, B, mezi nimiZ je podprostor P — D
nesouvisly, takze P — D = MUN,kde MNN =MNN =0, AC M, B C N. Mnoziny M, N jsou
neprazdné a oteviené; protoze mnozina @ je hustd v P, existuji body pe QN M, g QN N, a D ziejmé
roztind P mezi p,q.

* ok *

Véta 2.7. Necht P je souvisly prostor se spoc¢etnou bazi a necht a € P, b ¢ P. Necht G je disjunktni
systém souvislych uzavienych podmnozin prostoru P, z nichz kazda roztina P mezi body a,b. Je-liC' € G,
bud

(1) P—C=M(C)UN(C),

kde mnoziny M(C) a N(C) jsou oddélené, a € M(C), b e N(C).3) Polozime-li pak A(C) := C U M(C),
plati tato tvrzeni:

I Je-li C € 6, D ¢ 6, C # D, je M(C) # M(D) a bud A(C) ¢ M(D) C Int A(D), nebo
A(D) C M(C) Cc Int A(C).

II. Mnozindm C € & Ize pfifadit indexy lezicimi v intervalu (0, 1) tak, aby pro kazdou dvojici x,y
uzitych indexti platila implikace

(2) <y = A(C;) C M(Cy) C Int A(Cy) C A(Cy).

PiSeme-li pak kratce Ay = A(Cy), My = M(Cy), N, = N(Cy), plati pro téméi vSechny indexy y
tyto identity:

(3) It A, = () Int A, = | 4. = M,
<y <y
(4) Ay=|J Ae =M, =nt 4,,
<y
(5) Ay=((ItA, =[] A
z>y z>Yy

III. Pro témeér vsechna C ¢ G plati:

2) Otevienost plyne ze spojitosti funkei p(z, M) a p(x, N).

3) Takovych rozkladt mnoziny P — C na dvé oddélené mnoziny mtze byt vice; vybereme libovolng, ale pevné jednu
dvojici. Vzhledem k tomu, Ze mnozina C' je uzaviena, jsou mnoziny M (C), N(C) oteviené (v oteviené mnoziné P — C, tedy
iv P).
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a) Int A(C) = M(C), H(A(C)) = C;
b) C'= H(M(C)) = H(N(C));
¢) existuje rostouci posloupnost mnozin D,, € & a klesajici posloupnost mnozin E,, € & tak, Ze

DL

(6) C= M(D,)NN(E,) = ﬁ A(D,)NP— A(E,);
n=1

n=1

d) mnoziny M(C) a N(C) jsou souvislé.

Dikaz.LJeliCeBS, Dec6,C#D,jebud DC M(C), nebo D C N(C), nebot D je souvisla
podmnozina sjednoceni M (C) U N(C) oddélenych mnozin M (C), N(C). Ukazme nejdiive, Ze

(7) DcM(C)= A(D)Cc M(C).

Z inkluze D C M(C) a z rovnosti

(8) P=CUM(C)UN(C)=DUM(D)UN(D)
plyne, ze
©)) P=(CUM(C)UM(D))U(N(C)NnN(D)).

Protoze C C P—D = M(D)UN(D), je bud C C M(D), nebo C' C N(D); kdyby vSak bylo C C M (D),
bylo by P = (M(C)UM(D))U(N(C)NN(D)), coz neni mozné, protoze prostor P je souvisly a mnoziny
M(C)U M(D), N(C) N N(D) jsou neprazdné a oddélené.

Je tedy C C N(D); z této inkluze, z premisy implikace (7) a z identit (8) plyne, Ze

(10) P=CUDUM(C)UN(D)U(M(D)NN(C))=(M(C)UN(D))U (M(D)NN(C)),

kde mnoziny M (C)UN (D), M(D)NN(C) jsou oddélené, pficemz a € M (C)UN (D), takZe tato mnozina
neni prazdna. Ze souvislosti prostoru P plyne, ze M(D) N N(C) = 0, tedy M(D) C P — N(C) =
M(C) U C; protoze C C N(D) = CNM(D) =0, je dokonce M (D) C M(C). Protoze D C M(C), je
A(D)=DUM(D) C M(C), coz je zavér implikace (7).

Protoze mnozina M (C) C A(C') je oteviena, je ¢asti Int A(C); dokézali jsme tedy implikaci

(11) DcM(C) = AD)Cc M(C) C Int A(C).
Podobné se dokéze implikace
(117) CcM(D) = AC)c M(D) C Int A(D).

Protoze premisa jedné z téchto implikaci plati, plati i pfislusny zavér. Rovnost M(C) = M (D) by
spolu s (11’) vedla k inkluzi A(D) C M (D), spolu s (11”) k inkluzi A(C) C M(C), tedy v obou pfipadech
ke sporu. Tim je ¢ast I véty 2.7 dokazéana.

I1. Zvolme pevné néjakou spocetnou béazi B prostoru P a sestavme jeji prvky do posloupnosti {U,}
tak, aby pro kazdé U € B bylo U = U,, pro nekone¢né mnoho indexi n. Pro kazdou mnozinu C' € & tvoii
pak indexy n, pro néz je U, C M(C), jistou rostouci posloupnost {ny}; ¢islo

— 1
1 reY gk
k=1
lze napsat i jako dyadicky zlomek tvaru 0.a1cz ...y, ..., kde au, je rovno 1, nebo 0 podle toho, zdali je

U, C M(C), nebo ne. Protoze pro zadné C' € & neni ani M (C) = 0, ani M (C) = P, existuje U’ € B tak,
ze U' C M(C),aU" € B tak, ze U” ¢ M(C); z toho plyne, Ze v dyadickém zlomku je nekone¢né mnoho
cifer rovnych 1 a nekoneéné mnoho cifer rovnych 0. Je tedy = € (0,1) a cifry zlomku 0.cja9...ay, ...
jsou jeho hodnotou x uréeny jednoznacéné. Déale je patrné, ze posloupnosti {ny}, {n}} odpovidajici dvéma
riznym mnoZindm C € &, D € & jsou rizné, protoze C # D = M(C) # M(D) a

k=1 k=1
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v diisledku toho je &islo (12) rizné od ¢isla

= 1
12 "= .

k=1

Je-li C € 6, je-li M(C) = Ujpey Un, a plati-li (12), budeme mnozinu C znacit C; oznaleni je
korektni, protoze podle toho, co jsme fekli, index = za uvedenych podminek mnozinu C' jednoznacné
identifikuje. Polozme jesté M, = M(Cy), Ay = A(Cy) a Ny = N(Cy).

Jsou-li z,y dva razné indexy, je podle ¢asti I bud A, C M, C Int A,, nebo A, C M, C Int A,.
Z inkluze A, C M, plyne, ze M, C M, # M,. Kazdé U,, obsazené v M, je obsazeno i v M,, posloupnost
{n} prislusna k C, je vybréna z posloupnosti {n} } pfislusné k Cy ; protoze M, je pravou ¢asti mnoziny
M, existuje U,, C M, tak, ze U, ¢ M,, a takovy index n je roven nekoneéné mnoha indexim n}, ale
neni roven zddnému z indexti ny. Z toho ziejmé plyne, ze x < y. Z inkluzi A, C M, C Int A, by se
obdobné odvodila nerovnost y < x.

Je-li tedy =z < y, je Ay C M, C Int A, ; protoze inkluze Int A, C A, je zfejm4, je tim implikace (2)
dokéazana.

Uzivejme zavedend oznaceni a méjme na pameéti, ze mnoziny M,, N, jsou disjunktni a oteviené,
zatimco mnozZiny A, jsou uzaviené. Protoze

r<y=IntA, CA, C M, CIntA, C Ay,

(13) y<z=IntAd, CA, C M. CIntA, C A.,
je téz
(14) Unta, c |J A c M, cIntA, C 4,,
<y <y
(15) Int A, C A, C ﬂMZC ﬂIntAzC ﬂAz.
>y z>y z>y

Je-li Int Ay — U, ., Int Ay # (), zvolme v této mnoziné bod w a pak najdéme ¢islo n(y) € N tak, ze
w € Up(yy C Int Ay; protoze v <y = w ¢ Int A,, plati implikace v <y = U,(,) ¢ Int A,.

Ukazme, ze ptifazeni ¢isla n(y) indexu y je prosté. Je-li n(y’) ¢islo pfifazené popsanym zptisobem
indexu y' # y, pro ktery je Int A,y —J,_, Int A, # 0, je bud y' >y, nebo y’ < y. V prvnim piipadé je
Un(yy C Int Ay, zatimco U,,(,) ¢ Int A, ve druhém piipadé je U, () C Int Ay, zatimco U,y ¢ Int A5
v obou piipadech je proto U, () # Un(yy, tedy i n(y) # n(y’).

Ziskali jsme tedy prosté zobrazeni indexi y, pro néz neplati rovnost

(16) Int A, = U Int A,,

<y

do mnoziny N; takovych indexti je tedy jen spoc¢etné mnoho. Jinymi slovy: Rovnost (16) plati pro téméf
kazdy index y. Vzhledem k inkluzim (14) je zfejmé, Ze z ni plynou rovnosti

(16") Int A, = M, = | ] Aq;
<y
tim je dokazéano (3).
Podle (14) je Um<y A, C Ay; protoze Ay je uzaviend mnozina, je dokonce Um<y A, C Ay. Neplati-li
tedy (pro nékteré y) rovnost

(17) U 4. = 4,,
<y

existuje n(y) € N tak, ze

Uny) N Ay # 0 = Uiy 0 | Ao

<y



tim spise pak je Uy, N A, = () pro vSechna z < y.

Podobné jako nahofe dokaZzeme, Ze ptifazeni ¢isel n(y) indextim y, pro néz neplati (17), je prosté: Je-li
y' # y index, pro ktery neplati rovnost analogicka (17), je bud y' > y, nacez U,y N A, = 0 # Uy ) N Ay,
nebo je y' <y, nacez Uyyy N Ay = 0 # Uy(yy N Ayr. Ze stejnych diivodt jako nahoie z toho plyne, Ze
rovnost (17) plati pro téméf vSechny indexy y.

Protoze podle (14) a (17) je

plati (4) také pro téméf kazdy index y.

Predpoklddejme nyni, ze pro néktery index y neplati rovnost

(18) A, = Az

>y

protoZe vyraz vlevo je podle (15) obsaZen v priiniku vpravo, znamen4 to, Ze existuje bod w tohoto priniku,
ktery nelezi v A,. Protoze A, je uzaviend mnozina, existuje n(y) € N tak, Ze Uy, () je disjunktni s A, ;
toto Up(y) vSak protind kazdou z mnozin A., kde z > y.

Piifazeni ¢isel n(y) indextm y, pro néz neplati (18), je opét prosté: Je-li y' # y index, pro néjz
neplati rovnost analogicka (18), je bud y' > ¥, nacez U,,(,) VA, # 0 = U,y N Ay, nebo je y' < y, nacez
Un(y) NV Ay = 0 # Un(yy N Ay.

Podobné jako nahofe z toho plyne, Ze rovnost (18) plati pro téméf vSechny indexy y. Z (15) a (18)
je ihned patrné, Ze i (5) plati pro témét kazdy index y. Tim je dokoncen diikaz ¢asti II véty 2.7.

III a). Podle (3) je Int A(C) = M(C) pro téméf vSechna C ¢ &; v dusledku toho plati totéz
o rovnostech H(A(C)) = A(C) —Int A(C) = (CUM(C)) — M(C)=C.

III b). Podle (4) je M(C) = A(C) pro témér kazdé C € &; z toho plyne, ze H(M(C)) = M(C) —
M(C) = A(C)— M(C) = C. Protoze kazda mnozina m4 touz hranici jako jeji doplnék a protoze N(C) =
P — A(C), jei H(N(C)) = C pro témét kazdé C.

III ¢). Podle (3) — (5) je nejen

(19) Cy=H(A) =A,—IntA, = (M. - | JAz =M. - |JP-No)= [ M. [ Na

z>y <y z>y <y z>Yy <y

pro témér kazdy index y, ale také

(20) Cy=(A: - UImtd, = (A. - | JP-P—A4,)=[)A.n [ P-A,.

z>y <y z>y <y z>y <y

V mnoziné Y vSech indext tvofi indexy y, k nimz neexistuje rostouci posloupnost indexi z,, tak, ze
X, — y, spocetnou mnozinu, protoze 1) ke kazdému takovému y existuje interval (a,y) disjunktni s Y,
2) intervaly pfifazené riznym indexim jsou disjunktni a 3) kazdy systém disjunktnich jednorozmérnych
intervall je spocetny. Zcela analogicky se zjisti, Zze indexy y, k nimz neexistuje klesajici posloupnost
indexu z, tak, ze z, — y, tvofi jen spofetnou mnozinu.

Pro témeér kazdy index y existuje tedy rostouci posloupnost indext z,, tak, ze x, — y, a klesajici
posloupnost indexti z, tak, ze z,, — y. Vzhledem k (13) jsou pak obé posloupnosti { M, }, {N,,, } klesajici,
takze

(21) ﬂMZ:ﬁMzn, N :ﬁan;
k=1 k=1

z>y <y

z toho a ze (17) a (18) plyne, ze

(22) Oy:ﬁMznﬂan:ﬁAznﬁP—Azn.
k=1 k=1
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Polozime-li tedy
(23) D, = Czna E, = Caanu

dostaneme tvrzeni III c).

Abychom dokazali tvrzeni III d), zvolme index y tak, aby platila tvrzeni III a) — c), a dokaZme napf.
souvislost mnoziny M, ; souvislost mnoziny N, se dokdZe zcela analogicky.?*)

Predpokladejme, ze M, = M’ U M", kde M’, M" jsou oddélené mnoziny, a necht napt. a € M’.
Pak jsou oddélené i mnoziny M’ U N,, M", takze sjednoceni M’ U N, U Cy je podle véty 2.2 souvislé;
podobné je i M"” U N, U Cy souvisld mnozina. Protoze a Ub C M'U N, U C,, a protoze kazdé z mnozin
E,, roztind P mezi a a b, je E, N (M’ UN, UC,) # 0. Protoze E,, = Cy,, kde =, <y, je E,, C M,,
takze E, N (Cy UN,) = 0; v disledku toho je E, N M’ # (). Protoze mnozina E,, C M, = M' U M" je
souvisla, protoze mnoziny M’, M"” jsou oddélené a protoze E, "M’ # (), je E, C M’', tedy E, " M" = (.
Protoze P — Cy = M" U (M’ U N,), kde mnoziny vpravo jsou oddélené, je mnozina M" U C, souvisla;
protoze je disjunktni s F,, (a tedy obsazend ve sjednoceni oddé&lenych mnozin M (E,, ), N(E,)) a protoze
podle (22) je Cy C N(E,), je M"UC, C N(E,), a tim spiSe je M" C N(E,). Protoze z, > y, je
M" c M, Cc A, C M(D,,) (pro kazdé n), takze M" c (,_, M(D,) N N(E,) = C, (podle (6)). Protoze
CyNM" =10, je M" =0; tim je souvislost mnoziny M, dokézina.

Spolu s tim je dokazéana i celd véta 2.7.

Véta 2.8. Necht G je disjunktni systém souvislych uzavienych podmnozin souvislého separabilniho
prostoru P. Pak pro témér kazdou z mnozin C € G je mnozina P — C' sjednocenim dvou disjunktnich
oblasti M, N, jejichz spolecnou hranici je C'.

D & k a z . Necht mnozina vSech ¢lentt posloupnosti {p,} je hustd v P. Pro kazdé C' ¢ & je
P—C=MUN,kde M, N jsou neprazdné oteviené disjunktni mnoziny; existuji tedy indexy ¢, j tak, ze
pi € M, p; € N; C pak roztind P mezi body p;,p;. Pro kazdou dvojici indexi ¢, j necht &; ; znamena
systém vsech mnozin C € &, které roztinaji P mezi body p;, p;; systém & je pak ziejmé sjednoceni vSech
systémi &; ;.

Podle ¢astiIII d) a III b) véty 2.7 m4 témér kazdd z mnozin C' € &; ; obé vlastnosti uvedené v tvrzeni
véty ; protoze podsystémi &; ; je jen spoc¢etné mnoho, maji uvedené dvé vlastnosti témér vSechny mnoziny
Ce6.

Oznaéeni. Je-li P separabilni souvisly prostor a je-li a € P, b € P, ozna¢ime S(a,b) mnoZzinu vSech
bodu = € P, které roztinaji P mezi a,b.5) O

Ziejmym dtsledkem vét 2.7 a 2.8 je toto tvrzeni:

Véta 2.9. Necht a,b jsou dva riizné body separabilniho souvislého prostoru P; pak plati tato dvé
tvrzeni:

1. Bodim p € S(a,b) Ize pfifadit indexy z (0,1) tak, Ze pro kazdé t¥i indexy x < y < z roztind bod
py prostor P mezi body p, ap..

2. Definujeme-li S; jako mnozinu vSech bodi p € P, které neroztinaji P, a Se jako mnozinu vSech
bodii p € P, pro néz je P —p sjednocenim dvou disjunktnich oblasti M (p), N (p), jejichZ spole¢nou hranici
jep, je P —(S1US3) spodetnd mnozina.

Véta 2.10. (Lennes.) Je-li P souvisly separabilni prostor a plati-li pro dva body a # b z P rovnost
(24) P =S(a,b)UaUb,

existuje prosté spojité zobrazeni f prostoru P na interval (0,1).

D ik a z . Pfitadme kazdému bodu p € S(a,b) index podle ¢asti II véty 2.7, ozna¢me «, 8 infimum
a supremum mnoziny vSech téchto indextd a uzivejme taméjsi oznaceni.

Dokazme (sporem), Ze zddny index x neni roven ani «, ani 8: Pfedpoklddejme, ze © = «; pak je

M(pa) Upa = A(pa) C M(py) pro viechna y # a,

4) V ptivodnim rozkladu P — C' = M U N neni z4dny podstatny rozdil mezi mnozinami vpravo.
5) Mnoziny S(a,b), S(a,b) Ua Ub jsou zfejmé invariantni viiéi homeomorfnim zobrazenim.
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tj. pro vSechna p, € S(a,b) — p,. ProtoZe pro zadny index y neni p, ¢ M (p,), plyne z toho, Ze pro zadny
index y neni p, € M(pa), tj. ze M(pa)NS(a,b) = 0. Podle (24) je tedy mnozina M (p,) ¢asti dvoubodové
mnoziny {a,b}, coZ neni mozné, protoZe je neprazdnd a oteviend (a prostor P je souvisly).

Podobné se dokaze, ze zadny index x neni roven .

Definujeme-li funkci g : P — (o, ) podminkami

g(a) :=«, g(p,) :=x pro kazdy index =, g(b) := 3,

je ziejmé, ze funkce g je prosta. K tomu, abychom dokazali, Ze je spojita, staci ukazat, Ze vzory intervald
(a,7v) a (v, 8) jsou pro kazdé v € (a, 8) mnoziny oteviené v P. To vSak plyne z identit

g-1({e,7)) = M(p,), g-1((7,B)) = P — A(py) = N(p,).

Protoze zobrazeni g je spojité a protoze prostor P je souvisly, je g(P) souvisla ¢ast intervalu {(a, 8)
obsahujici body «, 8, takze g(P) = («, 3). Slozime-li zobrazeni g s funkci h(z) := (x—a)/(8—a), ziskdme
prosté spojité zobrazeni f := h o g prostoru P na interval (0, 1).

Definice 2.7. Obloukem nazveme kazdou mnozinu homeomorfni s intervalem (0,1).

Poznamka 2.5. Jsou-li f, g dvé homeomorfni zobrazeni intervalu (0,1) na tyZz oblouk L, je g_1 o f
homeomorfni zobrazeni intervalu (0, 1) na sebe, tedy spojitd ryze monoténni funkce. Z toho je patrné, ze
{f(0), f(1)} = {g(0),9(1)}; obraz mnoziny {0,1} krajnich boda intervalu (0,1) nezavisi tedy na volbé
homeomorfniho zobrazeni intervalu (0,1) na L. Je proto korektni tato definice:

Definice 2.8 a ozna&eni. Krajnimi body oblouku L nazveme body f(0), f(1), kde f je (jakékoli)
homeomorfni zobrazeni intervalu (0, 1) na L. Oblouk s krajnimi body a,b budeme znacit ab. )

Véta 2.11. K tomu, aby kompaktni a souvisly prostor P byl obloukem ab, je nutné a staci, aby
platila rovnost

(25) P =S(a,b)UauUb.m)

Dakaz. Jeli P = (a,b), rovnost (25) zfejmé plati; protoze mnoZina vpravo je invariantem
homeomorfnich zobrazeni, plati rovnost i pro kazdy oblouk ab. Obracené tvrzeni plyne ihned z véty 2.10
a z toho, Ze spojité prosté zobrazeni kompaktniho prostoru je homeomorfni. [

Nasledujici priklad ukazuje, ze ve vété 2.11 nelze vynechat predpoklad kompaktnosti.

Ptiklad 2.3. Necht P je graf funkce sin(1/x), 0 < x < 1, k némuz je pfidan bod a = (0, 0). Mnozina
P je pak souvisla, ale neni obloukem, a klademe-li b = (1,sin1), je P = S(a,b) Ua Ub.

Tento piiklad zaroven ukazuje, Ze zobrazeni f ve vété 2.10 nemusi byt homeomorfni.

6) Toto oznadeni oblouk samozifejmé neidentifikuje; je jen zkratkou slovniho spojeni ,oblouk s krajnimi body a,b“.
Jisté je patrné, Ze oblouky i jeho krajni body jsou invarianty homeomorfnich zobrazeni. V literatufe se ,krajni body*
nazyvaji spiSe ,koncovymi body“ (end-points); tato terminologie se ndm nehodi, protoZe u intervalu a tzv. orientovaného
oblouku potfebujeme mluvit o jeho poddteénim a koncovém bodé (coz ovSem nejsou topologické pojmy).

7) Oblouky jsou tedy mezi souvislymi kompaktnimi prostory P charakterizovany tim, Ze v nich existuji takové dva
body a, b, Ze kazdy jiny bod z P roztind P mezi nimi.
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3. Lokalné souvislé prostory

Definice 3.1. Rikdme, Ze prostor P je lokaln& souvisly v bodé p € P, je-li p € Int (komp , U(p))
pro kazdé okoli U(p) bodu p. Prostor P se nazyva lokalné souvisly, je-li lokdlné souvisly v kazdém bodé
peP.

Poznamka 3.1. Pojem lokalni souvislosti v bodé a lokalni souvislosti je zfejmé topologicky. [

Ekvivalentni formulace definice 3.1: Prostor P je lokalné souvisly v bodé p € P, pravé kdyz plati
nékterd z téchto podminek:

L. Pro kazdé okoli U(p) existuje okoli U (p) C komp,, U(p).

2. Ke kazdému ¢ > 0 existuje d > 0 a souvisld mnozina M C U(p,¢) tak, ze U(p,d) C M.

3. Existuji libovolné malé!) souvislé podmnoziny prostoru P, které obsahuji bod p uvniti.

4. Existuji libovolné malé souvislé uzaviené podmnoziny prostoru P, které obsahuji p uvniti. ?)

Poznamka 3.2. Jak ukazuje nésledujici pfiklad, neplati toto tvrzeni: Je-li prostor P lokélné souvisly
v bodé p € P, existuji libovolné mala souvisla okoli bodu p.

Pfiklad 3.1. Necht P C R? se sklad4 z tisecky spojujici body (0,0) a (1,0) a z tseéek spojujicich bod
(27",0) s body (2~ (+1) 2=(n+k)) 'kde k =1,2,3,..., n=0,1,2,....

Prostor P je pak lokalné souvisly v bodé (0, 0), ale kazdé souvislé okoli tohoto bodu obsahuje celou
usecku (0,1) osy x.
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Obr. 3. K prikladu 3.1

Poznamka 3.3. Lokalni souvislost prostoru P v bodé p je lokdini vlastnost, tj. zavisi jen na libovolné
malych okolich bodu p. Odtud ihned plyne, Ze oteviend podmnozina lokalné souvislého prostoru je lokalné
souvisla.

Véta 3.1. Komponenty lokalné souvislého prostoru P jsou oteviené®) mnoziny; jsou to tedy oblasti
prostoru P.

Diakaz. Jelipe K, kde K je komponenta prostoru P, je P okolim bodu p, a existuje tedy okoli
V(p) C komp, P = K.

1) tj. s libovolné malym priimérem

2) Jsou to napf. mnoziny tvaru komp , U(p).
3) tedy obojetné, sr. s pozn. 2.3, Cast 4
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Poznamka 3.4. Plati toto tvrzeni: Je-li P lokalné souvisly prostor, existuji ke kazdému bodu p € P
libovolné malé souvisla okoli U (p).*)
Jsou to napf. mnoziny
komp,U(p,1/n), n=1,2,...,

oteviené podle véty 3.1.

Véta 3.2. 1. Je-li P = AU B a jsou-li mnoziny A, B lokalné souvislé v bodé p € AN B, je i prostor
P lokalné souvisly v bodé p.
2. Je-li P = AUB, kde mnoziny A, B jsou uzaviené a lokalné souvislé, je i prostor P lokalné souvisly.

Duakaz. 1. Jeli U okoli bodu p € P, jsou mnoziny U; = U N A, Uy = U N B okolimi bodu
p v mnozinach A, B. Protoze mnoziny A, B jsou lokalné souvislé v bodé p, existuji okoli V1 a V5 bodu
pv Aa B tak, ze V; C komp, U; pro i = 1,2. K okolim V; existuji mnoziny W; oteviené v P tak, Ze
Vi=WinA, Vo =W,ynN B. Mnozina W := W1 N Wy je pak okolim bodu p v P, pfi¢emz

W:WlﬁWnglﬂWgﬁ(AUB)CV1UV2CkomppUlukomppUgckomppU.

2. Je-lip e P, je bud p € AN B a prostor P je lokalné souvisly v bodé p podle ¢asti 1 této véty, nebo
ma p kladnou vzdélenost od jedné z mnozin A, B. Je-li napt. p(p, B) > 0, je prostor P lokdlné souvisly
v bodé p proto, ze v bodé p je lokdlné souvisla mnozina A; mnozina B nemé na tuto okolnost zadny vliv.

Poznamka 3.5. Nasledujici priklad ukazuje, ze ve druhé ¢ésti véty 13 nelze vynechat predpoklad, Ze
mnoziny A, B jsou uzaviené.

Priklad 3.2. A necht je tisecka spojujici (v R?) body (0, —1), (0,1) a B necht je graf funkce sin (1/z),
0 < z <1; prostor P = AU B neni lokdlné souvisly v zddném bodé z A, ackoli A i B jsou lokalné souvislé
podmnoziny prostoru P. (Viz obr. 3.2.)

Véta 3.3. (Whyburn.) Je-li P souvisly lokalné souvisly prostor, je mnozina S(a,b)UaUb pro kazdé
dva body a € P, b € P kompaktni.

Dikaz. 1. Ukazme, Ze mnoZina S = S(a,b) Ua Ub je uzaviend: Zvolme libovolny bod pe P — S
a necht K := komp (P — p). Protoze P — p je lokalné souvisly prostor, je K obojetnd v P — p, tedy také
lokalné souvisla. Kdyby bylo b ¢ K, bylo by P —p = KU (P — p — K), kde ob& mnoziny vpravo jsou
obojetné a disjunktni, tedy oddélené; z podminek a € K, b € P — p — K by plynulo, Ze bod p roztina P
mezi body a, b, coz je spor. Je tedy b € K.

Protoze mnozina K je lokalné souvisla a protoze p ¢ K, existuje ke kazdému x € K souvislé okoli
U(z) C K°®) tak, %e uzavér v P tohoto okoli spliiuje podminku U(z) C P — p. Snadno nahlédneme, Ze
mnozina vSech z € K, pro néz existuje fetéz U(xo), U(z1), ..., U(xs) takovychto okoli spojujici body a, ,
je obojetnd v K, tedy (vzhledem k souvislosti mnoziny K) rovna K.

Protoze b ¢ K, existuje takovy fetéz U(a) = U(xzg),U(x1),...,U(xs) = U(b) specidlné i pro bod b.

(1) A= U)

je pak souvisld uzaviend mnozina obsaZend v P — p a obsahujici oba body a,b. Protoze p(p, A) > 0,
existuje okoli U(p) disjunktni s A. Zadny bod z € U(p) neroztind P mezi body a, b, takze nelezi v S.
Okoli U(p) je disjunktni s S, tedy obsazené v P — S. Protoze bod p € P — S byl libovolny, je mnozina
P — S oteviend, mnoZina S uzaviena.

2. Kompaktnost mnoziny S bude dokézana, dokdzeme-li implikaci

(2) NcCS, SnderN =0 = N je konec¢na.

Nema4-li vSak mnozina N C S v S (tedy ani v P, nebot S je uzaviend mnozina) zadny hromadny bod,
existuje ke kazdému = € P souvislé okoli U(x) tak, Ze mnozina U(x)NN je koneéna. Podobné jako v 1. ¢asti
dtikazu existuje Tetéz U(xg), ..., U(zs) takovychto okoli, ktery spojuje body a,b. ProtoZe mnozina

(3) B:= U U(x;)
=0

4) Srov. s poznamkou 3.2!
5) Protoze mnozina K je oteviena v P — p, tedy i v P, jsou okoli v K zéroveii okolimi v P.
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obsahuje body a,b a je souvisla, obsahuje mnozinu S(a,b), tedy i S, a tim spiSe tedy je N C B. Protoze
kazda z mnozin U(z;) N N je konecn4, plati totéz o mnoziné BN N = N. Tim je implikace (2), a tedy
kompaktnost mnoziny S dokézana.

Véta 3.4. Je-li P souvisly a lokalné souvisly prostor a je-li
(4) P =S(a,b)uaUb,

je P oblouk ab.

D i k a z . Plati-li (4), je prostor P podle véty 3.3 kompaktni (tedy separabilni); protoze je podle
predpokladu i souvisly, je to podle véty 2.11 oblouk.
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4. Kontinua

Definice 4.1. Kompaktni souvisld mnozina (prostor) se nazyva kontinuum; vlastni kontinuum ob-
sahuje asponl dva rtzné body, prazdnd mnozina a jednobodové mnoziny jsou tzv. nevlastni kontinuua.
Semikontinuum je mnozina M, v niz pro kazdé dva body existuje kontinuum M; C M, které je obsahuje.

Definice 4.2. Pro kazdy bod « € P (kde P je libovolny metricky prostor) se sjednoceni vech kontinui
K C P obsahujicich bod x nazyva konstituanta bodu =z v P a znaci se konst, P.

Poznamka 4.1. Pojem kontinua je nejen invariantem homeomorfnich, ale dokonce spojitych zob-
razeni. Vlastni kontinuum K mé vzdy mohutnost kontinua, protoze pro kazdé dva rtzné body a,b
z K a pro kazdé 6 € (0,p(a,b)) je H({U(a,d0) N K # 0 — jinak by totiz kontinuum K mélo rozklad
K =(U(a,§) N K)U (K —U(a,d)) na dvé neprazdné oddélené mnoziny.

I pojem konstituanty je topologicky; konstituanty jsou typickym ptikladem semikontinui.

Poznamka 4.2. Necht prostor P je kompaktn{ a necht A,, C P jsou &, -sfetézené mnoziny (specidlné:
kontinua), pfi¢emz €, — 0. Existuje-li pak Lim A,,, je to kontinuum. Podobné: Je-li Li A,, # 0, je Ls A,
kontinuum. Mé-1i nekoneéné mnoho mnozin A, praumér > r > 0, je diam Ls A, > r, takze Ls A,, je
vlastni kontinuum. (Srov. s vétou 2.5 a s poznadmkou 1.10.)

Specialné tedy plati tvrzeni: Priinik nerostouci posloupnosti kontinui je kontinuum.

Véta 4.1. (Janiszewski.) Je-li P vlastni kontinuum a je-li a ¢ G C P, kde G # P je oteviena
mnozina, existuje kontinuum K s témito vlastnostmi:

l.aeKcé;
2. KNH(G) # 0.

Uvedené vlastnosti ma pritom kterakoli z mnozin

(1) konst, G, komp, @, komp,G, konst,G.

Dusledek 1. Kazdy bod p viastniho kontinua P je obsaZen v libovolné malych vlastnich kontinuich
K CP.

Dasledek 2. Jsou-li K a P kontinua, K ¢ P, existuje kontinuum K, tak, ze K ¢ K1 & P.

D ik az. 1. Dokdzeme nejdiive toto tvrzeni: Je-li M oteviend mnoZina a je-li a € M C M C G,
existuje kontinuum K tak, fea e K C M a KN H(M) # 0.
Zvolme k tomu uéelu bod b ¢ P — M. Z véty 2.4 plyne, 7e pro kazdé n € N existuje (1/n)-Tetéz

(2) a=agy, ai, ..., ay =b

spojujici body a,b v P; pro kazdé n existuje pak (pravé jeden) index i, tak, ze 0 < i < i, = al? ¢ M
aze a; .4 € P — M. Mnozina

(3) K, ={ag,ay,...,a} } CM

obsahuje bod a a splituje podminku p(K,, P — M) < 1/n; protoze a € Li K,, # (, je K := Ls K,, (podle
véty 2.5) kontinuum, které m4 zfejmé vechny zddané vlastnosti.

2. Oznaéime-li M,, = P — U(P — G,1/n), je a € M,, C M,, C G pro skoro viechna n, a podle toho,
co jsme jiz dokazali, existuji kontinua K,, C M, tak, ze a € K,, N H(M,,) # 0. Protoze K,, C konst, G, je

(4) U K, C konst, G;

n=1
protoZe je p(K,, P —G) < 1/n pro kazdé n, protind mnoZina vlevo mnozinu H(G); tim spise to plati pro

mnozinu vpravo.
3. Prvni z mnozin (1) m4 tedy zZddané vlastnosti; ze zfejmych inkluzi

(5) konst, G C komp, G C komp, G C komp, G, konst, G C konst, G
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plyne, ze zddané podminky splituji i ostatni mnoziny z (1).
Dusledek 1 plati, protoze pro kazdé £ > 0 je napi. konst, U(p, %5)) kontinuum o primeéru < e.
Diisledek 2 je ziejmy, je-li K = (). Je-li K # (), zvolme pevné body p € K, ¢ € P — K. Z normality
prostoru P plyne existence oteviené mnoziny G O K tak, ze q ¢ G. Mnozina

(6) Ky :=komp, G
je kontinuum obsahujici K, které podle hlavni ¢asti véty 4.1 protind H(G), coz je mnoZina disjunktni
s K. Je tedy K1 # K. Protoze q ¢ G, je K1 # P.

Véta 4.2. (Sierpinski.) Zadné kontinuum nelze rozloZit na spocetné mnoho disjunktnich uzavienych
mnozin, z nichz aspon dvé jsou neprazdné.

Dusledek. Je-li kompaktni prostor P disjunktnim sjednocenim spoc¢etné mnoha neprazdnych kontinui
P,, je kazdé P,, komponentou prostoru P.

D akaz. 1. Kdyby pro néjaké prirozené ¢islo ¢ > 1 byla souvisla mnozina P sjednocenim dis-
junktnich uzavienych mnozin Ay, ..., Ay, kde napf. Ay # 0 # Az, byl by P = A; U (Aa U. .. A,) rozklad
mnoziny P na neprazdné oddélené mnoziny — spor. Zbyva proto ukazat, ze rozklad uvedeny v hlavni ¢asti
véty neexistuje ani v pfipadé, Ze mnozin A,, je nekone¢né mnoho.

2. Pfedpokladejme naopak, ze pro néjaké kontinuum P existuji disjunktni uzaviené mnoziny A,, C P,
z nichz asponi dvé jsou neprazdné, tak, ze

(7) P = [j An;
n=1

bez ijmy na obecnosti lze op&t predpokladat, ze A; # () # As.

7 normality metrického prostoru P plyne existence oteviené mnoziny G, pro niz je Ay N G = 0,
Ay C G. Zvolme pevné néjaky bod x € Az a oznaéme K; := komp, G. Podle Janiszewského véty 4.1 je
pak K1 N H(G) # 0, a protoze As C G, je K1 — As # (. Protoze Ay N K1 C Ay NG =1, je

(8) Ki— Ay C UKlﬁAn,
n=3

a existuje proto index n > 2 tak, ze K1 N A, # 0. Z (8) déle plyne, Ze

(o]
(9) K= ) KinA4,,

n=2
pricemz vlevo je kontinuum disjunktni s Ay, vpravo sjednoceni disjunktnich uzavienych mnozin, z nichz
(aspori) dvé jsou neprazdné; jednou z nich je mnozina K; N As, a lze pfedpokladat, ze druhou z nich je
KinAs.

Protoze tento rozklad mé zcela analogické vlastnosti jako rozklad kontinua P, lze analogickym po-

stupem najit kontinuum Ky C K; disjunktni s K3 N A, tedy i s Ay (protoze Ko C K1), tak, Ze

o0
(10) Ky= ) K:nA4,,
n=3
pricemz KoM As # () a existuje index n > 3 tak, ze Ko N A, # (); bez Gjmy na obecnosti lze pfedpoklddat,
Ze je to index n = 4.
V téchto konstrukcich lze pokracovat neomezené; tim ziskdme (nekonecnou) nerostouci posloupnost
neprazdnych kontinui K, tak, ze K, N A, = 0 pro kazdé n e N. Pak je oviem

n=1 n=1 n=1

a dostavame se do sporu s Cantorovou vétou, podle niz je prunik vlevo neprazdny.
Tim je platnost Sierpinského véty dokazana a zbyva dokazat disledek.

3. Kazdé kontinuum P, je ¢asti jisté komponenty K, prostoru P; kdyby nékteré P, nebylo kompo-
nentou prostoru P, bylo by P, & K,,, tedy

K,=K,NnP=(K,NnP)U(K,NP)U...,

kde (aspoil) dvé mnoziny vpravo jsou neprazdné — spor.
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Poznamka 4.3. Kazdé vlastni kontinuum se d4 rozloZit na jednotlivé body, tj. na nespoc¢etné mnoho
disjunktnich nevlastnich kontinui. Trividlnim pfikladem kontinua, které 1ze rozlozit na nespocetné mnoho
disjunktnich vlastnich kontinui, je étverec (ktery lze rozlozit napf. na rovnobé&zné tsecky). Existuji vSak
téz kontinua 7idkd v roviné %), ktera se daji rozlozit na nespoc¢etné mnoho disjunktnich vlastnich kontinui;
ptiklad takového kontinua uvadi Uryson ve [4], ¢ast II, kap. V, §7-§8 (viz obr.4).

0

Obr. 4. K poznamce 4.3; riiznd méfitka na osadch umozila nakreslit i tieti krok konstrukce
Je-li dan rovnobéznik abed, jehoz strany (a; b), (c; d) jsou rovnobézné s osou x, bud a vzdy jeho levy
dolni vrchol, b pravy dolni vrchol, ¢ pravy horni vrchol, d levy horni vrchol. Operaci 9t nazveme pak

prechod od rovnobézniku abed ke ¢tyfem rovnobéznikim, které jsou v ném obsazeny a definovany takto:

6) tj. kiivky podle Cantorovy definice, kterou uvedeme v dalsim textu
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Stranu ab rozdélime na Sest stejné dlouhych tsecek
(117) (a5 ar),{ar; az),(az; as), (as; as), (as; as), (as; b)),
stranu dc na Sest stejné dlouhych tsecek
(11") (d; di),(d1; d2),(d2; d3), (ds; da), (da; d5), (d5; c)

a utvofime rovnobézniky
(12) aaldld, a2a3d2d1, a3a4d5d4, CL5de5.

Jednotkovy ¢tverec v roviné xy oznacime FPy. Operaci 9 ziskdme z Py Ctyfi rovnobézniky P,
kde 1 < i; < 4, jejichz sjednoceni ozna¢ime P!. Operaci 91 provedenou na kazdém P;, dostaneme
16 rovnobéznikt P; ;,, kde 1 < iy < 4, jejichz sjednoceni oznacime P2 atd. Prinik

(13) P> = ﬁ pn
n=1

je kontinuum, které je sjednocenim spocetné mnoha lomenych ¢ar slozenych ze dvou tsecek majicich jeden
krajni bod spoleény (podobné jako pismeno V) a nespodetné mnoha ,samostatnych® tsecek (podobnych
rizné naklonénému pismenu I).

Véta 4.3. (Moore.) V kazdém vlastnim kontinuu P existuji aspori dva body, z nichZ zZadny P neroz-
tina.

D i k a z. Staci dokazat, ze pro kazdy bod p € P existuje bod ¢ € P neroztinajici P a rtzny od p.
Necht mnozina v8ech ¢lent prosté posloupnosti {p(n)}22 , je husta v P, pfi¢emz p(0) = p. Pokud néktery
z bodt p(n), kde n > 0, neroztind P, staéi zvolit jej za q; zbyva proto vySetfit piipad, kdy kazdy bod
p(n), n > 0, kontinuum P roztina.

Polozme ng = 0, Ag = P, n; = 1. Protoze bod p(n1) roztind P, je P — p(n1) = A; U By, kde vpravo
jsou neprazdné disjunktni oteviené mnoziny; jejich oznaceni zvolme tak, ze p € By. Podle véty 2.2 je pak
uzaviend mnozina A; Up(ni) kontinuum a H(A;) = p(n1) (protoze hranice oteviené mnoziny A; vznikne
z jejiho uzavéru A; U p(n;) odectenim mnoziny A;).

Je-li pro nékteré i > 1 sestrojeno ¢islo n;—; € N a mnozina A;_1, ozna¢me n; nejmensi ¢islo, pro
néjz je p(n;) € A;—1; piSme pak P — p(n;) = A; U B;, kde vpravo jsou neprazdné disjunktni oteviené
mnoZiny, a oznaceni zvolme tak, 7ze p(n;_1) € B;. Podle véty 2.2 je mnozina A; = A; U p(n;) kontinuum
a H(Al) = Ai — Al = p(ni).

Tim je indukci sestrojena posloupnost {n;}°, pfirozengch &isel a posloupnost {4;} 2, otevienych
podmnozin kontinua P tak, Ze pro kazdé ¢ € N plati:

1. n; je nejmensi pfirozené ¢islo, pro néjz je p(n;) € A;j—1;

2. p(ni-1) ¢ Ai;

3. A; = A; Up(n;) je kontinuum, H(A;) = p(n;).

Protoze p(niy1) € Aq, p(n;) € H(A;), jen; # nyy1 (pro kazdé i e N). Protoze p(n;) ¢ A;r1Up(niy1) =
Ai+1, je Ai+1 CcP —p(nl) = Al U Bl Protoze kontinuum Ai+1 mé s Al spoleény bod p(ni+1)7 je Gasti Az
Z inkluze A;+1 C A; a z definice ¢isel n; plyne, ze n;+1 > n;; protoze neprdzdnd kompaktni podmnozina
A;11 # P souvislého prostoru P nemiize byt identickd s otevienou mnozinou A;, je n;y1 > n;. Posloupnost
{n;} je tedy rostouci.

Z inkluzi A;11 C A; a z Cantorovy véty déle plyne, ze

A=

DX

A= fﬁl?ﬁ’é@a

i=1

tato mnozina neobsahuje zddny bod p(n;), i > 0, protoze p(n;) ¢ A; 1. Pro kazdé n > 0 existuje i > 1
tak, Ze n; > n; protoZe n; je nejmensi ¢islo, pro néz je p(n;) € A;—1, je p(n) ¢ A;—1, a tim spise je
p(n) ¢ A. Mnozina A tedy neobsahuje zadny z bodt p(n), n > 0.

Véta bude dokézéana, ukazeme-li, Ze zZadny bod g € A neroztind P, tj. Ze pro kazdy rozklad P — ¢ =
M U N, kde M, N jsou disjunktni oteviené mnoziny, je jedna z mnozin M, N prazdna:
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Protoze neni ¢ = p(n;) pro zadné i € N, lezi vSechny body p(n;) ve sjednoceni M U N; pro jednu
z mnozin M, N — napf. pro N — existuje proto vybrana posloupnost {n;, } tak, ze p(n;,) € N pro kazdé
J. Mnozina M U ¢ je kontinuum disjunktni s H(A;;) = p(n,), tedy obsazené v A;; U B, ; protoze méa
spole¢ny bod ¢ s A;;, je MUq C A;;. Protoze tato inkluze plati pro kazdé j, je M C A. Protoze A (a tim
spie M) neobsahuje zadny z bodd p(n) a protoze mnozina {p(n); n > 0} je hustd v P, je oteviend
mnozina M prazdna.

Tim je véta 4.3 dokazana.

* %k

Definice 4.3. Je-li n € N a je-li f spojité zobrazeni néjaké mnoziny X C R™ na (metricky) prostor
P, fikdme, ze f je parametrizaci neboli parametrickym popisem prostoru P.

Priklad 4.1. 1. KaZzdé homeomorfni zobrazeni h kazdého jednorozmérného kompaktniho intervalu J
je parametrizaci oblouku h(J). Je-li I dalsi jednorozmérny kompaktni interval a je-li w : I —,, J prosta
spojita funkee, je h o w dalsi (homeomorfni) parametrizace oblouku A(J).

2. Je-li p € Ry, je vektorova funkce

(14) v(p) := (pcosp,psing), ¢ e (0,2m),

parametrizaci kruznice K o stfedu (0,0) a poloméru p. Jeji restrikce v|(0,7), v|{m, 27) jsou parame-
trizacemi pfislugné  horni“ pilkruznice K; := v({0,7)) a ,dolni* ptilkruznice Ky := v((m,27)). Tyto
pulkruznice jsou oblouky s krajnimi body a := —p a b := p, pfi¢emz

(15) KUKy, =K, Klﬁng{a,b}.

3. Je-li p € Ry, je vektorova funkce
(16) w(p,¥) := (p cospsind, p sinpsind, pcosd), 0 < p <27, 0< ¥ <,

parametrizaci sféry o stfedu v pocatku prostoru R? a poloméru p. Restringujeme-li tthel ¥ na interval
(0, %w) resp. (%w,w), dostaneme ,horni* resp. ,,dolni“ polosféru.
4. Pisme body Cantorova diskontinua A ve tvaru

[e’e} a
(17) x:2z3—k,
k=1

kde ay, € {0,1} pro kazdé k € N, a definujme vektorovou funkci f = (f1, f2) : A — R? takto: Je-li # déno
rovnosti (17), je

(18) h@) =Y Bt fal@) =Y S
k=1

k=1

Je zfejmé, ze funkce f zobrazuje A do ¢tverce @ := (0,1) x (0,1). Je-li dan libovolny bod (b, ¢) € @, kde
b= 12 bi/2% ¢ =377 cx/2F, pFidemz kazdé by, a kazdé ¢, je bud 0, nebo 1, a polozime-li azj,—1 = by,
ask, = ¢ pro kazdé k € N, je obrazem bodu (17) bod (b,c¢). Je tedy f(A) = Q.

Dokazme, Ze f je spojité zobrazeni: Je-li

o0 a/
(17) o =2)" 3—,’3
k=1

kde aj, € {0,1} pro kazdé k, dalsi bod z A a je-li n nejmensi index, pro néjz je a, # al,, je

N 1 =1 1
19 =2 k 2(—— —)——
1 Y B P YRR

Je-li tedy |z — 2’| < 372", je ar, = a), pro k = 1,...,2n, z ¢ehoZ snadno plyne, Ze | f;(z) — fi(z')| <27
pro i = 1,2, takze (kartézskd) vzdalenost bodd f(x), f(2) je nejvyse rovna 271, Z toho je patrna
(stejnomérnd) spojitost funkee f v A.
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Funkce f je tedy parametrizaci ¢tverce @; definiénim oborem neni interval, ale ¥idka nespocetnd
kompaktni mnozina A C R, kterd ma jen jednobodové komponenty. Funkci f lze snadno rozsifit spojité
na cely interval (0,1) — sta¢i v kazdém omezeném sty¢éném intervalu (a, b) Cantorova diskontinua polozit

T —

b —

f(x) = f(a) + Zf(b) pro kazdé z € (a,b).
Takto rozsifend funkce f zobrazuje jednorozmérny interval (0,1) spojité na dvojrozmérny interval Q.
Jak ptvodni funkce f : D —,, @, tak i rozs$ifend funkce f : (0,1) —,, @ je parametrizaci étverce Q.
Spojité funkce zobrazujici ¢ast R na ,vicerozmérnou“ mnozinu se casto nazyvaji Peanovy funkce nebo
Peanovy kfivky. ")
Poznamenejme jesté, ze kdybychom bodu (17) pfifadili vektor

(52 5= 25,

k=1 k=1 k=1

zfejmé bychom ziskali spojité zobrazeni mnoziny A na krychli (0,1)3, tedy dalsi Peanovu funkci. Jisté je
téz patrné, ze podobné lze parametrizovat i krychli (0,1)™ C R” libovolné (kone¢né) dimenze n.

Definice 4.4. Homeomorfni obrazy kruznic se nazyvaji topologické kruznice.

Poznamka 4.4. Pojem ,topologicka kruznice“ je zfejmé topologicky. ,,Vnitfni“ vlastnosti topologic-
kych kruznic odpovidaji analogickym vlastnostem kruznic:

Zvolime-li napf. na jednotkové kruznici C' s parametrickym popisem f(t) := (cost,sint), t € R,
dva rizné body a = f(«), b = f(8), lze pfedpokladat, ze « < 8 < « + 27. Mnoziny C; := f({«, 8))
a Cy := f({B,a + 2m)) jsou pak (komplementérni) oblouky kruznice C'; maji krajni body a,b a jejich
prinikem je mnozina {a,b}. (Dodejme jesté, ze neexistuje oblouk C5 C C' s krajnimi body a,b a rizny
od 7 i od Cs.) Z toho ihned plyne toto tvrzeni pro topologické kruznice:

Je-li K topologicka kruznice a jsou-li A # B dva jeji body, existuji pravé dva oblouky Ki, K2
s krajnimi body A, B tak, ze K1 UKy = K, K1 N Ky = {A, B}.

Obrécené: Jsou-li K1, Ko dva oblouky AB®) a je-li K1 N Ky = {A, B}, je K; U Ky topologicka
kruznice.

Existuje totiz homeomorfni zobrazeni hy : (0,7) —pna K1 tak, ze hi1(0) = A, hi(7) = B, a homeo-
morfni zobrazeni hs : (m,27) — . K2 tak, ze ho(m) = B, ha(27) = A; je-li f jako nahofe a oznacime-li
By := f({0,7)), B2 := f({m,2r)) horn{ a dolni ptlkruznici, je

[ e (FKO,m)) -1 v By
(20) h = {hgo(f|<7r,2ﬂ—>_l v By

ziejmé homeomorfni zobrazeni kruznice C' na K7 U K ; toto sjednoceni je tedy topologicka kruznice. [
Nasledujici t¥i véty obsahuji dilezité charakteristiky oblouki a topologickych kruznic.

Véta 4.4. Existuji-li v kontinuu P dva rizné body a,b tak, Ze kazdy bod x € P — {a, b} rozting P,
je P oblouk ab.

Dtkaz. Prokazdé z ¢ P— {a,b} je podle pfedpokladu P —x = M U N, kde M, N jsou oteviené
disjunktni neprazdné mnoziny; mnoziny M U x, N U x jsou podle véty 2.2 kontinua. Pfedpokladejme, ze
a € M a dokazme sporem, Ze b €¢ N. Predpokladejme, Zze b € M a podle véty 4.3 zvolme bod y € N, ktery
neroztinad kontinuum N U z. Mnozina P —y = ((N Uz) —y) U (M U z) je pak (jakozto sjednoceni dvou
souvislych mnozin, které maji spole¢ny bod z) souvisld, takZze bod y neroztind P, ackoli neni roven ani
a, ani b — spor.

Dokézali jsme, ze pro kazdé x € P — {a,b} je P — a2 = M U N, kde vpravo jsou oddélené mnoziny,
pricemz z predpokladu a € M plyne, Zze b € N. Kazdy bod z € P rlizny od a i b tedy roztind P mezi body
a,b, tj. P —{a,b} = S(a,b). Podle véty 2.11 je P oblouk ab.

7) Slovo ,kiivka“ mé v riiznych matematickych disciplinach riizny vyznam. Zatimco v tomto textu budou kiivky
bodové mnoziny, jinde je Géelnéjsi nazyvat k¥ivkami (vektorové) funkce, tedy parametrizace jistych bodovych mnozin.
8) P¥ipomenme, Ze to znamena, ze oba oblouky maji krajni body A, B.
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Véta 4.5. (Moore.) Vlastni kontinuum P je topologickou kruznici, pravé kdyz je roztind kazd4
dvoubodovd mnozina {a,b} C P.

D 4 k a z . Protoze kazda topologicka kruznice uvedenou vlastnost mé, budeme dokazovat jen
obracené tvrzeni.

Dokazme nejdfive (neptimo), ze pro kazdé a € P je mnozZina P — a souvisla: Z predpokladu jeji
nesouvislosti plyne existence rozkladu P = C; U Cy, kde Cy a (3 jsou oteviené disjunktni neprazdné
mnoziny; podle véty 2.2 je kazd4d z mnozin D; := C; Ua, i = 1,2, kontinuem. Podle véty 4.3 existuji
v kazdém D; aspon dva body, které D; neroztinaji; existuji proto dva body p € C1, q € Cs tak, Ze mnoZiny
Dy —p a Dy — ¢ jsou souvislé. Mnozina P — (pUq) = (D1 — p) U (D2 — q) je pak (jakoZto sjednoceni dvou
souvislych mnozin majicich spoleény bod a) souvisla, coz odporuje predpokladu véty.

Zvolme a € P pevné; mnozina P — a je podle toho, co jsme pravé dokazali souvisla (a nespocetnd),
takze podle véty 2.8 existuje bod b € P — a, pro néjz je P — {a, b} sjednocenim dvou disjunktnich oblasti
M, N, jejich# spole¢nou hranici je b. Kdyby bod a nelezel v M, byl by P —b = M U (N U a) rozklad
souvislé mnoziny na dvé neprazdné oddélené mnoziny. Je tedy M=MUaU b; podobné se dokaze, ze
N=NUaUb.

Dokazme, ze M, N jsou oblouky ab. Necht napf. M neni oblouk ab; pak (podle véty 2.11) existuje
bod x € M tak, ze mnozina M-z je souvisla. Jsou jen dvé moznosti: 1) N neni oblouk; pak existuje bod
y € N tak, Ze i mnozina N — y je souvisla, nacez je souvislé i mnozina P — {z,y} = (M —z) U (N —y),
protoZe souvislé mnoziny vpravo maji spoleéné body a, b — spor. 2) N je oblouk; pak pro kazdy bod y ¢ N
je N — y sjednocenim mno#in ay — y a by — y°) a mnozina P — {z,y} = (ay — y) U (M —z) U (by — y) je
ziejmé opét souvisla — spor.

Tim je dokézano, ze M je oblouk ab; dikaz, zZe i N je oblouk ab, je zcela analogicky.

Véta 4.6. K tomu, aby kontinuum P bylo obloukem ab, je nutné a staci, aby bylo mozné zavést do
P usporadani < tak, ze kromé obvyklych axiomu plati:

1. a je prvni, b posledni bod;

2.je-llice P,de P, c <d, jsou mnoziny

{reP;c<x=<d}, {xeP;z=<d}, {xeP;z>c}

oteviené a neprazdné.

Ddikaz. 1. Jeli P oblouk ab, jsou podminky zfejmé splnény.

2. Predpokladejme, ze podminky jsou splnény a Ze A je husta spocetné ¢ast kontinua P obsahujici
body a,b. Mnozina A je, jakozto ¢ast usporadané mmnoziny P, také usporadana. M& prvni a posledni
prvek a podle podminky 2 nem4 skoky. 1) Je tedy podobna ') mnoziné D vsech dyadicky racionalnich
¢isel z intervalu (0,1).12) Bud f podobné zobrazeni mnoziny A na D. Polozime-li

f(z) :=sup{f(z);z€ A, z<z}, jelixecP—A,

je f definovana na celém P a snadno se ukaze, Ze je homeomorfnim zobrazenim.

* kX%

Definice 4.5. Rikame, Ze vlastni kontinuum K C P je kontinuum kondenzace prostoru P, je-li K
ridké v P, a kontinuem konvergence, existuji-li kontinua K, C P disjunktni s K tak, ze K = Lim K.

Poznamka 4.5. Oba pojmy jsou zfejmé topologické.
Poznamka 4.6. Kazdé kontinuum konvergence je iidké, takze je kontinuem kondenzace. Nasledu-

jici dva priklady ukazuji, ze obrdcené turzeni neplati, tj. ze existuji kontinua kondenzace, ktera nejsou
kontinuy konvergence.

9) Jsou to oblouky s krajnimi body a,y a y, b obsazené v oblouku N, z nichz byl odstranén spole¢ny krajni bod y.

10) Skokem (v uspofadané mnozing) se rozumi dvojice jejich bodt ¢ < d, pro néz je interval {x; ¢ < x < d} prazdny.

1) Zobrazeni F usporddané mnoziny X do uspofddané mnoziny Y se nazyva podobné, zachovava-li usporadani, tj.
plati-li implikace z < y = F(x) < F(y). Rikdme, ze mnoziny X,Y jsou podobné, existuje-li podobné zobrazeni mnoziny
X na mnozinu Y.

12) Srov. napf. s [6], kap. ITI, Véta 1.
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Priklad 4.2. Je-li P sjednoceni tsecky u := ((—1,0); (1,0)) s tseckami spojujicimi pocatek s body
(£1,1/n), n € N, je u kontinuem kondenzace kontinua P, neni vSak jeho kontinuem konvergence. (Jeho
kontinuy konvergence jsou vSak tsecky ((0,0); (£1,0)).)

Priklad 4.3. Je-li P sjednoceni tsecky v := ((0,0); (1,0)) s tise¢kami spojujicimi body
2m —1 2m—-1 1
21 (7,0), (7—) 0<2m—1<2", neN,
(21) o 5 on <2m < ne
je tsecka v je kontinuem kondenzace kontinua P; v tomto pfipadé neobsahuje P zadné kontinuum kon-
vergence.

Priklad 4.4. Typick4 kontinua konvergence jsou patrné z obr. 7 (dolni tsecka) a z obr. 8 (jednotkova
kruznice, ktera lezi v uzdvéru mnoziny {r(t) - (cost,sint); r(t) :=t/(t + 1),t € (0,4+00) }.

Obr.5 a 6. K prikladtim 4.2 a 4.3

Poznamka 4.7. Je-li K kontinuum konvergence kompaktniho prostoru P, existuji disjunktni kontinua
K, C P tak, ze
K,NK =0 pro vSechna neN a K = Lim K,,.

D tu k a z . Podle pfedpokladu existuji kontinua C'(k) disjunktni s K tak, ze K = Lim C(k).
Polozme ky := 1, K7 := C(k1). Jsou-li jiz sestrojeny indexy k1 < ... < k;, a disjunktni mnoziny K; :=
C(k1),...,K, := C(ky), polozme r, := min{p (K1, K),...,p(K,, K)}. Toto ¢islo je kladné a protoze
Lim C(k) = K, existuje podle véty 1.2 index k41 > k, tak, ze K41 = Clkny1) C U(K,ry,), coz
zaruuje, ze (K1 U...UK,) N K,+1 =0.

Tim je indukci sestrojena posloupnost { K, } ; protoZe je vybréna z posloupnosti {C(k)}, je Lim K, =
Lim C(n) = K, a z konstrukce plyne, ze m #n = K,, N K, = 0.

Poznamka 4.8. V dalsim budeme potiebovat tvrzeni, které lze vyslovit ve dvou ekvivalentnich ver-
zich:

Baireova véta — 1. verze. Je-li kazda z mnozin P,, n € N, oteviena a husta v tuplném prostoru P,
je i mnozina (\,—, P, hustd v P.'3)

Uvéazime-li, ze uzaviena mnozina K C P je fidkd v P, pravé kdyz je mnozina P — K husta v P, a zZe
uzavér mnoziny ridké v P je fidky v P, je patrné, ze Baireovu vétu lze ekvivalentné vyslovit i takto:

Baireova véta — 2. verze. Je-li P uplny prostor a jsou-li mnoziny K,, n € N, fidké v P, je mnozina
P*:=P—J,_, K, mnozina hustd v P; je-li P # 0, je i P* # (.

Poznamenejme, zZe sjednoceni spo¢etné mnoha mnozin fidkych v P se nazyva mnozina prvni katego-
rie v P. Neprazdny aplny prostor neni tedy prvni kategorie v sobé. Protoze kompaktni prostory jsou
tplné, plyne z toho, Ze zadné vlastni kontinuum neni prvni kategorie v sobé.

13) Viz [6], str. 132 — 134, nebo [7], str. 300.
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Obr.7 a 8. K prikladu 4.4

Poznamka 4.9. Je-li K kontinuem kondenzace prostoru P, je kontinuem kondenzace kazdého vétsiho
prostoru P D P; analogické tvrzeni plati i pro kontinua konvergence.

Je-li K kontinuem kondenzace prostoru P, plati totéz o kazdém vlastnim kontinuu C' C K. Obdobné
tvrzeni pro kontinua konvergence vsak neplati.

Priklad 4.5. Necht P je sjednocenim tsecky spojujici body (—1,0) a (1,0), jednotkové kruznice
K = {(cosp,siny); 0 < ¢ < 27} a oblouki

K, ={rn(cosp,sing); r, :=n/(n+1),0 € (1/n,2mr—1/n)}
kruznic o stfedu (0,0) a polomérech r,,. (Viz obr.9.) Pak je P kontinuum a kruznice K je jeho kontinuem

konvergence, zatimco jeji ,prava polovina® C' = {(cos¢,sin¢); ¢ € (=47, +7)} kontinuem konvergence
neni.
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Obr. 9. K prikladu 4.5

Poznamka 4.10. Jsou-li K,, kontinua kondenzace kompaktniho prostoru P a je-li K = |J,-, K,
kontinuum, je K také kontinuem kondenzace prostoru P.

D ik az. Protoze mnoziny P — K,, jsou oteviené a husté v P, je podle Baireovy véty husty i jejich
prunik

ﬁ(P—Kn):P— GKn:P—K.
n=1 n=1

Protoze mnozina K je podle predpokladu uzaviena, je mnozina P — K oteviend; protoze je hustd v P,
je mnozina K tidka v P. O

Kontinuum z poznadmky 4.6 ukazuje, Ze (na rozdil od pravé dokdzaného tvrzeni o kontinuich kon-
denzace) ani sjednoceni dvou kontinui konvergence nemusi byt kontinuem konvergence.

Poznamka 4.11. Je-li prostor P sjednocenim konec¢ného poc¢tu kontinui, z nichz Zadné neobsahuje
zadné kontinuum kondenzace, neobsahuje ani P Zadné kontinuum kondenzace.

D 4 k az. Tvrzeni staci zfejmé dokazat pro pfipad, kdy P je sjednocenim dvou vlastnich kontinui
Py, P>. Pro kazdé vlastni kontinuum C' C P nastane jedna z téchto dvou situaci:

1.CN((PL—P)U(Py,— Py)) #0,

2.Cc PNP,.

Ad 1. Je-li napt. CN (P — P,) # ), zvolme bod a v tomto priiniku a uvazme, ze éislo 6 := p(a, P3) je
pak kladné. Podle disledku 1 véty 4.1 existuje vlastni kontinuum C; C C'— P; obsahujici bod a a disjunktni
s Py, takze p(Cy, Py) > 0. Protoze C; C P; a protoZze P; neobsahuje zadné vlastni kontinuum #idké v Py,
neni Cj ¥idké v P;. Vzhledem k tomu, Ze mé kladnou vzdalenost od P», neni fidké ani v P. Tim spiSe
neni v P fidké kontinuum C' D C;. P tedy zddné kontinuum kondenzace neobsahuje.

Ad 2. Predpokladejme, ze C je idké v P, a dokazme, Ze pak existuje bud vlastni kontinuum ridké
v Py, nebo vlastni kontinuum fidké v P5. Pro ¢ = 1,2 polozme

(22) C; :={x € C; pro kazdé okoli U(x) je U(z)N P, —C #0}.
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Snadno nahlédneme, Ze obé mnoziny C; jsou uzaviené, ze C; U Cy = C' a ze mnozina C; je fidka v P;.
Protoze kompaktni prostor je iplny a tplny prostor neni sjednocenim zadnych dvou fidkych mnozin,

nent napf. mnozina C; Fidkd v C. Existuje tedy bod a € C; a § > 0 tak malé, ze U(a,d) N C C C4,
U(a,d) — C # ). Podle véty 4.1 existuje vlastni kontinuum D obsahujici bod a a obsazené v C. Protoze
C1 je fidka v Py, je v P idké tim spiSe i vlastni kontinuum D. O

Tvrzeni analogické tomu, které jsme pravé dokazali, pro kontinua konvergence neplati. V nésledu-
jicim prikladu ukazeme, ze existuji kontinua P, Pi, Py tak, Ze zatimco ani Py, ani Py Zddné kontinuum
konvergence neobsahuje, v P = Py U Py takové kontinuum existuje.

Priklad 4.6. Pro kazdé n € N a kazdé m e {0,1,...,2" "'} necht T(n,m) je sjednoceni tusecky
((m/2™,0); (m/2",1/2™)) s tise¢kou s krajnimi body (m/2" +1/2("*+1 1/2"); nechf Q := (0,1) x (0,1/2)
a L:(0,1) x 0.V zddném z kontinui

(23) P=LUJ (| T(m.2m—-1)), Py:=LU (Qm Uy T(n,zm)))

pak nelezi zddné kontinuum konvergence, ale tisecka L je kontinuem konvergence kontinua P := P; U Ps.
(Viz obr. 10.)

Véta 4.7. Kazdy bod p kontinua P, v némz P neni lokalné souvislé, lezi v néjakém kontinuu konver-
gence kontinua P.

D i k az. Neni-li P lokilné souvislé v bodé p, existuje okoli U := U(p) tak, Ze p nelezi uvnit¥
kontinua Ko := komp,, U.

Zvolme pevné e1 € (0,1) a bud Uy := U(p,e1). Protoze U; ¢ K, existuje bod p; € Uy — Kp; polozme
Ky :=komp,, U. Protoze Ky a K1 jsou komponenty téze mnoZiny, je bud Kq = K1, nebo Ko N K1 = (J;
protoze p; € K1 — Ko, je Ko N K1 = (. Podle Janiszewského véty 4.1 je kromé toho K1 N H(U) # (.

Necht e5 € (0,1/2) je tak malé, Ze okoli Uy := U(p,e2) je disjunktni s Kj; zvolme py € Us — K
a polozme Ko := komp,, U. Pak je Ko N (Ko UK;) =0, KyNnHU) # 0.

Jisté nemusime provadét formalné indukci, abychom nahlédli, Ze tento postup vede k posloupnosti
{K,}22, disjunktnich kontinui, é&isel €, € (0,1/n), okoli U,, := U(p,en) ¢ Ko a bodi p,, € U, — Ky, pro
néz plati:

pmeK,CcU a K,NH(U)#0 pro kazdé n e N.

Podle véty 1.2 1ze z posloupnosti {K,} vybrat konvergentni posloupnost {K,,}; ukazme, Ze jeji
limita K je hledané kontinuum konvergence: Protoze K obsahuje bod p = limp,,, a protind H(U), je to
vlastni kontinuum; protoze K C Ky, je K N K,, = 0 pro kazdé n € N.

Véta 4.8. Kazdy bod p kontinua P, v némz P neni lokalné souvislé, je obsazen ve vlastnim kontinuu
K C P, v jehoz zadném bodé neni P lokalné souvislé.

D 4 k a z . Ukazme, ze kontinuum K zkonstruované v diikkazu predchézejici véty mé zaddanou
vlastnost. Predpokladejme, ze kontinuum P je lokdlné souvislé v nékterém bodé y € K. Oznacime-li
M :=komp, U, je K C M ay e Int M; protoze K = Lim K,,, existuje i tak, ze K,, N M # (0. Pak je
vsak mnozina M U K, kontinuum obsahujici p, coz je ve sporu s tim, ze K, je komponenta mnoziny ﬁ,
kterd bod p neobsahuje. Tento spor ukazuje, ze v zddném bodé kontinua K neni kontinuum P lokalné
souvislé.

Poznamka 4.12. Neexistuji tedy kontinua, ktera by méla jen jeden bod lokéalni nesouvislosti nebo
obecnéji jen spocetné mnoho takovych bodi. Naproti tomu existuji vlastni kontinua, kterd maji prave
jeden lokalni souvislosti. Piikladem takového kontinuum je sjednoceni P tsecek spojujicich bod p :=
(1/2,1/2) se vSemi body Cantorova diskontinua. Bod p je jediny bod, v némz je kontinuum P lok&lné
souvislé. (Viz obr.11.)
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Obr. 11. K poznamce 4.12

Definice 4.6. Rikdme, Ze kontinuum P je dédiéné lokalné souvislé, je-li kazdé kontinuum K C P
lokalné souvislé. 14)

Poznamka 4.13. Ttida dédi¢né lokalné souvislych kontinui je podstatné uzsi nez tiida lokalné souvis-
Ijch kontinui. Ctverec je jednoduchym piikladem lokalné souvislého kontinua, které neni dédiéné lokalné
souvislé. Ptikladem kontinua fidkého v roviné, které je lokalné, ale ne dédi¢né lokalné souvislé, je dolni
kontinuum z obr. 10.

Véta 4.9. K tomu, aby kontinuum bylo dédi¢né lokalné souvislé, je nutné a staci, aby neobsahovalo
zadné kontinuum konvergence.

Didkaz. 1. Nenili K C P lokilné souvislé, existuje v K podle véty 4.8 kontinuum konvergence;
toto kontinuum je kontinuem konvergence i v P.

2. Necht existuje kontinuum konvergence K C P; pak je K = Lim K,, pro vhodnou posloupnost
disjunktnich kontinui K,, C P, ktera jsou navic disjunktni i s K. Dokazme, ze existuje kontinuum L C P,
které obsahuje K a neni lokalné souvislé.

MiuZeme predpokladat, ze samo P je lokélné souvislé (jinak lze klast L = P). Zvolme pevné néjaky
bod p € K a bud U tak malé okoli tohoto bodu, ze K — U # (). Oznacime-li pak C' := komp, U, je C
kontinuum obsahujici bod p uvnit¥, pficemz K — C # (). Protoze K = Lim K,, existuje no € N tak, Ze
n>ng = CNK, # (. MnoZna

(24) L=CUKUK,,UK,,+1U...

je pak zfejmé kontinuum. Kdyby L bylo lokadlné souvislé v nékterém bodé xz ¢ K — C, existovalo by
kontinuum D C L — C a okoli U(x) bodu z tak, ze U(x) N L C D. Protoze pro skoro vSechna n je
U(xz) N K, # 0 a protoze

(25) Ux)NL = (Ux)NC)U (U(z) N K)U (U(:c) n U Kn)
je
(26) Dm( U Kn);é@,

14) Jde zfejmé o topologicky pojem.
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tj. existoval by rozklad

(27) D=(KnD)U [j (K, N D),

n=ngo
kde KN D # 0 a K,, N D # () aspoi pro jedno n > ng. To viak odporuje Sierpiniského vété 4.2.
L tedy neni lokalné souvislé v zadném bodé z € K — C.

Poznamka 4.14. Dé&di¢né lokdlné souvislé kontinuum muZe obsahovat kontinua kondenzace. Viz
k tomu obr. 6 k ptrikladu 4.3.
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5. Lokalné souvisla kontinua

Definice 5.1. Dyadickym systémem nazveme systém mnozin, v némz je kazdému n € N a kazdé
n-tici (i1,...,4,) € {0,1}™ pfifazena jistd mnozina A(iy,...,i,) tak, ze plati:

A. pro kazdé n je A(i1, ..., 0n,int1) C Ali1, ..., 0n);

B. lim,,—, oo diam A(éq,...,4,) = 0;

C. uspofaddame-li pfi pevném n systém 2™ mnozin A(iy,...,1,) lexikograficky, tvofi fetéz.

Poznamka 5.1. Ukazme, ze je-li kaZdd z mnozin A(i,...,i,) kontinuum, je kontinuem i mnoZina

(1) A= U Ay, ... ).
n=1

(i1,0-in) €{0,1}"

Pro kazdé n € N polozme
(2) 8p = max{diam A(i1,...,1,); (i1,-..,4,) € {0,1}"}
a dokazme, Ze z podminek A, B plyne, ze §, — 0 pro n — oo. Postupujme nepfimo: Neni-li §,, — 0,
existuje kladné ¢islo n a posloupnost {iy, } vybrana z {i,} tak, ze pro kazdé k je d,, > n; pro kazdé k
existuje v dusledku toho mnozina A(iy,...,iy,,) s primérem > 7. Z podminky A plyne ihned implikace
protoze ny — oo, je diam A(iy,...,4,) > n pro kazdé n, takze neni splnéna podminka B.

Protoze mnozina
(3) Ay = U Alin, ... in).

(i17~~~;i71)€{0)1}n

je (podle C a (2)) 20,-sfetézena, staci aplikovat vétu 2.4 (s P = A; a e, = 20,) a uvazit, ze (podle
pozndmky 1.8) je A = Lim A,. MnoZina A je tedy souvisld a jako prinik posloupnosti kompaktnich
mnozin je kompaktni. Je tedy skute¢né kontinuem.

Dyadickym kontinuem nazjvame kazdou mnozinu tvaru (1), kde mnoziny A(iy,...,i,) tvofi dya-
dicky systém kontinui.

Véta 5.1. Pro kazdé neprazdné kontinuum P jsou ekvivalentni tyto podminky :

I. P je dyadické kontinuum.

II. P je lokalné souvislé kontinuum.

ITI. P je spojity obraz intervalu {(0,1).

IV. Pro kazdé € > 0 existuje rozklad P na konecné mnoho kontinui o priimeérech < €.

Dékaz.I = I Nechf P je dyadické kontinuum. Cislu

(4) r=3 5
pritadme bod =t

(5) f@)= ) AGr, -, in)

a ukazme, Ze toto prirazeni je korekins.
Je-li ¢islo  dyadicky racionélni, mé dva dyadické rozvoje:
(6) 0.41...4,-10111...=0.47...4,-11000....
Znamena-li symbol < ,pred“ v lexikografickém uspotradani z podminky C, jsou skupiny
{i1. . in-10} < {i1...0p-11},
) {i1...4,-101} < {i1...4,—110},
{#1...4,-1011} < {é1...i,—1100},
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n,n+1,n+2... Cisel napsané v téze fadce lexikograficky sousedni, takze se dvojice prislusnych mnozin
A(...) protinaji.
Vzhledem k tomu, Ze §,, — 0, jsou (jednobodové) mnoziny

A(Zl) n...N A(Zl C. in—l) n A(Zl Ce. in_lo) n A(Zl C. in_lol) n A(’Ll .. .in_loll) N...,
A(Zl) n...N A(Zl R in—l) n A(Zl R in_ll) n A(Zl C. in_llo) n A(’Ll .. .in_1100) n...

identické. Definice funkce f je tedy skutec¢né korektni.
Spojitost f plyne snadno z této tivahy: Jsou-li ¢isla ©’ a 2" obsazena v intervalu (m/2", (m+1)/2"),
jsou oba body f(z') a f(z") obsaZeny v jedné z mnozin A(iq,...,i,), takze

p(f(@), f(z") < diam A(i,...,in) < 0p.

IIT = IV. Je-li f spojité zobrazeni intervalu (0, 1) na P, je f stejnomérné spojité a ke kazdému ¢ > 0
existuje n tak, ze

0<m<2"—1 = diam f((m/2", (m+1)/2")) < ¢,

pfiéemz mnoziny f({m/2", (m + 1)/2™)) jsou kontinua.

IV = II. Necht p € P, kde P m4 vlastnost IV, a necht £ > 0. Podle pfedpokladu existuji kontinua
Aq,...,As tak, ze P = A1 U...U A, pficemz diam A4; < %5 proi=1,...,n. Ozna¢me I :={i; pec A;}
aJ:={i; p¢ Ai}; pak je A = |J,.; A; kontinuum o préméru e, a protoze p(p,J,.,; Ai) > 0, je
p € Int A. P je tedy lokalné souvislé v bodé p.

IT = IV. Je-li P lokalné souvislé kontinuum, existuje ke kazdému z ¢ P souvislé okoli U(x) o priiméru
< e. Protoze P je kompaktni, existuji podle Borelovy véty body 1,...,z, tak, ze P = |J;_, U(z;).

Mnoziny A; = U(x;) jsou pak kontinua o priamérech < e, jejichZ sjednocenim je P.

IV = 1. K diikazu budeme potfebovat dvé pomocna tvrzeni:

Lemma 5.1. Necht P m4 vlastnost IV. Pak pro kazdé kontinuum C' C P a kazdé ¢ > 0 existuje
kontinuum K C U(C,¢), které obsahuje C a které Ize pro kazdé ) > 0 rozlozit na kone¢ny pocet kontinui
o primérech < 7.

D ik az. Podle predpokladu existuje koneéné posloupnost C(1),...,C(s) kontinui, jejichz sjedno-

cenim je P a kterd maji pruméry mensi nez %a. Jisté lze predpokladat, ze kontinua C(7) byla o¢islovana

tak, ze 1 <i < s; = CNC®)#D, zatimco s1 < i < s = CNC(i) = 0. Pak je
(81) Kl = UC(Z)
i=1

kontinuum a C' C Ky C U(C, 3¢).
Jsou-li sestrojena kontinua C(iy, . ..,i,) (1 <i; < s1,...,1 <1, < s,) o pramérech < £/2" 1 a je-li

(8n) K,:= |J Clir,... i),

11ye005tn

sestrojime kontinua C(i1,...,in,in+1) (1 < ipt1 < Sp41) takto: Rozlozime P na konedny pocet konti-
nui Xq,...,X, o primérech ¢/2""2 a pro kazdé kontinuum C(iy,...,i,) najdeme viechna X;, ktera
C(i1,...,i,) protinaji; oznaéime je C(i1,...,%n,int+1). MUZeme pfitom predpoklddat, Ze podet $,41
kontinui C'(41,...,%n,in+1) je stejny pro vSechna kontinua C(i1,...,4,), protoZe nepfedpoklddame, ze
jsou navzajem rtznd. Ozna¢ime-li pak K11 := Uil,...,in,inﬂ C(i1y- - yinyint1), je Kpy1 kontinuum
a kK, CKuy1 CU(K,,e/2"?).

Oznacme koneéné

(9) Koo = [j K,, K:=Ky.
n=1

a dokazme, ze K je hledané kontinuum.



Indukci dokézeme, ze C C K, C U(C, %5) pro kazdé n; z toho ihned plyne, 7e C' C Ko, C U(C, %5),
takze C C K C U(C,¢).
Bud ddno n > 0 a zvolme n tak, ze /2"~ < 1. Polozime-li

oo

(10) A, ... in) = Clin, ..., in) U | U Cluiningas o ings)
k=1 int1,.,intk

jsou mnoziny A(iy,...,i,) kontinua, jejichz sjednocenim je K, p¥i¢emz

(11) diam A(ix, ... ,in) < diam C(iy, ..., in) +2 Y diam Clix, ... in, bni1, -y inek) <7

k=1
Tim je lemma 5.1 dokazano.
Lemma 5.2. Je-li kontinuum P sjednocenim neprazdnych kontinui Py, . .., P,, existuje Fetéz kontinui
Q1,...,Qr tak, Ze kazdé (); je rovno nékterému P;, kazdé P; je rovno nékterému ();, pficemz Q1 = P,

Qr =P,.

Dukaz. Pron =1 je tvrzeni zfejmé. Necht tvrzeni plati, je-li P sjednocenim n (neprazdngch)
kontinui, a pfedpoklddejme, ze P je sjednoceni (neprazdnych) kontinui Py,..., P,, P,41. Podle pfedpo-
kladu existuje fetéz Q1, ..., Q, kontinui s nahofe uvedenymi vlastnostmi. Protoze P je souvisla mnoZina,
existuje k tak, Ze Qp N P41 # (). Snadno pak nahlédneme, Ze posloupnost

Q1 Qr,Qr—1,. .., Qr, Pra
je fetéz splnujici vsechny zddané podminky.

Tim je dokazéano i lemma 5.2 a miizeme ptikrocit k diikkazu implikace IV = I; tim dokonc¢ime dtikaz
véty 5.2.

Podle predpokladu existuje posloupnost P(0), ..., P(s) neprazdnych kontinui o primérech < 1, je-
jichz sjednocenim je kontinuum P. Podle lemmat 1 a 2 lze pfedpokladat, ze kazdé z nich ma vlastnost IV
a ze posloupnost { P(k)};_, je fetéz; protoze jej lze libovolné prodlouzit tim, ze P(s+1), P(s+2),... de-
finujeme jako P(s), mtizeme predpokladat, ze pocet ¢lenti posloupnosti je ¢islo tvaru 27(D) | kde n(1) e N,
tj. ze posloupnost ma tvar

(12) P(0), P(1),...,P(2"M —1).

Piedpokladejme, Ze pro jisté j € N a jisté n(j) € N jsou sestrojena neprazdné kontinua
13 P(ki,....k;), kde 0 <k <29 pro m=1,...,7,
( J p J

jejichz sjednocenim je P, kterd maji vlastnost IV a priméry < 1/j; pfedpoklddejme koneéné, ze pfi
lexikografickém uspoiadani tvoii fetéz.
Pak existuje n(j + 1) € N a neprazdné kontinua

(14) Pk, ... ki kji1), 0< k1 <2n0FD),

tak, ze pro kazdou j-tici (ki,...,k;) je

(15) P(klvak]): Up(k177kjak]+1)7
Eja

Ze kazdé kontinuum (14) ma vlastnost IV a pramér < 1/(j+ 1), pfi¢emz systém vSech kontinui (14) tvoii
pri lexikografickém usporadani retéz.

Z kontinui P(k1,...,k;), j € N, lze snadno vytvofit dyadicky systém, ktery mé vSechny vlastnosti
z definice 5.1:

Je-li 0 < ky < 27 je

0
(16) k=Y 2" (i),
=1

kde ¢isla a(i) € {0,1} jsou jednozna¢né uréena ¢islem k. Plati-li rovnost (16), oznac¢me

(17) A(a(1),a(2),...,a(n(1))) := P(ky). %)

16) V podstaté jsme tedy misto ¢isla k1 napsaného dekadicky uili jeho dyadicky zapis a(1)a(2)...a(n(1)) a pro vétsi

prehlednost jsme mezi dyadické cifry napsali ¢arky. Misto P jsme napsali A, abychom vylouéili nedorozuméni.
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Definujme nyni

A(a(1),...,a(n(1)=1) = ] A(a()),...,a(n(1) -1),q(1)),
g(1){0,1}

A(a(l)a s aa(n(l) - 2)) = U A(a(l)a s aa(n(l) - 2)7 Q(2)a q(]'))v
{a(2),a(1)}e{0,1}?

A(a(1)) := U Aa(1),q(n(1) = 1),...,q(1)).

{a(n(1)=1),....q(1)}e{0,1}" "

Jinymi slovy, ¢teme-li zdola nahoru: Mnozinu vSech dyadickych ¢isel od 00...0 do 11...1 jsme roz-
délili na dva stejné pocetné tiseky od 00...0do011...1ao0d 10...0do 11...1 a sjednoceni vSech mnozin
A(a(1),...,a(n(1))) odpovidajicich prvnimu (resp. druhému) tseku jsme oznacili A(0) (resp. A(1)). Pak
jsme kazdy ze jmenovanych tsekl rozdélili naptl a ptislusné sjednoceni mnozin A(a(1),...,a(n(1))) jsme
pojmenovali A(0,0), A(0,1), A(1,0), A(1,1) atd.

Cisla ks, pro néz je 0 < ko < 27?) | napiseme v dyadickém tvaru

n(2)
(16') ko =Y 2" a(n(1) + i),
i=1
kde a(n(1) +4) € {0, 1}, polozime
(17 A(a(1),...,a(n(1)),...,a(n(l) + n(2))) := P(ki, k2)

a podobné jako jsme v (18) definovali mnoziny A(a(1),...,a(k)) pro k =1,...,n(1), vytvofime mnoziny
Afa(1),...,a(n(1)),a(n(l) + 1)),...,a(n(l) + k)) pro k =1,...,n(2).

Pokra¢ujeme-li takto dél, ziskdme zadany dyadicky systém z definice 5.1 (kde ovSem misto A napi-
Seme P).

Poznamka 5.2. ProtoZe (neprazdnd) lokalné souvisld kontinua jsou (podle pravé dokdzané véty)
totozna se spojitymi obrazy tsecek, plati toto dulezité tvrzeni:

Véta 5.2. Spojity obraz lokalné souvislého kontinua je lokalné souvislé kontinuum.

Poznamka 5.3. Z véty 5.1 a lemmatu 5.1 plyne ihned dalsi tvrzeni:

Véta 5.3. Je-li P lokdlné souvislé kontinuum a C C P libovolné kontinuum, existuje ke kazdému
€ > 0 lokdlné souvislé kontinuum K C P tak, ze C C K C U(C,¢).

Definice 5.2. Rikame, Ze fetéz mnozin Ay, ..., A, spojujici body a, b je ireducibilni, jestlize nastane
jedna z téchto situaci:

1.s=0, {a,b} C Ao;

2.521,CL€A0—A1,b€A1—A0;

3. s > 1 a pro kazdé dva indexy ¢,j z {0,1,...,s}, pro néz je |i —j| > 1, jsou mnoziny A;, A;
disjunktni.

Poznamka 5.4. Retéz Ay,..., A, je ireducibilnim Fetézem spojujicim body a,b, pravé kdyz plati:
Je-li 0 <iy <...<i.<sar < s, neni posloupnost A;,,...,A; Tetéz spojujici body a,b.'7)
17) Bud to neni fetéz, nebo nespojuje body a, b.
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Lemma 5.3. Kazdy fetéz Ay, ..., As mnozin spojujici body a,b, obsahuje ireducibilni podfetéz spo-
Jjujici tyto body.

Diakaz. Je-li uvedeny retéz ireducibilni, neni co dokazovat; neni-li ireducibilni a je-li s > 1, existuji
indexy i,j tak, zZe 0 < i <i+1<j<sazeA NA; # 0. Vynechdme-li z piivodniho Fetézu mnoziny
Ait1,...,Aj_1, dostaneme Fetéz A}, ..., A}, ktery spojuje body a,b, ale je kratsi nez fetéz ptvodni.
Neni-li tento kratsi fetéz ireducibilni a je-li ¢ > 1, 1ze opakovat operaci, kterou jsme zkratili piuvodni
fetéz.

Po konecném poc¢tu krokt dostaneme bud ireducibilni Fetéz tvaru Ay, ..., AT, kde v > 1, ktery
spojuje body a, b, nebo fetéz tvaru Af*, A7, kde a € A7, b € AT'. Tento Fetéz je bud ireducibilni, nebo je
b e A a vynechame mnozinu A7*, nebo je a € A", a vynechdme mnozinu Af’.

Lemma 5.4. Je-li souvisly prostor P pokryt néjakym systémem & = {Q(«)}qca oblasti, Ize kazdé
dva body a,b z P spojit ireducibilnim fetézem

(19) Qag), ..., Qas)

oblasti z &.

Dtk az. Bud M mnozina vSech bodi x € P, které lze spojit s bodem a Fetézem oblasti z &.
Mnozina M je pak oteviend: Je-li x € M, existuje fetéz tvaru (19), ktery spojuje body a, x; tentyz fetéz
spojuje s bodem a i kazdy bod y € Q,., takze Q(as) C M.

Mnozina M je i uzaviena: Je-li € M, existuje a € A tak, ze x € Q(«); toto Q(«) obsahuje néjaky
bod y € M. Je-li (19) fetéz spojujici body a,y, je Q), ..., Aas), Q(a) Tetéz spojujici body a, x, takze
xe M.

Protoze kazda oblast Q(«) obsahujici bod a je fetézem spojujicim bod a s kterymkoli bodem x € Q(«),
je M # (.

Protoze prostor P je souvisly, je tedy M = P, tj. kazdy bod b € P lze spojit s bodem a fetézem
oblasti z &. Abychom dokond¢ili diikaz lemmatu 5.4, sta¢i uz jen aplikovat lemma 5.3.

Definice 5.3. Rikdme, 7e fetéz Ag,...,As (kde s > 0) vlastnich kontinui spojujici body a,b je
regularni, je-li ireducibilni a plati-li tyto dvé podminky:

A.aec Ay, be Ay,

B.1<i<s = A;_1NA; je jednobodova mnozina.

Véta 5.4. Kazdé dva body a # b lokalné souvislého kontinua P Ize pro kazdé € > 0 spojit regularnim
fetézem lokalné souvislych kontinui o primérech < €.

D 4k az. Oznacme M mnozinu vSech bodi, které lze s bodem a spojit uvedenym zptusobem
a ukazme nejdiive, ze M je oteviend mnozina:

Je-li x € M a ¢ > 0, existuje regularni fetéz Ao,..., As; lokilné souvislych kontinui o primérech
< ¢, ktery spojuje body a,z. Bud n € (0,e — diam A;); podle disledku 1 Janiszewského véty 4.1 a podle
véty 5.3 existuje lokalné souvislé kontinuum K o priaméru < 7, obsahujici bod z uvnitf a disjunktni
s AgU...U As_1. Posloupnost Ay, ..., As U K je pak regularni fetéz spojujici bod a s kazdym bodem
y € Int K; Int K je tedy okoli bodu x obsazené v M.

Dokazme, ze mnozina M je uzaviend: Necht x € M a necht K je lokélné souvislé kontinuum,
pro néz je x € Int K, diam K < ¢; zvolme pevné bod y € M N Int K. Pak existuje regularni retéz
lokalné souvislych kontinui Ay, ..., As spojujici body a,y, pficemz diam A; < ¢ pro i = 0,...,s. Necht
k je nejmensi index, pro n&jz je K N A, # (0. Je bud =z € Ay, a tedy z € M, nebo je v ¢ K — Ay.
V tom pfipadé necht f je spojité zobrazeni (0,1) na K (srov. s vétou 5.1) a u € (0,1) takové ¢islo, ze
x = f(u). Mnozina f_1(Ay) je uzaviend v (0,1) a neobsahuje u; u lezi tedy v nékterém sty¢ném intervalu
(v1,v2) k této mnozing. Oznacime-li A}, , = f((v1,u)), je A, lokdlné souvislé kontinuum obsahujici
bod x a majici s Ay jediny spolecny bod f(v1). Protoze A7, C K, je Aj .  N(A1U...UAz 1) =10
adiam A} | < e.Systém kontinui Ay, ..., Ax, A7 | je regularni fetéz lokalné souvislych kontinui priméru
< g, spojujici a a x. Je tedy x € M.

Protoze mnozina M je ziejmé neprazdnd, je M = P a véta 5.4 je dokazana.

Véta 5.5. (Mazurkiewicz — Moore — Menger.) Je-li P lokalné souvislé kontinuum, Ize kazdé dva
riizné body a,b z P spojit obloukem lezicim v P. %)

18) Prostory, v nichz lze kazdé dva rtzné body spojit obloukem, se nazjyvaji obloukové souvisle (arcwise connected).
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D k az. Spojme v P (podle predchazejici véty) body a a b regularnim fetézem R(1) lokalné
souvislych kontinui

(201) AY0), AY(1),..., Al (s1)

o primérech < 1 a ozna¢me p'(i) :== A'(i — 1) N A*(i) proi=1,...,s1.
Je-li pro nékteré n e N sestrojen regularni fetéz R(n) lokalné souvislych kontinuf

(20,,) A™(0), A™(1),..., A" (spn)

o primérech < 1/n, ktery spojuje body a,b, oznaéme p" (i) := A"(i — 1) N A"(i) proi =1,...,5, a se-
strojme fetéz R(n + 1) spojenim s, + 1 diléich regularnich fetéz lokdlné souvislych kontinui o primérech
<1/(n+1) takto:

Retéz A"*+1(0),..., A"*1(ry) spojuje body a,p™(1) v kontinuu A™(0),

fetéz A"Tl(ry +1),..., A" (re) spojuje body p™(1),p"(2) v kontinuu A™(1),

fetéz A"tl(rs, +1),..., A" (s,41) spojuje body p™(sn),b v kontinuu A" (s,,).

Spojenim téchto fetézl ziskdme regularni retéz
(2041) An+1(0)7 e 7An+1(T1)a An+1(7”1 +1)... 7An+1(7"2)7 e 7An+1(7”sn +1),..., An+1(5n+1)

lokélné souvislych kontinui o primérech < 1/(n + 1), ktery spojuje body a, b.
Oznacime-li

(21) A = ] Am(i)

i=0
pro kazdé n e N, je A lokalné souvislé kontinuum, pficemz At ¢ A™). Dokazme, 7e mnoZina
(22) C=[)A"

n=1

je oblouk ab:

Podle pozndmky 4.2 je C' kontinuum. Z konstrukce je zfejmé, ze kazdy bod p™ (i) lezi v kazdé z mnozin
A®) tedy i v C. Protoze bod p" (i) roztina A" mezi body a, b, roztina i kontinuum C' mezi témito body.

Mnozina M vSech bodt p!* (i = 1,...,s,,n € N) je zfejmé hustd v C. DokdZzeme-li, Ze kontinuum
C' je lokalné souvislé, bude nase tvrzeni dokdzano, nebot podle véty 3.3 je pak mnozina S(a,b) UaUb
kompaktni, a tedy splyva s C, protoze obsahuje hustou mnozinu M ; odtud pak z véty 3.4 plyne, Ze C je
oblouk.

Lokalni souvislost C v8ak plyne z véty 5.2, protoze fetézy (20,,) lze modifikovat podobné jako v du-
kazu této véty, Gast IV = I, tj. lze z nich utvofit dyadicky systém s nezménénymi mnozinami A" | tedy
se stejnou mnozinou C.

Poznamka 5.5. Vétu 5.5 nelze obratit. Existuji kontinua, ktera nejsou lokalné souvisld a v nichz lze
kazdé dva rtzné body spojit obloukem. Pf¥ikladem takového kontinua je sjednoceni uzavéru grafu funkce
sin(1/z), 0 < |x| < 1, s hranici étverce (—1,1)2. (Viz obr. 12.)

Naproti tomu plati:

Véta 5.6. K tomu, aby kontinuum P bylo lokalné souvislé, je nutné a staci, aby pro kazdy bod x € P
a pro kazdé jeho okoli U(x) existovalo okoli V(x) tak, Ze kazdy bod y € V(x) — x Ize spojit s bodem x
obloukem Cy C U(x).

Dtikaz. Jezfejmé, Ze z podminky vyslovené ve vété plyne lokalni souvislost kontinua P. Podminka

je v8ak i nutné, protoZze kazdy bod lokélné souvislého kontinua P je (podle diisledku 1 Janiszewského
véty 4.1 a podle vét 5.3 a 5.5) obsaZen uvnitf libovolné malych lokalné souvislych kontinui K C P.
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Obr.12; z technickych dtivodl nejsou na osach stejnd méritka
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6. Ireducibilni a nerozlozitelna kontinua

Definice 6.1. Mnozina F' se nazyvéa ireducibilni vzhledem k mnozZinovému systému S, je-li F ¢ &
a plati-li implikace

(1) XCF = X¢6.

Véta 6.1. (Brouwerova redukéni véta.) Necht P je prostor se spoc¢etnou bazi a necht & je mnozinovy
systém s témito vlastnostmi:

1. Kazda mnozina F € G je uzavienou podmnozinou prostoru P.

2. Je-li {F,,}?2, nerostouci posloupnost mnozin z &, je (\,—, F,, € &.

Pak kazda mnozina F' € & obsahuje mnozinu F'* ireducibilni vzhledem k systému &.

Dukaz. Necht Uy,Us,...,U,,... je baze P a necht F € &. Polozme Fy = F a predpokladejme,
ze pro nékteré n € N je jiz sestrojena mnozina F;,_;. Mohou nastat jen dvé situace:

A. Existuje mnozina H ¢ & tak, ze H C F,,_1 — U,; pak jednu takovou mnozinu H vybereme
a polozime F,, = H.

B. Z4adna mnozina H € & spliujici podminku H C F,,_; — Uy, neexistuje; pak polozime F,, = F,, .

Dokazme, ze mnozina
n=1

je pak hledand ireducibilni mnozina:

Protoze uzaviené mnoziny F;, tvori nerostouci posloupnost, je F'* € & podle pfedpokladu 2 véty;
navic je F* C F. Predpoklddejme, Ze n€jaka mnozina X ¢ F'* je prvkem &; protoze X je pak uzaviena
mnoZina, existuje U, tak, ze U, N F* # 0 = U, N X . Z toho plyne, ze X C F* — U, C F,,_1 — U,, takze
(podle pravidla A konstrukce) je F,, N U, = (. Tim spise je tedy F* N U,, = () — spor.

Definice 6.2. Jsou-li a,b dva rizné body kontinua P, fikdme, Ze P je ireducibilni mezi body a,b,
neexistuje-li zadné kontinuum K ¢ P obsahujici oba body a, b. Rikédme, Ze kontinuum P je ireducibilni,
existuji-li v P dva rfizné body, mezi nimiz je P ireducibilni. }?)

Priklady 6.1. 1. Kontinuum slozené z tsecky u s krajnimi body (0,+1) a z grafu funkce sin(1/z),
x € (0,1) je ireducibilni mezi bodem (1,sin1) a kterymkoli bodem tsecky wu.

2. Kontinuum z ptikladu 4.4 (obr.8) je ireducibilni mezi poc¢dtkem a kterymkoli bodem jednotkové
kruznice.

Obr. 13

19) Oba pojmy jsou topologické.
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3. Necht A je Cantorovo diskontinuum a J(i1,...,4,), n > 0, necht jsou jeho (omezené) styéné
intervaly. P necht je sjednoceni vSech tsecek ((z,0); (z,1)), kde z € A, s tise¢kami ((a,1); (b, 1)), kde
(a,b) = J(i1,...,in), n sudé, a s tseckami ((a,0); (b,0)), kde (a,b) = J(i1,...,in), n liché. Pak je P
kontinuum ireducibilni mezi kazdymi dvéma body A € ((0,0); (0,1)), B € {((1,0); (1,1)). Viz obr. 13.

Véta 6.2. Pro kazdé kontinuum P obsahujici body a # b existuje kontinuum K C P ireducibilni
mezi a, b.

Dtk az. Staci aplikovat Brouwerovu redukéni vétu 6.1, v niz za & zvolime systém vSech kontinui
K C P obsahujicich mnozinu {a,b}. Podminka 2 této véty plati, protoZe prinik nerostouci posloupnosti
kontinui (obsahujicich body a,b) je kontinuum (obsahujici body a, b).

Véta 6.3. Zadné kontinuum P ireducibilni mezi body a,b neni sjednocenim dvou kontinui A, B
obsahujicich bod a a riiznych od P.

Dukaz. Kdyby kontinuum P bylo sjednocenim kontinui A, B riznych od P a obsahujicich bod a,
leZel by bod b v jednom z kontinui A, B, coZz vzhledem k predpokladu A # P # B odporuje ireducibilité
kontinua P mezi body a, b.

Véta 6.4. Necht P je kontinuum ireducibilni mezi body a,b a necht C C P je kontinuum; pak plati:

1. Obsahuje-li kontinuum C' jeden bodi a,b, je P — C souvisla mnozina.

2. Je-li mnozina P — C nesouvisla, je sjednocenim dvou disjunktnich oblasti, z nichz jedna obsahuje
bod a, druh& bod b.

Dikaz. Ad 1. Je-li mnozina P — C nesouvisla, existuje rozklad P — C = AU B na dvé disjunktni,
oteviené a neprazdné mnoziny A, B. Mnoziny AU C, B U C jsou pak podle véty 2.2 kontinua; obé jsou
neprazdnd, riznad od P a jejich sjednocenim je P. Podle véty 6.3 lezi bod a jen v jedné z nich, takze
nemuze lezet v C. Protoze ve vété 6.3 mizeme misto a napsat b, nelezi v C' ani bod b.

Ad 2. Jeden z bodu a,b lezi tedy v A, druhy v B, a oznaceni lze jisté zvolit tak, ze a € A, b € B.
Protoze A U C' je kontinuum obsahujici bod a, plyne z prvni ¢asti véty, v niz C' nahradime mnoZinou
AUC, Ze (oteviend) mnozina P — (AUC) = B je souvisld; z podobnych divoda plati totéz o mnoziné A.

Véta 6.5. K tomu, aby kontinuum K bylo obloukem ab, je nutné a staci, aby bylo lokalné souvislé
a ireducibilni mezi a, b.

Dt kaz. Prooblouk ab je podminka zfejmeé splnéna. Je-li K lokalné souvislé kontinuum, 1ze body
a,b podle véty 5.5 spojit obloukem C' C K. Protoze K je ireducibilni mezi a, b, je C' = K.

Véta 6.6. Je-li P ireducibilni kontinuum a bod p € P lezi v néjakém kontinuu kondenzace K C P,
nenf kontinuum P lokalné souvislé v bodé p. ?°)

Dt kaz. Necht P je ireducibilni mezi body a,b. Jsou dvé moznosti: 1. a #p # b, 2. p € {a, b}.

Ad 1. Mizeme navic predpokladat, ze K C P — {a,b}, nebot podle dusledku 1 Janiszewského véty
4.1 1ze K v pripadé potieby patfiéné zmensit. Oznacime-li

(3) A =konst, (P — K), B =konsty(P—K),
je (podle véty 4.1)
(4) ANK#0#BNK,

takze AUK UB C P je kontinuum; protoze obsahuje body a, b (mezi nimiz je P ireducibilni), je identické
s P. Protoze P — K C AU B a protoze K je ¥fidké v P, plyne z toho, ze P=P — K C AUB C P, takze

(5) P=AUB.

la. Vysetfme nejdiive piipad, kdy p € ANBNK , a predpokladejme, ze P je lokalné souvislé v bode€ p.
Bud U(p) tak malé, ze K — U(p) # 0, a necht C' := komp, U(p). Pak je C' kontinuum obsahujici bod p
uvniti a K — C # (). ProtoZe p € AN B, je ANIntC # () # BNIntC, a z definice konstituanty plyne
existence kontinui K; C A, Ko C B, pronéZ jea € K1, be Ko, Ki NIntC # () # Ko NInt C. MnoZina
K1 UCUK3, C P je pak kontinuum obsahujici body a, b, a protoze P je mezi témito body ireducibilni, je

20) Podle véty 4.7 pak bod p lezi na n&jakém kontinuu konvergence kontinua P.
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K, UC UK, = P. To vsak je spor, protoZze mnoziny A, B, a tim spiSe kontinua K;, K5, jsou disjunktni
s K, takze K — (K1 UCUK») = K — C # 0.
1b. Piedpokladejme nyni, ze p € AN K — B; piipad p € BN K — A je zcela analogicky. Cislo

p = %p(p,B) je pak kladné a mnozina K := kompp(K NU(p,p)) je podle Janiszewského véty 4.1
vlastni kontinuum obsahujici bod p a disjunktni s B.

Predpokladejme, ze kontinuum P je lokalné souvislé v bodé p. Pak existuje kontinuum C' tak, ze
pelntC, Ky — C # (. Podle definice mnoZiny A existuje kontinuum K; C A obsahujici spolu s bodem a
i néjaky bod x € ANInt C. Mnozina K1 UCUK UBCP je kontinuum obsahujici oba body a, b, protoze
kazda z mnozin K, C, K, Eje kontinunumaa e K;, z e K1NC,pe CNK, K HE, b € B. Protoze P
je ireducibilni mezi body a,b, je K1 UC UK U B=P. Kdyby oteviend mnozina P — (K; UC U E) CK
byla neprazdné, méla by mnozina K vnitini body, coz odporuje jeji fidkosti; je tedy K1 U C U B=P
Protoze KN K1 C KgNA=10 aKoﬁE:(i),je

P=Ky—P=Ko— (KiUCUB)=Ko—C#0,

COZ je Spor.

Tim je véta dokdzéna za dodate¢ného predpokladu, Ze a # p # b.

Ad 2. Je-li napf. p = a, lze pfedpokladat, ze b ¢ K. Protoze BNK £ 0, je B U K kontinuum
obsahujici body a = p a b, a je tedy identické s P. Kdyby byla oteviend mnozina P — BCK neprazdna,
obsahovalo by kontinuum K vnitini body; je tedy P = B. Je-li kontinuum P lokalng souvislé v bodé
p = a, existuje kontinuum C tak, Ze a € Int C, K — C # (. Protoze B NInt C' # 0, existuje kontinuum
K> C B tak, ze b e Kz, Ko NInt C # (. Kontinuum K5 U C obsahuje pak oba body a, b, a rovna se tedy
P.Protoze KNKy=0,jel=K—-P=K— (K;UC)=K —C # 0, coz je spor.

Tim je dikaz véty 6.6 dokoncen.

Véta 6.7. Je-li P kontinuum, jsou ekvivalentni tyto tfi podminky:
1. P je oblouk.

2. P je ireducibilni a neobsahuje zadné kontinuum kondenzace.

3. P je ireducibilni a neobsahuje zadné kontinuum konvergence.

Dtukaz.1 = 2 = 3.Jeli P oblouk, je ireducibiln{ (mezi svymi krajnimi body) a neobsahuje
ziejmé zadné Fidké vlastni kontinuum, tedy zadné kontinuum kondenzace; tim spiSe neobsahuje zadné
kontinuum konvergence.

3 = 1. Je-li P ireducibilni a neobsahuje z4dné kontinuum konvergence, je podle véty 4.9 (d&diéné)
lokalné souvislé, a je tedy podle véty 6.5 obloukem.

* ok *

Definice 6.3. Rikame, Ze kontinuum P je nerozloZitelné, je-li vlastni a méa-li tuto vlastnost: Jsou-li
K1, K5 kontinua, pro néz je K1 U Ko = P, je bud K1 = P, nebo Ky = P.

Poznamka 6.1. Je-li P nerozlozitelné kontinuum, je doplnék P — K kazdého kontinua K C P
souvisly. Kdyby totiz bylo P — K = AU B, kde A, B jsou disjunktni neprazdné oteviené mnoziny, byl by
P=(AUK)U(BUK) rozklad P na dvé kontinua (srov. s vétou 2.2), z nichz zadné se nerovna P.

Definice 6.4. Je-li P kontinuum, nazveme kompozantou bodu p v P mnozinu R,(P) vSech bodi
x € P, pro néz je P reducibilni mezi p a x. (Jinymi slovy: x € R,(P), prdvé kdyZ existuje kontinuum
Kpz & P obsahujict body p,x.)

Poznamka 6.2. Doplnék P — R,(P) kompozanty R,(P) je identicky s mnozinou vsech bodt ¢ € P,
pro néz je P ireducibilni mezi p,q. Kompozanta R,(P) je (jakozto sjednoceni jistého systému kontinui

majicich spoleény bod p) souvisla, takze R,(P) je kontinuum.

Priklady 6.2. 1. Je-li P oblouk pg je R,(P) = P —q, Ry(P) = P — p, R,(P) = P pro kazdé
zeP—{pq}.

2. Je-li P topologickd kruznice, je R,(P) = P pro kazdé p € P.

3. Oznac¢me

us = ((0,-1); 0,1)), si:={(x,sin(1/z)); = e (0,1)}, b:=(1,sinl)
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a necht P := siUus. Pak je R,(P) = P — b pro kazdé p € us a R,(P) = si pro kazdé p € si.

Véta 6.8. Pro kazdé vlastni kontinuum P a pro kazdy bod p € P je kompozanta R,(P) husta v P
a existuji kontinua K,, ¢ P tak, Ze

(6) Ry(P) = | K.

Dukaz. 1. Zvolme v P né&jakou bazi {U,}52; neprazdnych mnozin U, a pro kazdé n € N polozme
Voi=U,—pa

(7) K, = komp (P — V).

Kazd4 s mnozin K, je pak kontinuum riizné od P a obsahujici bod p, takze K,, C R,(P) pro kazdé
n € N; prava strana rovnosti (6) je tedy ¢asti jeji levé strany.

Obracené: Je-li x € R,(P), * # p, existuje kontinuum K,, & P obsahujici body p a z. Je-li
y € P — K, existuje V,, tak, ze y € V;, C P — K. Potom vSak je K, C kompp(P —V,) = K, takze
levé strana rovnosti (6) je obsazena v jeji pravé strané. Tim je rovnost (6) dokazéana.

2. Kdyby kontinuum R,(P) nebylo rovno celému P, existovalo by podle dusledku 2 Janiszewského

véty 4.1 kontinuum K tak, ze R,(P) & K & P, a P by pak bylo reducibilni mezi p a kazdym bodem
x € K — R,(P), coz je ve sporu s definici R,(P).

Véta 6.9. Je-li C' kompozanta kontinua P, je mnozina P — C' souvisla.

D t k az . Podle pfedpokladu je C = R,(P) pro vhodné p € P. Staéi vySetfit pfipad, kdy C # P,
tj. kdy existuje bod q € P tak, ze P je ireducibilni mezi p, q.

Pfedpoklddejme, ze P—C = MUN, kde M, N jsou neprazdné odd€lené mnoziny, jejichz oznaceni je
zvoleno tak, ze ¢ € M. Z oddélenosti mnozin M, N (a z normality metrickych prostort) plyne existence
oteviené mnoziny G D M, jejiz uzévér je disjunktni s N. Pak je H(G)N(MUN) = (G—G)N(MUN) = 0,
takze H(G) C C. Oznacime-li K := komp, G, plyne z podminek N # 0, GN N = (), ze G # P; podle
Janiszewského véty 4.1 je tedy K N H(G) # (. Zvolime-li v této mnoziné bod a, je a € C, takZe existuje
kontinuum @ C C obsahujici body p, a. Protoze kontinuum K obsahuje body ¢, a, je Q@ U K kontinuum
obsahujici body p, q. Protoze P je mezi témito body ireducibilni, je Q U K = P, takze N C Q U K; to
spolu s implikacemi

QCcC=QNNCCNN=0, KCG,GNN=0 = KnNN=10

ukazuje, ze N = (), coZ je spor, ktery dokazuje vétu 6.9.

Véta 6.10. K tomu, aby vlastni kontinuum P bylo nerozlozitelné, je nutné a staci, aby kazdé konti-
nuum K & P bylo ridké v P.

D u k a z. 1. Pfedpokladejme, ze kazdé kontinuum K C P rizné od P je v P fidké a necht
P = K1 UK>, kde K1, K> jsou kontinua; mame dokazat, ze pak je bud K; = P, nebo Ko = P. Je-li v8ak
K, # P, je K1 podle predpokladu fidké v P, z ¢ehoz plyne, ze Ko = P.

2. Necht naopak existuje kontinuum K & P, které neni v P ¥idké (takze Int K # (}); mame dokazat,
ze P lze pak rozlozit na dvé kontinua, z nichZ zddné neni identické s P.

Je-li mnozina P — K souvisld, je P — K kontinuum disjunktni s Int K, tedy rtizné od P. Hledanym
rozkladem je tedy rozklad P=KUP — K.

Neni-li mnozina P — K souvisla, je P — K = AU B, kde A, B jsou neprazdné disjunktni oteviené
mnoziny. Podle véty 2.2 jsou mnoziny K; := AU K, K, := B U K kontinua, pficemz K; # P # Ko.
Hledanym rozkladem je proto rozklad P = K; U K.

Véta 6.11. Je-li P nerozlozZitelné kontinuum, plati tato tvrzeni:
1. Pro kazdé dva body p,q z P je

(8) bud R,(P) = R,(P), nebo R,(P)N Ry(P) =10.

2. Systém vsech kompozant kontinua P je nespocetny.
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3. Existuje nespocetna mnozina M C P tak, ze P je ireducibilni mezi kazdymi dvéma body x # y z M.
Obrécené:
4. Obsahuje-li ireducibilni kontinuum P dvé disjunktni kompozanty, je nerozlozitelné.

5. Obsahuje-li kontinuum P alespon tii ruzné body x,y, z tak, Zze P je ireducibilni mezi x,y, mezi
x,z 1 mezi y, z, je P nerozlozitelné.

Dtk az. 1. Pfedpokladejme, ze R,(P) N R,(P) # 0, a dokazme nejdiive inkluzi
9) Rp(P) C Ry(P).

Je-li y € Ry(P), je P reducibilni mezi body p, y, a existuje tedy kontinuum K, & P obsahujici tyto
body. Zvolime-li pevné né&jaky bod xz € R,(P) N Ry(P), existuje kontinuum K,, & P obsahujici body
p,z a kontinuum K, & P obsahujici body ¢,2. Mnozina Ky, := K, U K, U K, je pak kontinuum
obsahujici body ¢, y; protoze zadné z kontinui vpravo neni rovné P, je podle véty 6.10 ¥idké v P, a totéz
tedy plati i o Kyy. Je proto Ky, # P a bod y tedy lezi v R,(P). Inkluze (9) je dokdzéna.

Protoze obracenou inkluzi dostaneme zaménou bodd p,q, je R,(P) = Rq(P). Tim je tvrzeni 1
dokéazano.

2. Podle véty 6.8 je kazda kompozanta R,(P) sjednocenim spoéetné mnoha kontinui K,, # P, tedy
(podle véty 6.10) kontinui fidkych v P. Kazda kompozanta je tedy mnozinou 1.kategorie. Protoze P
je 2. kategorie a protoze je sjednocenim vSech svych kompozant, musi byt téchto kompozant nespocetné
mnoho.

3. Hledanou mnozinou je zfejmé mnozina M, kterd ma s kazdou kompozantou spoleény praveé jeden
bod.

4. Dokazme, ze je-li rozloZiteln€ kontinuum P ireducibilni mezi body a # b, nejsou Zadné dvé kom-
pozanty kontinua P disjunktni.

Predpoklddame, Ze existuji kontinua Ki, Ko tak, ze K1 # P # Ky a K1 U Ky = P; protoze P je
kontinuum, je K1 N K3 # (. Oba body a, b nelezi v jedné z mnozin K;, Ko, protoZe P je mezi nimi body
a, b ireducibilni; zvolme oznadeni tak, ze a € K1, b € Ka. Necht p, ¢ jsou (libovolné) dva body z P a necht
Ci := R,(P), C2 := R,(P) jsou ptislusné kompozanty. Je-li oznaceni zvoleno tak, ze p € K1, je K1 C C1.

Je-li g € K1, je K1 C (5, takze 1] #+# K1 CCinNCy. Jellige Ko, je Ko C Cy a 1] #+# KiNKs C C1NCs.

5. Pfedpokladejme opét, ze P je rozlozitelné a uzivejme oznaceni ze 4. ¢asti dtikazu. Jsou-li z,y, z t¥i
rtuzné body z P, lezi aspon dva z nich v jedné z mnozin K;, z ¢ehoz plyne, Zze P je mezi témito dvéma
body reducibilni.

Poznamka 6.3. Zatim nevime, zdali nerozlozitelnd kontinua vibec existuji; predchazejici dvé véty
naznacuji, ze pokud ano, budou mit asi velmi slozitou strukturu. Jedno z nejjednodussich nerozlozitelnych
kontinui sestrojil polsky matematik B.Knaster (Fundamenta Mathematicae 3, 1922, str.209); popiSeme
zde jeho konstrukci a nakreslime velmi netplny obrazek jedné kompozanty tohoto kontinua.

Knasterovo nerozlozitelné kontinuum je sjednocenim vsech pilkruznic

(z—3?2+y*=1r% y=>0,

jejichz krajni body lezi v Cantorové diskontinuu a vsech pulkruznic

5 2 2 2
— — <0
(”3 2-3n) ty = ysg

jejichz krajni body lezi v Cantorové diskontinuu a zaroven v intervalu (2/3",1/3"~1). (Viz [2], str. 143.)
Mala ¢ast jeho kompozanty, kterd prochazi vsemi body 1.druhu Cantorova diskontinua, je nakreslena
na obr. 14. Knasterovo kontinuum obsahuje ovSsem podobnjch kompozant, z nichz zadna jiz neobsahuje
zadny bod 1. druhu, nespoc¢etné mnoho.

Knaster vSak v témze ro¢niku 3 ¢asopisu Fundamenta Mathematicae (str.247) nabidl jesté daleko
komplikovanéjsi dédicné nerozlozitelné kontinuum, tedy kontinuum, jehoz zadné vlastni subkontinuum
neni rozlozitelné. Takové kontinuum neobsahuje zadny oblouk, protoze oblouk je rozlozitelny.

Poznamenejme vsak, Ze situace je jesté ,mmnohem, mnohem horsi, neZ by se zdalo“: Lze ukazat, ze
v prostoru vSech neprazdnych kontinui obsazenych napf. ve ¢tverci @ := (0,1) x (0,1) je funkce

d(A, B) := max(max({p(z,B); v € A}),max({p(y,A4); y € B}))
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Obr. 14. Nepatrna ¢ast Knasterova nerozlozZitelného kontinua

metrikou.

Polsky matematik S. Mazurkiewicz dokézal (Fund. Math. 16 (1930), str. 151), ze pi této metrice je
mnozina véech dédicné nerozloZitelnych kontinui obsaZenych v Q mnoZinou 2. kategorie a typu Gs.

Jak poznamendva Kuratowski (srov. [2], str.145), je paradozni, Ze nejsinguldrnéjsi kontinua jsou
mezi kontinuy nejcasté;si.
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7. Pojem kftivky

Umluva. Vsechny metricke prostory, které budeme v dalsim vysetrovat, maji spocetnou bdzi.

Jak se ukazuje, slovo ,kfivka“ ma v riznych matematickych disciplinach rtzny vyznam, protoze
kazda disciplina definici pfizptsobuje svym specifickym potfebam. V elementarni analytické geometrii
se mezi krivky pocitaji kuzelosecky a dalsi kiivky vzniklé zpravidla jistymi jednoduchymi geometric-
kymi operacemi: lemniskata a obecnéji Cassiniho kiivky vznikaji podobnym zptsobem jako elipsa, na
zédkladé elementarnich geometrickych tvah vznikaji napf¥. epicykloidy a hypocykloidy (napt. kardioida
a asteroida), rizné zavitnice a spirdly atd. Nékteré kiivky jsou souvislé, jiné nesouvislé (jako hyperbola);
nékteré jsou kompaktni (kruZnice, elipsa, lemniskata), jiné ne (parabola, Archimedova spirdla). Pokud je
mi zndmo, obecnou definici kfivky analytickd geometrie neposkytuje.

Ve fyzice se kiivkou Casto nazyva trajektorie pohybujiciho se bodu a napf. silokfivka ma slovo kiivka
pfimo v nazvu. Protoze kiivka definovand jako spojity obraz kompaktniho jednorozmeérného intervalu
miZe byt i ¢tverec (s vnitfkem), je k pozadavku spojitosti pohybu zfejmé nutné piidat dalsi vhodné
predpoklady.

Obecna topologie zkouma kfivky jako bodové mnoziny s jistymi vlastnostmi. Velmi obecna je Menger
-Urysonova definice a jednoducha je i Cantorova definice rovinné kiivky; budeme o nich mluvit pozdéji.
Definic mtzeme ovSem vyslovit celou fadu podle toho, jaké vlastnosti preferujeme nebo potfebujeme.

Zakladnim pozadavkem v topologii je, aby kfivka byla mnozina topologicky invariantni. Dali bychom
asi také prednost definicim, které operuji jen s ,,vnitinimi“ vlastnostmi pfislusné mnoziny, pred definicemi
zalozenymi na jejich ,,vnéjsich“ vlastnostech, tedy — zhruba feceno — na vztazich mnoziny a prostoru,
v némz tato mnozina lezi. Kazd4 mnoZzina m4 své ,globalni“ (,integralni“) vlastnosti a vlastnosti lokalni.
Protoze ndm v dalSim piijde spiSe o lokdlni vlastnosti, nebude podstatnym omezenim, budeme-li se
zabyvat jen kontinuy, misto abychom studovali napf. prostory, které se daji rozlozit na kone¢né mnoho
uzavienych souvislych lokalné kompaktnich mnozin. Globalni vlastnosti posledné jmenovanych prostori

S nékterymi mnozinami, které bychom mohli povazovat za kiivky, jsme se jiz setkali. Nebude proto

naskodu, sepsat nékolik jednoduchych vlastnosti mnozin, o kterych bychom snad byli ochotni mluvit jako
o kiivkach, a zkontrolovat, které typy ndm znamych mnozin tyto vlastnosti maji:

V1. Vlastni kontinuum obsazené v kiivce je kiivka.
V2. Souvisld mnozina, kterd je sjednocenim koneéné mnoha kiivek, je kfivka.
V3. Ctverec (s vnittkem), kruh, krychle, apod. nejsou ktivky.
V4. Mezi kiivky patii
V4A. oblouky;
V4B. uzavér grafu funkce sin(1/x), 0 < |z| < 1;
V4C. kontinuum slozené ze spodetné mnoha tsedek vychézejicich z jednoho bodu (viz obr. 15,
v némz se levé kontinuum sklada z tsecek, jejichz délka konverguje k nule, zatimco v kontinuu vpravo
jsou v8echny usecky stejné dlouhé);
V4D. kontinuum Fidké v roviné, sloZené z tsecek vychazejicich z jednoho bodu (srov.s obr. 11,
kde je tseéek nespocetné mnoho).

Poznamka 7.1. Ukazme nejdfive, ze podminky V1 — V4 nespliiuje zadné z dale uvedenych kontinui;

A. Spojity obraz usecky je podle véty 5.1 totéz co lokdlné souvislé kontinuum. Podminka V1 neni
splnéna, protoze existuji lokalné souvisla kontinua, ktera nejsou lokalné souvisla dédicné. Na rozdil od
dédi¢né lokalné souvislych kontinui maji (podle véty 3.2) lokalné souvisld kontinua vlastnost V2. Lokalné
souvisld kontinua nesplituji (na rozdil od kontinui lokalné souvislych dédi¢né) podminku V3, protoze
mezi né patii ¢tverec, kruh i krychle. Mezi lokalné souvisld kontinua patii oblouky, takze podminka V4A
je splnéna; podminka V4B splnéna neni, podminky V4C a V4D obecné také ne. (Kontinuum slozené
z kone¢ného poctu tsecek lokalné souvislé je a totéz plati i kontinuu slozeném z nekone¢né mnoha tsecek
((0,0); (1/n,1/n%)), n e N. Kontinuum slozené z tsecky ((0,0); (1,0)) a tsecek ((0,0); (1,1/n)) vSak
lokélné souvislé neni.)
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Obr. 15

B. Spojity prosty obraz usecky (neboli jeji homeomorfni obraz) je oblouk. Spliuje sice podminky V1
a V3, ale sjednoceni konec¢ného poc¢tu obloukt nemusi byt oblouk a mnozina uvedena sub V4B obloukem
také neni. Je-li pocet tsecek > 2, ani mnoziny uvedené sub V4C a V4D oblouky nejsou.

C. Ireducibilni kontinuum nemé ziejmé vlastnost V1, protoze subkontinuum ireducibilniho kontinua
miize byt reducibilni. (Kontinuum z obr. 8 je ireducibilni mezi po¢atkem a kterymkoli bodem jednotkové
kruznice, ale tato kruznice je reducibilni.) Nem4 ani vlastnost V2, protoze sjednocenim dvou oblouki ab,
které kromé bodd a, b nemaji zddné body spolecné, je topologické kruznice, kterd (na rozdil od oblouk)
neni ireducibilni. Ctverec (s vnittkem) neni sice ireducibilni kontinuum, ale existuji ireducibilni kontinua,
ktera c¢tverec obsahuji.

Piiklad 7.1. Bud Q := (0,1)? a pro kazdé n € N bud L,, C Q jakykoli oblouk s krajnimi body (0,0)
a (1,1), od kterého ma kazdy bod (x,y) € @ vzdalenost < 1/n. (Viz obr. 16, na némz jsou nakresleny pfi-
klady obloukti L1, ..., Ly4.) Ozna¢me Q* := Q x {0}, M,, := L, x {1/n}; Na,_1 necht je Gsecka s krajnimi
body (1,1,1/(2n — 1), (1,1,1/2n), zatimco Na, je tsecka s krajnimi body (0,0,1/2n), (0,0,1/(2n +1)).
Pak je

(2) K::GMnUGNnUQ*
n=1 n=1

kontinuum obsahujici ¢tverec @* a ireducibilni mezi bodem (0,0,1) a kazdym bodem (z,y,0) ¢ Q*. O
Oblouky i mnozina z podminky V4B jsou ireducibilni kontinua, mnoziny z podminek V4C a V4D
nejsou ireducibilni, jsou-li sjednocenim vice nez dvou tsecek.

1,1 1,1 1,1 1,1

0,0) (0,0) 0,0) (0,0)

Obr. 16. Jak napr. mohou vypadat oblouky Li,..., L4

D. Ireducibilni lokdlné souvisla kontinua jsou podle véty 6.5 oblouky.

E. Kontinua 7idkd v prostoru P maji vSechny vlastnosti uvedené nahoie, je-li P = R2. Je-li viak
napi. P = R?, je v P fidky napt. kazdy étverec, v P = R* napi. kazd4 (trojrozmérnd) krychle. Je-li P
obecny metricky prostor, nelze kontinua fidké v P zZddnym univerzalnim zptisobem ani charakterizovat.

F. Kontinua sloZend z konecného poctu oblouki vychdzejicich z jednoho bodu tvori patrné prilis tizkou
t¥idu kontinui. Spliiuji podminky V2, V3, V4A, ale kontinuum V4B neni sjednocenim kone¢ného poctu
oblouki, stejné jako kontinua V4C a V4D, jsou-li sjednocenim nekonecéné mnoha tsecek se spoleénym
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krajnim bodem. Je mozna ponékud prekvapujici, ze nemaji viastnost V1. V nasledujicim ptikladu se-
strojime v roviné dva oblouky L, M, které vychdzeji z pocdtku a pro néz kontinuum K : L U M obsahuje
nekonecné mnoha oblouki O,, vychdzejicich z pocdtku, ktery je jejich jedinygm spolecnym bodem.

0,1/2) 1.1/2)

1/2,1)

0,0 — (1/2,0)

Obr. 17a

Priklad 7.2. Nakreslime-li ,,bézny jednoduchy® obrazek dvou rovinnych oblouku L, M vychazejicich
napi. z po¢atku, budou v jejich sjednoceni L U M existovat nejvyse dva oblouky L/, M’, jejichz jedinym
spoleénym bodem je poléatek. Fzistuji viak dvojice rovinnych obloukd L, M s krajnim bodem (0,0),
v jejichZ sjednoceni existuje nekonecné mnoho oblouki O,, s krajnim bodem (0,0), pFidemZ m # n =
0,, N0, = (0,0).

Pro kazdé n € N definujme A, jako sjednoceni tsecek, jejichz krajnimi body jsou sousedni ¢leny
posloupnosti

(3) 0.55)s Groza)s Gozt)s (03571) (003

B,, necht je lomend ¢ara, ktera vznikne z A,, zrcadlenim podle pfimky y = 2. Polozme

(4) L:ZGAn,M::GBn,K:ZLUM.

n=1 n=1

Na obr. 17a je nahote nakreslena lomena ¢ara A;U. . .UAg, pod ni lomend ¢ara ByU. ..UBs, na obr. 17b
je jejich sjednoceni, v némz jsou silnéjSimi linkami vyznaceny ¢asti oblouki Oy, ..., O4 obsazenych v K
a majicich jen pocatek spolecny.
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01 je sjednoceni tsecek, jejichz krajni body jsou sousedni ¢leny (nekone¢né) posloupnosti
(51) 51, 53 G3) 3:3) G32): Go1)s (5:8) (F08)s o
k némuz je pfidan pocatek; O; je zfejmé oblouk.

Podobné vznikne Oy z posloupnosti

(52) (3:3): (1) (51 Go5)s (5:5) (5:8) (oo6) (do07)s -

a O, pro obecné n z posloupnosti o ¢lenech

Gn)  Grzow) Grow): i) G zers)s -+ Gireress moew)» (e 7o) - -
(1/3,1)
1/2
1/3
1/4
1/5 |
1/6
1/8 '
1/12
0 . I I
0 1111 1 1 1
128 65 4 3 2
Obr.17b

G. Kontinuum, které je sjednocenim spocetné mnoha oblouki vychdzejicich z jednoho bodu nespliiuje,
jak ukazuje nasledujici priklad, podminku V1:

Priklad 7.3. UZivejme stejné oznaceni jako pii konstrukci Cantorova diskontinua A v kapitole 0 a pro
kazdy z interval@?!) (0,1), A(ky), A(k1,ka), ..., A(k1, ..., kyn), ... (kde k,, € {0,1}) vytvoime piiddnim

21) které budeme pro struénost zapisu ztotoziovat s odpovidajicimi tiseckami na ose x v roviné xy
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dvou tsecek lezicich v horni poloroviné rovnostranny trojihelnik; takto vytvofené trojuhelniky oznacme
(6") T, T(k1), T(k1,k2), ..., T(k1,.. ., kn)y ...
Vrcholy téchto trojuhelniki lezici v horni oteviené poloroviné znacme

(6”) v, ’U(kl), ’U(kl,kQ), ...,’U(kl, .. .,kn), ey

u(k1) necht je Gsecka s krajnimi body v, v(k1), pron > 1 necht u(k, ..., k,) znaéi tsecku s krajnimi body
v(ki,... kn—1),v(k1,...,kn). Pro kazdy bod z € A existuje pravé jedna posloupnost k,,, kde k,, € {0,1},
tak, ze x =23 k,/3", a L(z) := U,—, u(ki,...,k,) Uz je oblouk s krajnimi body v, z. Pro body z
1.druhu??) je pifslusnd posloupnost {k,} stacionarni, takze existuje p tak, Ze Uflo:p 1 Uz je tsecka

s krajnimi body v(k1,...,kp) a x. Z toho plyne, ze oblouk L(z) je sjednocenim koneéného poctu tsecek.
Mnozina
(7) K:=TU U T(ky,....ka) = (0,0 ) L)
(k1,.--,kn)€{0,1}" z je 1.druhu

je kontinuum, které je sjednocenim spocetné mnoha obloukt s krajnimi body v, z, kde z € A je 1. druhu.
Ozna¢me (jako v kapitole 0) J, J(i1), J (i1, 2), ... omezené sty¢né intervaly diskontinua A a polozme

(7) K*:=K—(JU U J(it, .. in)).
(i15eeyin) €{0,1}"

Mnozina K* je kontinuum, které nelze napsat jako sjednoceni spocetné mnoha obloukl s krajnim
bodem v, protoze A C K* a jedinym obloukem v K* spojujicim bod v s bodem = € A je L(z).

Kontinuum K, které je sjednocenim spocetné mmnoha obloukid se spolecnym krajnim bodem spliluje
podminky V2, V4A ) V4C. Protoze oblouk je mnozina Fidka v roviné, nemutze K byt napf. ¢tverec.
Podminka V4B splnéna neni, a protoze kontinuum z obr. 11 neni sjednocenim spocetné mnoho usecek,
neni splnéna ani podminka V4C.

Obr. 18

22) k nim% nyni poéitejme i body 0 a 1
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Poznamka 7.2. K tomu, abychom mohli vyslovit definici kfivky podle Mengera a Urysona, potie-
bujeme pojem tzv. mal€ induktivni dimenze. Obecnou definici dimenze spolu s nejzakladnéjSimi vétami
o prostorech dimenze 0 a 1, které budeme potiebovat, lze nalézt napt. v Kuratowského knihdch Topolo-
gie I a II. Pro informaci ¢tenafe zde uvedeme jen tuto definici; potfebné netrividlni véty vyslovime bez
dtkazu.

Definice 7.1. Pro kazdy prostor P a pro kazdy bod p € P definujeme dimenzi dim P prostoru P a
dimenzi dim, P prostoru P v bodé p indukci takto:

1. dim ) = —1.

2. Je-li n > —1 celé ¢islo, znamena nerovnost dim, P < n + 1 existenci libovolné maljch okoli U(p),
pro néz je dim H(U(p)) < n. Je-li n > 0, je dim, P = n, plati-li nerovnost dim, P < n, ale nerovnost
dim, P <n — 1 neplati.

3. Je-li P # 0, je dim P := sup{dim, P; p € P}. (Specidlné: Je-li mnozina {dim, P; p € P} shora
neomezend, je dim P = +00.)

Poznamka 7.3. Cisla dim P a dim, P jsou zatim definovana jen v p¥ipadé, ze P je (separabilni)
metricky prostor. Analogické ¢isla dostaneme pro podmnoziny M prostoru P, povazujeme-li je za jeho
podprostory. Slovo okoli a hranice pak ovSem znamenaji okoli a hranici v M. Zatimco okoli v M jsou

Pozor vsak! Hranice Hpr(A) mnoziny A v M neni obecné rovna H(A) N M ! (Ptiklad: Je-li P =R
aje-li A = M mnozina vSech raciondlnich ¢isel, je H(A) = R, tedy H(A)NM = A, zatimco Hp(A) = 0.)
Vztah mezi hranici v P a v M je obecné dan rovnostmi

8) Hu(A) =A" ndir—a" = MnAnM - A.

Je-li mnozina A oteviend v M (specidlné: je-li A okoli v M néjakého bodu z M), existuje oteviend
mnozina B C P tak, ze A= BN M; pak je

(9) Hy(A) =AY A=AnNM-A=BnMnM-BnMCcB-B=H(B).

Indukci 1ze odtud celkem snadno dokazat, ze dim, M < dim, P pro kazdé p € M; z toho ihned
plyne, ze dim P < n = dim M < n. Nam budou stacit dvé slabsi tvrzeni:

Véta 7.1. Je-lip € M C P, plati implikace
(10) dim, P=0 = dim, M =0, dim,P=1 = dim, M <1.
Je-li M C P, plati implikace

(11) dimP=0=dmM<0, dmP=1=dimM<1.

Diakaz. Jeli dim, P = 0, existuji libovolné mald okoli B bodu p, pro néz je H(B) = 0; podle
(9) maji pak okoli BN M bodu p € M také prazdnou hranici v M. Tim jsou dokdzdny prvni implikace
v (10) a v (11).

Déle: Je-li dim, P < 1, existuji libovolné mala okoli B bodu p, pro néz je dim H(B) < 0; vzhledem
k (9) a k tomu, co jsme jiz dokazali, je dim Hy; (BN M) < 0. Z toho plyne, ze dim, M < 1; plati tedy
i druhé implikace v (10) a v (11).

Véta 7.2. Je-lip € M C P, je podminka dim, M = 0 ekvivalentni s existenci libovolné malych
okoli U(p), pro néz je M N H(U(p)) = 0. Podminka dim, M <1 je pak ekvivalentni s existenci libovolné
malych okoli U(p), pro néz je dim (M N H(U(p))) < 0.

Poznamka 7.4. Pravé zavedené pojmy jsou topologické. Jinymi slovy: Je-li M C P aje-li f : M — R
homeomorfni zobrazenti, je dim, M = dim y(,) f(M) pro kazdé p € M a dim M = dim f(M).

Poznamka 7.5. Prostor P mé dimenzi 0 v bodé p € P, existuji-li libovolné maléd okoli U(p), jejichz
hranice je prazdné;23) prostor P # () ma dimenzi 0, ma-li dimenzi 0 v kazdém bodé p € P.

23) P¥ipomenme, %e mnozina mé prazdnou hranici, pravé kdy# je obojetna.
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Priklady 7.4. 1. KaZdy neprazdny spocetny prostor P ma dimenzi 0, protoze kazdy bod p € P ma
dokonce libovolné malé sférickd okoli s prazdnou hranici. To je zfejmé v pripadé jednobodového prostoru
P; obsahuje-1i P aspoii dva rtizné body, sta¢i polomér volit tak, aby nebyl roven zddnému z éisel p (p, x),
kdep#zc P.

2. MnoZina M wvsech iraciondlnich cisel md také dimenzi 0, protoze pro kazdé iracionalni ¢islo p
existuji raciondlni ¢isla r1, o tak, ze r1 < p < 79 a ze rozdil ro — r; je libovolné maly. Okoli (r1,7r2) N M
bodu p mé pak v M prazdnou hranici.

3. Cantorovo diskontinuum md dimenzi 0, protoze pro kazdy jeho bod p existuje interval libovolné
malé délky, jehoz krajni body lezi ve vhodnych styénych intervalech. (P¥ipomenme, Ze sjednoceni vSech
sty¢nych intervalll véetné intervaltl (—o00,0) a (1,400) je husté v R.)

4. R a vsechny intervaly M C R maji dimenzi 1: Je-li M C R interval, je-lip € M ajelie > 0
dostate¢né malé, ma hranice okoli Ups(p,e) dimenzi 0.2%)

5. Kazdy oblouk md dimenzi 1: Protoze pojem dimenze je topologicky a protoze kompaktni jedno-
rozmérné intervaly maji dimenzi 1, plati totéz o obloucich.

6. Kazde vlastni kontinuum md dimenzi > 1. Je-li totiz p € P, kde P je vlastni kontinuum, existuje
q € P rizné od p. Je-li primér néjakého okoli U(p) mensi nez p(p, q), je H(U(p)) # 0, takze dim, P > 1.

Véta 7.3. V kazdém prostoru dimenze 0 existuje spocetna baze slozena z obojetnych mnozin. Je-li
dano libovolné € > 0, Ize bazi navic zvolit tak, Ze vSechny jeji ¢leny maji priméry mensi nez e.

Dukaz. Jelidim P = 0, existuje pro kazdé e > 0 a kazdé n € N okoli U, (p) tak, ze H(U,(p)) =0
a diam U, (p) < £/(n + 1). Podle Lindelsfovy véty lze ze systému &,, vSech téchto okoli U, (p) vybrat
spodetny systém &}, ktery pokryva P. Snadno nahlédneme, Ze systém & := |-, &7 je pak spocetnou
béazi prostoru P; kromé toho je diam U < /2 < ¢ pro kazdé U ¢ G.

Definice 7.2. Rikdme, 7e prostor P # () je totaln& nesouvisly, je-li kazd4 jeho komponenta jednobo-
dova.

Véta 7.4. M4-li prostor P dimenzi 0, je totalné nesouvisly. 2°)
Dtk az. M4l prostor P dimenzi 0 a jsou-li p,q dva rizné body z P, existuje okoli U(p) tak, ze

qge P—U(p), HU(p)) = 0. Kdyby existovala souvisld mnozina M C P obsahujici oba body p, ¢, musela

by protinat H(U(p)), protoze mnoziny U(p) a P — U(p) jsou oddélené. Body p, ¢ proto lezi v riznych
komponentéach prostoru P.

Definice 7.3 (Menger — Uryson). Slovo kfivka bude od tohoto okamziku znamenat kontinuum di-
menze 1.

Véta 7.5 (bez diikazu).?%) Kontinuum, které je sjednocenim spodetné mnoha kiivek, je kiivka.

Poznamka 7.6. Dikaz tvrzeni, Zze eukleidovsky prostor R™ mé algebraickou dimenzi n, tedy Ze v ném
existuje n-tice linedrné nezavislych vektort, zatimco kazda mnozina sloZzend n 4 1 vektort je linedrné
zavisla, je zcela jednoduchy. Tim spiSe mozné udivi, ze dikaz rovnosti dim R" = n elementarni neni;
pfijmeme proto tuto skutecnost bez dikazu.

Véta 7.6 (bez diikazu).?") Pro kazdé n € N je dim R™ = n; dimenze jednotkové sféry v R" je rovna
n—1.

Poznamka 7.7. Nechf P je kiivka. Podle ¢asti 6 prikladt 7.4 je dim K > 1 pro kazdé vlastni
kontinuum K C P, podle véty 7.1 je naopak dim K < 1. P ma tedy vlastnost V1. Podle véty 7.5 ma P
i vlastnost V2, podle véty 7.6 i vlastnost V3. Oblouky maji dimenzi 1 podle ¢asti 5 v prikladech 7.4, a plati
tedy V4A. V4C je dtsledkem véty 7.5. Vlastnosti V4B a V4D jsou také splnény, protoze v 8.kapitole
(véta 8.5) dokdzeme, ze kazdé kontinuum Fidké v roviné je kiivkou i podle definice 7.3.

Definice 7.4. Vlastni kontinuum fidké v roviné se nazyva Cantorova kfivka.

24
25
26
27

Pro vnitini body intervalu je H(M) dvoubodova, pro jeho hrani¢ni body jednobodovd mnozina.
Je-li prostor P kompaktni, plati i obracené tvrzeni (viz vétu 8.14).

Dikaz viz [1], §22, I, Théoreme 1.

Dikaz viz [1], §23, II, 7 (Théoreme fondamental).

— — — —
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8. Rozvétvovani kontinui

Je-li P kontinuum dimenze 1, existuji ke kazdému bodu p € P libovolné mald okoli U(p), kterd maji
hranici dimenze 0, tedy totalné nesouvislou (srov. s vétou 7.4). Mnozina H (U(p)) je kompaktni, a je tedy
bud kone¢néa, nebo nekoneénd spocetnd, nebo ma mohutnost kontinua. Body p € P lze proto klasifikovat
podle toho, kolik bodi obsahuji mnoziny H (U (p)). Pfislusné definice vyslovime nejen pro kontinua, ale
obecnéji pro separabilni metrické prostory. Mohutnost mnoZiny M oznacime card M ; » resp. ¢ bude
mohutnost nekonec¢nych spocetnych mnozin resp. mohutnost kontinua.

Umluva. K mnoziné vSech celych nezapornych c¢isel a pravé uvedenych dvou mohutnosti piidame
jesté ordinalni ¢islo w a vzniklou mnozinu

(1) C:={neZ;n>0}U{w,x c}

usporadame takto: v oboru celych ¢isel ponechdme obvyklé usporadani, za nimi bude néasledovat w, pak
R, a nakonec ¢.

Definice 8.1.. Necht P je separabilni metricky prostor a necht p € P.

1. Je-li n celé nezaporné ¢islo, budeme psat ord, P < n, existuji-li libovolné malé okoli U(p) tak, ze
card H(U(p)) <n. Je-li ord, P < n, ale neni ord, P < n — 1, budeme psét ord, P = n.

2. Budeme psat ord, P < w, existuji-li libovolné mala okoli U (p), jejichz hranice obsahuje jen koneény
pocet bod; je-li ord, P < w, ale neni ord, P = n pro z4dné celé ¢islo n > 0, budeme pséit ord, P = w.

3. Existuji-li libovolné malé okoli U(p) tak, Ze card H(U(p)) =x, budeme psat ord, P <x. Je-li
ord, P <, ale neni ord, P < w, budeme psat ord, P =x.

4. Neni-li ord, P <, budeme psat ord, P = c.

5. Je-lim € € a ord, P < m pro kazdé p € P, budeme psat ord P < m; je-li ord P < m a neni-li
ord P < m/ pro z4dné m’ € €, m’ < m, budeme psat ord P = m.

6. Cislo ord, P (resp. ord P) se nazjvé ¥ad rozv&tveni prostoru P v bod& p (resp. ¥ad rozvétveni
prostoru P).

Poznamka 8.1. Pojem fadu rozvétveni je topologicky. Je-li P kompaktni prostor, je ord, P nékteré
z ¢isel z €. Rovnost ord, P = 0 je ekvivalentni s rovnosti dim, P = 0, tedy s podminkou, Ze existuji
libovolné mal4 okoli U(p) s prazdnou hranici.

Poznamka 8.2. Rovnost ord, P = w znamend, Ze existuji okoli U, (p), jejichz primér je mensi nez
1/n a jejichz hranice obsahuji jen koneény poétu s,, bodfi, pficemz mnozina {s,; n € N} neni omezen4. )

Tento fad rozvétveni mé napf. pocatek v kontinuu, které je sjednocenim tsecek spojujicich poca-
tek s body (cos(1/n)/n,sin(1/n)/n), n € N, jejichz vzdalenost od pocatku konverguje k nule. (Srov.
s kontinuem na obr. 15 vlevo.)

Definice 8.2. Body p € P, v nichz je

=1 krajni body
=2 obycejné body
> 2 | body rozvétveni
(2) ord, P <w(’ se nazgyvaji regulémi body prostoru P.
<r racionalni body
>R iracionalni body

Prostor, ktery ma jen reguldrni (resp. raciondlni) body, se nazyva regularni (resp. racionalni). V opad-
ném piipadé se nazyva iregularni (resp. iracionalni). %)

Priklady 8.1. 1. Oblouk ab mé dva krajni body a, b, ostatni body jsou obycejné.

28)
29)

Velmi zhruba Feceno: Jak okoli Uy (p) zmensujeme, poéet bodi mnoziny H(Uy(p)) roste nade vSechny meze.
Vsechny tyto pojmy jsou topologické. V topologické literatufe se zpravidla nefika ,krajni bod“, ale ,koncovy bod“;
nazev ,krajni bod“ je vSak v souladu s terminologii uzivanou pro intervaly a obecnéji pro usporddané mnoziny, u nichz
musime rozliSovat mezi poc¢atecnim a koncovym bodem.

57



2. Kruznice mé jen obycejné body.

3. Pro kontinuum P, které je sjednocenim (kone¢ného pocétu) n tsecek axby majicich spoleény jen
krajni bod a; = ...,a,, mé tento bod fad rozvétveni rovny n; body b, jsou krajni body kontinua P,
ostatni jeho body jsou obycejné.

4. Jak jsme jiz fekli, pro kontinuum P, které je sjednocenim (nekoneéné mnoha) tsecek a,b,, n € N,
které maji spole¢ny jen krajni bod a = a; = as = ... a jejichz topologicka limita je jednobodova (takze
jejich praméry konverguji k nule), je a bodem rozvétveni fadu w; body b, jsou krajni, ostatni body
kontinua P jsou obycejné.

5. Sjednoceni posloupnosti tise¢ek L,, s krajnimi body (0,0) a (1,1/n) s tise¢kou L s krajnimi body
(0,0) a (1,0) je kontinuum, které ma v kazdém bodé = € L ¥ad rozvétveni r. (Srov. s obr. 15 vpravo.)

11

6. Je-li P sjednoceni tisecek spojujicich bod (3, 3

pro kazdé p € P. (Srov. s obr.11.)
7. Je-li P uzavér grafu funkce sin(1/z), kde = # 0, je ord, P =x pro kazdé p € ((0,—1); (0,1));
ostatni body jsou oby¢ejné. 30)

) se vSemi body Cantorova diskontinua, je ord, P = ¢

8. Je-li P; kontinuum z ptikladu 4.6, je jisté ziejmé, ze fad rozvétveni kazdého bodu p € P; leziciho
v oteviené horni poloroviné je jedno z ¢isel 1, 2, 3. Bod p = (p1,0) € P1 ma Fad rozvétveni 3, je-li p;
dyadicky raciondlni ¢islo z intervalu (0,1); pro ostatni body na ose x je ord, P = 2. V kontinuum P,
z téhoz prikladu pribudou jesté body s fadem rozvétveni 4. Body kontinua P = P; U P, lezici na ose x
maji fad rozvétveni x.

9. Trojahelnikové kontinuum Sierpinského je definovano takto: Necht T je uzavieny rovnostranny
trojuhelnik s vrcholy a, b, c. Rozdélme jej spojnicemi stiedl stran na ¢tyfi trojihelniky a vnitfek toho
z nich, ktery neobsahuje zadny vrchol trojihelniku 7', odstraiime; zbudou tfi uzaviené trojihelniky
T(i1), 0 < i1 < 2. Rozdélme kazdy trojahelnik 7'(i;) spojnicemi stfed stran na ¢tyfi trojihelniky
a vnitfek toho z nich, ktery neobsahuje zadny vrchol trojahelniku 7'(i1), odstratime; pro kazdé i; zbudou
tfi trojihelniky T'(i1,i2), 0 < iz < 2. Pokracujeme-li takto do nekonec¢na, ziskdme v n-tém kroku 3™
uzavienych (rovnostrannych) trojahelnika T'(i1, . . ., ,), kde (i1, ..., i,) € {0,1,2}"; oznacime-1i T jejich
sjednoceni, je {T™}%°_; klesajici posloupnost kontinui. Jejich prinik

oo

(3) P=1"=) U T(iv, ... in)

n=1 (iy,....in) €{0,1,2}"

je Sierpiriského trojihelnikové kontinuum (jinak téz Sierpiniského trojiahelnikova kfivka). Je ziejmé, ze
je to kontinuum fidké v roving, tedy Cantorova krivka.

Ve vrcholech trojihelniku 7" méa P tad rozvétveni 2, ve vrcholech kazdého z vynechanych trojuhelnikt
rad 4, v ostatnich bodech rad 3.

Poznamenejme, ze kazdé posloupnosti {i,}, kde 0 < i,, < 2, odpovidé pravé jeden bod Sierpiniského
kiivky; je to jediny bod priniku

(4) () T(ir,- .. yin).

Analogicky jako ma Cantorovo diskontinuum body 1. a 2. druhu, obsahuje Sierpinského kfivka
nejen hranice vSech trojuhelnikt T'(iq,..., i), ale nespocetné mnoho dalgich boda. Hranice trojihel-
nikd T'(i1,. . .,4y) jsou (spolu s H(T)) nakresleny na obr.19 pron =1,...,5.

Sierpinského kiivku P obsazenou v roviné xy mizeme vhodnym homeomorfnim zobrazenim piemistit
na sféru tak, aby obrazy A, B, C lezely na rovniku a obrazy ostatnich bodid v oteviené horni polosfére.
Znamené-li P* obraz kontinua P pii takovéto transformaci a je-1i P** mnozZina symetrickd s P* vzhledem
k rovnikové rovingé, ma kontinuum P* U P** v bodech A, B, C tad 4. KaZdy bod tohoto kontinua mad tedy
fdd rozvétveni 3 nebo 4 ; nelezi v ném Zddné obycejné body (a samoziejmé ani Zddné krajni body).

Cvi€eni. Najdéte spojité zobrazeni f intervalu (0,1) na Sierpiniského trojithelnikovou k¥ivku. (Tim
bude zaroven dokézano, Ze toto kontinuum je lokalné souvislé).

30) P v tomto ptipadé neni kontinuum, protoze jde o neomezenou mnozinu.
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Obr. 19. Vytvareni Sierpinského trojihelnikové kiivky

N 4 v o d : Umluvme se, Ze oznaleni trojuhelniktt 7'(i) je zvoleno tak, ze T(0) lezi v T vlevo
dole, T'(1) nahote, T'(2) vpravo dole. Podobné postupujme pro obecné n: Hodnotdm i1 = 0,1, 2 necht
v trojahelniku T'(iy,...,i,) odpovidd po fadé trojuhelnik T'(iy,...,in,in+1) lezici vlevo dole, nahote,
vpravo dole.

Retéz T(0),T(1),T(2) mé tu vlastnost, ze jeho prvni ¢len T/(0) obsahuje bod (0,0), posledni &len
T(2) bod (1,0). Podobnou vlastnost ma i fetéz

7(0,0), 7(0,2), T(0,1), T(1,0), T(1,1), T(1,2), T(3,1), T(3,0), T'(3,2)
a Ctendr jisté najde algoritmus, jak podobny fetéz sestavit z trojihelnika T'(iq,...,i,) pro obecné n.

Rozdélme interval (0,1) na t¥i stejné dlouhé intervaly 1(0) = (0,3), I(1) = (3,%), I(2) = (3,1).
Jsou-li jiz sestrojeny intervaly I(i1,...,in, kde (i1,...,i,) € {0,1,2}", rozdélme kazdy z nich na t¥i
stejné dlouhé uzaviené intervaly I(i1,...,in,in+1), @ to tak, Ze ¢islu i,+1 = 0, 1,2 odpovida po fadé levy,
prostfedni a pravy interval.

Pro kazdou posloupnost {i,,}22 , kde i,, € {0, 1,2} pro kazdé n, je prinik

(5) () I(i1, ... in)

=1

3

~—

jednobodovy; pfislusny bod oznac¢me x({i,}) a definujme f(z({i,})) jako jediny bod prianiku

(6) T(iv,. .. in).

i38
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Snadno se nahlédne, Ze definice je korektni, takZe definuje jisté zobrazeni f : (0,1) =, P; ani dikaz
spojitosti této funkce neni obtizny.

Cviceni. Pro kazdy bod p € P rizny od vrcholu a, b, ¢ trojahelnika 7" najdéte oblouky ap, bp a cp
obsazené v P, jejichz jedinym spoleénym bodem je p.

Obr. 20. Vytvafeni Sierpinského koberce

10. Univerzalni Sierpinského kfivka (nebo téz Sierpiriského koberec) se zkonstruuje takto: Jednot-
kovy Gtverec @ := (0,1) x (0,1) rozdélime tse¢kami rovnobé&znymi s jeho stranami na devét shodnych
¢tverci a vnitfek prostfedniho ¢tverce vynechdme; tim ziskdme 8 shodnych étverct Q(i1), 0 < iy < 7.
Analogickou operaci provedenou s kazdym ¢tvercem Q (i) ziskdme 82 ¢tvercit Q(iy,i2) C Q(i1), 0 < ip <
7, atd. do nekone¢na. Oznacime-li

(7) Q" = U Q(iv, iz, ... in)

(i1 sevnyin) €40, T}
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pro kazdé n € N, je univerzalni kfivka definovana jako prunik vsech Q™:
[o ]

(8) Q> :=()Q"
n=1

(Viz obr. 20, kde je nakreslen prinik Q' N... N Q%).

Je ziejmé, Ze je to kontinuum fidké v roviné, tedy Cantorova kiivka; plati pritom dvé dulezita tvrzeni,
z nichz dokazeme pouze druhé:

1. Kazdou Cantorovu kiivku lze homeomorfné zobrazit do Q>.3%)

2. Ré4d rozvétveni mnoziny Q> je roven ¢ v kazdém bodé p € Q>.3?)

D i k a z . Pro struénost pisme P := Q> a P pak povazujme za samostatny prostor.33) Kdyby
existoval bod p € P tak, Ze ord, < ¢, mél by libovolné mald okoli U(p) se spocetnou hranici. Protoze
hranice je uzaviena mnozina, kterd roztind P mezi vnitikem a vnéjskem pfislusné mnoziny, staci ukazat,
ze pro kazdou uzavienou spocetnou mnozinu A C P je mnozina P — A souvisla. Pfedpokladejme, ze

(9) P—-—A=G;UG>, kde G1,G5 jsou disjunktni oteviené mnoziny;
mame dokazat, ze jedna z mnozin G; je prazdna.
Oznacéme
(10) B(z) = {(z,9); y € (0, 1)}, Cly) :={(z,9); 2€(0,1)}
a bud
(11) X:={re(0,1); Bx)cP-A}, Y:={ye(0,1); Cly)c P— A}.

Zvolme na okamzik pevné néjaky bod zg € X. Pak je B(z9) N A = (), a protoze B(xg) je souvisld
¢ast mnoziny P — A, lezi cela bud v G, nebo v G5. Pfedpokladejme, Ze oznaceni bylo zvoleno tak, Ze
B(zo) C G;i. Kazdé tsecka C(y), kde y € Y, lezi také bud v G1, nebo v Ga; protoze protind usecku
B(z), a tedy i mnozinu G, je C(y) C G pro vSechna y € Y. Kazda tsecka B(z), x € X, protina kazdou
usecku C(y), y € Y, a lezi tedy z podobnych divodi také v G;. Tim je dokdzéno, Ze

(12) Z:=|J B@)u ] Cl caé.

rzeX yeY

Protoze mnozina A je spocetnd, je mnozina Z hustd v P, takze P = 7 C G1 C P — Gsy. Mnozina Ga je
tedy prazdna.

Cviceni. Podobné jako v pfipadé Sierpinského trojuhelnikové kiivky zkonstruujte spojité zobrazeni
intervalu (0,1) na Sierpiriského univerzalni kiivku. O

11. Je-Ii P nerozlozitelné kontinuum, je ord, P = ¢ pro kazdé p € P.

D dkaz. Jeli U(p) okoli, pro néz je P — U(p) # (), protind kazd4 kompozanta K prostoru p jak
U(p), tak i P—U(p), nebot je (podle véty 6.8) husta v P. V diisledku toho je i KN H(U(p)) # 0. Protoze
v P existuje nespocetné mnoho disjunktnich kompozant (viz vétu 6.11), je mnozina H (U (p)) nespocetna,
a ma tedy mohutnost c.

12. Necht P je kontinuum sloZené z intervalu (0, 1) osy x a ptilkruznic

2m—1\2 , 1
kden e Nal <m <2"! Pak je ord, P = w, je-li p = (r,0), kde 7 € (0,1) je dyadicky racionélni,
a ord, P = 2 pro ostatni body p € P. (Viz obr. 21.)
31) Proto se této Sierpiriského kiivce ¥ikd univerzdini. Konstrukci univerzalni kiivky spolu s dikazem uvedeného
tvrzeni uverejnil Sierpinski v élanku v Comptes Rendus, Paris, 162 (1916), str. 629.
32) Viz Uryson: O Kantorovych mnogoobrazijach, ¢ast II, kap.I, §4, piiklad 11.
33) To znamena, Ze slovy okoli, hranice atd. rozumime okoli, hranice atd. v P.
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Obr. 21. Vytvéieni kiivky z ptiklada 8.1, ¢ast 12

13. Kontinuum P necht se skldda z tsecky Vp := ((0,0); (1,0)) na ose x, ze svislych usecek S(n, k)
a z vodorovnych usecek V(n, k), kde

1 st (AL L) (Bt ). v = () (1)

akden >0,0 <k < 2" (Viz obr. 22.) Funkce ord, P nabyva téchto hodnot:

2, je-li bud p = (0,0), nebo p = (1,0),

4, je-li p=(z,0), kde x € (0,1) je dyadicky raciondlni éislo,
(15) ord, P =4 3, je-li p=(x,0), kde x € (0,1) neni dyadicky racionélni ¢islo;

3, je-li p prisecik S(n,j) s V(n, k),

2 v ostatnich bodech mnoziny P — Vj.

14. Kazdé racionalni vlastni kontinuum je kiivka, protoze kazda neprazdna spocetnd mnozina ma
dimenzi 0.
* ok %

Definice 8.3. Je-li & = {G,}aca néjaky nepréazdny systém otevienych mnozin prostoru P budeme
tikat, ze p € P je G-regularni bod, existuji-li libovolné mala okoli G, € & bodu p. V opacném piipadé
se bod p nazyva G-iregularni.

Priklady 8.2 1. Je-li G systém vSech obojetnych podmnozin prostoru P, jsou &-regularnimi body
pravé vSechny body p € P, v nichz je dim, P = 0.

2. Je-li G systém vSech otevienych podmnozin prostoru P, které maji konec¢nou hranici, jsou
G-reguldrni pravé vsechny body p € P, v nichz je ord, P < w, neboli pravé vsechny body, v nichz
je P regularni podle definice 8.2.

Véta 8.1. Mnozina vSech &-regularnich bodi je typu G, mnozina vSech & -iregularnich bodii typu
F.

D ik az. Jeli M mnozina vSech G-reguldrnich bodt, existuji pro kazdé ¢ M mnoziny G, (),
n € N, tak, ze

1
(16) x € Gp(x) €6, diam G, (z) < — pro kazdé n € N.
n

62



SAAAAAAAAL AL AR AL LD ADAD LD 06060 50

Obr. 22. Vytvaieni kiivky z ptikladu 8.1, ¢ast 13

Snadno nahlédneme, ze

M = ﬂ U Gn(z);

n=1xzeM

vpravo je pfitom mnozina typu Gs. Mnozina P — M vSech G-iregularnich bodu je proto typu F,.

Véta 8.2. Necht P je kompaktni prostor a systém & otevienych mnozin G C P necht mé tyto
vlastnosti:

A. Je-li G € 6 a je-li G; oteviend mnoZina, pro niz je H(G1) C H(G), jei G € 6.

B. Je-li Gl 66, G2 (S 6,je1'G1 UG2 c 6.

Potom je kazdy &-ireguldrni bod p € P obsazen ve vlastnim kontinuu K, které obsahuje pouze
G-iregularni body.

Diakaz. Jeli pe P, oznacme
(17) Kp:{xeP;xeGeGépea}

a dokazme tato tvrzeni:

1. K, =p = p je G-regularni bod.

2.p#qe K, = ¢ je G-iregularni bod.

3. K, je uzaviend mnozina.

4. K, je souvisla mnozina.

Z nich ihned plyne tvrzeni véty, protoze K, je (pro kazdy bod p € P) mnozina obsahujici bod p;
podle tvrzeni 3 a 4 je to kontinuum, které je pro kazdy G-iregularni bod vlastni podle tvrzeni 1.

Ad 1. Necht K}, = p a necht U je libovolné okoli bodu p. Protoze K, = p, nelezi zadny bod =z € H(U)

v K, a lze mu proto pfifadit okoli G(z) € &, pro néz je p ¢ G(x). Protoze H(U) je kompaktni mnozina,
Ize ze systému téchto okoli vybrat konecnou posloupnost Gi,...,G, tak, ze H(U) C G := J._, Gi.
Uzavér mnoziny G pfitom neobsahuje bod p a podle predpokladu B je G € &.

Je-liV=U-G,jepecV a

H(V)=H({UNExtG) c (H{U)NExtG))U (U N HExtG)) C HG),

protoze H(U) NExtG C GNExtG =0 a H(ExtG) C H(G); podle pfedpokladu A je tedy V € &.
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Dokazali jsme tedy, ze pro kazdé okoli U bodu p existuje okoli V' C U tohoto bodu tak, ze V € &;
bod p je tedy &-reguléarni.

Ad 2. Nechf p # q € K ; kdyby bod ¢ byl G-regularni, existovalo by okoli U(q) € & tak, ze p Q/W
To vSak odporuje definici (17) mnoziny K.

Ad 3. Necht z,, € K, (pro kazdé n € N), z,, — = a necht G € & je n&jaké okoli bodu z; pak je G
také okolim nékterého z bodu z,, a odtud plyne, ze p € G. Je tedy x € K.

Ad 4. Pfedpokladejme, ze K, = F; U F5, kde Fy, F5 jsou kompaktni, disjunktni mnoziny, pfi¢emz
p € Fy; dokazme, Ze Fy = ().

7 normality prostoru P plyne existence oteviené mnoziny U D Fb, pro niz je UNF = 0. Odtud
plyne, ze

HU)NK,=HU)N(FLUF,)=HU)NF)UHU)NF) =0,

takze stejné jako v ditkazu tvrzeni 1 existuje oteviena mnozina G € &, pro niz je H(U) C G, p ¢ G.
Oznadime-li W = U U G, je H(W) c H(U)U H(G). Protoze U = UUH(U) Cc UUG = W,
je HW)Nn H(U) = 0, takze H(W) C H(G). Podle predpokladu A odtud plyne, ze W ¢ &. Protoze
W = U UG neobsahuje bod p, je K,NW =0, a tim spise je F» N W = (). Protoze vSak F» C U C W, je
F; =0, jak jsme méli dok4zat.
Oznaceni. Pro kazdy prostor P a kazdé n ¢ € ozna¢me

(18) P ={zeP;ord,P<n}. O

7 ptedchézejicich dvou vét plyne toto zavazné tvrzeni:

Véta 8.3. Je-li P kompaktni prostor, plati tato dvé tvrzeni:

1. VSechny mnoziny P!™, kden € €, jsou typu G, zatimco mnoziny P — P! jsou typu F,. Specidlné:
Je-li P kontinuum, je mnozina P! vsech jeho krajnich bodu typu Gs.

2. Kazdy ireguldrni (resp. iracionélni) bod p € P lezi v ndjakém vlastnim kontinuu K C P, jehoZ
vSechny body jsou ireguldrni (resp. iracionalni).

Diakasz. 1l Jeli n # w, definujme & jako systém vsech otevienych mnozin G C P, pro néz je
card H(G) < n; je-li n = w, nechf & znamend systém vSech otevienych mnozin G C P, jejichz hranice je
konecna. V obou piipadech jsou pak G-reguldrni body pravé viechny body z P, Podle véty 8.1 je tato
mnoziny typu Gy, takze jeji doplnék je typu F,.

Je-li P nevlastni kontinuum, je tvrzeni o krajnich bodech trividlni; je-li P vlastni kontinuum, je
Pl = ¢ a PIV je mnozina viech jeho krajnich bodi.

2. Definujme & jako systém vSech otevienych mnozin G C P, které maji kone¢né (resp. spocetné)
hranice. Snadno se ukaze, ze G ma vlastnosti A, B z véty 8.2, a &-iregularni jsou praveé vsechny iregularni
(resp. iraciondlni) body. Stadéi tedy aplikovat vétu 8.2.

Véta 8.4. Kazdy kompaktni totalné nesouvisly prostor P ma dimenzi 0.

Dikaz. Bud & systém vSech obojetnych mnozin prostoru P. Uvazme, ze &-reguldrni jsou pravé
ty body p € P, v nichz je dim, P = 0, a aplikujme vé&tu 8.2. Kdyby v P existoval n&jaky &-ireguldrni
bod, lezel by podle véty 8.3 v néjakém vlastnim kontinuu K C P (obsahujicim jen &-ireguldrni body);
protoze v totalné nesouvislém kompaktnim prostoru P zadné vlastni kontinua neexistuji, jsou vSechny
jeho body &-regulérni. Je tedy dim, P = 0 pro kazdé p € P, tj. dim P = 0.

Protoze v P neexistuji zadna vlastni kontinua, je G-regularni kazdy bod p € P.

Véta 8.5. Vliastni kontinuum P C R? je Cantorovou kiivkou, pravé kdyz ma dimenzi 1.

Dikasz. 1. Neni-li P fidké v roving, obsahuje n&jaky kruh, a mé tedy dimenzi 2 (podle véty 7.6,
protoZe oteviené kruhy jsou homeomorfni s rovinou).

2. Obréacené: Je-li dim P = 2, existuje p € P tak, Ze dim, P = 2; lze jisté pfedpokladat, ze p = (0,0).
Necht K, znamena kruznici o stfedu p a poloméru r > 0. Z podminky dim, P = 2 plyne existence
takového R > 0, ze

(19) 0<r<2R = H(U(p,r)) = K, NP mé dimenzi 1;
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mnozina K, N P neni tedy totalné nesouvisla, a podle véty 8.4 obsahuje néjaké vlastni kontinuum, tedy
néjaky (kruhovy) oblouk. Necht je to oblouk

(20) N(rip1,p2) == {(rcosp,rsing); p1 <o <gpa}.
Oznacime-li jesté
(21) M (g1, p2) == {r e (R,2R); N(r;p1,p2) C K, NP},
je
(22) (R,2R) = U M(p1,¢2).

P1<p2

©1,%2 jsou racionalni

Protoze (R,2R) je mnoZina druhé kategorie, nejsou v8echny mnoziny M (¢, @2) Fidké; protoze
jsou uzaviené, obsahuje néktera z nich néjaky interval (r1,rs2) C (R,2R). Potom je pfislusnd mnozina
(r1,72) X (p1,p2) Casti P, a kontinuum P tedy neni v roviné fidké.

Véta 8.6. Je-li P kontinuum ireducibilni mezi body p,q, je ord, P > 1 pro kazdy bod x € P ruzny
od bodu p, q.

Dtk az. Predpokladejme, Ze existuje bod = € P rizny od bodi p, ¢, pro néz je ord, P = 1. Takovy
bod mé okoli U = U(x), pro néz je (pUq) NU = B, pficemz H(U) = y je jednobodovd mnozina. Pak je
P—y=UU(P—-U), kde mnoziny vpravo jsou oddélené. Podle véty 2.2 je P — U kontinuum obsahujici
oba body p, ¢ a rizné od P, takze P neni ireducibilni mezi p a q.

Véta 8.7. Je-li P kontinuum, je mnozina P — P semikontinuum, a totéz plati o kazdé mnoziné
P — M, kde M ¢ P, Mnozina P m4 dimenzi < 0, mnozina P — P! je husta v P.

Dtk az. Necht body p, g lezi v mnozing P — M, kde M c P, Podle véty 6.2 existuje kontinuum
C' C P ireducibilni mezi body p, ¢, podle véty 4.2 je ord, C > 1 pro kazdé = € C — (p U q), a tim spiSe
jepak ord, P > 1, takze x €¢ P — M. Je tedy C C P — M; P — M je semikontinuum, protoze pro kazdé
dva body p,q v P — M existuje kontinuum C' C P — M, které je obsahuje.

Kazdy bod = € Pl mé okoli U,,, jejichz primér konverguje k nule a jejichz hranice H(U,) = {z,} je
jednobodova mnozina; bez Gjmy na obecnosti lze predpoklddat, ze pro kazdé n € N je U,, # P. Zvolme
néjaké y, € P —U, a C,, C P necht je kontinuum ireducibilni mezi body =, y,. Pak je H(U(x))NC,, # 0,
tj. 2, € Cp; podle véty 8.6 je ord,, C,, > 1, tedy i ord,, P > 1. Zadné z, nelezi tedy v P 5.
H(U,) N P = () pro kazdé n. Bod z € Pl m4 tedy libovolné malé okoli U, jejichz hranice neprotina
P to znamens, ze dim, P!} < 0. ProtoZe tato nerovnost plati pro kazdy bod = € Pl je dim P < 0,
jak jsme méli dokazat.

Protoze pro kazdy bod z € P! maji praméry piislusnych okoli U, limitu 0, je bod limitou posloup-
nosti piislusnych bodu z, € P — PI!; mnozina P — P je tedy husté v P.

Poznamka 8.3. Jak ukazuje nasledujici piiklad, existuji rovinné kiivky, pro néZ je i mnoZina P
hustd v P. Vzhledem k tomu, Ze podle véty 8.3 je mnozina P! typu G, je pak druhé kategorie (v P),
takze mnozina P — P! je prvni kategorie.?) V smyslu kategorii je tedy mnozina vSech krajnich bodi
takové kiivky P ,daleko robustnéjsi“ nez mnozina vsech ostatnich bodu z P.

Priklad 8.3. Definujme nejdfive ,operaci I“, kterd k dané tsecce vytvori jisty nekonecény systém
tsecek na ni kolmych. Je-li ddna tsecka C' = (a; b) C R? kde a = (a1,a2), b = (b1, b2), ozna¢me

(23) ab := (a2 — b2, bl — al)

vektor kolmy k b — a, jehoz délka je rovna délce usecky C.
I(C) necht je systém vsSech tsecek u(m,n) s krajnimi body
2m —1 ab
an (b_a) + on+1’

Necht a = (—1,0), b = (1,0); systém I; := I(C) se pak skladd ze vSech svislych tuseek, které
protinaji osu x v bodech tvaru ((2m — 1)/2",0) a jejichz krajni body maji od osy x vzdalenost 1/2"+1,

(24) a+ kde 1<m<2" ! aneN.

33) Mnozina A typu G husta v P je prinikem jisté posloupnosti otevienych mnozin A, hustych v P; dopliiky P — A,
mnozin A, jsou Fidké, jejich sjednoceni P — A je mnozina prvni kategorie. Typickym ptikladem husté mnoziny typu Gy je

mnozina vSech iracionalnich ¢isel v R.
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Obr. 23a.

Je-li jiz pro nékteré n € N definovan systém I, bud I,,41 sjednoceni vSech systémi I(C’), kde
C' € I,,. Mnozinu P, definujme jako sjednoceni tsecky (a; b) se vSemi tseckami systému I,...,I,. Na
obr. 23b jsou nakresleny vSechny tsecky systému Ps, jejichz délka je > 27°.3%)

Mnoziny P, jsou kontinua tvofici rostouci posloupnost; sjednoceni vSech téchto kontinui je souvisla
mnozina, takze jeji uzavér

(25) pP:=|]JP,
je kontinuum. Protoze
(26) U ptcpi

35)

Obr. 23b.

Systémy I, kde n > 3, zddné takové tsecky neobsahuji.
Podrobny rozbor této kiivky najde ¢tenaf v [4], str. 615 — 630. Kromé obycejnych a krajnich bodt obsahuje kfivka
P spocetnou mnozinu bodt rozvétveni, z nichz kazdy ma rad 4.

34)
35)

66



Véta 8.8. Je-li P kompaktni prostor, je mnozina vsech jeho iraciondlnich bodii bud prdzdna, nebo
iregularni.

D & k a z. Mame dokédzat implikaci
(27) ord, P =¢ = ord,(P — PN > w,
neboli implikaci
(27" ord,(P — Py <w = ord, P <n.

Premisa implikace (27') znamend, Ze pro kazdé ¢ > 0 existuje okoli G bodu p tak, ze diam G < ¢
a 7e mnozina A := H(G) — PM je kone¢na. Protoze kazda kone¢na mnozina je typu G, je doplnék
B := H(G) N P®™ mnoziny A v H(G) mnozina typu F,, takze B = |J.-, By, kde mnoziny B,, jsou
uzaviené.

Oznacme G,, systém vSech otevienych mnozin M prostoru P, které maji spocetné hranice, priamér
< 1/n a pro néz je

(28) p(p, M) > 3p(p, H(G)).

Kazdy systém &,, pokryva mnozinu B, a tim spiSe i kazdou z mnozin B,,. Podle Borelovy véty lze
proto (pro kazdé n € N) vybrat koneény systém &/ C &,,, ktery také pokryva B, ; protoze mnoziny M,
pro néz je B, N M = (), miizeme ze systémi &/, odstranit, aniz se cokoli podstatného zméni, mtZzeme
predpoklddat, ze M € &), = M N B, # 0.

Sefadime-li v8echny prvky systému &’ := |J,° | &/ do posloupnosti {M,}?2, je diam(M,) — 0.
Polozime-li

(29) U= M, V:=G-T,
n=1
je BCU,peV (podle (24)) a diam (V) < €. Dokazme, ze H(V') je spofetnd mnozina.
Protoze H(V) C (H(G)—-U)UH(U) c AUH(U) a protoZe mnozina A je kone¢na, sta¢i ukazat, ze
H(U) je spocetnd mnozina. Je vSak

(30) ﬁ:GMn:GMuﬁGMkc GMUH(G),
n=1 n=1 n=1

n=1k=n

nebot z podminek diam M,, — 0, M,, N H(G) # 0 plyne, Ze

(31) ﬁ G My C H(G).

n=1k=n

Je tedy

(32) HU)=U-UcC G(M—U)u(ﬂ(a)—tj)c GH(MH)UA,
n=1

a posledni mnozina je spocetna.

Poznamka 8.4. Poznamenejme, ze podle véty 8.3 kazdy iregularni (resp. iraciondlni) bod (kompakt-
niho prostoru) P lezi v n&jakém vlastnim kontinuu K C P obsahujicim jen ireguldrni (resp. iracionalni)
body; pokud tedy neni mnozina v8ech jeho iracionalnich bodi prézdna, je sjednocenim jistého (nepréazd-
ného) systému vlastnich kontinui, naéez i mnozina v8ech ireguldrnich bodt z P m4 podobnou vlastnost.

Obsahuje-li P aspon jeden iracionalni bod, Ize tvrzeni véty 8.8 charakterizovat rovnosti

(33) (P —pPbhhll =g,
Poznamka 8.5. Slovo ,jireguldrni“ nelze ve vété 8.8 nahradit slovem ,iraciondlni, protoze existuji

kompaktni prostory, v nichz mnozina vSech bodi s fadem rozvétveni ¢ neobsahuje zadny bod s fadem
rozvétveni ¢ (takze vSechny jeji body jsou jejimi racionalnimi body).
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Piiklad kompaktniho prostoru s uvedenou vlastnosti najdeme v [2], str. 209 (bez ditkazu). Existuji
i iracionélni kiivky K, pro néz je K — K[ raciondlni — viz napf. [3], str.143 — 148. (Piiklady zde
neuvadime, protoze zna¢né komplikované jsou nejen piislusné dikazy, ale jiz sama konstrukee.)

Porovnejme vsak vétu 8.8 s timto tvrzenim:

Véta 8.9. Je-li P iracionalni kompaktni prostor a je-li Q := P — P, je podprostor a iracionalni
v kazdém bodé z ). Jinymi slovy:

(34) ord, P=¢ = ord, P — PN =.

Dt kaz. Necht p e P je bod, v némz je podprostor 6 racionalni. Pro kazdé € > 0 existuje pak
okoli G bodu p tak, ze diam G < ¢ a Ze mnozina A := H(G) N a je spocetné; protoze je kompaktni, je
typu Gs. Mnozina B := H(G) — @, obsahujici jen raciondlni body prostoru P, je v disledku toho typu
F;. Dalsi postup je stejny jako v dlikazu véty 8.8 a jako tam se dokaze, ze ord, P <x.

Je-li tedy p raciondlnim bodem podprostoru 6, je téz racionalnim bodem prostoru P. Je-li bod p
iracionalnim bodem prostoru P, tj. je-li p € @, tj. ord, P = ¢, je p iracionalnim bodem podprostoru @,
tj. ordpa = ¢; praveé to jsme méli dokazat.
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9. Raciondlni a regularni krivky

Uvedme nejdiive bez ditkazu 3®) toto tvrzeni:

Lemma 9.1. Je-li P = |J,_, P, kde kazda z mnozin vpravo je uzaviend (v P), pficemz pro kazdé
n € N je dim P, = 0, plati implikace

(1) pe Py, dim, Py =0 = dim, P = 0.

Dusledek 1. Je-li P = J, , P,, kde kazdé z mnozin vpravo mé dimenzi 0 a je typu F, (v P), ma
i P dimenzi 0.

Dusledek 2. Je-li P = AU B, kde dim A = dim B = 0 a kde obé mnoziny jsou zarover typu F,
a Gs, jeidim P =0.

Dusledek 3. Je-lip € P a dim(P — p) = 0, je i dim P = 0.

Véta 9.1. K tomu, aby prostor P se spoCetnou bazi byl racionalni, je nutné a staci, aby existovala
spocetnd mnozina A C P tak, ze dim (P — A) < 0.

Dukaz. 1. Jeli P racionalni prostor se spocetnou bazi, existuje v ném béze slozena z mnozin U,
jejichz hranice jsou spodetné. Polozime-li A = J 7, H(U,), snadno nahlédneme, Ze dim (P — A) < 0.

2. Je-li P = AU B, kde A je spoCetna mnozina a B = P — A méa dimenzi 0, je pro kazdé p ¢ P také
(podle dusledku 3 lemmatu 9.1) dim,(pU B) = 0. Existuji tedy libovolné mala okoli U (p), jejichz hranice
neprotind B a je tedy ¢asti spo¢etné mnozZiny A.

Priklad 9.1. Typickou racionalni kiivkou je uzévér P grafu funkce sin(1/z), = € (0,1). Je-li A; libo-
volnd spoéetnd mnozina husta v use¢ce ((0,—1); (0,1)), Az libovolna spocetnd mnozina hustd v mnoziné
{(z,y); € (0,1), y =sin(1,2) } a znamend-li @, (p) otevieny ¢tverec o stfedu v bodé p € A := A; U Az
a délce strany 1/n, n € N, je hranice v P kazdého z téchto ¢tvercli spocetnd mnozina. Sjednoceni S vSech
hranic je také spocetné, mnozina P — S méa dimenzi 0.

Véta 9.2. Je-li P = |J,2, P, kde P, jsou uzavfené raciondlni mnoziny, je i prostor P raciondlni.
Specialné: Kontinuum, které je sjednocenim spoc¢etné mnoha racionalnich kiivek, je racionalni kiivka.

Ddakaz. Polozme Cy := P, a C,, := P, — U;:llPl- pro kazdé n > 1. Pak jsou mnoziny C,
disjunktni, racionalni a typu Fy, pficemz P = |~ ; Cp.

Podle véty 9.1 existuji spocetné mnoziny A,, a mnoziny B,, dimenze < 0 tak, ze C,, = A, U B,, (pro
kazdé n € N). Polozme A :=J,- ; A, B:=J,-; B,; mnozina A je pak spo¢etna. Protoze B, = BNC,,
kde C,, je typu F, v P, je B, typu F, v B. Podle dtisledku 1 lemmatu 9.1 je dim B < 0. Odtud podle
véty 9.1 plyne, Ze prostor P = AU B je racionalni.

Poznamka 9.1. Pro reqularni kiivky tvrzeni analogické vété 9.2 neplati, a to ani kdyz jde o sjednoceni
dvou krivek.

Priklad 9.2. Jsou-li P, P» kifivky z piikladu 4.6, je ord, P, < 3 pro kazdé p € P;, ¢ = 1,2, ale
ord, P = R pro kazdy bod p € ((0,0); (1, 0)), protoze hranice kazdého dost malého okoli kazdého takového
bodu protind nekone¢né mnoho tsedek ((0,1/2"); (1,1/2™)). O

Dopliime tento ptiklad obecnym tvrzenim:

Véta 9.3. 1. Je-Ii K kontinuum konvergence prostoru P, je ord, P >x pro kazdé p € K.

2. V zadném regularnim prostoru neexistuje zadné kontinuum konvergence.

3. Kazdé regularni kontinuum je dédicné lokalné souvislé.

Ddakaz. 1. Jeli K kontinuum konvergence prostoru P, existuji disjunktni kontinua K, tak,
7¢ K = Lim K,,, pfidemZ navic je K, N K = () pro kazdé n € N. Necht p ¢ K; protoze K je vlastni
kontinuum, existuje U(p) tak, ze K — U(p) # 0. Protoze skoro vSechna kontinua K,, maji pak spoletné
body jak s U(p), tak i s K — U(p), maji spole¢né body i s H(U(p)). Protoze K,, jsou disjunktni, obsahuje
H(U(p)) nekone¢né mnoho bod.

Tvrzeni 2 véty 9.3 je totozné s tvrzenim 1.

36) Dikaz lze najit napf¥. v [1], str. 171 — 173.
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3. Podle véty 4.9 je kontinuum dédi¢né lokdlné souvislé, pravé kdyz neobsahuje zadné kontinuum
konvergence; podle tvrzeni 2 tuto vlastnost ma kazdé regularni kontinuum.

Poznamka 9.2. Dédicné lokdlné souvislé kontinuum nemust byt requldarni, ale — jaok ukdzal Whyburn
- je raciondlni. 37)

Priklad 9.3. Iregularni dédi¢né lokalné souvislé kontinuum sestrojime napit. takto:

Ozna¢me S usecku (0,1) x 0 na ose x. Pro kazdé n € N definujme A,, jako sjednocenim pilkruznic

2% — 12 1
2) (:17— - )+y2:4—n,y20,1§k§2”’1

a pro kazdé m > 0 bud B,, sjednocenim ptilkruznic

( 2k —1

2 1
— - y<0,1<k<3m.
v 2-3m) MR TR R

3)

Kazdé A,, a kazdé B,, je pak kontinuum a totéz plati i pro sjednoceni

(4) K:=SU|JA,U ] Bm.
n=1 m=0
Na obr. 24 jsou kromé tsecky S nakreslena kontinua A;, ..., A7 a kontinua By, ..., By.

Obr. 24. Schéma kontinua z prikladu 9.3

Snadno nahlédneme, ze hranice kazdého okoli kazdého bodu (z,0) € S, kde z je dyadicky (resp.
triadicky) racionalni, protind nekoneéné mnoho kontinui B,, (resp. A,); neni-li z € (0,1) ani dyadicky,

37) Viz Whyburn, [5], kap. V.

70



ani triadicky racionalni, protind hranice kazdého okoli bodu nekone¢né mnoho kontinui A,, a nekonecné
mnoho kontinui B,,. Kazdy bod (z,0) € S ma tedy fad rozvétveni rovny ». O

Neni ndhoda, Ze reguldrni body p krivek Pi, Po z prikladu 4.6, které nejsou requldrnimi body jejich
sjednocent Py U Py, lezi v priniku Py N Py :

Véta 9.4. Jsou-li K1, Ky reguldrni kiivky, je-li p € K1 U Ky a ord, (K7 U K3) =x, jep € K1 N K.
Je-li K1 N K5 neprazdna totalné nesouvisla mnozina, je K1 U Ky regularni kiivka.

Dukaz. 1. Jelipec Ky — Ky (resp. p € Ko — K3), jsou vechna dost mala okoli bodu p disjunktni
s Ko (resp. s K1). Z toho ihned plyne, ze ord, (K71 U K3) se rovnd ord, Ky (resp. ord, K1), coZ je podle
pfedpokladu < w.

2. Je-li p € K1 UKy a ord,(K71 U K2) =r, existuje podle 2. ¢asti véty 8.3 vlastni kontinuum C
obsahujici bod p a slozené vyhradné z ireguldrnich bodt. Podle toho, co jsme dokazali v 1. ¢asti tohoto
dikazu, je C' C K1 N Ks, takze mnozina K; N K9 neni totalné nesouvisla.

Véta 9.5. Je-Ii C' kontinuum kondenzace kontinua K, je mnozina
(5) R:={zcC;ord, K >2}

vSech bodi rozvétveni kontinua K lezicich v C husta v C.

Dtk az. Necht C je kontinuum kondenzace kontinua K. Protoze podle Janiszewského véty 4.1
existuje pro kazdy bod x € C a kazdé jeho okoli U(z) rizné od C vlastni kontinuum C' C C NU(x)
a protoze kazdé takové kontinuum C’ je spolu s C ¥idké v K, staci ukdzat, Ze C' obsahuje aspori jeden
bod rozvétveni kontinua K.

Zvolme v C néjaké dva body p # ¢; protoze podle véty 6.2 existuje kontinuum C” C C ireducibilni
mezi p, ¢ a i toto kontinuum je ridké v K, lze predpoklddat, Ze C je ireducibilni mezi body p, q.

Logicky jsou mozné tyto dva ptipady:

a) Néktery bod x € C je obsazen v néjakém kontinuu konvergence prostoru K ; podle 1. tvrzeni véty
9.3 je pak ord, K >~ a jsme hotovi.

b) Zadny bod x € C nelez na z4dném kontinuu konvergence prostoru K, tedy ani na Zadném
kontinuu konvergence kontinua C'. Jinymi slovy: Ireducibilni kontinuum C' neobsahuje zddné kontinuum
konvergence; podle véty 6.9 je to tedy oblouk, pfi¢emz p, ¢ jsou zfejmé jeho krajni body.

Zvolme libovolné bod = € C — {p, q}. Jsou opét dvé moZnosti: ba) ord, K > 2 a jsme hotovi, nebo
bb) ord, K = 2. V tomto druhém piipadé existuje okoli U bodu x tak, ze U neobsahuje zadny z bodu
p, q a ze H(U) je dvoubodova mnoZina, jejiz body oznacime a, b. ProtoZe oblouky py, qy obsazené v C
maji spole¢né body jak s U, tak s K — U, protina kazdy z nich i H(U); je tedy H(U) = {a,b} C C.

Protoze kontinuum C' je 1idké v K, neni U C C, takze existuje bod y € U — C. Oznacime-li
D :=komp (U — C), protina D (podle Janiszewského véty 4.1) mnozinu H(U — C). Protoze

HU-C)=U—-C—-(U-C)c(U-U)uC=HU)UC=C,

protind mnozina D oblouk C. Zvolme v mnoziné D N C bod z; pro kazdé dostateéné malé okoli V' bodu
2z je mnozina V disjunktni s mnozinou {p, ¢, y}. ProtoZe kazd4 ze souvislych mnozin pz C C, qz C C, D
obsahuje jak body z V, tak i body z K — V, je priinik kazdé z nich s H(V') neprazdny. Priniky jsou po
fadé casti disjunktnich mnozin pz — 2 C C, gz — 2 C C, D C U — C, a jsou tedy nejen neprazdné, ale i
disjunktni. Z toho ihned plyne, ze ord , K > 3.

Véta 9.6. Je-li K kontinuum, jsou ekvivalentni tyto dvé podminky:
I. K neobsahuje zadné kontinuum kondenzace.
1. Uzdvér R mnoziny R vSech bodii rozvétveni kontinua K je bud préazdny, nebo méa dimenzi 0.

D @ k a z implikace I = II. Neobsahuje-li K Zddné kontinuum kondenzace, neobsahuje zadné
kontinuum konvergence, a podle véty 4.9 je dédi¢né lokalné souvislé. Kdyby neplatilo tvrzeni II, platila
by nerovnost dim R > 0; podle véty 8.4 by kompaktni mnozina R nebyla totalné€ nesouvisla a obsahovala
by tedy jakési vlastni kontinuum S, o némz lze (podle véty 6.2) pfedpokladat, Ze je ireducibilni. Podle
véty 6.5 je pak S oblouk .
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Je-li z € S aje-li U(x) libovolné jeho okoli, jsou logicky mozné tyto dva piipady: a) U(z) — S # 0,
b) U(z) C S. Kdyby v8ak nastala situace b), bylo by ord, R = ord, S < 2 pro kazdé y € U(x), takze
U(z) by neobsahovalo zddné body rozvétveni, coz je ve sporu s podminkou x € R.

Tim jsme dokazali, ze pro kazdé = ¢ S a pro kazdé jeho okoli U(z) je U(z) — S # 0; kontinuum S
je tedy 1idké v K, tj. je kontinuem kondenzace kontinua K — spor.

D i k a z implikace non(I) = non(II). Obsahuje-li K né&jaké kontinuum kondenzace C, je C C R
podle véty 9.5, takze dim R > dim C > 1. 0O
K dtikazu nasledujici véty budeme potfebovat toto uzitecné tvrzeni:

Lemma 9.2. Je-Ii P dédi¢né lokalné souvislé kontinuum a lezi-li body a # b v néjaké oblasti G C P,
existuje oblouk ab C G.

Dikaz. Prokazdé x € G existuje e, > 0 tak, ze uzavér v P okoli U(x,e,) je ¢asti G; oznacime-li
(6) O(z) :=komp, U(z,e,),

jsou Q(z) oblasti, jejichz uzévéry v P jsou kontinua obsazend v G. Protoze oblasti Q(z) pokryvaji G,
existuje podle lemmatu 5.4 (dokonce ireducibilni) fetéz

(7) Qx1),...,xs)

tak, ze a € Q(x1), b € Q(zs). Mnozina

(8) H = | Q(x)
k=1

je pak kontinuum obsazené v G a obsahujici body a, b; Protoze P je dédi¢né lokalné souvislé, je H lokalné
souvislé. Podle véty 5.5 lze proto body a, b spojit obloukem v H C G.

Véta 9.7. 1. Existuji-li v kontinuu P dva body a # b tak, ze ord, P = ordy, P =1 a ze ord, P = 2
pro vSechny ostatni body x € P, je P oblouk ab.

2. Plati-li pro vSechny body x neprazdného kontinua P rovnost ord, P = 2, je P topologicka kruznice.

D ik az. Poznamenejme piedevsim, Ze kontinuum spliiujici pfedpoklady bud prvniho, nebo druhého
tvrzen{ véty je dédicné lokalné souvislé (napf. podle 3. asti véty 9.3).

Ad 1. Podle véty 6.5 staci dokézat, ze P je ireducibilni mezi body a,b. Kdyby to nebyla pravda,
existovalo by (podle véty 6.2) kontinuum K ¢ P ireducibilni mezi body a,b, tedy oblouk ab. Je-li
¢ € P — K, existuje (podle véty 5.5) oblouk L = ac C P. Orientujme tento oblouk od bodu a k bodu ¢
a necht d je posledni bod oblouku L lezici v K. Kdyby bylo d = a, vychazely by z bodu a dva oblouky
K a L, jejichz jedinym spole¢nym bodem je a, a bylo by tedy ord, P > 2 — spor.

Je tedy d # a. Kdyby bylo d = b, vychézely by z bodu b dva oblouky bc a K s jedinym spoleénym
bodem b, a by bylo ord, P > 2 — spor.

Zbyva tedy pfipad a # d # b, kdy vSak z bodu d vychazeji t¥i oblouky s jedinym spoleénym bodem
d, a to oblouky da, db, dc; platila by proto nerovnost ordy P > 3 — spor.

Kazdéa poloha bodu d € K vede tedy ke sporu; ireducibilita kontinua P je tim dokazana.

Ad 2. Piedpokladejme, Ze jsou splnény predpoklady druhé ¢asti véty, a budte ¢, d dva rtzné body
z P; podle Moorovy véty 4.5 sta¢l dokédzat, ze mnozina P* := P — (¢ U d) je nesouvisl4.

Piedpokladejme opak (takze P* je oblast); podle véty 5.5 existuje oblouk C' = ed C P. Protoze
rovnost C' = P by vedla k rovnosti ord. P =1, je C # P. Zvolme a ¢ C' — (cUd) a b ¢ P — C. Protoze
P* je oblast dédicné lokalné souvislého kontinua, existuje podle lemmatu 9.4 oblouk D = ab C P*.
Orientujme D od bodu a k bodu b a necht z je posledni bod z D lezici v C. Je pak z # b (protoze b ¢ C)
a c# z # d (protoZe z € D C P*). ProtoZe oblouky zb C D, z¢c C C, zd C C maji jediny spoleény bod z,
jeord, P > 3 — spor.

Tim je véta 9.7 dokazana.
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10. Dodatky

V této kapitole uvedu nékolik pojmi a tvrzeni, kterd s pojmem k¥ivky (a obecnéji kontinua nebo
souvislé mnoziny) souvisi, ale do textu Kontinua z konce padesatych let se jiz nedostala. (Tento text byl
vyuzivan v topologickém seminéri v rozsahu 2 + 2 a vice latky jiz nebylo mozné do takto omezeného casu
zaFadit.) Navic mnohdy ptjde o zcela jiny pfistup k latce, ktery vyzaduje odlisné metody a fadu nepfilis
znamych pomocnych tvrzeni. Vsechny véty budou proto uvedeny bez diikazu, jen pro informaci ¢tenare;
u kazdé z nich bude uvedena literatura, v niz lze dtikaz najit. Omlouvam se, ze vybér latky bude hodné
nesoustavny.

Pojem souvislé mnoziny, bez néhoz si lze jen tézko predstavit nejen topologii, ale napt. i matematic-
kou analyzu, patfi podle mého nézoru k nejrafinovanéj$im a nejneprihlednéj$im pojmim bézné znamé
vysokoskolské matematiky. Je proto uziteéné sezndmit se s jednou z nejpozoruhodnéjsich souvislych mno-
zin; sestrojili ji zacatkem dvacatych let dvacatého stoleti dva svétozndmi polsti matematici. 38)

Ptiklad 10.1. Ozna¢me A := (3,1). Je-li z bod 1.druhu Cantorova diskontinua A3°), necht P(z)
znamend mnozinu vSech bodd tsecky ((z,0); A), jejichz druha soufadnice je iraciondalni; je-li  bod
2.druhu, necht je P(x) mnozina v8ech bodi tsecky ((x,0); A), jejichz druha soufadnice je raciondlni.
Polozme

P = U P(x).

reA

Mnozina P je souvisld a ma dvé pozoruhodné vlastnosti:
1) Je-li P = M UN, kde M, N jsou souvislé mnoziny, je jedna z mnozin M, N bud jednobodové,
nebo prazdné. (Srov. s nerozloZitelnymi kontinuy.)
2) Mnozina P — (1/2,1/2) je totalné nesouvisla. 1°)
* %k

S rady rozvétveni souvisi tato pfirozend otdzka: FEwistuji kiivky K, pro néz existuje n € € tak, Ze
ord, K =n pro viechna x € K 741)

Dva priklady jiz zndme: VSechny body kazdé topologické kruznice maji fad rozvétveni 2, vSechny
body Sierpinského koberce maji ¥ad rozvétveni ¢. Uryson uvadi dalsi dva pfiklady Cantorovych kiivek:
Jedna z nich obsahuje jen body s fadem rozvétveni r, druhd jen body s fddem rozvétveni w. (Viz [4],
str. 635 — 662.)

Uryson dale dokazuje dvé podstatna tvrzeni:

Véta 10.1. Je-li P Cantorova kiivka splnujici rovnost ord, = n pro vSechna x € P, je n jedno z cisel
2,w,x, c. 12)

Véta 10.2. Je-lin € N a maji-li vSechny body Cantorovy kfivky P fad rozvétveni > n, existuje v P
i bod s fadem rozvétveni > 2n — 2.4%)

Poznamka 10.1. Vétu 10.2 1ze ekvivalentné formulovat takto: Je-li n € N a maji-li vSechny body
Cantorovy kfivky P fad rozvétveni < 2n — 2, existuje v P bod s fadem rozvétveni < n.

Rad rozvétveni kazdého bodu kazdé kiivky je > 1, ale pro n = 1 véta 10.2 nefiké nic; protoze kiivky
obsahujici jen krajni body podle véty 10.1 neexistuji, je nejjednodussim piikladem kfivky P, pro niz je
sup{ord, P; z ¢ P} minimélni, oblouk. Pro n = 2 je n = 2n — 2, a jedinym piikladem typu ki¥ivky,
jejiz vsechny body maji tad rozvétveni 2, je topologickd kruznice. Je-li n = 3, je 2n — 2 = 4 a existuje
jednoduchy priklad k¥ivky, jejiz kazdy bod méa ¥ad rozvétveni bud 3, nebo 4 — viz éast 9 prikladu 8.1.
Uryson (v [4], str.662 — 673) konstruuje i pro kazdé pfirozené ¢éislo n > 3 pfiklad kiivky P, jejiz kazdy

38) Viz ¢lanek B.Knastera a K.Kuratowského ve Fundamenta Mathematicae 2, 1921, str.241. Doporucuji étenaftim
precist si tam poutavy dikaz, ze mnozina P z nasledujiciho piikladu ma uvedené vlastnosti.

39) Za body 1.druhu povazujeme i body 0 a 1.

40) Proto se bod A nékdy nazyva bodem vjbuchu mnoziny P; odstrani-li se ze souvislé mnoziny P tento jediny bod,
zbudou jen ,atomy“.

41) tj. ktivky ,s konstantnim fadem rozvétveni®

42) Viz [4], str.648.

73



bod mé tad rozvétveni bud n, nebo 2n — 2; poznamenejme vSak, Ze jak konstrukce, tak i pfislusny dikaz
nepatii k nejjednodussim.

Poznamka 10.2. Podle véty 9.1 existuje pro kazdou racionalni k¥ivku P rozklad P = AU B, kde A
je spocetnd mnozina a dim B = 0.43)

Uryson 4*) uvadi ptiklad Cantorovy kiivky P s témito vlastnostmi:

1. Pro kazdé x € P je bud ord, P = 2, nebo ord, P = w;

2. mnozina R := {x € P; ord, P = w} je spoCetn4;

3. mnozina R je dokonala a ma dimenzi 0;

4. v P neexistuje zadné kontinuum kondenzace.

Sestrojime ji takto: Necht Py je sjednoceni pulkruznice
(1) (=3 +y’=1,y20

s tseckou s krajnimi body (0,0), (1,0). Pro kazdé n € N ozna¢me P,, sjednoceni vSech ptilkruznic lezicich
v poloroviné y > 0, jejichz krajni body jsou body

(2) 222—’; azz;—’;+3in,

k=1 k=1

kde kazdé z ¢isel i nabyva hodnot 0 a 1. Kontinuum

(3) P:= [j P,
n=0

ma pak uvedené vlastnosti: fad jeho rozvétveni v kazdém bodé prvniho druhu Cantorova diskontinua
(véetné bodi 0 a 1) je roven w, zatimco vSechny ostatni body z P jsou obycejné. (Na obr.25 jsou
zakresleny mnoziny P, s n=0,...,4.)

Obr. 25. Schéma kontinua P z poznamky 10.2

43) Ve vété 9.1 se mluvi obecnéji o separabilnich racionélnich prostorech, v nich# by mnozina B mohla byt prazdna;
pro kiivky podobné situace nemiize nastat, protoze zadné spocetnd mnozina neni kfivkou.
44) Viz [4], str. 597 — 598.
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Modifikujeme-li predchéazejici konstrukci tim, Ze pulkruznice nahradime rovnostrannymi trojihelniky,
ziskdme kiivku P*, v niz mé kazdy bod fad rozvétveni bud 2, nebo 3; ¥ad t¥i maji pfitom vrcholy vSech
trojuhelnikt kromé trojihelniku nejvétsiho a vSechny body (x,0), kde = € (0,1) je bod prvniho druhu
Cantorova diskontinua. (Viz obr. 26.)

Poznamka 10.3. Podle véty 8.3 je kazdy bod x kompaktniho prostoru P, v ném?z je fad rozvétveni
>vr, obsazen v néjakém vlastnim kontinuu K C P, v jehoz kazdém bodé je fad rozvétveni také >x.

Obr. 26. Schéma kontinua P* z poznamky 10.2

Uryson podéva v [4], str. 541 — 542 ptiklad kontinua P, které obsahuje pravé jeden bod a s fadem
rozvétveni ®; bod a lezi ve vlastnim kontinuu K C P, pro néz plati: a # ¢z € K = ord, P = ¢. Konstrukci
provadi Uryson takto:

Lo necht je tisec¢ka (0,1) na ose x a pro kazdé n € N necht L,, znamena usecku s krajnimi body
a = (0,0) a (1,1/n). T,, bud rovnostranny trojihelnik (véetné vnitiku) obsazeny v dolni poloroving
y < 0, jehoZz jednou stranou je tsefka s krajnimi body (1/(n + 1),0), (1/n,0). Kontinua K a P jsou
definovana rovnostmi

o0 o0
(4) K:=Lul|JT., P:=KUlJLn.
n=1 n=1
(Viz obr. 27, kde jsou z technickych divodt méfitka na oséch x, y zhruba v poméru 2 : 1, takZe rovno-
stranné trojuhelniky T, jsou deformovéany na trojihelniky rovnoramenné.)
Je ord, P >», protoze hranice kazdého okoli bodu a ma spole¢ny aspori jeden bod s kazdou tiseckou
L, ; neni vSak vétsi nez x, protoze hranice ¢tverce o stfedu a a délce strany 2/n protind P jen ve spocetné
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Obr. 27. Schéma kontinua (4) popsaného na piedchozi strance

mnoha bodech (lezicich na tise¢kich L,, n > 0, lezicich v poloroviné y > 0). Rad rozvétveni v ostatnich
bodech tsecky L je ¢, stejné jako ve vSech bodech vsSech trojahelnikt T, ; fady rozvétveni v ostatnich
bodech kontinua P jsou jisté zfejmé.

Uryson pak poznamenava, ze trojuhelniky majici dimenzi 2 lze nahradit vhodnymi kiivkami tak,
aby P byla kfivka. Lze to provést napt. takto: Pro kazdé n € N polozme

1//1 1 2n+1 1/1 1 1
9 s =350+ ()= (a0 =36 ) =ty
(6)  s(n) 2\\n + n+1 2n(n+1) r(n) 2\n n+1 2n(n+1)
s(n) je tedy stied tsecky s krajnimi body (1/n,0) a (1/(n + 1),0)), s(n) — (r(n),0) = (1/(n + 1),0),
s(n) + (r(n),0) = (1/n,0).
Utvoime analogii K (n) kfivky P z poznamky 4.12 (obr.11), a to tak, Ze spole¢ny krajni bod (3, 3)
useéek z P nahradime bodem s(n) a body « Cantorova diskontinua A body

(6) y(n,z) == s(n) +r(n) - (cos(rz), —sin(nz)).*?)

Ozna¢me L(n,x) tsecku s krajnimi body s(n) a y(n,z), kde = € A, a polozme

oo
(7) K(n):= UL(n,aj), K::LOUUK(n).
zeA n=1
K je pak kontinuum, které ma vSechny zadané vlastnosti, ale na rozdil od ptivodniho Urysonova kontinua
mé dimenzi 1.
Vsechna kontinua K(n) jsou (v geometrickém smyslu) podobné. Na obr. 28a je ve vét$im méfitku
nakresleno schéma kontinua K (1); na obr.28b je schéma kontinua K.

Poznamka 10.4. Sestrojit kiivku (8), obsahujici jen jeden bod s fddem rozvétveni x, dalo dost prace.
Snadné vsak je sestrojit kiivku, ktera obsahuje jen jeden bod s fadem rozvétveni w, zatimco ostatni jeji
body jsou oby¢ejné (viz obr.29): Znamena-li C,, kruznici popsanou rovnici

(8) (z—-1P+v* =2
ma uvedenou vlastnost kiivka

(9) C:= D Chp.
n=1

42) Body z(n) lezi na ptlkruznici o stfedu s(n) a poloméru r(n) lezici v dolni poloroving y < 0 a jsou na ni rozlozeny
podobné jako je Cantorovo diskontinuum rozlozeno v intervalu (0, 1).
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Obr. 28a. Schéma kiivky K (1)

Obr. 28b. Schéma kiivky (8)

Ve [4], str.605 — 607, najdeme i zajimavé tvrzeni vztahujici se k podobnym situacim:

Véta 10.4. Je-li a izolovany bod mnoziny vSech bodu rozvétveni Cantorovy kfivky P, existuje spo-
cetny systém & kontinui P, s témito vlastnostmi:

1. kazdé P, je bud oblouk, nebo topologickd kruznice;

2. pro kazdé n je a € P,, ale mnoziny P,, — a jsou disjunktni;

3. oznacime-li P* sjednoceni vSech P, € G, je a € Int P*;
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Obr. 29. Schéma kiivky C' z poznamky 10.4

4. je-li G nekonecny systém, je diam P,, — 0.

Poznamka 10.5. Kfivka z poznadmky 8.3 (obr. 23b) ukazuje, Ze mnozina vSech krajnich bodu k¥ivky
miuZe byt ,,ve smyslu kategorii“ bohat$i nez mnozina vSech ostatnich bodu této kiivky. Obracené existuji
krivky, které nemaji zadny krajni bod; nejjednodussim piikladem je topologicka kruznice. Pro kiivky,
které maji prave jeden krajni bod, plati toto tvrzeni®®):

Véta 10.5. Neni-li mnozina K vsech krajnich bodu kfivky P ani prazdna, ani dvoubodova, existuje
v P aspon jeden bod rozvétveni.

Je zfejmé, Ze ani pro prazdnou, ani pro dvoubodovou mnozinu K tvrzeni véty neplati: topologicka
kruznice nema ani krajni body, ani body rozvétveni, oblouk mé dva krajni body, ale zadny bod rozvétveni.

Poznamka 10.6. Podle Sierpiriského véty 4.2 nelze Zadné kontinuum rozlozit na spocetné mnoho
disjunktnich uzavienych mnozin, z nichZ aspon dvé jsou neprazdné. V poznadmce 4.3 jsme sestrojili krivku,
ktera je sjednocenim nespocetné mnoha disjunktnich vlastnich kontinui; snadno ovéiime, Ze ¥4d rozvétveni
této kiivky je v kazdém jejim bodé roven c. Neni to tak tiplné ndhoda, protoze plati toto obecné tvrzeni 4°):

Véta 10.6. Je-li kontinuum P sjednocenim néjakého nespocetného systému disjunktnich vlastnich
kontinui, obsahuje mnozina

(10) {reP; ord, P =}

néjaké vlastni kontinuum.

Poznamka 10.7. Velmi ndzorné se zda byt nasledujici véta; jeji dukaz pro obecné oblouky vSak neni
nikterak jednoduchy. 47)

Véta 10.7. Je-li P sjednocenim n oblouki pay, .. ., pa,, pro néz jsou mnoziny pay — p disjunktni, je
ord, P =n.

K. Menger ukézal, Ze toto tvrzeni lze nékdy i obratit: 48)

Véta 10.8. (Menger.) Je-li p bod lokalné souvislého kontinua P a je-li ord, P > n € N, existuji v P
oblouky pai,...,pay,, pro néz jsou mnoziny par — p, k =1, ..., n, disjunktni.

Poznamka 10.8. Jsou-li pay tsecky, je dikaz tvrzeni véty 10.7 trividlni; v obecném piipadé dikaz
nardz{ hlavné na to, Ze oblouk, ktery m4 jednoduchou ,vnitini strukturu“ (je homeomorfni s intervalem
(0,1), 1ze v ném zavést usporadani, kazdy jeho bod rizny od jeho krajnich bodu jej rozdéluje na dvé

45) Viz [4], str. 604.

46) Viz [4], str. 545 — 547.

47) Viz [2], str.203.

48) Viz Fundamenta Mathematicae 10 (1927), str. 98, nebo [3], kap. VI,1. Tato slavna véta mé v némeckém originale
nazev n-Beinsatz, tedy véta o ,,n-nozce“.
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souvislé ¢asti, atd.) muze byt z jiného hlediska velmi slozity ; rovinny oblouk L mutZe mit nejen nekoneénou
délku, ale napf. i kladnou dvojrozmérnou Lebesgueovu miru pu(L). 49)

V nésledujicim pfikladu popiSeme, jak se pro kazdé ¢éislo r € (0,1) zkonstruuje oblouk L obsaZeny
v jednotkovém étverci @ tak, ze pu(L) = r. (Je-li tedy r € (1/2,1), ,zabird“ takovy oblouk L z hlediska
miry, ktera je zobecnénim elementarnégeometrického pojmu ,,obsah* rovinného utvaru, vétsi cast jednot-
kového ¢tverce nez jeho doplnék. Pfipomenme, Ze kazdy oblouk v @ je fidky v @, zatimco jeho doplnék
je v @ husty.)

Priklad 10.2. PopiSme nejdfive operaci, kterou budeme v dal$im aplikovat na ¢tverce riuznych roz-
mért. Necht X = (a,b)? a necht je ddno néjaké &islo ¢ € (0,b — a). Kazdy z obdélniki

(11)  X1:={(a,b)x (3(a+b)— 3¢ 3(a+b)+3q), Xo:=(5(a+b)—3¢,3(a+b)+3q) X (a,b),

mé miru ¢ (b — a), jejich sjednoceni miru 2¢ (b — a) — ¢>.°°) Mnozina X — (X; U X3) je sjednocenim &ty
shodnych ¢étverctt Qo, - . ., @3, jejichz celkova mira je rovna (b —a)? — 2q(b—a) +¢*> = (b—a — q)? (takze
kazdy ze ¢tvercli @; ma miru rovnou ¢tvrting tohoto ¢isla).

Jsou-li ddna ¢isla a < b a m e (0, (b — a)?), m4 kvadratickd rovnice

(12) WX UXy)=2¢(b—a)—¢*=m
v intervalu (0,b — a) pravé jedno FeSeni
(13) g=(0b-—a)—+/(b—a)>—m.

Mnozinu X1 UX> s timto g nazveme kiZ v X o obsahu m a ozna¢ime K (X, m). Mira komplementérni
mnoziny, neboli soucet obsahti étverctt Q;, je pak rovna (b —a)? —m = (b — a — q)2. Z toho plyne, ze
délka strany ¢tverce Q; je rovna 1+/(b—a)?—m=13%(b—a—q) a

2
b—_a)? —
(14) diam Q; = #
1
X1
Az Ag
1+q
2
Xz A Az As X2
1-q
2
Ao Ay
X1
0
0 1-q 1+q 1
2 2

Obr. 30a. 1. krok konstrukce oblouku L

49) S Lebesgueovou mirou se ¢tenaf mize seznamit napt. v knihdch V. Jarnik: Integralni pocet 2, Academia, Praha
1984, W. Rudin: Analyza v redlném a komplexnim oboru, Academia, Praha 1977 nebo R. Sikorski, Academia, Praha 1973.

50) Od souétu u(X1) + p(X2) jsme odecetli miru ¢2 priiniku X3 N Xa.
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Polozme nyni a = 0, b = 1, zvolme pevné néjaké kladné ¢islo r < 1 a popisme, jak lze sestrojit oblouk
L CQ:=(0,1)? s mirou u(L) = r.

1.krok: Polozme m = 1 — r a utvoifme kiiz K(Q,m/2). Mnozina Q — K(Q,m/2) se sklada ze ¢tyf
(uzavienych) ¢tvercii; levy dolni necht je Q(0), levy horni Q(2), pravy dolni Q(4), pravy horni Q(6).
Q(2i + 1) necht je pro i = 0,1,2 tsecka spojujici pravy horni vrchol étverce Q(2i) s levym dolnim
vrcholem ¢tverce Q(2i + 2). (Viz obr.30a odpovidajici r = 1/2, m/2 = 1/4, ¢ = 1 — 1v/3 = 0.134.)
Mira kiize K(Q,m/2) je m/2, takze u(Q — K(Q,m/2)) = 1 — m/2. Protoze Gse¢ky maji miru 0, je mira
mnoziny Ly := Q(0)U...UQ(6) je rovna mife sjednoceni ¢tverci Q(27). Kazdy z téchto ¢tverctt ma miru
(1-m/2)/4=(14+7r)/8< 1/4.51)

Je z¥ejmé, ze Q(0),...,Q(6) je regularni fetéz (viz definici 5.3) kontinui, ktery spojuje body (0,0),
(1,1).

2.krok: Kazdd z mnozin Q(2i) — K(Q(2i),m/16), 0 < i < 3, se sklada ze ¢tyr ctverci Q(2i,2)),
kde 0 < j < 3, odislovanych analogicky jako v pfipadé ¢tvercltt @(2i); analogicky jako v prvnim kroku
konstrukce spojime pravé horni vrcholy ¢tvercti Q(24,25) s levymi dolnimi vrcholy étverct Q(2i,25 + 2)
useckami Q(2i,25 + 1). Jsou-li ¢(2i + 1) € A(2i),d(2i + 1) € A(2i 4+ 2) krajni body tsecky Q(2i¢ + 1),

oznacme

d(2i+1) — ¢(2i + 1)
7

(15) c(2i4+1,5):=c(2i4+1)+j pro j=0,...,7
a Q(2i+1,5), 0 < j <6, necht je tsecka s krajnimi body ¢(2i + 1,7),¢(2¢ + 1,5 + 1). Tim je kazda
z Gsedek Q(2i + 1) rozdélena na 7 stejné dlouhych tsecek a kontinua Q(4,5), 0 < i < 6,0 < j < 6 tvorii
pfi lexikografickém uspotfadani dvojic (i,j) reguldrni fetéz spojujici body (0,0), (1,1). Oznadime-li Loy
sjednoceni vSech mnozin Q(, ), je zfejmé Lo C L.

Kazdy z kitztt K(Q(2¢),m/16) ma miru m/16, jejich sjednoceni miru m/4, sjednoceni téchto 4 kiizi
s kifzem K(Q,m/2) miru m/2 + m/4 = 3m/4 a sjednoceni v8ech kontinui Q(7,j) miru 1 — 3m/4 =
(14 3r)/4. Délka strany kazdého ¢tverce Q(2i,25) je rovna (1 + 3r)/4% < 1/22.21) (Viz obr. 30b.)

Obr. 30b. 2. krok konstrukce oblouku L

51) K odhadu délky stran étvercti Q(i) nepotiebujeme znét jejich presnou velikost; ctverce jsou 4, jsou disjunktni a
obsazené ve ¢tverci @ miry 1. Jejich celkova mira je tedy < 1, mira kazdého z nich < 1/4, délka jejich stran < /1/4 =1/2.
Podobné snadno lze v dalsim odhadnout délku stran étverci Q(2i1,...,2in).
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V n-tém kroku sestrojime timto postupem 7" kontinui

(16) Qi1y - yin), (i1,...,0n) € {0,1,...,6}",
ktera pii lexikografickém uspotfadani n-tic (iy,...,4,) tvofi reguldrni fetéz spojujici body (0,0), (1,1).
Jsou-li v8echna ¢isla i suda, je Q(i1,...,i,) Ctverec, v ostatnich piipadech jde o tsecky. Abychom

kontinua (17) ziskali, bylo nutné z @ odstranit

(17) 1+4+47+.. 44" =14 -1
kiizi o celkové mite
(18) %+...+2@n:m(1—2*");

sjednoceni L,, vSech mnozin (16) ma tedy miru
1—r
2n
Mira kazdého ¢tverce Q(2iy, .. ., 1i,) je rovna ¢islu (20) délenému ¢islem 4™ ; délka jeho strany je mensi
nez 1/27.51)
{L,}52, je Kklesajici posloupnost reguldrnich fetéz kontinui spojujicich body (0,0), (1,1). Prinik

(19) 1-m(l—2"")=r+

(20) L= ﬁ L,
n=1

mé miru rovnou limité vyrazi (19) pro n — oc; je tedy u(L) = r.

K tomu, abychom nahlédli, ze L je oblouk, sta¢i provést podobnou tvahu jako v dikazu véty 5.5.
Homeomorfni zobrazeni h : (0,1) —,, L lze vSak snadno ziskat i takto: Rozdélme interval J := (0,1)
na 7 stejné dlouhych intervala J(i1), 0 < i3 < 6, a Cislujme tyto intervaly ,zleva doprava“, takze
tvofi reguldrni fetéz spojujici body 0, 1. Kazdy interval J(i1) rozdélme na 7 stejné dlouhych intervala
J(i1,12), 0 < is < 6, a opét &islujme ,zleva doprava“; p¥i lexikografickém uspofadani dvojic (iy,i2)
tvori pak intervaly J(i1,42) regularni fetéz spojujici body 0, 1. V n-tém kroku timto postupem ziskdme
systém 7™ interval J (i1, ..., i, ), ktery pii lexikografickém uspofadani tvofi reguldrni fetéz spojujici 0, 1.
Pokracujme takto do nekonecna.

Pak jedinému bodu priniku

DX

(21) J(it,. . in)

3
Il
s

prifadme jediny bod priniku

D)

(22) QUi ... in).

n=1

Snadno nahlédneme, zZe definice je korektni a Ze uvedené zobrazeni intervalu J na mnozinu L je
homeomorfni.
vétsi je 7, tim jsou kiiZe uzsi a na obrazcich nejsou sikmé tsecky dobfe rozeznatelné. K ilustraci patého
kroku podobné konstrukce jsme proto zvolili za §fiku n-tého kiize ,jednoduché* &islo 2271 /10,

Stejné jako pti konstrukci popsané nahote se ze étverce QQ = (0,1)? vynechd kifz K, z kazdého ze
zbylych ¢tverct Q(2i1), 0 < iy < 3, kiiz K (i1), atd. Konstrukce se vSak 1isi rozméry vynechanych k¥izt:
Kfiiz K je sjednocenim dvou obdélnikii o rozmérech % x 1, takze

(23) nE) =2 (%1)—(%)2:;—5

a délka strany kazdého ¢tverce QQ(2i1) je rovna poloviné z 1 — 2/10, tedy 4/10.

81



Kazdy kiiz K (i1) je sjednocenim dvou obdélnikti o rozmérech 23/102 x (4/10)*, takze

23 4\1 23 \2 36

24 K(i :2._.(_)_(_) _ o0
(24) p(K (i) 102 " \10 102 625

Abychom ziskali miru sjednoceni vSech kiizti K (i1), je tfeba ¢islo (24) vynésobit ¢tyfmi.

Obr. 30c. Paty krok modifikované konstrukce

Obecné: Pro kazdé n € N sestrojime kiize K (i1, ...,1,) tak, ze
22n—1 4 \n—1 22n—1 2 9. 4n—1
25 K(ir, ... in)) =2- (—) —( ) - .
(25) B (i) 10" \10 10" 25n
Abychom ziskali miru sjednoceni vsech kifzt K (i1, ...,4,), je tieba (25) vynasobit ¢islem 4"~ 1:
_ ) ) 9.16"1
(26) 4" l'ﬂ(K(Zla---aln)):T'
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Tato ¢isla tvoti geometrickou posloupnost s prvnim ¢lenem 9/25 a kvocientem 16/25; jeji soudet je tedy

9 1
27) 25 1-16/25 !
Ze Ctverce () jsme vynechali mnozinu miry 1, a zbyly oblouk m& proto miru 0. Pravé uvedena
modifikace konstrukce je podobnd jako v pfikladu 10.2, ale jednodussi numerické vztahy a moznost
ukézat na obrazku prvnich pét krok® zménily podstatnou okolnost: jednoduseji zkonstruovany oblouk
nemd kladnou miru.
* ok %

V posledni ¢asti Dodatkt zkonstruujeme rovinné kontinuum, jehoz doplnék ma celkem ¢tyfi kom-
ponenty a je hranici ti{ z nich. I kdyZ toto kontinuum bude lezet v eukleidovské roviné R?, odfivodnéni
jednotlivych krokid konstrukce se zjednodusi, budeme-li pracovat s rovinou rozsifenou o ,,bod nekoneéno*
s vhodné zavedenou metrikou.

Bud oo jakykoli bod, ktery nepatii do R? a oznaéme

(28) S:=={(z,y);zeR, ye R} Uooc;
bud A := (0,0,1) ,severni pél* jednotkové sféry

(29) S:={(&n¢) eR € +n?+ 2 =1}.

Usecka spojujici bod (x,,0) roviny xy s bodem A sféry (29) ma kromé bodu A s touto sférou spoleény
jesté dalsi bod, jehoz soufadnice (jak snadno zjistime elementdrnimi prostfedky analytické geometrie)
jsou dany rovnostmi

2x 2y

B 2 +y% -1
PR R N

a2 4y2 417

(30) £=

Ozna¢me @ zobrazeni, které bodu (z,y) € R? piitazuje bod (&, 7, ¢) podle (30), a bodu oo piifadi bod A.
Vzdalenost dvou bodi a,b z S definujme rovnosti

(31) p*(a,b) := ps(P(a), P(b)),

kde ps je kartézska metrika v R3. |, Rozsifend rovina® S s metrikou p* je pak izometricka se sférou S,
a v dtsledku toho je kompaktns.

Poznamenejme, Ze kartézska metrika ps je v roving R? ekvivalentni s metrikou p* (v tom smyslu,
7e pro z, € R?, 2z € R? plati ekvivalence p2(2n,2) — 0 & p*(2,,2) — 0 a pro z, = (T,,yn) € R?
je podminka p*(z,,00) — 0 ekvivalentni s podminkou ||z, || (= /22 + y2) — +o0o. (Posloupnost ¢isel
zn, = (—1)"n nema v R limitu, ale posloupnost bodu (z,,0) konverguje pfi metrice p* k co.)

Hlavni vyhodou piechodu od R? k S je moznost aplikace tohoto velmi uzite¢ného tvrzeni:

Véta 10.9. (Janiszewski.) Necht mnoziny A C'S, B C S jsou bud obé uzaviené, nebo obé oteviené.
Neroztina-li zadn4 z nich rovinu S a je-li jejich priinik souvisly, jejich sjednoceni AU B neroztina S.53)

V topologii roviny a v jejich aplikacich nap¥. v komplexni analyze 5%)
tvrzeni:

hraji dilezitou tlohu tato dvé

Véta 10.10. Je-Ii L C S oblouk, je S — L oblast, jejiz hranici je L. Analogické tvrzeni plati, piSeme-li
R? misto S.

Véta 10.11. Je-li T' C S topologicka kruznice, je S—T sjednocenim dvou disjunktnich oblasti, jejichz
spolecnou hranici je T. Analogické tvrzeni plati, piSeme-li R? misto S.

53) Ditkaz viz [2], str.355, tvrzeni 7, nebo tfeba moje kniha Analjza v komplexnim oboru, Academia, Praha 1983,

str. 135, Véta 5,3,4.
54) kde se ovSem oo nepiidava v eukleidovské roving R, ale k (oteviené) Gaussové roving, kterd je s R? izometricky
izomorfni
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Dukazy pravé uvedenych dvou vét nejsou pravé jednoduché; obé jsou dokdzany napt. v [8], str. 221,
jako tvrzeni 26.5.3 a 26.5.4. Obé véty jsou trividlnimi disledky nasledujici véty o rozsifeni homeomorfismi,
jejiz obvykly dtikaz (viz napi. [2], str. 381) je vSak (bohuzel) na nich zaloZzen.

Véta 10.12. Je-li M C S bud oblouk nebo topologicks kruznice a je-li h : M — S homeomorfni
zobrazeni, existuje homeomorfni zobrazeni H : S —,,, S tak, ze H(z) = h(z) pro kazdé z ¢ M. Analogické
tvrzeni plati, piSeme-li R? misto S.

Dtikaz véty 10.10 pomoci véty 10.12 je opravdu jednoduchy: Necht & je homeomorfni zobrazeni
oblouku L na interval (0,1) a H : S — 5 S necht je jeho homeomorfni rozsifeni. Protoze 2 :=S—(0,1) je
ziejmé oblast, jejiz hranici je (0,1), a protoZe pii homeomorfnim zobrazeni H_; pfechézi oblast v oblast
a hranice v hranici, je S — L oblast s hranici L.

Podobné se na zakladé véty 10.12 dokaze i véta 10.11; interval (0, 1) nahradime jednotkovou kruZnici.

Poznamka 10.10. Ve vété 10.10 je L kontinuum, které je hranici jediné oblasti; ve vété 10.11 je T
kontinuum, které je spole¢nou hranici dvou disjunktnich oblasti. Je proto pfirozenou otazkou, zdali i pro
kazdé n > 2 existuje kontinuum, které je spole¢nou hranici n disjunktnich oblasti. UkéZeme, Ze odpovéd
na tuto otazku je kladna: sestrojime kontinuum K C R2, které je hranici 7 disjunktnich oblasti. %)
Kuratowski v [2], str. 404, odst. 11 uvadi, Ze spoleénd hranice tii disjunktnich (neprdzdngch) oblasti je
bud nerozloZitelné kontinuum, nebo sjednoceni dvou nerozloZitelnijch kontinui. Nelze proto oekavat, Ze

konstrukce bude snadna.

V literatufe najdeme ,hezké vypravéni“, jak tikol splnit ,zavodiiovanim ostrova® :>%)

Ostrov, na némz jsou tfi jezera, potfebujeme vodnimi nadrzemi, které vzniknou rozsifenim téchto
jezer o kanaly, které z nich vychazeji, ,,co nejlépe” zavodnit vodami vSech tii jezer. Vody se nesmi smichat,
prislusné vodni nadrze se nesmi protinat ani dotykat. Potfebné préace rozlozime na etapy, béhem nichz
budeme kanély postupné prodluzovat a tim pfislusné nadrze rozsitovat: Za prvni rok vykopeme z kazdého
jezera kandal tak, aby kazdé dosud suché misto ostrova mélo od kazdé ze tii nddrzi vzdalenost mensi nez
1 km, za dalstho p1l roku prodlouzime kazdy z kanalt tak, aby kazdé dosud suché misto ostrova mélo od
kazdé z nadrzi vzdalenost mensi nez pul kilometru, za dalsiho ¢tvrt roku prodlouzime kazdy z kanala tak,
aby kazdé dosud suché misto ostrova meélo od kazdé z nadrzi vzdalenost mensi nez ctvrt kilometru, atd.
do nekonecna. Za dva roky bude mit kazdé zbylé suché misto ostrova od kazdé ze tii nadrzi vzdalenost 0
km, takze ,at mame jakkoli kratké ruce, miizeme suchd mista zalévat vodou z kteréhokoli ze t¥i jezer“.

Je patrné, ze toto nazorné vypravéni ma ,malou vadu“: nehledé na to, Ze nevime, co se rozumi
»jezerem“ a , kandlem“ nedokazuje se, Ze popisovanou myslenkovou konstrukci lze opravdu realizovat.
V dalsim se pokusime celou Gvahu zpfesnit a jednotlivé kroky odtvodnit; budeme k tomu potiebovat
nejen Janiszewského vétu, ale i nékolik novych pojmi a pomocnych tvrzeni.

Definice 10.2. Rikame, e oblouk L = ab C S vychazi z bodu a do Q C S, jeliae H(2)aL—a C
Q. Rikame, ze bod a € H(f2) je dosaZzitelny z ), existuje-li oblouk L vychazejici z bodu a do Q. Rikame,
7e bod a je z ) dosazitelny linearné, existuje-li isecka vychézejici z bodu a do 2. Je-li bod a dosazitelny
z €1, ale neni dosazitelny linedrné, budeme rikat, Ze je dosazitelny z () nelinearné.

Nasledujici piiklady 10.3 ukazi, ze kazdy bod hranice oblasti 2 C R? nemusi byt z Q dosazitelny.
Plati vSak toto jednoduché tvrzeni:

Véta 10.13. Je-li Q C S oblast, kterd md omezenou hranici, je mnozina vSech bodu z H(QY) dosazi-
telnych z () linedrné, hustd v H(Q).

Dtk az. Prokazdé a € H(Q) a pro kazdé ¢ > 0 existuje bod b € QN U(a, ). Bod ¢ tGsecky (a;b)
nejblizs§i bodu b je zfejmé linedrné dosazitelny z (2.

Priklady 10.3. 1. Je-li A sjednoceni grafu funkce sin(1/x), 0 < |z| < 1, s Gise¢kou B s krajnimi body
a=(-1,0), b= (1,0), je Q :=S — A oblast, jejiz hranici je A. Body a, b jsou z  dosazitelné linedrng,
ale zaddny bod oteviené tsecky s krajnimi body a, b neni z € dosaZitelny.

2. Pocétek p = (0,0) je nelinedrné dosazitelny z oblasti 2 := U((2,0),2) — U((1,0), 1).

3. Podle véty 10.13 tvofi body linedrné dosaZzitelné z oblasti 2 (s omezenou hranici) hustou ¢ast jeji
hranice; i mnozina vSech bodu nelinedrné dosazitelnych z Q vsak muZe byt ,podstatnou ¢asti“ H(Q):

55) Ctenaf po prostudovani navrzené konstrukce snadno nahlédne, Ze podobné lze postupovat i pro kazdé n > 3,

dokonce i pro n = oo

56) Viz napt. [6], str. 217 — 218; vypréavéni je upraveno tak, aby vechny tii oblasti byly omezené.
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Predchazejici priklad lze modifikovat tak, aby mnozina vSech bodi jednotkové kruznice C' nelinearné
dosazitelnych z oblasti Q@ C U := U(p, 1), kde p := (0,0), byla hustd v C':

Abychom zkratili vyjadifovéani, necht v tomto prikladu slovo ,kruh* znamend ,uzavieny kruh®; slovy
,dotykajici se* budeme rozumét ,dotykajici se zevniti“.

Obr. 31. Oblast 4. Kruhy D(n, k) (tmavé) a kruznice C(n,k) pron=1,...,4.

Pro k=1,...,4 nechf je B(1,k) kruh o poloméru p; := %, dotykajici se kruznice C' v bodé

_ km

=

Ozna¢me C(1,k) := H(B(1,k)), bud D(1,4), k = 1,...,4, kruh o poloméru ry := 1 dotykajici se kruznice
C v bodé (32) a Dy necht je sjednoceni vSech kruhit D(1, k). Dokazme, Ze

(33) Q] =0 - Dl

je oblast. Diikaz na zakladé Janiszewského véty je snadny: Mnoziny S— U, D(1,1) jsou uzaviené a neroz-
tinaji S; protoze jejich (jednobodovy) primik b(1, 1) je souvisly, neroztind S ani mnozina (S—U)UD(1,1),
tj. jeji doplnék

(34) Q(1):=S-(S-U)uD(1,1)=U - D(1,1)

(32) b(1,k) := (cosa(1,k),sina(1,k)), kde a(l,k)
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je souvisly. Mnozina (34) je tedy oblast. Provedeme-li analogickou tivahu s ni a s kruhem D(1, 2), zjistime,
Ze 1 mnozina Q4(2) := Q1(1) — D(1,2) je oblast. Celkem ve ¢tyfech krocich tak dokdzeme, Ze oblasti je
i mnozina (33).

Zadny z bodi b(1, k) zfejmé neni z Q dosazitelny linedrné. Protoze kruznice C(1,k)) je sjednoceni
dvou obloukti vychézejicich z bodu b(1, k) do Q1, jsou body b(1,k) z Q; dosazitelné nelinedrné. Béhem
nésledujici konstrukce budeme oblast 27 zmensSovat; protoze vSak z U nikdy nevynechame Zadny bod
sjednoceni B; kruht B(1,k), ztstanou body b(1, k) nelinedrné dosazitelné i z mensich oblasti, které
postupné zkonstruujeme. °7)

Protoze mnozina vSech bodt
2k — )m

(35) b(2, k) := (cosa(2,k),sin(2,k)), kde a(2,k) := 53 akde k=1,...,2°

)

m4 od B kladnou vzddalenost, existuje p2 € (0,71) tak, Ze kazdy z kruhtt B(2, k) o poloméru po, dotykajici
se kruznice C' v bodé b(2, k), je disjunktni s By. Zvolme pevné ¢islo 3 € (0, p2) a ozna¢me D(2, k) kruh
o poloméru r dotykajici se kruznice C. Ozna¢me D3 sjednoceni Dy se vemi kruhy D(2, k), Bs sjednoceni
By se v8emi kruhy B(2, k) a necht

(36) QQ = Ql — B2.

Jako nahote se dokéze, Ze Q je oblast a Ze vSechny body b(1, k), b(2, k) jsou z ni nelinedrné dosazitelné.
Piedpokladejme, Zze pro nékteré n > 2 jsou definovéna éisla p,, € (0,7,-1), 7 € (0,p,) a mnoziny

By, D, (slozené z jistych kruhti dotykajicich se kruznice C' v bodech b(j, k), j = 1,...,n).®) Mnozina

vSech bodi

2k — )

(37)  b(n+1,k) :=(cosa(n+1,k),sina(n + 1,k)), kde a(n+1,k) := IS

L k=1,... 2"
mé pak kladnou vzdalenost od B, a existuje proto p,41 € (0,7,) tak, ze kruhy B(n + 1, k) o poloméru
Pn+1, dotykajiici se kruznice C' v bodech b(n + 1, k), jsou disjunktni s B,,. Zvolme pevné &islo 7,41 €
(0, prt1) a definujme B(n + 1, k) resp. D(n + 1, k) jako kruh o poloméru p,,4+1 resp. r,41 dotykajici se
kruznice C a bud B,, 11 resp. Dy41 sjednoceni B, resp. D,, se vSemi kruhy B(n + 1,k) resp. D(n+ 1, k).
Jako nahote se dokaze, ze

(38) Qn_;,_l = Qn - Dn_;,_l

je oblast a ze vSechny body b(1,k),...,b(n + 1,k) jsou z ni nelindrné dosazitelné.
Bud koneéné

(39) D:=JD,., Q:=U-D.
n=1

Tvrdime, ze Q je oblast, z niZ je kaZdy z bodi (cos(2km/2"),sin(2kw/2™), n ¢ N, 1 < k < 2",
dosazitelny, ale nelinedrné.

Protoze () je oteviend mnozina, staci dokdzat, Ze pro kazdé dva jeji body a # b existuje kontinuum
M C Q obsahujici body a,b. ProtoZze U je konvexni oblast, lezi v U i Gsecka (a; b); parametrizujme ji
linedrni funkei A : (0,1) — U tak, ze A\(0) = a, A(1) = b. Protoze vzdalenost tsecky (a;b) od kruznice C
je kladnd a protoze Lim D,, C C, protina tato tsecka jen koneény pocet kruhtt D(n, k).

a) Neprotina-li {(a; b) zddny kruh D(n, k), polozime M := {(a; ).

b) Necht (a; b) protind n&jaky kruh D(n,k); protoze body a,b lezi v Q, nelezi v D(n, k), a existuji
proto Cisla 1, to tak, ze 0 < t; < to < 1, Ze mnozina A((0,t1) U X(ta,1) je disjunktni s D(n, k) a Ze
body A(t1), A(t2) lezi v D(n, k).%%) Vzhledem k tomu, jak je definovan kruh B(n, k), je ziejmé, Ze pro
ts € (0,t1), ta € (t2,1) dostatecné blizké k ¢ resp. k to lezi polouzaviené tusecky A((ts,t1) a A({t2,ts)
v oblasti Int B(n, k) — D(n, k) a existuje proto spojitd funkce p : (t3,t4) — Int B(n,k) — D(n, k) tak,
ze p(ts) = la(ts), p(ts) = A(t4). Nahradime-li tedy tsecku A((t3,t4)) kontinuem pu((t3,t4)), dostaneme
kontinuum M;, které obsahuje body a,b a neprotind kruh D(n, k).

57)

58)

Uvahu analogickou tvaze z tohoto odstavce nebudeme v daldim krocich jiz provadét.
Pred indukénim krokem jsme museli udélat dva kroky, protoze jak kruhy B(1, k), tak i kruhy B(2, k) jsou &tyti
a pak se teprve kazdym dalsim krokem pocet kruht B(j, k) zdvojnasobuje.

59) Postupujeme-li po tiseéce {(a;b) od bodu a k bodu b, je A(t1) prvni, A\(t2) posledni bod této tsecky, ktery lezi
v kruhu D(n, k). Viz obr. 32.
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Obr. 32. Konstrukce kontinua M; (souvisla ¢éra); odstranéna ¢ast tsecky (a;b) je vyznaena

éarkované

¢) Protina-li kontinuum M; néktery z kruhtt D(n’, k'), postupujeme podobné jako v ¢asti b) tohoto
dtkazu a ziskdme kontinuum My, které neprotind ani D(n, k), ani D(n/,k’). Je zfejmé, Ze po konecném
poctu kroku tak ziskdme kontinuum M s nahofe uvedenymi vlastnostmi. To dokazuje, Ze ) je oblast.

Protoze pro kazdé n ¢ N jsou piislusné body b(1, k), ..., b(n, k) dosazitelné z 2,, po obloucich kruznic
C(1,k),...,C(n, k) a tyto kruznice lezi v Qy 41, Qnyo, - . ., je ziejmé, Ze vSechny body b(n, k), n € N, jsou
z 2 dosazitelné, ale nelinearné.

4. Doplnék kontinua K z prikladu 4.4, obr. 8, ma dvé komponenty. Body jednotkové kruznice jsou
z neomezené komponenty (rovné vnéjsku jednotkového kruhu) dosazitelné linedrné, ale z omezené kom-
pomenty (obsazené v jednotkovém kruhu) dosazitelné nejsou.

5. Kontinuum K z p¥ikladu 4.5 ma dvé omezené komponenty. Bod (—1,0) neni dosazitelny z zadné
z nich, bod (1,0) je dosazitelny z kazdé z nich, ale nelinedrné. VSechny ostatni body usecky s krajnimi
body (—1,0), (1,0) jsou dosaZitelné linedrné z kazdé z obou komponent.

6. Je-li Q2 doplnék kiivky z poznamky 4.12, jsou z €2 linearné dosazitelné krajni body vSech tsecek
(spojujicich body Cantorova diskontinua s bodem p = (%, %)) Totéz plati pro vnitini body tsecek, které
p spojuji s bodem z prvniho druhu. Zadny vnitini bod zadné secky spojujicich bod p s bodem x druhého
druhu z © dosazitelny neni. %) [0

Véta 10.14. Je-Ii L C S oblouk, je kazdy bod a € L dosazitelny z oblastiS— L. Je-1i'T C S topologicka
kruznice, je kazdy bod a € T dosazitelny z kazdé komponenty mnoziny S — T

Poznamka 10.11. Véta 10.14 ukazuje, Ze nejen ,vnitini topologické vlastnosti“ rovinnych oblouki
resp. topologickych kruznic jsou stejné jako vlastnosti tsecek resp. kruznic, ale Ze totéz plati i pro jejich
,vnéjsi topologické vlastnosti“. Toho lze vyuzit k dikazu véty 10.14:

Dukasz. Jeli H:S —,, S homeomorfni zobrazeni, pro néz je H(L) = (0, 1), existuje tusecka A
s krajnim bodem H(a) tak, ze AN (0,1) = H(a); M := H_1(A) je pak oblouk s krajnim bodem a, pro

60)
v H(Q).

V tomto pfipadé€ je nejen mnozina vSech dosazitelnych bodt, ale i mnozina vSech nedosazitelnych bodt husta
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néjz je (M —a)N L =1.
Druhé ¢ast véty se dokdze zcela analogicky, jen (0, 1) nahradime jednotkovou kruznici. O
Prikro¢me nyni k pomocnym tvrzenim, potfebnym pro ,,zavodnovani ostrova‘“.

Lemma 10.1. Necht Q C S je oblast a necht L1 = a1by,..., L, = apb, je libovolny koneény systém
disjunktnich obloukii, pro néz je L, — ar C Q pro k = 1,...,n.%!) Pak je

n
(40) Q- Ly,
k=1
oblast.
D 4 k a z staci provést pro n = 1, protoze obecny pripad dokdZeme opakovanim tvahy, ktera
nasleduje.

Polozme M; = S — Q, My = L;. Protoze obé mnoziny jsou uzaviené, zadna z nich neroztind S
a jejich prinik je bud prazdny, nebo jednobodovy (v obou pfipadech tedy souvisly), neroztind S (podle
Janiszewského véty 10.9) ani mnozina (S — Q) U Ly, coZ je totéz, jako kdyz Fekneme, Ze mnozina

S—((S—Q)ULl):Q—Ll
je souvisla. Protoze je zaroven oteviend, je to oblast.

Definice 10.3. Regularni lomenou &arou (zkratka r.l.¢.) rozumime mnozinu tvaru
(41) L= L,
k=1

kde n € N a kde Ly, = (ax_1; ar) C R? jsou tisecky spliiujici tyto podminky:

1) kazd4 tsecka Ly, je rovnobézna s nékterou soufadnicovou osou;

2)jelin>1,je LyNLgpr =agprok=1,...,n—1;

3) je-lin > 2 a jsou-li ¢, j dva indexy, pro néz je |j —i| > 1, je Ly N L; = 0.

Nebude-li vyslovné fe¢eno néco jiného, orientujeme L tak, aby ag byl jeji pocateéni bod, a,, jeji
koncovy bod, a budeme pak fikat, ze L spojuje ag s a,; je-li navic L C 2, budeme fikat, je tyto body
spojuje v 2. [

Snadno nahlédneme, Ze reguldarni lomend cdara je oblouk.

Lemma 10.2. Je-Ii Q C R? je oblast, existuje pro kazdé dva riizné body a, b z Q r.1.&. L C §, ktera
spojuje a s b.

D & k a z . Nékolikrat budeme v dalsim potfebovat toto evidentni tvrzeni:

(42) Je-li K otevieny kruh a je-li u ¢ H(K), v € K, existuje r.l.é. A C K spojujici u s v tak,
e A —aC K.%)

Oznaéme M; mnozZinu vsech bod x # a, pro néz existuje r.l.¢. L, C £, kterd spojuje a s x, a bud
M := M; Ua. Protoze M neni prazdnd mnozina, bude lemma dokazano, dokazeme-li, Ze mnozina M je
oteviena i uzavzend v (2.

Je-li § > 0 tak malé, ze U := U(a,d) C Q, existuje pro kazdy bod x ¢ U rtzny od a r.1.¢. L, C U
spojujici a s x. Z toho plyne, ze U C M.

Je-li a # x C M, existuje r.1.¢. L, C € spojujici a s z a § > 0 tak malé, ze U(z,0) C Q — a. Pak L,
protind hranici kruhu U(z, d) a existuje prvni bod y € L, lezici v H(U(x,d)); bud L, ¢ast L, spojujici
a s y. Necht z € U(z, d) a necht A je r.l.&. spojujici y se z, pfiemz A —y C U(z, ) (srov. s (42)). Ly UA
je pak r.l.¢. spojujici a se z, takze z € M. Tim je dtikaz otevienosti mnoziny M dokoncen.

Necht @ # z € M NQ anecht 6 > 0 je tak malé, ze U(z,d) C 2. Zvolme pevné néjaké z € U(x,d) N M
a né&jakou r.1.¢. L, spojujici a se z; bud y jeji prvni bod lezici na hranici kruhu U(z, d) a L, C L, necht je
r.1.¢. spojujici a s y. Podle (42) existuje r.1.¢. A spojujici y s  tak, ze A—y C U(x,d). Ly UA je pak r.L.&.
spojujici a s © v ; bod z lezi tedy v M. Tim je dokdzano, ze mnozina M je uzaviend v (), a zaroven je
tim dokoncen dtikaz lemmatu 10.2.

61)

62)

Kazdy oblouk L tedy bud lezi v Q cely, nebo cely az na krajni bod ay, ktery pak lezi v H(Q).
A lze vzdy zvolit tak, aby to byla tsecka nebo sjednoceni dvou usecek.
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Obr. 33. K dtikazu lemmatu 10.2: Vlevo otevienost, vpravo uzavienost v {) mnoziny M;

vynechané ¢asti lomenych car jsou vyznaceny ¢arkované

Lemma 10.3. Necht 2 C R? je oblast, necht' a € H(2) a necht existuje tisecka L, = (a; b) rovnobézn4
s neékterou ze souradnicovych os tak, ze Ly, — a C §). Pak pro kazdé x € Q) existuje r.l.¢. L,, ktera spojuje
a sz a pro niz je L, —a C Q.

D Gk az. Podle lemmatu 10.2 existuje r.1.¢. Ly spojujici s b v . Orientujme usecku L; tak,
7e a je jejim prvnim bodem, bud ¢ jeji prvni bod lezici v L, a necht L. je ¢ast tsecky Lp mezi a a c.
Orientujme r.1.¢. Ly, tak, Ze jejim prvnim bodem je x, a necht L. je ¢ast L, mezi x a ¢. Jak snadno
nahlédneme, je L. U L. hledand r.1.¢.

Obr. 34. K diikazu lemmatu 10.3;

vynechané ¢asti lomenych c¢ar jsou vyznaceny ¢arkované
Lemma 10.4. Necht Q C R? je oblast, necht K C Q je neprazdnéa koneéna mnozina a necht existuje
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isecka A vychézejici z bodu a € H(Q) do Q a rovnobézna s nékterou soufadnicovou osou. Pak existuje
r.l.¢. L vychazejici z bodu a do () tak, ze K C L.

D t k a z . Protoze usecku L lze zkratit, lze pfedpokladat, ze je disjunktni s K = {c1,...,c,} (kde
n € N a ¢; jsou navzajem rtzné body).

Podle lemmatu 10.3 existuje r.1.¢. Ly vychazejici z bodu a do 2 a spojujici a s ¢1. Je-li n =1, jsme
hotovi; je-li n > 1, pokracujme: Protoze podle lemmatu 10.1 je ; := Q — L; oblast a protoze zfejmé
existuje tusecka vychazejici z bodu ¢; do 2 a rovnobézna s nékterou souradnicovou osou, existuje r.l.¢.
Ls vychéazejici z bodu ¢; do 1 a spojujici ¢ s ¢o. L1 U Ly je r.l.¢. vychazejici z bodu a do €2, obsahujici
bod ¢; a spojujici a s cs.

Je-li n = 2, jsme hotovi; jinak pokracujme analogicky jako dosud. Po kone¢ném poctu krokt ziskame
zéddanou r.l.¢.

Definice 10.4. Otevienym (resp. uzavienym) J-&tvercem o stiedu = = (z1,72) € R? budeme na-
zyvat mnozinu

(43) Q(x,0) :=(x1 — 6,21 +9) x (w2 — 0,22+ ) (resp. R(z,0) := (1 — d, 21 +0) X (x2 — 0,22 + 0)).

Otevienym (resp. uzavienym) J-kanalem s osou L nazveme sjednoceni ok(L,d) (resp. uk(L,?))
v8ech otevienych (resp. uzavienych) d-¢tverct o stfedech v L. Kanadlem s osou L nazveme mnozinu,
kterd je d-kanalem s osou L pro néjaké ¢ > 0. Sitkou uvedenych kanald nazveme éislo 24.

Poznamka 10.4. Otevieny (uzavieny) kandl, jehoZ osou je tisecka, je otevieny (uzavieny) interval.

Z toho ihned plyne, ze pro kaZdou r.l.¢. L a kaZdé § > 0 je otevieny kandl s osou L oblast, uzavieny kandl
s osou L kontinuum. Kromé toho zfejmé plati:

(44) ok(L,8) C U(L,V28) (resp. uk(L,8) C U(L,V25)).

Dulezité bude pii ,,zavodnovani ostrova“ toto tvrzeni:

Lemma 10.5. Je-li L r.1.¢., existuje A > 0 tak, Ze pro zadné § € (0, A) nerozting uk(L,d) rovinu S.

Dikaz. Necht L je jako v definici r.1.&., tj. necht plati (41) spolu s podminkami a), b), ¢). Podminky
c) zarutuje, ze Usecky L;, L; maji pro kazdou dvojici indexti , j, pro néz je |i—j| > 1, kladnou vzdalenost
A;j. Necht €islo A > 0 je mensi nez polovina minima vSech téchto A;; a necht § € (0,A). Vzhledem
k (44) jsou pak kanaly uk(L;, ), uk(L;,0) (kde |i—j| > 1) disjunktni. Zadny kandl, jehoz osou je tsecka,
neroztima S a . prinikem J-kanald s osami Ly, Li41 je 6-Ctverec o stfedu ag, tedy souvisla mnozina.

Postupujme podle Janiszewského véty 10.1: Kandly uk(L1,0), uk(La, d) neroztinaji S a jejich prinik
je souvisly; proto ani jejich sjednoceni uk(L1,0) U uk(Lg,d) = uk(Ly U La,0) nerozting S. Je-li n > 2,
uvazme, ze prunik naposled napsaného kanalu s kanalem wk(Ls,d) je uzavieny d-Ctverec o stfedu as.
Podle Janiszewského véty tedy ani uk(L; U L2 U L3 neroztind S, atd. Po koneéném poctu krokii bude
tvrzeni lemmatu dokazano.

Definice 10.5. Regularnim kanalem nazveme kan4l, ktery neroztina S. %)

Lemma 10.6. Pro kazdou omezenou mnozinu M C R? a pro kazdé ¢ > 0 existuje koneénd mnozina
K C M tak, ze

(45) zeM = p(z,K)<e.

Dt kaz. Mnozina N := M je kompaktni, takze ze systému {U(z, %a)}xeN, ktery pokryva N,
lze (podle Borelovy véty) vybrat koneény podsystém U (zq, %5), cos U@, %5), ktery mnozinu N také
pokryvé. Zvolime-li pro kazdé k = 1,...,m bod yxr € M N U(z, %5), je ziejmé U(xy, %5) C Ulyg,e),
takze mnozina K := {y1,...,ym} ma zaddanou vlastnost.

Nyni jiz budeme moci dokézat toto tvrzeni:

Véta 10.15. V R? existuji omezené neprazdné disjunktni oblasti Qq, Qa, Q3 tak, Ze
(46) H(Q) = H(2) = H(Qs3).

63) Je-li tedy L r.1.¢., je regularnim kanilem s osou L kazdy kandl s touto osou a dostateéns malou sitkou.
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Dikaz. Oznacme
(47) A:=1(0,v2) x (0,v2),

necht A(0,1), A(0,2), A(0,3) jsou disjunktni uzaviené ¢tverce obsazené v Int A a necht a(0,%) je pro
kazdé i = 1,2, 3 stied nékteré (libovolné, ale pevné zvolené) strany ¢tverce A(0,4). Snadno zjistime, Ze

(48) G :=1Int A — (A(0,1) U A(0,2) U A(0,3)).

je oblast o primeéru 2.

Necht K(1,1) C G je konefnd mnozina, od niz mé kazdy bod oblasti G vzdédlenost < 1 (srov.
s lemmatem 10.6). Podle lemmatu 10.4 existuje r.l.¢. L(1,1) vychézejici z bodu a(0,1) do G, pro niz je
K(1,1) C L(1,1); jeji krajni bod rtizny od a(0, 1) ozna¢me a(1, 1). Podle lemmatu 10.5 existuje reguldrni
kanal uk(1,1) s osou L(1,1) a sifkou 24(1, 1) tak malou, Ze kanal je disjunktni s A(0,2)U A(0, 3). Protoze
prunik tohoto kandlu se étvercem A(0, 1) je souvisly, je podle Janiszewského véty

(49) G(1,1) :=G —uk(1,1)
oblast; mnozina
(50) A(1,1) := A(0,1) Uuk(1,1)

je kompaktni a disjunktni s A(0,2) U A(0, 3).

Necht K(1,2) C G(1,1) je koneénd mnozina, od niz mé kazdy bod oblasti G(1,1) vzdalenost < 1,
necht L(1,2) je r.l.é. vychazejici z bodu a(0,2) do G(1,1) a obsahujici mnozinu K(1,2); jeji krajni bod
rizny od a(0,2) oznacme a(1,2). Necht uk(1,2) je reguldrni kandl s osou L(1,2) a $ifkou 2§(1,2) tak
malou, Ze kandl je disjunktni s A(0,3) U A(1,1). Podle Janiszewského véty je

(51) G(1,2) := G(1,1) — uk(1,2)
oblast; mnozina
(52) A(1,2) := A(0,2) Uuk(1,2)

je kompaktni a disjunktni s A(0,3) U A(1, 2).

Necht K (1,3) C G(1,2) je koneénd mnozina, od niz mé kazdy bod oblasti G(1,2) vzdalenost < 1,
necht L(1,3) je r.1.é. vychézejici z bodu a(0,3) do G(1,2) a obsahujici K(1,3); jeji krajni bod rizny od
a(0, 3) oznafme a(l,3). Necht uk(1,3) je reguldrni kandl s osou L(1,3) a sifkou 24(1, 3) tak malou, ze
kandl je disjunktni s A(1,1) U A(1,2). Podle Janiszewského véty je

(53) G(1,3) := G(1,2) — uk(1,3)
oblast; mnozina
(54) A(1,3) := A(0,3) Uuk(1,3)

je kompaktni a disjunktni s A(1,1) U A(1,2).
Je-li 1 <4 < 3 a oznaéime-li ok(1,4) kanal ok(L(1,1),0(1,4)), jsou

(55) Q(1,4) := Int A(0,4) U ok(1,14)
disjunktni oblasti. Kazdy bod z G(1,3) ma od kazdé z nich vzdalenost < 1.

Misto forméalni indukce provedeme podrobné jesté dalsi krok konstrukce — zejména proto, aby se plné
vysvétlila uzita oznaceni: %4)

64) Obr. 36 ilustruje situaci po tfetim kroku konstrukce. Kazd4 z mnozin A(1,14) se sklada ze ¢tverce a silngji vyznade-
ného kanélu, A(2,) vznikne z A(1,¢) pfidanim kanélu vyznaceného stfedné silnou ¢arou, A(3,¢) vznikne z A(2,¢) pfidanim
kanélu vyznaceného slabou ¢arou. Rozdélime-li velky ¢tverec na 4, 16, 64 shodnych ¢tverct, ma kazdy bod z G(1, 3), G(2, 3),
G(3,3) vzdalenost nejvyse 1, 1/2, 1/4 od mnozin A(1,1), A(2,4), A(3,1), protoze kazda z téchto mnozin ma spolecné body
s kazdym z uvedenych 4, 16, 64 ¢tvercu.
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Necht K (2,1) C G(1,3) je kone¢nd mnozina, od niz mé kazdy bod oblasti G(1, 3) vzdélenost < 271
Necht L(2,1) je r..¢. vychédzejici z bodu a(1,1) do G(1,3) a obsahujici mnozinu K (2,1); jeji krajni
bod rtzny od a(l,1) oznacme a(2,1). Ozna¢me kratce uk(2,1) reguldrni kanal uk(L(2,1),6(2,1)), kde
5(2,1) < 6(1,1) je tak malé, ze kanél je disjunktni s A(1,2) U A(1,3). ProtoZe primnik tohoto kanélu
s A(1,1) je souvisly, je podle Janiszewského véty
(56) G(2,1) = G(1,3) — uk(2,1)
oblast; mnozina

(57) A(2,1) := A(1,1) Uuk(2,1)
kontinuum disjunktni s A(1,2) U A(1, 3).

Obr. 35. K dtkazu véty 10.15

Necht K(2,2) C G(2,1) je kone¢na mnozina, od niz ma kazdy bod oblasti G(2,1) vzdalenost < 271,
necht L(2,2) je r.1.&. vychézejici z bodu a(1,2) do G(2,1) a obsahujici mnozinu K (2,2); jeji krajni bod
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riizny od a(1, 2) oznaéme a(2, 2). Necht uk(2, 2) je regularni kanal s osou L(1, 2) a §ifkou 26(2, 2) < 26(1,2)
tak malou, Ze kanal je disjunktni s A(1,3) U A(2,1). Podle Janiszewského véty je

(58) G(2,2) = G(2,1) — uk(2,2)
oblast; mnozina

(59) A(2,2) := A(1,2) Uuk(2,2)
kontinuum disjunktni s A(1,3) U A(2,1).

Necht K (2,3) C G(2,2) je kone¢nd mnozina, od niz ma kazdy bod oblasti G(2,2) vzdalenost < 271
necht L(2,3) je r.l.¢. vychézejici z bodu a(2, 3) do G(2,2) a obsahujici K(2,3); jeji krajni bod rizny od
a(2,3) ozna¢me a(3,3). Necht uk(2,3) je reguldrni kandl s osou L(2,3) a sifkou 26(2,3) < 26(1, 3) tak
malou, ze kandl je disjunktni s A(2,1) U A(2,2). Podle Janiszewského véty je
(60) G(2,3) == G(2,2) — uk(2,3)
oblast; mnozina
(61) A(2,3) := A(1,3) Uuk(2,3)

kontinuum disjunktni s A(2,1) U A(2,2).
Je-li 1 <4 < 3 a oznaéime-li 0k(2,4) kanal ok(L(2,1),0(2,1)), jsou

(62) 0(2,7) :=Int A(0,7) U ok(1,7) U 0k(2,1)

disjunktni oblasti. Kazdy bod z G(2,3) m4 od kazdé z nich vzdalenost < 271,
Postupujeme-li takto dale, dostaneme pro kazdé n € N a kazdé i = 1,2, 3 disjunktni oblasti Q(n, )
a oblasti G(n, 1), pro né&z plati: Posloupnosti {Q(n,4)}52, jsou (pro i = 1,2, 3) rostouci, posloupnost

(63) GoG1,1)>C(1,2) D G(1,3)D... 0 Gn,1) > Gn,2) > Gn,3) > ...

klesajici, pficemz kazdy bod z G(n,3) mé od kazdé z oblasti Q(n, i) vzdalenost < 2~(»~1). Polozme

(64) Q; = Q(n,i) pro i =1,2,3

(@

n=1

a bud T prinik uzavérd mnozin (63). Pak je I' kontinuum, jehoz kazdy bod mé od kazdé z oblasti ;
vzdalenost 0, pficemz I' N ©; = (). Kontinuum T je tedy spoleénou hranici vsech t¥ oblasti €;.

93



	TITUL
	KONT1
	KONT2
	KONT3
	KONT4
	KONT5

