9. Raciondlni a regularni krivky

Uvedme nejdiive bez ditkazu 3®) toto tvrzeni:

Lemma 9.1. Je-li P = |J,_, P, kde kazda z mnozin vpravo je uzaviend (v P), pficemz pro kazdé
n € N je dim P, = 0, plati implikace

(1) pe Py, dim, Py =0 = dim, P = 0.

Dusledek 1. Je-li P = J, , P,, kde kazdé z mnozin vpravo mé dimenzi 0 a je typu F, (v P), ma
i P dimenzi 0.

Dusledek 2. Je-li P = AU B, kde dim A = dim B = 0 a kde obé mnoziny jsou zarover typu F,
a Gs, jeidim P =0.

Dusledek 3. Je-lip € P a dim(P — p) = 0, je i dim P = 0.

Véta 9.1. K tomu, aby prostor P se spoCetnou bazi byl racionalni, je nutné a staci, aby existovala
spocetnd mnozina A C P tak, ze dim (P — A) < 0.

Dukaz. 1. Jeli P racionalni prostor se spocetnou bazi, existuje v ném béze slozena z mnozin U,
jejichz hranice jsou spodetné. Polozime-li A = J 7, H(U,), snadno nahlédneme, Ze dim (P — A) < 0.

2. Je-li P = AU B, kde A je spoCetna mnozina a B = P — A méa dimenzi 0, je pro kazdé p ¢ P také
(podle dusledku 3 lemmatu 9.1) dim,(pU B) = 0. Existuji tedy libovolné mala okoli U (p), jejichz hranice
neprotind B a je tedy ¢asti spo¢etné mnozZiny A.

Priklad 9.1. Typickou racionalni kiivkou je uzévér P grafu funkce sin(1/z), = € (0,1). Je-li A; libo-
volnd spoéetnd mnozina husta v use¢ce ((0,—1); (0,1)), Az libovolna spocetnd mnozina hustd v mnoziné
{(z,y); € (0,1), y =sin(1,2) } a znamend-li @, (p) otevieny ¢tverec o stfedu v bodé p € A := A; U Az
a délce strany 1/n, n € N, je hranice v P kazdého z téchto ¢tvercli spocetnd mnozina. Sjednoceni S vSech
hranic je také spocetné, mnozina P — S méa dimenzi 0.

Véta 9.2. Je-li P = |J,2, P, kde P, jsou uzavfené raciondlni mnoziny, je i prostor P raciondlni.
Specialné: Kontinuum, které je sjednocenim spoc¢etné mnoha racionalnich kiivek, je racionalni kiivka.

Ddakaz. Polozme Cy := P, a C,, := P, — U;:llPl- pro kazdé n > 1. Pak jsou mnoziny C,
disjunktni, racionalni a typu Fy, pficemz P = |~ ; Cp.

Podle véty 9.1 existuji spocetné mnoziny A,, a mnoziny B,, dimenze < 0 tak, ze C,, = A, U B,, (pro
kazdé n € N). Polozme A :=J,- ; A, B:=J,-; B,; mnozina A je pak spo¢etna. Protoze B, = BNC,,
kde C,, je typu F, v P, je B, typu F, v B. Podle dtisledku 1 lemmatu 9.1 je dim B < 0. Odtud podle
véty 9.1 plyne, Ze prostor P = AU B je racionalni.

Poznamka 9.1. Pro reqularni kiivky tvrzeni analogické vété 9.2 neplati, a to ani kdyz jde o sjednoceni
dvou krivek.

Priklad 9.2. Jsou-li P, P» kifivky z piikladu 4.6, je ord, P, < 3 pro kazdé p € P;, ¢ = 1,2, ale
ord, P = R pro kazdy bod p € ((0,0); (1, 0)), protoze hranice kazdého dost malého okoli kazdého takového
bodu protind nekone¢né mnoho tsedek ((0,1/2"); (1,1/2™)). O

Dopliime tento ptiklad obecnym tvrzenim:

Véta 9.3. 1. Je-Ii K kontinuum konvergence prostoru P, je ord, P >x pro kazdé p € K.

2. V zadném regularnim prostoru neexistuje zadné kontinuum konvergence.

3. Kazdé regularni kontinuum je dédicné lokalné souvislé.

Ddakaz. 1. Jeli K kontinuum konvergence prostoru P, existuji disjunktni kontinua K, tak,
7¢ K = Lim K,,, pfidemZ navic je K, N K = () pro kazdé n € N. Necht p ¢ K; protoze K je vlastni
kontinuum, existuje U(p) tak, ze K — U(p) # 0. Protoze skoro vSechna kontinua K,, maji pak spoletné
body jak s U(p), tak i s K — U(p), maji spole¢né body i s H(U(p)). Protoze K,, jsou disjunktni, obsahuje
H(U(p)) nekone¢né mnoho bod.

Tvrzeni 2 véty 9.3 je totozné s tvrzenim 1.

36) Dikaz lze najit napf¥. v [1], str. 171 — 173.
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3. Podle véty 4.9 je kontinuum dédi¢né lokdlné souvislé, pravé kdyz neobsahuje zadné kontinuum
konvergence; podle tvrzeni 2 tuto vlastnost ma kazdé regularni kontinuum.

Poznamka 9.2. Dédicné lokdlné souvislé kontinuum nemust byt requldarni, ale — jaok ukdzal Whyburn
- je raciondlni. 37)

Priklad 9.3. Iregularni dédi¢né lokalné souvislé kontinuum sestrojime napit. takto:

Ozna¢me S usecku (0,1) x 0 na ose x. Pro kazdé n € N definujme A,, jako sjednocenim pilkruznic

2% — 12 1
2) (:17— - )+y2:4—n,y20,1§k§2”’1

a pro kazdé m > 0 bud B,, sjednocenim ptilkruznic

( 2k —1

2 1
— - y<0,1<k<3m.
v 2-3m) MR TR R

3)

Kazdé A,, a kazdé B,, je pak kontinuum a totéz plati i pro sjednoceni

(4) K:=SU|JA,U ] Bm.
n=1 m=0
Na obr. 24 jsou kromé tsecky S nakreslena kontinua A;, ..., A7 a kontinua By, ..., By.

Obr. 24. Schéma kontinua z prikladu 9.3

Snadno nahlédneme, ze hranice kazdého okoli kazdého bodu (z,0) € S, kde z je dyadicky (resp.
triadicky) racionalni, protind nekoneéné mnoho kontinui B,, (resp. A,); neni-li z € (0,1) ani dyadicky,

37) Viz Whyburn, [5], kap. V.
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ani triadicky racionalni, protind hranice kazdého okoli bodu nekone¢né mnoho kontinui A,, a nekonecné
mnoho kontinui B,,. Kazdy bod (z,0) € S ma tedy fad rozvétveni rovny ». O

Neni ndhoda, Ze reguldrni body p krivek Pi, Po z prikladu 4.6, které nejsou requldrnimi body jejich
sjednocent Py U Py, lezi v priniku Py N Py :

Véta 9.4. Jsou-li K1, Ky reguldrni kiivky, je-li p € K1 U Ky a ord, (K7 U K3) =x, jep € K1 N K.
Je-li K1 N K5 neprazdna totalné nesouvisla mnozina, je K1 U Ky regularni kiivka.

Dukaz. 1. Jelipec Ky — Ky (resp. p € Ko — K3), jsou vechna dost mala okoli bodu p disjunktni
s Ko (resp. s K1). Z toho ihned plyne, ze ord, (K71 U K3) se rovnd ord, Ky (resp. ord, K1), coZ je podle
pfedpokladu < w.

2. Je-li p € K1 UKy a ord,(K71 U K2) =r, existuje podle 2. ¢asti véty 8.3 vlastni kontinuum C
obsahujici bod p a slozené vyhradné z ireguldrnich bodt. Podle toho, co jsme dokazali v 1. ¢asti tohoto
dikazu, je C' C K1 N Ks, takze mnozina K; N K9 neni totalné nesouvisla.

Véta 9.5. Je-Ii C' kontinuum kondenzace kontinua K, je mnozina
(5) R:={zcC;ord, K >2}

vSech bodi rozvétveni kontinua K lezicich v C husta v C.

Dtk az. Necht C je kontinuum kondenzace kontinua K. Protoze podle Janiszewského véty 4.1
existuje pro kazdy bod x € C a kazdé jeho okoli U(z) rizné od C vlastni kontinuum C' C C NU(x)
a protoze kazdé takové kontinuum C’ je spolu s C ¥idké v K, staci ukdzat, Ze C' obsahuje aspori jeden
bod rozvétveni kontinua K.

Zvolme v C néjaké dva body p # ¢; protoze podle véty 6.2 existuje kontinuum C” C C ireducibilni
mezi p, ¢ a i toto kontinuum je ridké v K, lze predpoklddat, Ze C je ireducibilni mezi body p, q.

Logicky jsou mozné tyto dva ptipady:

a) Néktery bod x € C je obsazen v néjakém kontinuu konvergence prostoru K ; podle 1. tvrzeni véty
9.3 je pak ord, K >~ a jsme hotovi.

b) Zadny bod x € C nelez na z4dném kontinuu konvergence prostoru K, tedy ani na Zadném
kontinuu konvergence kontinua C'. Jinymi slovy: Ireducibilni kontinuum C' neobsahuje zddné kontinuum
konvergence; podle véty 6.9 je to tedy oblouk, pfi¢emz p, ¢ jsou zfejmé jeho krajni body.

Zvolme libovolné bod = € C — {p, q}. Jsou opét dvé moZnosti: ba) ord, K > 2 a jsme hotovi, nebo
bb) ord, K = 2. V tomto druhém piipadé existuje okoli U bodu x tak, ze U neobsahuje zadny z bodu
p, q a ze H(U) je dvoubodova mnoZina, jejiz body oznacime a, b. ProtoZe oblouky py, qy obsazené v C
maji spole¢né body jak s U, tak s K — U, protina kazdy z nich i H(U); je tedy H(U) = {a,b} C C.

Protoze kontinuum C' je 1idké v K, neni U C C, takze existuje bod y € U — C. Oznacime-li
D :=komp (U — C), protina D (podle Janiszewského véty 4.1) mnozinu H(U — C). Protoze

HU-C)=U—-C—-(U-C)c(U-U)uC=HU)UC=C,

protind mnozina D oblouk C. Zvolme v mnoziné D N C bod z; pro kazdé dostateéné malé okoli V' bodu
2z je mnozina V disjunktni s mnozinou {p, ¢, y}. ProtoZe kazd4 ze souvislych mnozin pz C C, qz C C, D
obsahuje jak body z V, tak i body z K — V, je priinik kazdé z nich s H(V') neprazdny. Priniky jsou po
fadé casti disjunktnich mnozin pz — 2 C C, gz — 2 C C, D C U — C, a jsou tedy nejen neprazdné, ale i
disjunktni. Z toho ihned plyne, ze ord , K > 3.

Véta 9.6. Je-li K kontinuum, jsou ekvivalentni tyto dvé podminky:
I. K neobsahuje zadné kontinuum kondenzace.
1. Uzdvér R mnoziny R vSech bodii rozvétveni kontinua K je bud préazdny, nebo méa dimenzi 0.

D @ k a z implikace I = II. Neobsahuje-li K Zddné kontinuum kondenzace, neobsahuje zadné
kontinuum konvergence, a podle véty 4.9 je dédi¢né lokalné souvislé. Kdyby neplatilo tvrzeni II, platila
by nerovnost dim R > 0; podle véty 8.4 by kompaktni mnozina R nebyla totalné€ nesouvisla a obsahovala
by tedy jakési vlastni kontinuum S, o némz lze (podle véty 6.2) pfedpokladat, Ze je ireducibilni. Podle
véty 6.5 je pak S oblouk .
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Je-li z € S aje-li U(x) libovolné jeho okoli, jsou logicky mozné tyto dva piipady: a) U(z) — S # 0,
b) U(z) C S. Kdyby v8ak nastala situace b), bylo by ord, R = ord, S < 2 pro kazdé y € U(x), takze
U(z) by neobsahovalo zddné body rozvétveni, coz je ve sporu s podminkou x € R.

Tim jsme dokazali, ze pro kazdé = ¢ S a pro kazdé jeho okoli U(z) je U(z) — S # 0; kontinuum S
je tedy 1idké v K, tj. je kontinuem kondenzace kontinua K — spor.

D i k a z implikace non(I) = non(II). Obsahuje-li K né&jaké kontinuum kondenzace C, je C C R
podle véty 9.5, takze dim R > dim C > 1. 0O
K dtikazu nasledujici véty budeme potfebovat toto uzitecné tvrzeni:

Lemma 9.2. Je-Ii P dédi¢né lokalné souvislé kontinuum a lezi-li body a # b v néjaké oblasti G C P,
existuje oblouk ab C G.

Dikaz. Prokazdé x € G existuje e, > 0 tak, ze uzavér v P okoli U(x,e,) je ¢asti G; oznacime-li
(6) O(z) :=komp, U(z,e,),

jsou Q(z) oblasti, jejichz uzévéry v P jsou kontinua obsazend v G. Protoze oblasti Q(z) pokryvaji G,
existuje podle lemmatu 5.4 (dokonce ireducibilni) fetéz

(7) Qx1),...,xs)

tak, ze a € Q(x1), b € Q(zs). Mnozina

(8) H = | Q(x)
k=1

je pak kontinuum obsazené v G a obsahujici body a, b; Protoze P je dédi¢né lokalné souvislé, je H lokalné
souvislé. Podle véty 5.5 lze proto body a, b spojit obloukem v H C G.

Véta 9.7. 1. Existuji-li v kontinuu P dva body a # b tak, ze ord, P = ordy, P =1 a ze ord, P = 2
pro vSechny ostatni body x € P, je P oblouk ab.

2. Plati-li pro vSechny body x neprazdného kontinua P rovnost ord, P = 2, je P topologicka kruznice.

D ik az. Poznamenejme piedevsim, Ze kontinuum spliiujici pfedpoklady bud prvniho, nebo druhého
tvrzen{ véty je dédicné lokalné souvislé (napf. podle 3. asti véty 9.3).

Ad 1. Podle véty 6.5 staci dokézat, ze P je ireducibilni mezi body a,b. Kdyby to nebyla pravda,
existovalo by (podle véty 6.2) kontinuum K ¢ P ireducibilni mezi body a,b, tedy oblouk ab. Je-li
¢ € P — K, existuje (podle véty 5.5) oblouk L = ac C P. Orientujme tento oblouk od bodu a k bodu ¢
a necht d je posledni bod oblouku L lezici v K. Kdyby bylo d = a, vychazely by z bodu a dva oblouky
K a L, jejichz jedinym spole¢nym bodem je a, a bylo by tedy ord, P > 2 — spor.

Je tedy d # a. Kdyby bylo d = b, vychézely by z bodu b dva oblouky bc a K s jedinym spoleénym
bodem b, a by bylo ord, P > 2 — spor.

Zbyva tedy pfipad a # d # b, kdy vSak z bodu d vychazeji t¥i oblouky s jedinym spoleénym bodem
d, a to oblouky da, db, dc; platila by proto nerovnost ordy P > 3 — spor.

Kazdéa poloha bodu d € K vede tedy ke sporu; ireducibilita kontinua P je tim dokazana.

Ad 2. Piedpokladejme, Ze jsou splnény predpoklady druhé ¢asti véty, a budte ¢, d dva rtzné body
z P; podle Moorovy véty 4.5 sta¢l dokédzat, ze mnozina P* := P — (¢ U d) je nesouvisl4.

Piedpokladejme opak (takze P* je oblast); podle véty 5.5 existuje oblouk C' = ed C P. Protoze
rovnost C' = P by vedla k rovnosti ord. P =1, je C # P. Zvolme a ¢ C' — (cUd) a b ¢ P — C. Protoze
P* je oblast dédicné lokalné souvislého kontinua, existuje podle lemmatu 9.4 oblouk D = ab C P*.
Orientujme D od bodu a k bodu b a necht z je posledni bod z D lezici v C. Je pak z # b (protoze b ¢ C)
a c# z # d (protoZe z € D C P*). ProtoZe oblouky zb C D, z¢c C C, zd C C maji jediny spoleény bod z,
jeord, P > 3 — spor.

Tim je véta 9.7 dokazana.
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