8. Rozvétvovani kontinui

Je-li P kontinuum dimenze 1, existuji ke kazdému bodu p € P libovolné mald okoli U(p), kterd maji
hranici dimenze 0, tedy totalné nesouvislou (srov. s vétou 7.4). Mnozina H (U(p)) je kompaktni, a je tedy
bud kone¢néa, nebo nekoneénd spocetnd, nebo ma mohutnost kontinua. Body p € P lze proto klasifikovat
podle toho, kolik bodi obsahuji mnoziny H (U (p)). Pfislusné definice vyslovime nejen pro kontinua, ale
obecnéji pro separabilni metrické prostory. Mohutnost mnoZiny M oznacime card M ; » resp. ¢ bude
mohutnost nekonec¢nych spocetnych mnozin resp. mohutnost kontinua.

Umluva. K mnoziné vSech celych nezapornych c¢isel a pravé uvedenych dvou mohutnosti piidame
jesté ordinalni ¢islo w a vzniklou mnozinu

(1) C:={neZ;n>0}U{w,x c}

usporadame takto: v oboru celych ¢isel ponechdme obvyklé usporadani, za nimi bude néasledovat w, pak
R, a nakonec ¢.

Definice 8.1.. Necht P je separabilni metricky prostor a necht p € P.

1. Je-li n celé nezaporné ¢islo, budeme psat ord, P < n, existuji-li libovolné malé okoli U(p) tak, ze
card H(U(p)) <n. Je-li ord, P < n, ale neni ord, P < n — 1, budeme psét ord, P = n.

2. Budeme psat ord, P < w, existuji-li libovolné mala okoli U (p), jejichz hranice obsahuje jen koneény
pocet bod; je-li ord, P < w, ale neni ord, P = n pro z4dné celé ¢islo n > 0, budeme pséit ord, P = w.

3. Existuji-li libovolné malé okoli U(p) tak, Ze card H(U(p)) =x, budeme psat ord, P <x. Je-li
ord, P <, ale neni ord, P < w, budeme psat ord, P =x.

4. Neni-li ord, P <, budeme psat ord, P = c.

5. Je-lim € € a ord, P < m pro kazdé p € P, budeme psat ord P < m; je-li ord P < m a neni-li
ord P < m/ pro z4dné m’ € €, m’ < m, budeme psat ord P = m.

6. Cislo ord, P (resp. ord P) se nazjvé ¥ad rozv&tveni prostoru P v bod& p (resp. ¥ad rozvétveni
prostoru P).

Poznamka 8.1. Pojem fadu rozvétveni je topologicky. Je-li P kompaktni prostor, je ord, P nékteré
z ¢isel z €. Rovnost ord, P = 0 je ekvivalentni s rovnosti dim, P = 0, tedy s podminkou, Ze existuji
libovolné mal4 okoli U(p) s prazdnou hranici.

Poznamka 8.2. Rovnost ord, P = w znamend, Ze existuji okoli U, (p), jejichz primér je mensi nez
1/n a jejichz hranice obsahuji jen koneény poétu s,, bodfi, pficemz mnozina {s,; n € N} neni omezen4. )

Tento fad rozvétveni mé napf. pocatek v kontinuu, které je sjednocenim tsecek spojujicich poca-
tek s body (cos(1/n)/n,sin(1/n)/n), n € N, jejichz vzdalenost od pocatku konverguje k nule. (Srov.
s kontinuem na obr. 15 vlevo.)

Definice 8.2. Body p € P, v nichz je

=1 krajni body
=2 obycejné body
> 2 | body rozvétveni
(2) ord, P <w(’ se nazgyvaji regulémi body prostoru P.
<r racionalni body
>R iracionalni body

Prostor, ktery ma jen reguldrni (resp. raciondlni) body, se nazyva regularni (resp. racionalni). V opad-
ném piipadé se nazyva iregularni (resp. iracionalni). %)

Priklady 8.1. 1. Oblouk ab mé dva krajni body a, b, ostatni body jsou obycejné.

28)
29)

Velmi zhruba Feceno: Jak okoli Uy (p) zmensujeme, poéet bodi mnoziny H(Uy(p)) roste nade vSechny meze.
Vsechny tyto pojmy jsou topologické. V topologické literatufe se zpravidla nefika ,krajni bod“, ale ,koncovy bod“;
nazev ,krajni bod“ je vSak v souladu s terminologii uzivanou pro intervaly a obecnéji pro usporddané mnoziny, u nichz
musime rozliSovat mezi poc¢atecnim a koncovym bodem.
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2. Kruznice mé jen obycejné body.

3. Pro kontinuum P, které je sjednocenim (kone¢ného pocétu) n tsecek axby majicich spoleény jen
krajni bod a; = ...,a,, mé tento bod fad rozvétveni rovny n; body b, jsou krajni body kontinua P,
ostatni jeho body jsou obycejné.

4. Jak jsme jiz fekli, pro kontinuum P, které je sjednocenim (nekoneéné mnoha) tsecek a,b,, n € N,
které maji spole¢ny jen krajni bod a = a; = as = ... a jejichz topologicka limita je jednobodova (takze
jejich praméry konverguji k nule), je a bodem rozvétveni fadu w; body b, jsou krajni, ostatni body
kontinua P jsou obycejné.

5. Sjednoceni posloupnosti tise¢ek L,, s krajnimi body (0,0) a (1,1/n) s tise¢kou L s krajnimi body
(0,0) a (1,0) je kontinuum, které ma v kazdém bodé = € L ¥ad rozvétveni r. (Srov. s obr. 15 vpravo.)

11

6. Je-li P sjednoceni tisecek spojujicich bod (3, 3

pro kazdé p € P. (Srov. s obr.11.)
7. Je-li P uzavér grafu funkce sin(1/z), kde = # 0, je ord, P =x pro kazdé p € ((0,—1); (0,1));
ostatni body jsou oby¢ejné. 30)

) se vSemi body Cantorova diskontinua, je ord, P = ¢

8. Je-li P; kontinuum z ptikladu 4.6, je jisté ziejmé, ze fad rozvétveni kazdého bodu p € P; leziciho
v oteviené horni poloroviné je jedno z ¢isel 1, 2, 3. Bod p = (p1,0) € P1 ma Fad rozvétveni 3, je-li p;
dyadicky raciondlni ¢islo z intervalu (0,1); pro ostatni body na ose x je ord, P = 2. V kontinuum P,
z téhoz prikladu pribudou jesté body s fadem rozvétveni 4. Body kontinua P = P; U P, lezici na ose x
maji fad rozvétveni x.

9. Trojahelnikové kontinuum Sierpinského je definovano takto: Necht T je uzavieny rovnostranny
trojuhelnik s vrcholy a, b, c. Rozdélme jej spojnicemi stiedl stran na ¢tyfi trojihelniky a vnitfek toho
z nich, ktery neobsahuje zadny vrchol trojihelniku 7', odstraiime; zbudou tfi uzaviené trojihelniky
T(i1), 0 < i1 < 2. Rozdélme kazdy trojahelnik 7'(i;) spojnicemi stfed stran na ¢tyfi trojihelniky
a vnitfek toho z nich, ktery neobsahuje zadny vrchol trojahelniku 7'(i1), odstratime; pro kazdé i; zbudou
tfi trojihelniky T'(i1,i2), 0 < iz < 2. Pokracujeme-li takto do nekonec¢na, ziskdme v n-tém kroku 3™
uzavienych (rovnostrannych) trojahelnika T'(i1, . . ., ,), kde (i1, ..., i,) € {0,1,2}"; oznacime-1i T jejich
sjednoceni, je {T™}%°_; klesajici posloupnost kontinui. Jejich prinik

oo

(3) P=1"=) U T(iv, ... in)

n=1 (iy,....in) €{0,1,2}"

je Sierpiriského trojihelnikové kontinuum (jinak téz Sierpiniského trojiahelnikova kfivka). Je ziejmé, ze
je to kontinuum fidké v roving, tedy Cantorova krivka.

Ve vrcholech trojihelniku 7" méa P tad rozvétveni 2, ve vrcholech kazdého z vynechanych trojuhelnikt
rad 4, v ostatnich bodech rad 3.

Poznamenejme, ze kazdé posloupnosti {i,}, kde 0 < i,, < 2, odpovidé pravé jeden bod Sierpiniského
kiivky; je to jediny bod priniku

(4) () T(ir,- .. yin).

Analogicky jako ma Cantorovo diskontinuum body 1. a 2. druhu, obsahuje Sierpinského kfivka
nejen hranice vSech trojuhelnikt T'(iq,..., i), ale nespocetné mnoho dalgich boda. Hranice trojihel-
nikd T'(i1,. . .,4y) jsou (spolu s H(T)) nakresleny na obr.19 pron =1,...,5.

Sierpinského kiivku P obsazenou v roviné xy mizeme vhodnym homeomorfnim zobrazenim piemistit
na sféru tak, aby obrazy A, B, C lezely na rovniku a obrazy ostatnich bodid v oteviené horni polosfére.
Znamené-li P* obraz kontinua P pii takovéto transformaci a je-1i P** mnozZina symetrickd s P* vzhledem
k rovnikové rovingé, ma kontinuum P* U P** v bodech A, B, C tad 4. KaZdy bod tohoto kontinua mad tedy
fdd rozvétveni 3 nebo 4 ; nelezi v ném Zddné obycejné body (a samoziejmé ani Zddné krajni body).

Cvi€eni. Najdéte spojité zobrazeni f intervalu (0,1) na Sierpiniského trojithelnikovou k¥ivku. (Tim
bude zaroven dokézano, Ze toto kontinuum je lokalné souvislé).

30) P v tomto ptipadé neni kontinuum, protoze jde o neomezenou mnozinu.
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Obr. 19. Vytvareni Sierpinského trojihelnikové kiivky

N 4 v o d : Umluvme se, Ze oznaleni trojuhelniktt 7'(i) je zvoleno tak, ze T(0) lezi v T vlevo
dole, T'(1) nahote, T'(2) vpravo dole. Podobné postupujme pro obecné n: Hodnotdm i1 = 0,1, 2 necht
v trojahelniku T'(iy,...,i,) odpovidd po fadé trojuhelnik T'(iy,...,in,in+1) lezici vlevo dole, nahote,
vpravo dole.

Retéz T(0),T(1),T(2) mé tu vlastnost, ze jeho prvni ¢len T/(0) obsahuje bod (0,0), posledni &len
T(2) bod (1,0). Podobnou vlastnost ma i fetéz

7(0,0), 7(0,2), T(0,1), T(1,0), T(1,1), T(1,2), T(3,1), T(3,0), T'(3,2)
a Ctendr jisté najde algoritmus, jak podobny fetéz sestavit z trojihelnika T'(iq,...,i,) pro obecné n.

Rozdélme interval (0,1) na t¥i stejné dlouhé intervaly 1(0) = (0,3), I(1) = (3,%), I(2) = (3,1).
Jsou-li jiz sestrojeny intervaly I(i1,...,in, kde (i1,...,i,) € {0,1,2}", rozdélme kazdy z nich na t¥i
stejné dlouhé uzaviené intervaly I(i1,...,in,in+1), @ to tak, Ze ¢islu i,+1 = 0, 1,2 odpovida po fadé levy,
prostfedni a pravy interval.

Pro kazdou posloupnost {i,,}22 , kde i,, € {0, 1,2} pro kazdé n, je prinik

(5) () I(i1, ... in)

=1

3

~—

jednobodovy; pfislusny bod oznac¢me x({i,}) a definujme f(z({i,})) jako jediny bod prianiku

(6) T(iv,. .. in).

i38
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Snadno se nahlédne, Ze definice je korektni, takZe definuje jisté zobrazeni f : (0,1) =, P; ani dikaz
spojitosti této funkce neni obtizny.

Cviceni. Pro kazdy bod p € P rizny od vrcholu a, b, ¢ trojahelnika 7" najdéte oblouky ap, bp a cp
obsazené v P, jejichz jedinym spoleénym bodem je p.

Obr. 20. Vytvafeni Sierpinského koberce

10. Univerzalni Sierpinského kfivka (nebo téz Sierpiriského koberec) se zkonstruuje takto: Jednot-
kovy Gtverec @ := (0,1) x (0,1) rozdélime tse¢kami rovnobé&znymi s jeho stranami na devét shodnych
¢tverci a vnitfek prostfedniho ¢tverce vynechdme; tim ziskdme 8 shodnych étverct Q(i1), 0 < iy < 7.
Analogickou operaci provedenou s kazdym ¢tvercem Q (i) ziskdme 82 ¢tvercit Q(iy,i2) C Q(i1), 0 < ip <
7, atd. do nekone¢na. Oznacime-li

(7) Q" = U Q(iv, iz, ... in)

(i1 sevnyin) €40, T}
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pro kazdé n € N, je univerzalni kfivka definovana jako prunik vsech Q™:
[o ]

(8) Q> :=()Q"
n=1

(Viz obr. 20, kde je nakreslen prinik Q' N... N Q%).

Je ziejmé, Ze je to kontinuum fidké v roviné, tedy Cantorova kiivka; plati pritom dvé dulezita tvrzeni,
z nichz dokazeme pouze druhé:

1. Kazdou Cantorovu kiivku lze homeomorfné zobrazit do Q>.3%)

2. Ré4d rozvétveni mnoziny Q> je roven ¢ v kazdém bodé p € Q>.3?)

D i k a z . Pro struénost pisme P := Q> a P pak povazujme za samostatny prostor.33) Kdyby
existoval bod p € P tak, Ze ord, < ¢, mél by libovolné mald okoli U(p) se spocetnou hranici. Protoze
hranice je uzaviena mnozina, kterd roztind P mezi vnitikem a vnéjskem pfislusné mnoziny, staci ukazat,
ze pro kazdou uzavienou spocetnou mnozinu A C P je mnozina P — A souvisla. Pfedpokladejme, ze

(9) P—-—A=G;UG>, kde G1,G5 jsou disjunktni oteviené mnoziny;
mame dokazat, ze jedna z mnozin G; je prazdna.
Oznacéme
(10) B(z) = {(z,9); y € (0, 1)}, Cly) :={(z,9); 2€(0,1)}
a bud
(11) X:={re(0,1); Bx)cP-A}, Y:={ye(0,1); Cly)c P— A}.

Zvolme na okamzik pevné néjaky bod zg € X. Pak je B(z9) N A = (), a protoze B(xg) je souvisld
¢ast mnoziny P — A, lezi cela bud v G, nebo v G5. Pfedpokladejme, Ze oznaceni bylo zvoleno tak, Ze
B(zo) C G;i. Kazdé tsecka C(y), kde y € Y, lezi také bud v G1, nebo v Ga; protoze protind usecku
B(z), a tedy i mnozinu G, je C(y) C G pro vSechna y € Y. Kazda tsecka B(z), x € X, protina kazdou
usecku C(y), y € Y, a lezi tedy z podobnych divodi také v G;. Tim je dokdzéno, Ze

(12) Z:=|J B@)u ] Cl caé.

rzeX yeY

Protoze mnozina A je spocetnd, je mnozina Z hustd v P, takze P = 7 C G1 C P — Gsy. Mnozina Ga je
tedy prazdna.

Cviceni. Podobné jako v pfipadé Sierpinského trojuhelnikové kiivky zkonstruujte spojité zobrazeni
intervalu (0,1) na Sierpiriského univerzalni kiivku. O

11. Je-Ii P nerozlozitelné kontinuum, je ord, P = ¢ pro kazdé p € P.

D dkaz. Jeli U(p) okoli, pro néz je P — U(p) # (), protind kazd4 kompozanta K prostoru p jak
U(p), tak i P—U(p), nebot je (podle véty 6.8) husta v P. V diisledku toho je i KN H(U(p)) # 0. Protoze
v P existuje nespocetné mnoho disjunktnich kompozant (viz vétu 6.11), je mnozina H (U (p)) nespocetna,
a ma tedy mohutnost c.

12. Necht P je kontinuum sloZené z intervalu (0, 1) osy x a ptilkruznic

2m—1\2 , 1
kden e Nal <m <2"! Pak je ord, P = w, je-li p = (r,0), kde 7 € (0,1) je dyadicky racionélni,
a ord, P = 2 pro ostatni body p € P. (Viz obr. 21.)
31) Proto se této Sierpiriského kiivce ¥ikd univerzdini. Konstrukci univerzalni kiivky spolu s dikazem uvedeného
tvrzeni uverejnil Sierpinski v élanku v Comptes Rendus, Paris, 162 (1916), str. 629.
32) Viz Uryson: O Kantorovych mnogoobrazijach, ¢ast II, kap.I, §4, piiklad 11.
33) To znamena, Ze slovy okoli, hranice atd. rozumime okoli, hranice atd. v P.
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Obr. 21. Vytvéieni kiivky z ptiklada 8.1, ¢ast 12

13. Kontinuum P necht se skldda z tsecky Vp := ((0,0); (1,0)) na ose x, ze svislych usecek S(n, k)
a z vodorovnych usecek V(n, k), kde

1 st (AL L) (Bt ). v = () (1)

akden >0,0 <k < 2" (Viz obr. 22.) Funkce ord, P nabyva téchto hodnot:

2, je-li bud p = (0,0), nebo p = (1,0),

4, je-li p=(z,0), kde x € (0,1) je dyadicky raciondlni éislo,
(15) ord, P =4 3, je-li p=(x,0), kde x € (0,1) neni dyadicky racionélni ¢islo;

3, je-li p prisecik S(n,j) s V(n, k),

2 v ostatnich bodech mnoziny P — Vj.

14. Kazdé racionalni vlastni kontinuum je kiivka, protoze kazda neprazdna spocetnd mnozina ma
dimenzi 0.
* ok %

Definice 8.3. Je-li & = {G,}aca néjaky nepréazdny systém otevienych mnozin prostoru P budeme
tikat, ze p € P je G-regularni bod, existuji-li libovolné mala okoli G, € & bodu p. V opacném piipadé
se bod p nazyva G-iregularni.

Priklady 8.2 1. Je-li G systém vSech obojetnych podmnozin prostoru P, jsou &-regularnimi body
pravé vSechny body p € P, v nichz je dim, P = 0.

2. Je-li G systém vSech otevienych podmnozin prostoru P, které maji konec¢nou hranici, jsou
G-reguldrni pravé vsechny body p € P, v nichz je ord, P < w, neboli pravé vsechny body, v nichz
je P regularni podle definice 8.2.

Véta 8.1. Mnozina vSech &-regularnich bodi je typu G, mnozina vSech & -iregularnich bodii typu
F.

D ik az. Jeli M mnozina vSech G-reguldrnich bodt, existuji pro kazdé ¢ M mnoziny G, (),
n € N, tak, ze

1
(16) x € Gp(x) €6, diam G, (z) < — pro kazdé n € N.
n
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Obr. 22. Vytvaieni kiivky z ptikladu 8.1, ¢ast 13

Snadno nahlédneme, ze

M = ﬂ U Gn(z);

n=1xzeM

vpravo je pfitom mnozina typu Gs. Mnozina P — M vSech G-iregularnich bodu je proto typu F,.

Véta 8.2. Necht P je kompaktni prostor a systém & otevienych mnozin G C P necht mé tyto
vlastnosti:

A. Je-li G € 6 a je-li G; oteviend mnoZina, pro niz je H(G1) C H(G), jei G € 6.

B. Je-li Gl 66, G2 (S 6,je1'G1 UG2 c 6.

Potom je kazdy &-ireguldrni bod p € P obsazen ve vlastnim kontinuu K, které obsahuje pouze
G-iregularni body.

Diakaz. Jeli pe P, oznacme
(17) Kp:{xeP;xeGeGépea}

a dokazme tato tvrzeni:

1. K, =p = p je G-regularni bod.

2.p#qe K, = ¢ je G-iregularni bod.

3. K, je uzaviend mnozina.

4. K, je souvisla mnozina.

Z nich ihned plyne tvrzeni véty, protoze K, je (pro kazdy bod p € P) mnozina obsahujici bod p;
podle tvrzeni 3 a 4 je to kontinuum, které je pro kazdy G-iregularni bod vlastni podle tvrzeni 1.

Ad 1. Necht K}, = p a necht U je libovolné okoli bodu p. Protoze K, = p, nelezi zadny bod =z € H(U)

v K, a lze mu proto pfifadit okoli G(z) € &, pro néz je p ¢ G(x). Protoze H(U) je kompaktni mnozina,
Ize ze systému téchto okoli vybrat konecnou posloupnost Gi,...,G, tak, ze H(U) C G := J._, Gi.
Uzavér mnoziny G pfitom neobsahuje bod p a podle predpokladu B je G € &.

Je-liV=U-G,jepecV a

H(V)=H({UNExtG) c (H{U)NExtG))U (U N HExtG)) C HG),

protoze H(U) NExtG C GNExtG =0 a H(ExtG) C H(G); podle pfedpokladu A je tedy V € &.
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Dokazali jsme tedy, ze pro kazdé okoli U bodu p existuje okoli V' C U tohoto bodu tak, ze V € &;
bod p je tedy &-reguléarni.

Ad 2. Nechf p # q € K ; kdyby bod ¢ byl G-regularni, existovalo by okoli U(q) € & tak, ze p Q/W
To vSak odporuje definici (17) mnoziny K.

Ad 3. Necht z,, € K, (pro kazdé n € N), z,, — = a necht G € & je n&jaké okoli bodu z; pak je G
také okolim nékterého z bodu z,, a odtud plyne, ze p € G. Je tedy x € K.

Ad 4. Pfedpokladejme, ze K, = F; U F5, kde Fy, F5 jsou kompaktni, disjunktni mnoziny, pfi¢emz
p € Fy; dokazme, Ze Fy = ().

7 normality prostoru P plyne existence oteviené mnoziny U D Fb, pro niz je UNF = 0. Odtud
plyne, ze

HU)NK,=HU)N(FLUF,)=HU)NF)UHU)NF) =0,

takze stejné jako v ditkazu tvrzeni 1 existuje oteviena mnozina G € &, pro niz je H(U) C G, p ¢ G.
Oznadime-li W = U U G, je H(W) c H(U)U H(G). Protoze U = UUH(U) Cc UUG = W,
je HW)Nn H(U) = 0, takze H(W) C H(G). Podle predpokladu A odtud plyne, ze W ¢ &. Protoze
W = U UG neobsahuje bod p, je K,NW =0, a tim spise je F» N W = (). Protoze vSak F» C U C W, je
F; =0, jak jsme méli dok4zat.
Oznaceni. Pro kazdy prostor P a kazdé n ¢ € ozna¢me

(18) P ={zeP;ord,P<n}. O

7 ptedchézejicich dvou vét plyne toto zavazné tvrzeni:

Véta 8.3. Je-li P kompaktni prostor, plati tato dvé tvrzeni:

1. VSechny mnoziny P!™, kden € €, jsou typu G, zatimco mnoziny P — P! jsou typu F,. Specidlné:
Je-li P kontinuum, je mnozina P! vsech jeho krajnich bodu typu Gs.

2. Kazdy ireguldrni (resp. iracionélni) bod p € P lezi v ndjakém vlastnim kontinuu K C P, jehoZ
vSechny body jsou ireguldrni (resp. iracionalni).

Diakasz. 1l Jeli n # w, definujme & jako systém vsech otevienych mnozin G C P, pro néz je
card H(G) < n; je-li n = w, nechf & znamend systém vSech otevienych mnozin G C P, jejichz hranice je
konecna. V obou piipadech jsou pak G-reguldrni body pravé viechny body z P, Podle véty 8.1 je tato
mnoziny typu Gy, takze jeji doplnék je typu F,.

Je-li P nevlastni kontinuum, je tvrzeni o krajnich bodech trividlni; je-li P vlastni kontinuum, je
Pl = ¢ a PIV je mnozina viech jeho krajnich bodi.

2. Definujme & jako systém vSech otevienych mnozin G C P, které maji kone¢né (resp. spocetné)
hranice. Snadno se ukaze, ze G ma vlastnosti A, B z véty 8.2, a &-iregularni jsou praveé vsechny iregularni
(resp. iraciondlni) body. Stadéi tedy aplikovat vétu 8.2.

Véta 8.4. Kazdy kompaktni totalné nesouvisly prostor P ma dimenzi 0.

Dikaz. Bud & systém vSech obojetnych mnozin prostoru P. Uvazme, ze &-reguldrni jsou pravé
ty body p € P, v nichz je dim, P = 0, a aplikujme vé&tu 8.2. Kdyby v P existoval n&jaky &-ireguldrni
bod, lezel by podle véty 8.3 v néjakém vlastnim kontinuu K C P (obsahujicim jen &-ireguldrni body);
protoze v totalné nesouvislém kompaktnim prostoru P zadné vlastni kontinua neexistuji, jsou vSechny
jeho body &-regulérni. Je tedy dim, P = 0 pro kazdé p € P, tj. dim P = 0.

Protoze v P neexistuji zadna vlastni kontinua, je G-regularni kazdy bod p € P.

Véta 8.5. Vliastni kontinuum P C R? je Cantorovou kiivkou, pravé kdyz ma dimenzi 1.

Dikasz. 1. Neni-li P fidké v roving, obsahuje n&jaky kruh, a mé tedy dimenzi 2 (podle véty 7.6,
protoZe oteviené kruhy jsou homeomorfni s rovinou).

2. Obréacené: Je-li dim P = 2, existuje p € P tak, Ze dim, P = 2; lze jisté pfedpokladat, ze p = (0,0).
Necht K, znamena kruznici o stfedu p a poloméru r > 0. Z podminky dim, P = 2 plyne existence
takového R > 0, ze

(19) 0<r<2R = H(U(p,r)) = K, NP mé dimenzi 1;
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mnozina K, N P neni tedy totalné nesouvisla, a podle véty 8.4 obsahuje néjaké vlastni kontinuum, tedy
néjaky (kruhovy) oblouk. Necht je to oblouk

(20) N(rip1,p2) == {(rcosp,rsing); p1 <o <gpa}.
Oznacime-li jesté
(21) M (g1, p2) == {r e (R,2R); N(r;p1,p2) C K, NP},
je
(22) (R,2R) = U M(p1,¢2).

P1<p2

©1,%2 jsou racionalni

Protoze (R,2R) je mnoZina druhé kategorie, nejsou v8echny mnoziny M (¢, @2) Fidké; protoze
jsou uzaviené, obsahuje néktera z nich néjaky interval (r1,rs2) C (R,2R). Potom je pfislusnd mnozina
(r1,72) X (p1,p2) Casti P, a kontinuum P tedy neni v roviné fidké.

Véta 8.6. Je-li P kontinuum ireducibilni mezi body p,q, je ord, P > 1 pro kazdy bod x € P ruzny
od bodu p, q.

Dtk az. Predpokladejme, Ze existuje bod = € P rizny od bodi p, ¢, pro néz je ord, P = 1. Takovy
bod mé okoli U = U(x), pro néz je (pUq) NU = B, pficemz H(U) = y je jednobodovd mnozina. Pak je
P—y=UU(P—-U), kde mnoziny vpravo jsou oddélené. Podle véty 2.2 je P — U kontinuum obsahujici
oba body p, ¢ a rizné od P, takze P neni ireducibilni mezi p a q.

Véta 8.7. Je-li P kontinuum, je mnozina P — P semikontinuum, a totéz plati o kazdé mnoziné
P — M, kde M ¢ P, Mnozina P m4 dimenzi < 0, mnozina P — P! je husta v P.

Dtk az. Necht body p, g lezi v mnozing P — M, kde M c P, Podle véty 6.2 existuje kontinuum
C' C P ireducibilni mezi body p, ¢, podle véty 4.2 je ord, C > 1 pro kazdé = € C — (p U q), a tim spiSe
jepak ord, P > 1, takze x €¢ P — M. Je tedy C C P — M; P — M je semikontinuum, protoze pro kazdé
dva body p,q v P — M existuje kontinuum C' C P — M, které je obsahuje.

Kazdy bod = € Pl mé okoli U,,, jejichz primér konverguje k nule a jejichz hranice H(U,) = {z,} je
jednobodova mnozina; bez Gjmy na obecnosti lze predpoklddat, ze pro kazdé n € N je U,, # P. Zvolme
néjaké y, € P —U, a C,, C P necht je kontinuum ireducibilni mezi body =, y,. Pak je H(U(x))NC,, # 0,
tj. 2, € Cp; podle véty 8.6 je ord,, C,, > 1, tedy i ord,, P > 1. Zadné z, nelezi tedy v P 5.
H(U,) N P = () pro kazdé n. Bod z € Pl m4 tedy libovolné malé okoli U, jejichz hranice neprotina
P to znamens, ze dim, P!} < 0. ProtoZe tato nerovnost plati pro kazdy bod = € Pl je dim P < 0,
jak jsme méli dokazat.

Protoze pro kazdy bod z € P! maji praméry piislusnych okoli U, limitu 0, je bod limitou posloup-
nosti piislusnych bodu z, € P — PI!; mnozina P — P je tedy husté v P.

Poznamka 8.3. Jak ukazuje nasledujici piiklad, existuji rovinné kiivky, pro néZ je i mnoZina P
hustd v P. Vzhledem k tomu, Ze podle véty 8.3 je mnozina P! typu G, je pak druhé kategorie (v P),
takze mnozina P — P! je prvni kategorie.?) V smyslu kategorii je tedy mnozina vSech krajnich bodi
takové kiivky P ,daleko robustnéjsi“ nez mnozina vsech ostatnich bodu z P.

Priklad 8.3. Definujme nejdfive ,operaci I“, kterd k dané tsecce vytvori jisty nekonecény systém
tsecek na ni kolmych. Je-li ddna tsecka C' = (a; b) C R? kde a = (a1,a2), b = (b1, b2), ozna¢me

(23) ab := (a2 — b2, bl — al)

vektor kolmy k b — a, jehoz délka je rovna délce usecky C.
I(C) necht je systém vsSech tsecek u(m,n) s krajnimi body
2m —1 ab
an (b_a) + on+1’

Necht a = (—1,0), b = (1,0); systém I; := I(C) se pak skladd ze vSech svislych tuseek, které
protinaji osu x v bodech tvaru ((2m — 1)/2",0) a jejichz krajni body maji od osy x vzdalenost 1/2"+1,

(24) a+ kde 1<m<2" ! aneN.

33) Mnozina A typu G husta v P je prinikem jisté posloupnosti otevienych mnozin A, hustych v P; dopliiky P — A,
mnozin A, jsou Fidké, jejich sjednoceni P — A je mnozina prvni kategorie. Typickym ptikladem husté mnoziny typu Gy je

mnozina vSech iracionalnich ¢isel v R.
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1/2

-1/2

Obr. 23a.

Je-li jiz pro nékteré n € N definovan systém I, bud I,,41 sjednoceni vSech systémi I(C’), kde
C' € I,,. Mnozinu P, definujme jako sjednoceni tsecky (a; b) se vSemi tseckami systému I,...,I,. Na
obr. 23b jsou nakresleny vSechny tsecky systému Ps, jejichz délka je > 27°.3%)

Mnoziny P, jsou kontinua tvofici rostouci posloupnost; sjednoceni vSech téchto kontinui je souvisla
mnozina, takze jeji uzavér

(25) pP:=|]JP,
je kontinuum. Protoze
(26) U ptcpi

35)

Obr. 23b.

Systémy I, kde n > 3, zddné takové tsecky neobsahuji.
Podrobny rozbor této kiivky najde ¢tenaf v [4], str. 615 — 630. Kromé obycejnych a krajnich bodt obsahuje kfivka
P spocetnou mnozinu bodt rozvétveni, z nichz kazdy ma rad 4.

34)
35)
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Véta 8.8. Je-li P kompaktni prostor, je mnozina vsech jeho iraciondlnich bodii bud prdzdna, nebo
iregularni.

D & k a z. Mame dokédzat implikaci
(27) ord, P =¢ = ord,(P — PN > w,
neboli implikaci
(27" ord,(P — Py <w = ord, P <n.

Premisa implikace (27') znamend, Ze pro kazdé ¢ > 0 existuje okoli G bodu p tak, ze diam G < ¢
a 7e mnozina A := H(G) — PM je kone¢na. Protoze kazda kone¢na mnozina je typu G, je doplnék
B := H(G) N P®™ mnoziny A v H(G) mnozina typu F,, takze B = |J.-, By, kde mnoziny B,, jsou
uzaviené.

Oznacme G,, systém vSech otevienych mnozin M prostoru P, které maji spocetné hranice, priamér
< 1/n a pro néz je

(28) p(p, M) > 3p(p, H(G)).

Kazdy systém &,, pokryva mnozinu B, a tim spiSe i kazdou z mnozin B,,. Podle Borelovy véty lze
proto (pro kazdé n € N) vybrat koneény systém &/ C &,,, ktery také pokryva B, ; protoze mnoziny M,
pro néz je B, N M = (), miizeme ze systémi &/, odstranit, aniz se cokoli podstatného zméni, mtZzeme
predpoklddat, ze M € &), = M N B, # 0.

Sefadime-li v8echny prvky systému &’ := |J,° | &/ do posloupnosti {M,}?2, je diam(M,) — 0.
Polozime-li

(29) U= M, V:=G-T,
n=1
je BCU,peV (podle (24)) a diam (V) < €. Dokazme, ze H(V') je spofetnd mnozina.
Protoze H(V) C (H(G)—-U)UH(U) c AUH(U) a protoZe mnozina A je kone¢na, sta¢i ukazat, ze
H(U) je spocetnd mnozina. Je vSak

(30) ﬁ:GMn:GMuﬁGMkc GMUH(G),
n=1 n=1 n=1

n=1k=n

nebot z podminek diam M,, — 0, M,, N H(G) # 0 plyne, Ze

(31) ﬁ G My C H(G).

n=1k=n

Je tedy

(32) HU)=U-UcC G(M—U)u(ﬂ(a)—tj)c GH(MH)UA,
n=1

a posledni mnozina je spocetna.

Poznamka 8.4. Poznamenejme, ze podle véty 8.3 kazdy iregularni (resp. iraciondlni) bod (kompakt-
niho prostoru) P lezi v n&jakém vlastnim kontinuu K C P obsahujicim jen ireguldrni (resp. iracionalni)
body; pokud tedy neni mnozina v8ech jeho iracionalnich bodi prézdna, je sjednocenim jistého (nepréazd-
ného) systému vlastnich kontinui, naéez i mnozina v8ech ireguldrnich bodt z P m4 podobnou vlastnost.

Obsahuje-li P aspon jeden iracionalni bod, Ize tvrzeni véty 8.8 charakterizovat rovnosti

(33) (P —pPbhhll =g,
Poznamka 8.5. Slovo ,jireguldrni“ nelze ve vété 8.8 nahradit slovem ,iraciondlni, protoze existuji

kompaktni prostory, v nichz mnozina vSech bodi s fadem rozvétveni ¢ neobsahuje zadny bod s fadem
rozvétveni ¢ (takze vSechny jeji body jsou jejimi racionalnimi body).
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Piiklad kompaktniho prostoru s uvedenou vlastnosti najdeme v [2], str. 209 (bez ditkazu). Existuji
i iracionélni kiivky K, pro néz je K — K[ raciondlni — viz napf. [3], str.143 — 148. (Piiklady zde
neuvadime, protoze zna¢né komplikované jsou nejen piislusné dikazy, ale jiz sama konstrukee.)

Porovnejme vsak vétu 8.8 s timto tvrzenim:

Véta 8.9. Je-li P iracionalni kompaktni prostor a je-li Q := P — P, je podprostor a iracionalni
v kazdém bodé z ). Jinymi slovy:

(34) ord, P=¢ = ord, P — PN =.

Dt kaz. Necht p e P je bod, v némz je podprostor 6 racionalni. Pro kazdé € > 0 existuje pak
okoli G bodu p tak, ze diam G < ¢ a Ze mnozina A := H(G) N a je spocetné; protoze je kompaktni, je
typu Gs. Mnozina B := H(G) — @, obsahujici jen raciondlni body prostoru P, je v disledku toho typu
F;. Dalsi postup je stejny jako v dlikazu véty 8.8 a jako tam se dokaze, ze ord, P <x.

Je-li tedy p raciondlnim bodem podprostoru 6, je téz racionalnim bodem prostoru P. Je-li bod p
iracionalnim bodem prostoru P, tj. je-li p € @, tj. ord, P = ¢, je p iracionalnim bodem podprostoru @,
tj. ordpa = ¢; praveé to jsme méli dokazat.
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