7. Pojem kftivky

Umluva. Vsechny metricke prostory, které budeme v dalsim vysetrovat, maji spocetnou bdzi.

Jak se ukazuje, slovo ,kfivka“ ma v riznych matematickych disciplinach rtzny vyznam, protoze
kazda disciplina definici pfizptsobuje svym specifickym potfebam. V elementarni analytické geometrii
se mezi krivky pocitaji kuzelosecky a dalsi kiivky vzniklé zpravidla jistymi jednoduchymi geometric-
kymi operacemi: lemniskata a obecnéji Cassiniho kiivky vznikaji podobnym zptsobem jako elipsa, na
zédkladé elementarnich geometrickych tvah vznikaji napf¥. epicykloidy a hypocykloidy (napt. kardioida
a asteroida), rizné zavitnice a spirdly atd. Nékteré kiivky jsou souvislé, jiné nesouvislé (jako hyperbola);
nékteré jsou kompaktni (kruZnice, elipsa, lemniskata), jiné ne (parabola, Archimedova spirdla). Pokud je
mi zndmo, obecnou definici kfivky analytickd geometrie neposkytuje.

Ve fyzice se kiivkou Casto nazyva trajektorie pohybujiciho se bodu a napf. silokfivka ma slovo kiivka
pfimo v nazvu. Protoze kiivka definovand jako spojity obraz kompaktniho jednorozmeérného intervalu
miZe byt i ¢tverec (s vnitfkem), je k pozadavku spojitosti pohybu zfejmé nutné piidat dalsi vhodné
predpoklady.

Obecna topologie zkouma kfivky jako bodové mnoziny s jistymi vlastnostmi. Velmi obecna je Menger
-Urysonova definice a jednoducha je i Cantorova definice rovinné kiivky; budeme o nich mluvit pozdéji.
Definic mtzeme ovSem vyslovit celou fadu podle toho, jaké vlastnosti preferujeme nebo potfebujeme.

Zakladnim pozadavkem v topologii je, aby kfivka byla mnozina topologicky invariantni. Dali bychom
asi také prednost definicim, které operuji jen s ,,vnitinimi“ vlastnostmi pfislusné mnoziny, pred definicemi
zalozenymi na jejich ,,vnéjsich“ vlastnostech, tedy — zhruba feceno — na vztazich mnoziny a prostoru,
v némz tato mnozina lezi. Kazd4 mnoZzina m4 své ,globalni“ (,integralni“) vlastnosti a vlastnosti lokalni.
Protoze ndm v dalSim piijde spiSe o lokdlni vlastnosti, nebude podstatnym omezenim, budeme-li se
zabyvat jen kontinuy, misto abychom studovali napf. prostory, které se daji rozlozit na kone¢né mnoho
uzavienych souvislych lokalné kompaktnich mnozin. Globalni vlastnosti posledné jmenovanych prostori

S nékterymi mnozinami, které bychom mohli povazovat za kiivky, jsme se jiz setkali. Nebude proto

naskodu, sepsat nékolik jednoduchych vlastnosti mnozin, o kterych bychom snad byli ochotni mluvit jako
o kiivkach, a zkontrolovat, které typy ndm znamych mnozin tyto vlastnosti maji:

V1. Vlastni kontinuum obsazené v kiivce je kiivka.
V2. Souvisld mnozina, kterd je sjednocenim koneéné mnoha kiivek, je kfivka.
V3. Ctverec (s vnittkem), kruh, krychle, apod. nejsou ktivky.
V4. Mezi kiivky patii
V4A. oblouky;
V4B. uzavér grafu funkce sin(1/x), 0 < |z| < 1;
V4C. kontinuum slozené ze spodetné mnoha tsedek vychézejicich z jednoho bodu (viz obr. 15,
v némz se levé kontinuum sklada z tsecek, jejichz délka konverguje k nule, zatimco v kontinuu vpravo
jsou v8echny usecky stejné dlouhé);
V4D. kontinuum Fidké v roviné, sloZené z tsecek vychazejicich z jednoho bodu (srov.s obr. 11,
kde je tseéek nespocetné mnoho).

Poznamka 7.1. Ukazme nejdfive, ze podminky V1 — V4 nespliiuje zadné z dale uvedenych kontinui;

A. Spojity obraz usecky je podle véty 5.1 totéz co lokdlné souvislé kontinuum. Podminka V1 neni
splnéna, protoze existuji lokalné souvisla kontinua, ktera nejsou lokalné souvisla dédicné. Na rozdil od
dédi¢né lokalné souvislych kontinui maji (podle véty 3.2) lokalné souvisld kontinua vlastnost V2. Lokalné
souvisld kontinua nesplituji (na rozdil od kontinui lokalné souvislych dédi¢né) podminku V3, protoze
mezi né patii ¢tverec, kruh i krychle. Mezi lokalné souvisld kontinua patii oblouky, takze podminka V4A
je splnéna; podminka V4B splnéna neni, podminky V4C a V4D obecné také ne. (Kontinuum slozené
z kone¢ného poctu tsecek lokalné souvislé je a totéz plati i kontinuu slozeném z nekone¢né mnoha tsecek
((0,0); (1/n,1/n%)), n e N. Kontinuum slozené z tsecky ((0,0); (1,0)) a tsecek ((0,0); (1,1/n)) vSak
lokélné souvislé neni.)
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Obr. 15

B. Spojity prosty obraz usecky (neboli jeji homeomorfni obraz) je oblouk. Spliuje sice podminky V1
a V3, ale sjednoceni konec¢ného poc¢tu obloukt nemusi byt oblouk a mnozina uvedena sub V4B obloukem
také neni. Je-li pocet tsecek > 2, ani mnoziny uvedené sub V4C a V4D oblouky nejsou.

C. Ireducibilni kontinuum nemé ziejmé vlastnost V1, protoze subkontinuum ireducibilniho kontinua
miize byt reducibilni. (Kontinuum z obr. 8 je ireducibilni mezi po¢atkem a kterymkoli bodem jednotkové
kruznice, ale tato kruznice je reducibilni.) Nem4 ani vlastnost V2, protoze sjednocenim dvou oblouki ab,
které kromé bodd a, b nemaji zddné body spolecné, je topologické kruznice, kterd (na rozdil od oblouk)
neni ireducibilni. Ctverec (s vnittkem) neni sice ireducibilni kontinuum, ale existuji ireducibilni kontinua,
ktera c¢tverec obsahuji.

Piiklad 7.1. Bud Q := (0,1)? a pro kazdé n € N bud L,, C Q jakykoli oblouk s krajnimi body (0,0)
a (1,1), od kterého ma kazdy bod (x,y) € @ vzdalenost < 1/n. (Viz obr. 16, na némz jsou nakresleny pfi-
klady obloukti L1, ..., Ly4.) Ozna¢me Q* := Q x {0}, M,, := L, x {1/n}; Na,_1 necht je Gsecka s krajnimi
body (1,1,1/(2n — 1), (1,1,1/2n), zatimco Na, je tsecka s krajnimi body (0,0,1/2n), (0,0,1/(2n +1)).
Pak je

(2) K::GMnUGNnUQ*
n=1 n=1

kontinuum obsahujici ¢tverec @* a ireducibilni mezi bodem (0,0,1) a kazdym bodem (z,y,0) ¢ Q*. O
Oblouky i mnozina z podminky V4B jsou ireducibilni kontinua, mnoziny z podminek V4C a V4D
nejsou ireducibilni, jsou-li sjednocenim vice nez dvou tsecek.

1,1 1,1 1,1 1,1

0,0) (0,0) 0,0) (0,0)

Obr. 16. Jak napr. mohou vypadat oblouky Li,..., L4

D. Ireducibilni lokdlné souvisla kontinua jsou podle véty 6.5 oblouky.

E. Kontinua 7idkd v prostoru P maji vSechny vlastnosti uvedené nahoie, je-li P = R2. Je-li viak
napi. P = R?, je v P fidky napt. kazdy étverec, v P = R* napi. kazd4 (trojrozmérnd) krychle. Je-li P
obecny metricky prostor, nelze kontinua fidké v P zZddnym univerzalnim zptisobem ani charakterizovat.

F. Kontinua sloZend z konecného poctu oblouki vychdzejicich z jednoho bodu tvori patrné prilis tizkou
t¥idu kontinui. Spliiuji podminky V2, V3, V4A, ale kontinuum V4B neni sjednocenim kone¢ného poctu
oblouki, stejné jako kontinua V4C a V4D, jsou-li sjednocenim nekonecéné mnoha tsecek se spoleénym
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krajnim bodem. Je mozna ponékud prekvapujici, ze nemaji viastnost V1. V nasledujicim ptikladu se-
strojime v roviné dva oblouky L, M, které vychdzeji z pocdtku a pro néz kontinuum K : L U M obsahuje
nekonecné mnoha oblouki O,, vychdzejicich z pocdtku, ktery je jejich jedinygm spolecnym bodem.

0,1/2) 1.1/2)

1/2,1)

0,0 — (1/2,0)

Obr. 17a

Priklad 7.2. Nakreslime-li ,,bézny jednoduchy® obrazek dvou rovinnych oblouku L, M vychazejicich
napi. z po¢atku, budou v jejich sjednoceni L U M existovat nejvyse dva oblouky L/, M’, jejichz jedinym
spoleénym bodem je poléatek. Fzistuji viak dvojice rovinnych obloukd L, M s krajnim bodem (0,0),
v jejichZ sjednoceni existuje nekonecné mnoho oblouki O,, s krajnim bodem (0,0), pFidemZ m # n =
0,, N0, = (0,0).

Pro kazdé n € N definujme A, jako sjednoceni tsecek, jejichz krajnimi body jsou sousedni ¢leny
posloupnosti

(3) 0.55)s Groza)s Gozt)s (03571) (003

B,, necht je lomend ¢ara, ktera vznikne z A,, zrcadlenim podle pfimky y = 2. Polozme

(4) L:ZGAn,M::GBn,K:ZLUM.

n=1 n=1

Na obr. 17a je nahote nakreslena lomena ¢ara A;U. . .UAg, pod ni lomend ¢ara ByU. ..UBs, na obr. 17b
je jejich sjednoceni, v némz jsou silnéjSimi linkami vyznaceny ¢asti oblouki Oy, ..., O4 obsazenych v K
a majicich jen pocatek spolecny.
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01 je sjednoceni tsecek, jejichz krajni body jsou sousedni ¢leny (nekone¢né) posloupnosti
(51) 51, 53 G3) 3:3) G32): Go1)s (5:8) (F08)s o
k némuz je pfidan pocatek; O; je zfejmé oblouk.

Podobné vznikne Oy z posloupnosti

(52) (3:3): (1) (51 Go5)s (5:5) (5:8) (oo6) (do07)s -

a O, pro obecné n z posloupnosti o ¢lenech

Gn)  Grzow) Grow): i) G zers)s -+ Gireress moew)» (e 7o) - -
(1/3,1)
1/2
1/3
1/4
1/5 |
1/6
1/8 '
1/12
0 . I I
0 1111 1 1 1
128 65 4 3 2
Obr.17b

G. Kontinuum, které je sjednocenim spocetné mnoha oblouki vychdzejicich z jednoho bodu nespliiuje,
jak ukazuje nasledujici priklad, podminku V1:

Priklad 7.3. UZivejme stejné oznaceni jako pii konstrukci Cantorova diskontinua A v kapitole 0 a pro
kazdy z interval@?!) (0,1), A(ky), A(k1,ka), ..., A(k1, ..., kyn), ... (kde k,, € {0,1}) vytvoime piiddnim

21) které budeme pro struénost zapisu ztotoziovat s odpovidajicimi tiseckami na ose x v roviné xy

53



dvou tsecek lezicich v horni poloroviné rovnostranny trojihelnik; takto vytvofené trojuhelniky oznacme
(6") T, T(k1), T(k1,k2), ..., T(k1,.. ., kn)y ...
Vrcholy téchto trojuhelniki lezici v horni oteviené poloroviné znacme

(6”) v, ’U(kl), ’U(kl,kQ), ...,’U(kl, .. .,kn), ey

u(k1) necht je Gsecka s krajnimi body v, v(k1), pron > 1 necht u(k, ..., k,) znaéi tsecku s krajnimi body
v(ki,... kn—1),v(k1,...,kn). Pro kazdy bod z € A existuje pravé jedna posloupnost k,,, kde k,, € {0,1},
tak, ze x =23 k,/3", a L(z) := U,—, u(ki,...,k,) Uz je oblouk s krajnimi body v, z. Pro body z
1.druhu??) je pifslusnd posloupnost {k,} stacionarni, takze existuje p tak, Ze Uflo:p 1 Uz je tsecka

s krajnimi body v(k1,...,kp) a x. Z toho plyne, ze oblouk L(z) je sjednocenim koneéného poctu tsecek.
Mnozina
(7) K:=TU U T(ky,....ka) = (0,0 ) L)
(k1,.--,kn)€{0,1}" z je 1.druhu

je kontinuum, které je sjednocenim spocetné mnoha obloukt s krajnimi body v, z, kde z € A je 1. druhu.
Ozna¢me (jako v kapitole 0) J, J(i1), J (i1, 2), ... omezené sty¢né intervaly diskontinua A a polozme

(7) K*:=K—(JU U J(it, .. in)).
(i15eeyin) €{0,1}"

Mnozina K* je kontinuum, které nelze napsat jako sjednoceni spocetné mnoha obloukl s krajnim
bodem v, protoze A C K* a jedinym obloukem v K* spojujicim bod v s bodem = € A je L(z).

Kontinuum K, které je sjednocenim spocetné mmnoha obloukid se spolecnym krajnim bodem spliluje
podminky V2, V4A ) V4C. Protoze oblouk je mnozina Fidka v roviné, nemutze K byt napf. ¢tverec.
Podminka V4B splnéna neni, a protoze kontinuum z obr. 11 neni sjednocenim spocetné mnoho usecek,
neni splnéna ani podminka V4C.

Obr. 18

22) k nim% nyni poéitejme i body 0 a 1
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Poznamka 7.2. K tomu, abychom mohli vyslovit definici kfivky podle Mengera a Urysona, potie-
bujeme pojem tzv. mal€ induktivni dimenze. Obecnou definici dimenze spolu s nejzakladnéjSimi vétami
o prostorech dimenze 0 a 1, které budeme potiebovat, lze nalézt napt. v Kuratowského knihdch Topolo-
gie I a II. Pro informaci ¢tenafe zde uvedeme jen tuto definici; potfebné netrividlni véty vyslovime bez
dtkazu.

Definice 7.1. Pro kazdy prostor P a pro kazdy bod p € P definujeme dimenzi dim P prostoru P a
dimenzi dim, P prostoru P v bodé p indukci takto:

1. dim ) = —1.

2. Je-li n > —1 celé ¢islo, znamena nerovnost dim, P < n + 1 existenci libovolné maljch okoli U(p),
pro néz je dim H(U(p)) < n. Je-li n > 0, je dim, P = n, plati-li nerovnost dim, P < n, ale nerovnost
dim, P <n — 1 neplati.

3. Je-li P # 0, je dim P := sup{dim, P; p € P}. (Specidlné: Je-li mnozina {dim, P; p € P} shora
neomezend, je dim P = +00.)

Poznamka 7.3. Cisla dim P a dim, P jsou zatim definovana jen v p¥ipadé, ze P je (separabilni)
metricky prostor. Analogické ¢isla dostaneme pro podmnoziny M prostoru P, povazujeme-li je za jeho
podprostory. Slovo okoli a hranice pak ovSem znamenaji okoli a hranici v M. Zatimco okoli v M jsou

Pozor vsak! Hranice Hpr(A) mnoziny A v M neni obecné rovna H(A) N M ! (Ptiklad: Je-li P =R
aje-li A = M mnozina vSech raciondlnich ¢isel, je H(A) = R, tedy H(A)NM = A, zatimco Hp(A) = 0.)
Vztah mezi hranici v P a v M je obecné dan rovnostmi

8) Hu(A) =A" ndir—a" = MnAnM - A.

Je-li mnozina A oteviend v M (specidlné: je-li A okoli v M néjakého bodu z M), existuje oteviend
mnozina B C P tak, ze A= BN M; pak je

(9) Hy(A) =AY A=AnNM-A=BnMnM-BnMCcB-B=H(B).

Indukci 1ze odtud celkem snadno dokazat, ze dim, M < dim, P pro kazdé p € M; z toho ihned
plyne, ze dim P < n = dim M < n. Nam budou stacit dvé slabsi tvrzeni:

Véta 7.1. Je-lip € M C P, plati implikace
(10) dim, P=0 = dim, M =0, dim,P=1 = dim, M <1.
Je-li M C P, plati implikace

(11) dimP=0=dmM<0, dmP=1=dimM<1.

Diakaz. Jeli dim, P = 0, existuji libovolné mald okoli B bodu p, pro néz je H(B) = 0; podle
(9) maji pak okoli BN M bodu p € M také prazdnou hranici v M. Tim jsou dokdzdny prvni implikace
v (10) a v (11).

Déle: Je-li dim, P < 1, existuji libovolné mala okoli B bodu p, pro néz je dim H(B) < 0; vzhledem
k (9) a k tomu, co jsme jiz dokazali, je dim Hy; (BN M) < 0. Z toho plyne, ze dim, M < 1; plati tedy
i druhé implikace v (10) a v (11).

Véta 7.2. Je-lip € M C P, je podminka dim, M = 0 ekvivalentni s existenci libovolné malych
okoli U(p), pro néz je M N H(U(p)) = 0. Podminka dim, M <1 je pak ekvivalentni s existenci libovolné
malych okoli U(p), pro néz je dim (M N H(U(p))) < 0.

Poznamka 7.4. Pravé zavedené pojmy jsou topologické. Jinymi slovy: Je-li M C P aje-li f : M — R
homeomorfni zobrazenti, je dim, M = dim y(,) f(M) pro kazdé p € M a dim M = dim f(M).

Poznamka 7.5. Prostor P mé dimenzi 0 v bodé p € P, existuji-li libovolné maléd okoli U(p), jejichz
hranice je prazdné;23) prostor P # () ma dimenzi 0, ma-li dimenzi 0 v kazdém bodé p € P.

23) P¥ipomenme, %e mnozina mé prazdnou hranici, pravé kdy# je obojetna.
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Priklady 7.4. 1. KaZdy neprazdny spocetny prostor P ma dimenzi 0, protoze kazdy bod p € P ma
dokonce libovolné malé sférickd okoli s prazdnou hranici. To je zfejmé v pripadé jednobodového prostoru
P; obsahuje-1i P aspoii dva rtizné body, sta¢i polomér volit tak, aby nebyl roven zddnému z éisel p (p, x),
kdep#zc P.

2. MnoZina M wvsech iraciondlnich cisel md také dimenzi 0, protoze pro kazdé iracionalni ¢islo p
existuji raciondlni ¢isla r1, o tak, ze r1 < p < 79 a ze rozdil ro — r; je libovolné maly. Okoli (r1,7r2) N M
bodu p mé pak v M prazdnou hranici.

3. Cantorovo diskontinuum md dimenzi 0, protoze pro kazdy jeho bod p existuje interval libovolné
malé délky, jehoz krajni body lezi ve vhodnych styénych intervalech. (P¥ipomenme, Ze sjednoceni vSech
sty¢nych intervalll véetné intervaltl (—o00,0) a (1,400) je husté v R.)

4. R a vsechny intervaly M C R maji dimenzi 1: Je-li M C R interval, je-lip € M ajelie > 0
dostate¢né malé, ma hranice okoli Ups(p,e) dimenzi 0.2%)

5. Kazdy oblouk md dimenzi 1: Protoze pojem dimenze je topologicky a protoze kompaktni jedno-
rozmérné intervaly maji dimenzi 1, plati totéz o obloucich.

6. Kazde vlastni kontinuum md dimenzi > 1. Je-li totiz p € P, kde P je vlastni kontinuum, existuje
q € P rizné od p. Je-li primér néjakého okoli U(p) mensi nez p(p, q), je H(U(p)) # 0, takze dim, P > 1.

Véta 7.3. V kazdém prostoru dimenze 0 existuje spocetna baze slozena z obojetnych mnozin. Je-li
dano libovolné € > 0, Ize bazi navic zvolit tak, Ze vSechny jeji ¢leny maji priméry mensi nez e.

Dukaz. Jelidim P = 0, existuje pro kazdé e > 0 a kazdé n € N okoli U, (p) tak, ze H(U,(p)) =0
a diam U, (p) < £/(n + 1). Podle Lindelsfovy véty lze ze systému &,, vSech téchto okoli U, (p) vybrat
spodetny systém &}, ktery pokryva P. Snadno nahlédneme, Ze systém & := |-, &7 je pak spocetnou
béazi prostoru P; kromé toho je diam U < /2 < ¢ pro kazdé U ¢ G.

Definice 7.2. Rikdme, 7e prostor P # () je totaln& nesouvisly, je-li kazd4 jeho komponenta jednobo-
dova.

Véta 7.4. M4-li prostor P dimenzi 0, je totalné nesouvisly. 2°)
Dtk az. M4l prostor P dimenzi 0 a jsou-li p,q dva rizné body z P, existuje okoli U(p) tak, ze

qge P—U(p), HU(p)) = 0. Kdyby existovala souvisld mnozina M C P obsahujici oba body p, ¢, musela

by protinat H(U(p)), protoze mnoziny U(p) a P — U(p) jsou oddélené. Body p, ¢ proto lezi v riznych
komponentéach prostoru P.

Definice 7.3 (Menger — Uryson). Slovo kfivka bude od tohoto okamziku znamenat kontinuum di-
menze 1.

Véta 7.5 (bez diikazu).?%) Kontinuum, které je sjednocenim spodetné mnoha kiivek, je kiivka.

Poznamka 7.6. Dikaz tvrzeni, Zze eukleidovsky prostor R™ mé algebraickou dimenzi n, tedy Ze v ném
existuje n-tice linedrné nezavislych vektort, zatimco kazda mnozina sloZzend n 4 1 vektort je linedrné
zavisla, je zcela jednoduchy. Tim spiSe mozné udivi, ze dikaz rovnosti dim R" = n elementarni neni;
pfijmeme proto tuto skutecnost bez dikazu.

Véta 7.6 (bez diikazu).?") Pro kazdé n € N je dim R™ = n; dimenze jednotkové sféry v R" je rovna
n—1.

Poznamka 7.7. Nechf P je kiivka. Podle ¢asti 6 prikladt 7.4 je dim K > 1 pro kazdé vlastni
kontinuum K C P, podle véty 7.1 je naopak dim K < 1. P ma tedy vlastnost V1. Podle véty 7.5 ma P
i vlastnost V2, podle véty 7.6 i vlastnost V3. Oblouky maji dimenzi 1 podle ¢asti 5 v prikladech 7.4, a plati
tedy V4A. V4C je dtsledkem véty 7.5. Vlastnosti V4B a V4D jsou také splnény, protoze v 8.kapitole
(véta 8.5) dokdzeme, ze kazdé kontinuum Fidké v roviné je kiivkou i podle definice 7.3.

Definice 7.4. Vlastni kontinuum fidké v roviné se nazyva Cantorova kfivka.

24
25
26
27

Pro vnitini body intervalu je H(M) dvoubodova, pro jeho hrani¢ni body jednobodovd mnozina.
Je-li prostor P kompaktni, plati i obracené tvrzeni (viz vétu 8.14).

Dikaz viz [1], §22, I, Théoreme 1.

Dikaz viz [1], §23, II, 7 (Théoreme fondamental).

— — — —
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