5. Lokalné souvisla kontinua

Definice 5.1. Dyadickym systémem nazveme systém mnozin, v némz je kazdému n € N a kazdé
n-tici (i1,...,4,) € {0,1}™ pfifazena jistd mnozina A(iy,...,i,) tak, ze plati:

A. pro kazdé n je A(i1, ..., 0n,int1) C Ali1, ..., 0n);

B. lim,,—, oo diam A(éq,...,4,) = 0;

C. uspofaddame-li pfi pevném n systém 2™ mnozin A(iy,...,1,) lexikograficky, tvofi fetéz.

Poznamka 5.1. Ukazme, ze je-li kaZdd z mnozin A(i,...,i,) kontinuum, je kontinuem i mnoZina

(1) A= U Ay, ... ).
n=1

(i1,0-in) €{0,1}"

Pro kazdé n € N polozme
(2) 8p = max{diam A(i1,...,1,); (i1,-..,4,) € {0,1}"}
a dokazme, Ze z podminek A, B plyne, ze §, — 0 pro n — oo. Postupujme nepfimo: Neni-li §,, — 0,
existuje kladné ¢islo n a posloupnost {iy, } vybrana z {i,} tak, ze pro kazdé k je d,, > n; pro kazdé k
existuje v dusledku toho mnozina A(iy,...,iy,,) s primérem > 7. Z podminky A plyne ihned implikace
protoze ny — oo, je diam A(iy,...,4,) > n pro kazdé n, takze neni splnéna podminka B.

Protoze mnozina
(3) Ay = U Alin, ... in).

(i17~~~;i71)€{0)1}n

je (podle C a (2)) 20,-sfetézena, staci aplikovat vétu 2.4 (s P = A; a e, = 20,) a uvazit, ze (podle
pozndmky 1.8) je A = Lim A,. MnoZina A je tedy souvisld a jako prinik posloupnosti kompaktnich
mnozin je kompaktni. Je tedy skute¢né kontinuem.

Dyadickym kontinuem nazjvame kazdou mnozinu tvaru (1), kde mnoziny A(iy,...,i,) tvofi dya-
dicky systém kontinui.

Véta 5.1. Pro kazdé neprazdné kontinuum P jsou ekvivalentni tyto podminky :

I. P je dyadické kontinuum.

II. P je lokalné souvislé kontinuum.

ITI. P je spojity obraz intervalu {(0,1).

IV. Pro kazdé € > 0 existuje rozklad P na konecné mnoho kontinui o priimeérech < €.

Dékaz.I = I Nechf P je dyadické kontinuum. Cislu

(4) r=3 5
pritadme bod =t

(5) f@)= ) AGr, -, in)

a ukazme, Ze toto prirazeni je korekins.
Je-li ¢islo  dyadicky racionélni, mé dva dyadické rozvoje:
(6) 0.41...4,-10111...=0.47...4,-11000....
Znamena-li symbol < ,pred“ v lexikografickém uspotradani z podminky C, jsou skupiny
{i1. . in-10} < {i1...0p-11},
) {i1...4,-101} < {i1...4,—110},
{#1...4,-1011} < {é1...i,—1100},
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n,n+1,n+2... Cisel napsané v téze fadce lexikograficky sousedni, takze se dvojice prislusnych mnozin
A(...) protinaji.
Vzhledem k tomu, Ze §,, — 0, jsou (jednobodové) mnoziny

A(Zl) n...N A(Zl C. in—l) n A(Zl Ce. in_lo) n A(Zl C. in_lol) n A(’Ll .. .in_loll) N...,
A(Zl) n...N A(Zl R in—l) n A(Zl R in_ll) n A(Zl C. in_llo) n A(’Ll .. .in_1100) n...

identické. Definice funkce f je tedy skutec¢né korektni.
Spojitost f plyne snadno z této tivahy: Jsou-li ¢isla ©’ a 2" obsazena v intervalu (m/2", (m+1)/2"),
jsou oba body f(z') a f(z") obsaZeny v jedné z mnozin A(iq,...,i,), takze

p(f(@), f(z") < diam A(i,...,in) < 0p.

IIT = IV. Je-li f spojité zobrazeni intervalu (0, 1) na P, je f stejnomérné spojité a ke kazdému ¢ > 0
existuje n tak, ze

0<m<2"—1 = diam f((m/2", (m+1)/2")) < ¢,

pfiéemz mnoziny f({m/2", (m + 1)/2™)) jsou kontinua.

IV = II. Necht p € P, kde P m4 vlastnost IV, a necht £ > 0. Podle pfedpokladu existuji kontinua
Aq,...,As tak, ze P = A1 U...U A, pficemz diam A4; < %5 proi=1,...,n. Ozna¢me I :={i; pec A;}
aJ:={i; p¢ Ai}; pak je A = |J,.; A; kontinuum o préméru e, a protoze p(p,J,.,; Ai) > 0, je
p € Int A. P je tedy lokalné souvislé v bodé p.

IT = IV. Je-li P lokalné souvislé kontinuum, existuje ke kazdému z ¢ P souvislé okoli U(x) o priiméru
< e. Protoze P je kompaktni, existuji podle Borelovy véty body 1,...,z, tak, ze P = |J;_, U(z;).

Mnoziny A; = U(x;) jsou pak kontinua o priamérech < e, jejichZ sjednocenim je P.

IV = 1. K diikazu budeme potfebovat dvé pomocna tvrzeni:

Lemma 5.1. Necht P m4 vlastnost IV. Pak pro kazdé kontinuum C' C P a kazdé ¢ > 0 existuje
kontinuum K C U(C,¢), které obsahuje C a které Ize pro kazdé ) > 0 rozlozit na kone¢ny pocet kontinui
o primérech < 7.

D ik az. Podle predpokladu existuje koneéné posloupnost C(1),...,C(s) kontinui, jejichz sjedno-

cenim je P a kterd maji pruméry mensi nez %a. Jisté lze predpokladat, ze kontinua C(7) byla o¢islovana

tak, ze 1 <i < s; = CNC®)#D, zatimco s1 < i < s = CNC(i) = 0. Pak je
(81) Kl = UC(Z)
i=1

kontinuum a C' C Ky C U(C, 3¢).
Jsou-li sestrojena kontinua C(iy, . ..,i,) (1 <i; < s1,...,1 <1, < s,) o pramérech < £/2" 1 a je-li

(8n) K,:= |J Clir,... i),

11ye005tn

sestrojime kontinua C(i1,...,in,in+1) (1 < ipt1 < Sp41) takto: Rozlozime P na konedny pocet konti-
nui Xq,...,X, o primérech ¢/2""2 a pro kazdé kontinuum C(iy,...,i,) najdeme viechna X;, ktera
C(i1,...,i,) protinaji; oznaéime je C(i1,...,%n,int+1). MUZeme pfitom predpoklddat, Ze podet $,41
kontinui C'(41,...,%n,in+1) je stejny pro vSechna kontinua C(i1,...,4,), protoZe nepfedpoklddame, ze
jsou navzajem rtznd. Ozna¢ime-li pak K11 := Uil,...,in,inﬂ C(i1y- - yinyint1), je Kpy1 kontinuum
a kK, CKuy1 CU(K,,e/2"?).

Oznacme koneéné

(9) Koo = [j K,, K:=Ky.
n=1

a dokazme, ze K je hledané kontinuum.



Indukci dokézeme, ze C C K, C U(C, %5) pro kazdé n; z toho ihned plyne, 7e C' C Ko, C U(C, %5),
takze C C K C U(C,¢).
Bud ddno n > 0 a zvolme n tak, ze /2"~ < 1. Polozime-li

oo

(10) A, ... in) = Clin, ..., in) U | U Cluiningas o ings)
k=1 int1,.,intk

jsou mnoziny A(iy,...,i,) kontinua, jejichz sjednocenim je K, p¥i¢emz

(11) diam A(ix, ... ,in) < diam C(iy, ..., in) +2 Y diam Clix, ... in, bni1, -y inek) <7

k=1
Tim je lemma 5.1 dokazano.
Lemma 5.2. Je-li kontinuum P sjednocenim neprazdnych kontinui Py, . .., P,, existuje Fetéz kontinui
Q1,...,Qr tak, Ze kazdé (); je rovno nékterému P;, kazdé P; je rovno nékterému ();, pficemz Q1 = P,

Qr =P,.

Dukaz. Pron =1 je tvrzeni zfejmé. Necht tvrzeni plati, je-li P sjednocenim n (neprazdngch)
kontinui, a pfedpoklddejme, ze P je sjednoceni (neprazdnych) kontinui Py,..., P,, P,41. Podle pfedpo-
kladu existuje fetéz Q1, ..., Q, kontinui s nahofe uvedenymi vlastnostmi. Protoze P je souvisla mnoZina,
existuje k tak, Ze Qp N P41 # (). Snadno pak nahlédneme, Ze posloupnost

Q1 Qr,Qr—1,. .., Qr, Pra
je fetéz splnujici vsechny zddané podminky.

Tim je dokazéano i lemma 5.2 a miizeme ptikrocit k diikkazu implikace IV = I; tim dokonc¢ime dtikaz
véty 5.2.

Podle predpokladu existuje posloupnost P(0), ..., P(s) neprazdnych kontinui o primérech < 1, je-
jichz sjednocenim je kontinuum P. Podle lemmat 1 a 2 lze pfedpokladat, ze kazdé z nich ma vlastnost IV
a ze posloupnost { P(k)};_, je fetéz; protoze jej lze libovolné prodlouzit tim, ze P(s+1), P(s+2),... de-
finujeme jako P(s), mtizeme predpokladat, ze pocet ¢lenti posloupnosti je ¢islo tvaru 27(D) | kde n(1) e N,
tj. ze posloupnost ma tvar

(12) P(0), P(1),...,P(2"M —1).

Piedpokladejme, Ze pro jisté j € N a jisté n(j) € N jsou sestrojena neprazdné kontinua
13 P(ki,....k;), kde 0 <k <29 pro m=1,...,7,
( J p J

jejichz sjednocenim je P, kterd maji vlastnost IV a priméry < 1/j; pfedpoklddejme koneéné, ze pfi
lexikografickém uspoiadani tvoii fetéz.
Pak existuje n(j + 1) € N a neprazdné kontinua

(14) Pk, ... ki kji1), 0< k1 <2n0FD),

tak, ze pro kazdou j-tici (ki,...,k;) je

(15) P(klvak]): Up(k177kjak]+1)7
Eja

Ze kazdé kontinuum (14) ma vlastnost IV a pramér < 1/(j+ 1), pfi¢emz systém vSech kontinui (14) tvoii
pri lexikografickém usporadani retéz.

Z kontinui P(k1,...,k;), j € N, lze snadno vytvofit dyadicky systém, ktery mé vSechny vlastnosti
z definice 5.1:

Je-li 0 < ky < 27 je

0
(16) k=Y 2" (i),
=1

kde ¢isla a(i) € {0,1} jsou jednozna¢né uréena ¢islem k. Plati-li rovnost (16), oznac¢me

(17) A(a(1),a(2),...,a(n(1))) := P(ky). %)

16) V podstaté jsme tedy misto ¢isla k1 napsaného dekadicky uili jeho dyadicky zapis a(1)a(2)...a(n(1)) a pro vétsi

prehlednost jsme mezi dyadické cifry napsali ¢arky. Misto P jsme napsali A, abychom vylouéili nedorozuméni.
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Definujme nyni

A(a(1),...,a(n(1)=1) = ] A(a()),...,a(n(1) -1),q(1)),
g(1){0,1}

A(a(l)a s aa(n(l) - 2)) = U A(a(l)a s aa(n(l) - 2)7 Q(2)a q(]'))v
{a(2),a(1)}e{0,1}?

A(a(1)) := U Aa(1),q(n(1) = 1),...,q(1)).

{a(n(1)=1),....q(1)}e{0,1}" "

Jinymi slovy, ¢teme-li zdola nahoru: Mnozinu vSech dyadickych ¢isel od 00...0 do 11...1 jsme roz-
délili na dva stejné pocetné tiseky od 00...0do011...1ao0d 10...0do 11...1 a sjednoceni vSech mnozin
A(a(1),...,a(n(1))) odpovidajicich prvnimu (resp. druhému) tseku jsme oznacili A(0) (resp. A(1)). Pak
jsme kazdy ze jmenovanych tsekl rozdélili naptl a ptislusné sjednoceni mnozin A(a(1),...,a(n(1))) jsme
pojmenovali A(0,0), A(0,1), A(1,0), A(1,1) atd.

Cisla ks, pro néz je 0 < ko < 27?) | napiseme v dyadickém tvaru

n(2)
(16') ko =Y 2" a(n(1) + i),
i=1
kde a(n(1) +4) € {0, 1}, polozime
(17 A(a(1),...,a(n(1)),...,a(n(l) + n(2))) := P(ki, k2)

a podobné jako jsme v (18) definovali mnoziny A(a(1),...,a(k)) pro k =1,...,n(1), vytvofime mnoziny
Afa(1),...,a(n(1)),a(n(l) + 1)),...,a(n(l) + k)) pro k =1,...,n(2).

Pokra¢ujeme-li takto dél, ziskdme zadany dyadicky systém z definice 5.1 (kde ovSem misto A napi-
Seme P).

Poznamka 5.2. ProtoZe (neprazdnd) lokalné souvisld kontinua jsou (podle pravé dokdzané véty)
totozna se spojitymi obrazy tsecek, plati toto dulezité tvrzeni:

Véta 5.2. Spojity obraz lokalné souvislého kontinua je lokalné souvislé kontinuum.

Poznamka 5.3. Z véty 5.1 a lemmatu 5.1 plyne ihned dalsi tvrzeni:

Véta 5.3. Je-li P lokdlné souvislé kontinuum a C C P libovolné kontinuum, existuje ke kazdému
€ > 0 lokdlné souvislé kontinuum K C P tak, ze C C K C U(C,¢).

Definice 5.2. Rikame, Ze fetéz mnozin Ay, ..., A, spojujici body a, b je ireducibilni, jestlize nastane
jedna z téchto situaci:

1.s=0, {a,b} C Ao;

2.521,CL€A0—A1,b€A1—A0;

3. s > 1 a pro kazdé dva indexy ¢,j z {0,1,...,s}, pro néz je |i —j| > 1, jsou mnoziny A;, A;
disjunktni.

Poznamka 5.4. Retéz Ay,..., A, je ireducibilnim Fetézem spojujicim body a,b, pravé kdyz plati:
Je-li 0 <iy <...<i.<sar < s, neni posloupnost A;,,...,A; Tetéz spojujici body a,b.'7)
17) Bud to neni fetéz, nebo nespojuje body a, b.
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Lemma 5.3. Kazdy fetéz Ay, ..., As mnozin spojujici body a,b, obsahuje ireducibilni podfetéz spo-
Jjujici tyto body.

Diakaz. Je-li uvedeny retéz ireducibilni, neni co dokazovat; neni-li ireducibilni a je-li s > 1, existuji
indexy i,j tak, zZe 0 < i <i+1<j<sazeA NA; # 0. Vynechdme-li z piivodniho Fetézu mnoziny
Ait1,...,Aj_1, dostaneme Fetéz A}, ..., A}, ktery spojuje body a,b, ale je kratsi nez fetéz ptvodni.
Neni-li tento kratsi fetéz ireducibilni a je-li ¢ > 1, 1ze opakovat operaci, kterou jsme zkratili piuvodni
fetéz.

Po konecném poc¢tu krokt dostaneme bud ireducibilni Fetéz tvaru Ay, ..., AT, kde v > 1, ktery
spojuje body a, b, nebo fetéz tvaru Af*, A7, kde a € A7, b € AT'. Tento Fetéz je bud ireducibilni, nebo je
b e A a vynechame mnozinu A7*, nebo je a € A", a vynechdme mnozinu Af’.

Lemma 5.4. Je-li souvisly prostor P pokryt néjakym systémem & = {Q(«)}qca oblasti, Ize kazdé
dva body a,b z P spojit ireducibilnim fetézem

(19) Qag), ..., Qas)

oblasti z &.

Dtk az. Bud M mnozina vSech bodi x € P, které lze spojit s bodem a Fetézem oblasti z &.
Mnozina M je pak oteviend: Je-li x € M, existuje fetéz tvaru (19), ktery spojuje body a, x; tentyz fetéz
spojuje s bodem a i kazdy bod y € Q,., takze Q(as) C M.

Mnozina M je i uzaviena: Je-li € M, existuje a € A tak, ze x € Q(«); toto Q(«) obsahuje néjaky
bod y € M. Je-li (19) fetéz spojujici body a,y, je Q), ..., Aas), Q(a) Tetéz spojujici body a, x, takze
xe M.

Protoze kazda oblast Q(«) obsahujici bod a je fetézem spojujicim bod a s kterymkoli bodem x € Q(«),
je M # (.

Protoze prostor P je souvisly, je tedy M = P, tj. kazdy bod b € P lze spojit s bodem a fetézem
oblasti z &. Abychom dokond¢ili diikaz lemmatu 5.4, sta¢i uz jen aplikovat lemma 5.3.

Definice 5.3. Rikdme, 7e fetéz Ag,...,As (kde s > 0) vlastnich kontinui spojujici body a,b je
regularni, je-li ireducibilni a plati-li tyto dvé podminky:

A.aec Ay, be Ay,

B.1<i<s = A;_1NA; je jednobodova mnozina.

Véta 5.4. Kazdé dva body a # b lokalné souvislého kontinua P Ize pro kazdé € > 0 spojit regularnim
fetézem lokalné souvislych kontinui o primérech < €.

D 4k az. Oznacme M mnozinu vSech bodi, které lze s bodem a spojit uvedenym zptusobem
a ukazme nejdiive, ze M je oteviend mnozina:

Je-li x € M a ¢ > 0, existuje regularni fetéz Ao,..., As; lokilné souvislych kontinui o primérech
< ¢, ktery spojuje body a,z. Bud n € (0,e — diam A;); podle disledku 1 Janiszewského véty 4.1 a podle
véty 5.3 existuje lokalné souvislé kontinuum K o priaméru < 7, obsahujici bod z uvnitf a disjunktni
s AgU...U As_1. Posloupnost Ay, ..., As U K je pak regularni fetéz spojujici bod a s kazdym bodem
y € Int K; Int K je tedy okoli bodu x obsazené v M.

Dokazme, ze mnozina M je uzaviend: Necht x € M a necht K je lokélné souvislé kontinuum,
pro néz je x € Int K, diam K < ¢; zvolme pevné bod y € M N Int K. Pak existuje regularni retéz
lokalné souvislych kontinui Ay, ..., As spojujici body a,y, pficemz diam A; < ¢ pro i = 0,...,s. Necht
k je nejmensi index, pro n&jz je K N A, # (0. Je bud =z € Ay, a tedy z € M, nebo je v ¢ K — Ay.
V tom pfipadé necht f je spojité zobrazeni (0,1) na K (srov. s vétou 5.1) a u € (0,1) takové ¢islo, ze
x = f(u). Mnozina f_1(Ay) je uzaviend v (0,1) a neobsahuje u; u lezi tedy v nékterém sty¢ném intervalu
(v1,v2) k této mnozing. Oznacime-li A}, , = f((v1,u)), je A, lokdlné souvislé kontinuum obsahujici
bod x a majici s Ay jediny spolecny bod f(v1). Protoze A7, C K, je Aj .  N(A1U...UAz 1) =10
adiam A} | < e.Systém kontinui Ay, ..., Ax, A7 | je regularni fetéz lokalné souvislych kontinui priméru
< g, spojujici a a x. Je tedy x € M.

Protoze mnozina M je ziejmé neprazdnd, je M = P a véta 5.4 je dokazana.

Véta 5.5. (Mazurkiewicz — Moore — Menger.) Je-li P lokalné souvislé kontinuum, Ize kazdé dva
riizné body a,b z P spojit obloukem lezicim v P. %)

18) Prostory, v nichz lze kazdé dva rtzné body spojit obloukem, se nazjyvaji obloukové souvisle (arcwise connected).
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D k az. Spojme v P (podle predchazejici véty) body a a b regularnim fetézem R(1) lokalné
souvislych kontinui

(201) AY0), AY(1),..., Al (s1)

o primérech < 1 a ozna¢me p'(i) :== A'(i — 1) N A*(i) proi=1,...,s1.
Je-li pro nékteré n e N sestrojen regularni fetéz R(n) lokalné souvislych kontinuf

(20,,) A™(0), A™(1),..., A" (spn)

o primérech < 1/n, ktery spojuje body a,b, oznaéme p" (i) := A"(i — 1) N A"(i) proi =1,...,5, a se-
strojme fetéz R(n + 1) spojenim s, + 1 diléich regularnich fetéz lokdlné souvislych kontinui o primérech
<1/(n+1) takto:

Retéz A"*+1(0),..., A"*1(ry) spojuje body a,p™(1) v kontinuu A™(0),

fetéz A"Tl(ry +1),..., A" (re) spojuje body p™(1),p"(2) v kontinuu A™(1),

fetéz A"tl(rs, +1),..., A" (s,41) spojuje body p™(sn),b v kontinuu A" (s,,).

Spojenim téchto fetézl ziskdme regularni retéz
(2041) An+1(0)7 e 7An+1(T1)a An+1(7”1 +1)... 7An+1(7"2)7 e 7An+1(7”sn +1),..., An+1(5n+1)

lokélné souvislych kontinui o primérech < 1/(n + 1), ktery spojuje body a, b.
Oznacime-li

(21) A = ] Am(i)

i=0
pro kazdé n e N, je A lokalné souvislé kontinuum, pficemz At ¢ A™). Dokazme, 7e mnoZina
(22) C=[)A"

n=1

je oblouk ab:

Podle pozndmky 4.2 je C' kontinuum. Z konstrukce je zfejmé, ze kazdy bod p™ (i) lezi v kazdé z mnozin
A®) tedy i v C. Protoze bod p" (i) roztina A" mezi body a, b, roztina i kontinuum C' mezi témito body.

Mnozina M vSech bodt p!* (i = 1,...,s,,n € N) je zfejmé hustd v C. DokdZzeme-li, Ze kontinuum
C' je lokalné souvislé, bude nase tvrzeni dokdzano, nebot podle véty 3.3 je pak mnozina S(a,b) UaUb
kompaktni, a tedy splyva s C, protoze obsahuje hustou mnozinu M ; odtud pak z véty 3.4 plyne, Ze C je
oblouk.

Lokalni souvislost C v8ak plyne z véty 5.2, protoze fetézy (20,,) lze modifikovat podobné jako v du-
kazu této véty, Gast IV = I, tj. lze z nich utvofit dyadicky systém s nezménénymi mnozinami A" | tedy
se stejnou mnozinou C.

Poznamka 5.5. Vétu 5.5 nelze obratit. Existuji kontinua, ktera nejsou lokalné souvisld a v nichz lze
kazdé dva rtzné body spojit obloukem. Pf¥ikladem takového kontinua je sjednoceni uzavéru grafu funkce
sin(1/z), 0 < |x| < 1, s hranici étverce (—1,1)2. (Viz obr. 12.)

Naproti tomu plati:

Véta 5.6. K tomu, aby kontinuum P bylo lokalné souvislé, je nutné a staci, aby pro kazdy bod x € P
a pro kazdé jeho okoli U(x) existovalo okoli V(x) tak, Ze kazdy bod y € V(x) — x Ize spojit s bodem x
obloukem Cy C U(x).

Dtikaz. Jezfejmé, Ze z podminky vyslovené ve vété plyne lokalni souvislost kontinua P. Podminka

je v8ak i nutné, protoZze kazdy bod lokélné souvislého kontinua P je (podle diisledku 1 Janiszewského
véty 4.1 a podle vét 5.3 a 5.5) obsaZen uvnitf libovolné malych lokalné souvislych kontinui K C P.
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Obr.12; z technickych dtivodl nejsou na osach stejnd méritka
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