4. Kontinua

Definice 4.1. Kompaktni souvisld mnozina (prostor) se nazyva kontinuum; vlastni kontinuum ob-
sahuje asponl dva rtzné body, prazdnd mnozina a jednobodové mnoziny jsou tzv. nevlastni kontinuua.
Semikontinuum je mnozina M, v niz pro kazdé dva body existuje kontinuum M; C M, které je obsahuje.

Definice 4.2. Pro kazdy bod « € P (kde P je libovolny metricky prostor) se sjednoceni vech kontinui
K C P obsahujicich bod x nazyva konstituanta bodu =z v P a znaci se konst, P.

Poznamka 4.1. Pojem kontinua je nejen invariantem homeomorfnich, ale dokonce spojitych zob-
razeni. Vlastni kontinuum K mé vzdy mohutnost kontinua, protoze pro kazdé dva rtzné body a,b
z K a pro kazdé 6 € (0,p(a,b)) je H({U(a,d0) N K # 0 — jinak by totiz kontinuum K mélo rozklad
K =(U(a,§) N K)U (K —U(a,d)) na dvé neprazdné oddélené mnoziny.

I pojem konstituanty je topologicky; konstituanty jsou typickym ptikladem semikontinui.

Poznamka 4.2. Necht prostor P je kompaktn{ a necht A,, C P jsou &, -sfetézené mnoziny (specidlné:
kontinua), pfi¢emz €, — 0. Existuje-li pak Lim A,,, je to kontinuum. Podobné: Je-li Li A,, # 0, je Ls A,
kontinuum. Mé-1i nekoneéné mnoho mnozin A, praumér > r > 0, je diam Ls A, > r, takze Ls A,, je
vlastni kontinuum. (Srov. s vétou 2.5 a s poznadmkou 1.10.)

Specialné tedy plati tvrzeni: Priinik nerostouci posloupnosti kontinui je kontinuum.

Véta 4.1. (Janiszewski.) Je-li P vlastni kontinuum a je-li a ¢ G C P, kde G # P je oteviena
mnozina, existuje kontinuum K s témito vlastnostmi:

l.aeKcé;
2. KNH(G) # 0.

Uvedené vlastnosti ma pritom kterakoli z mnozin

(1) konst, G, komp, @, komp,G, konst,G.

Dusledek 1. Kazdy bod p viastniho kontinua P je obsaZen v libovolné malych vlastnich kontinuich
K CP.

Dasledek 2. Jsou-li K a P kontinua, K ¢ P, existuje kontinuum K, tak, ze K ¢ K1 & P.

D ik az. 1. Dokdzeme nejdiive toto tvrzeni: Je-li M oteviend mnoZina a je-li a € M C M C G,
existuje kontinuum K tak, fea e K C M a KN H(M) # 0.
Zvolme k tomu uéelu bod b ¢ P — M. Z véty 2.4 plyne, 7e pro kazdé n € N existuje (1/n)-Tetéz

(2) a=agy, ai, ..., ay =b

spojujici body a,b v P; pro kazdé n existuje pak (pravé jeden) index i, tak, ze 0 < i < i, = al? ¢ M
aze a; .4 € P — M. Mnozina

(3) K, ={ag,ay,...,a} } CM

obsahuje bod a a splituje podminku p(K,, P — M) < 1/n; protoze a € Li K,, # (, je K := Ls K,, (podle
véty 2.5) kontinuum, které m4 zfejmé vechny zddané vlastnosti.

2. Oznaéime-li M,, = P — U(P — G,1/n), je a € M,, C M,, C G pro skoro viechna n, a podle toho,
co jsme jiz dokazali, existuji kontinua K,, C M, tak, ze a € K,, N H(M,,) # 0. Protoze K,, C konst, G, je

(4) U K, C konst, G;

n=1
protoZe je p(K,, P —G) < 1/n pro kazdé n, protind mnoZina vlevo mnozinu H(G); tim spise to plati pro

mnozinu vpravo.
3. Prvni z mnozin (1) m4 tedy zZddané vlastnosti; ze zfejmych inkluzi

(5) konst, G C komp, G C komp, G C komp, G, konst, G C konst, G
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plyne, ze zddané podminky splituji i ostatni mnoziny z (1).
Dusledek 1 plati, protoze pro kazdé £ > 0 je napi. konst, U(p, %5)) kontinuum o primeéru < e.
Diisledek 2 je ziejmy, je-li K = (). Je-li K # (), zvolme pevné body p € K, ¢ € P — K. Z normality
prostoru P plyne existence oteviené mnoziny G O K tak, ze q ¢ G. Mnozina

(6) Ky :=komp, G
je kontinuum obsahujici K, které podle hlavni ¢asti véty 4.1 protind H(G), coz je mnoZina disjunktni
s K. Je tedy K1 # K. Protoze q ¢ G, je K1 # P.

Véta 4.2. (Sierpinski.) Zadné kontinuum nelze rozloZit na spocetné mnoho disjunktnich uzavienych
mnozin, z nichz aspon dvé jsou neprazdné.

Dusledek. Je-li kompaktni prostor P disjunktnim sjednocenim spoc¢etné mnoha neprazdnych kontinui
P,, je kazdé P,, komponentou prostoru P.

D akaz. 1. Kdyby pro néjaké prirozené ¢islo ¢ > 1 byla souvisla mnozina P sjednocenim dis-
junktnich uzavienych mnozin Ay, ..., Ay, kde napf. Ay # 0 # Az, byl by P = A; U (Aa U. .. A,) rozklad
mnoziny P na neprazdné oddélené mnoziny — spor. Zbyva proto ukazat, ze rozklad uvedeny v hlavni ¢asti
véty neexistuje ani v pfipadé, Ze mnozin A,, je nekone¢né mnoho.

2. Pfedpokladejme naopak, ze pro néjaké kontinuum P existuji disjunktni uzaviené mnoziny A,, C P,
z nichz asponi dvé jsou neprazdné, tak, ze

(7) P = [j An;
n=1

bez ijmy na obecnosti lze op&t predpokladat, ze A; # () # As.

7 normality metrického prostoru P plyne existence oteviené mnoziny G, pro niz je Ay N G = 0,
Ay C G. Zvolme pevné néjaky bod x € Az a oznaéme K; := komp, G. Podle Janiszewského véty 4.1 je
pak K1 N H(G) # 0, a protoze As C G, je K1 — As # (. Protoze Ay N K1 C Ay NG =1, je

(8) Ki— Ay C UKlﬁAn,
n=3

a existuje proto index n > 2 tak, ze K1 N A, # 0. Z (8) déle plyne, Ze

(o]
(9) K= ) KinA4,,

n=2
pricemz vlevo je kontinuum disjunktni s Ay, vpravo sjednoceni disjunktnich uzavienych mnozin, z nichz
(aspori) dvé jsou neprazdné; jednou z nich je mnozina K; N As, a lze pfedpokladat, ze druhou z nich je
KinAs.

Protoze tento rozklad mé zcela analogické vlastnosti jako rozklad kontinua P, lze analogickym po-

stupem najit kontinuum Ky C K; disjunktni s K3 N A, tedy i s Ay (protoze Ko C K1), tak, Ze

o0
(10) Ky= ) K:nA4,,
n=3
pricemz KoM As # () a existuje index n > 3 tak, ze Ko N A, # (); bez Gjmy na obecnosti lze pfedpoklddat,
Ze je to index n = 4.
V téchto konstrukcich lze pokracovat neomezené; tim ziskdme (nekonecnou) nerostouci posloupnost
neprazdnych kontinui K, tak, ze K, N A, = 0 pro kazdé n e N. Pak je oviem

n=1 n=1 n=1

a dostavame se do sporu s Cantorovou vétou, podle niz je prunik vlevo neprazdny.
Tim je platnost Sierpinského véty dokazana a zbyva dokazat disledek.

3. Kazdé kontinuum P, je ¢asti jisté komponenty K, prostoru P; kdyby nékteré P, nebylo kompo-
nentou prostoru P, bylo by P, & K,,, tedy

K,=K,NnP=(K,NnP)U(K,NP)U...,

kde (aspoil) dvé mnoziny vpravo jsou neprazdné — spor.
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Poznamka 4.3. Kazdé vlastni kontinuum se d4 rozloZit na jednotlivé body, tj. na nespoc¢etné mnoho
disjunktnich nevlastnich kontinui. Trividlnim pfikladem kontinua, které 1ze rozlozit na nespocetné mnoho
disjunktnich vlastnich kontinui, je étverec (ktery lze rozlozit napf. na rovnobé&zné tsecky). Existuji vSak
téz kontinua 7idkd v roviné %), ktera se daji rozlozit na nespoc¢etné mnoho disjunktnich vlastnich kontinui;
ptiklad takového kontinua uvadi Uryson ve [4], ¢ast II, kap. V, §7-§8 (viz obr.4).

0

Obr. 4. K poznamce 4.3; riiznd méfitka na osadch umozila nakreslit i tieti krok konstrukce
Je-li dan rovnobéznik abed, jehoz strany (a; b), (c; d) jsou rovnobézné s osou x, bud a vzdy jeho levy
dolni vrchol, b pravy dolni vrchol, ¢ pravy horni vrchol, d levy horni vrchol. Operaci 9t nazveme pak

prechod od rovnobézniku abed ke ¢tyfem rovnobéznikim, které jsou v ném obsazeny a definovany takto:

6) tj. kiivky podle Cantorovy definice, kterou uvedeme v dalsim textu
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Stranu ab rozdélime na Sest stejné dlouhych tsecek
(117) (a5 ar),{ar; az),(az; as), (as; as), (as; as), (as; b)),
stranu dc na Sest stejné dlouhych tsecek
(11") (d; di),(d1; d2),(d2; d3), (ds; da), (da; d5), (d5; c)

a utvofime rovnobézniky
(12) aaldld, a2a3d2d1, a3a4d5d4, CL5de5.

Jednotkovy ¢tverec v roviné xy oznacime FPy. Operaci 9 ziskdme z Py Ctyfi rovnobézniky P,
kde 1 < i; < 4, jejichz sjednoceni ozna¢ime P!. Operaci 91 provedenou na kazdém P;, dostaneme
16 rovnobéznikt P; ;,, kde 1 < iy < 4, jejichz sjednoceni oznacime P2 atd. Prinik

(13) P> = ﬁ pn
n=1

je kontinuum, které je sjednocenim spocetné mnoha lomenych ¢ar slozenych ze dvou tsecek majicich jeden
krajni bod spoleény (podobné jako pismeno V) a nespodetné mnoha ,samostatnych® tsecek (podobnych
rizné naklonénému pismenu I).

Véta 4.3. (Moore.) V kazdém vlastnim kontinuu P existuji aspori dva body, z nichZ zZadny P neroz-
tina.

D i k a z. Staci dokazat, ze pro kazdy bod p € P existuje bod ¢ € P neroztinajici P a rtzny od p.
Necht mnozina v8ech ¢lent prosté posloupnosti {p(n)}22 , je husta v P, pfi¢emz p(0) = p. Pokud néktery
z bodt p(n), kde n > 0, neroztind P, staéi zvolit jej za q; zbyva proto vySetfit piipad, kdy kazdy bod
p(n), n > 0, kontinuum P roztina.

Polozme ng = 0, Ag = P, n; = 1. Protoze bod p(n1) roztind P, je P — p(n1) = A; U By, kde vpravo
jsou neprazdné disjunktni oteviené mnoziny; jejich oznaceni zvolme tak, ze p € By. Podle véty 2.2 je pak
uzaviend mnozina A; Up(ni) kontinuum a H(A;) = p(n1) (protoze hranice oteviené mnoziny A; vznikne
z jejiho uzavéru A; U p(n;) odectenim mnoziny A;).

Je-li pro nékteré i > 1 sestrojeno ¢islo n;—; € N a mnozina A;_1, ozna¢me n; nejmensi ¢islo, pro
néjz je p(n;) € A;—1; piSme pak P — p(n;) = A; U B;, kde vpravo jsou neprazdné disjunktni oteviené
mnoZiny, a oznaceni zvolme tak, 7ze p(n;_1) € B;. Podle véty 2.2 je mnozina A; = A; U p(n;) kontinuum
a H(Al) = Ai — Al = p(ni).

Tim je indukci sestrojena posloupnost {n;}°, pfirozengch &isel a posloupnost {4;} 2, otevienych
podmnozin kontinua P tak, Ze pro kazdé ¢ € N plati:

1. n; je nejmensi pfirozené ¢islo, pro néjz je p(n;) € A;j—1;

2. p(ni-1) ¢ Ai;

3. A; = A; Up(n;) je kontinuum, H(A;) = p(n;).

Protoze p(niy1) € Aq, p(n;) € H(A;), jen; # nyy1 (pro kazdé i e N). Protoze p(n;) ¢ A;r1Up(niy1) =
Ai+1, je Ai+1 CcP —p(nl) = Al U Bl Protoze kontinuum Ai+1 mé s Al spoleény bod p(ni+1)7 je Gasti Az
Z inkluze A;+1 C A; a z definice ¢isel n; plyne, ze n;+1 > n;; protoze neprdzdnd kompaktni podmnozina
A;11 # P souvislého prostoru P nemiize byt identickd s otevienou mnozinou A;, je n;y1 > n;. Posloupnost
{n;} je tedy rostouci.

Z inkluzi A;11 C A; a z Cantorovy véty déle plyne, ze

A=

DX

A= fﬁl?ﬁ’é@a

i=1

tato mnozina neobsahuje zddny bod p(n;), i > 0, protoze p(n;) ¢ A; 1. Pro kazdé n > 0 existuje i > 1
tak, Ze n; > n; protoZe n; je nejmensi ¢islo, pro néz je p(n;) € A;—1, je p(n) ¢ A;—1, a tim spise je
p(n) ¢ A. Mnozina A tedy neobsahuje zadny z bodt p(n), n > 0.

Véta bude dokézéana, ukazeme-li, Ze zZadny bod g € A neroztind P, tj. Ze pro kazdy rozklad P — ¢ =
M U N, kde M, N jsou disjunktni oteviené mnoziny, je jedna z mnozin M, N prazdna:
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Protoze neni ¢ = p(n;) pro zadné i € N, lezi vSechny body p(n;) ve sjednoceni M U N; pro jednu
z mnozin M, N — napf. pro N — existuje proto vybrana posloupnost {n;, } tak, ze p(n;,) € N pro kazdé
J. Mnozina M U ¢ je kontinuum disjunktni s H(A;;) = p(n,), tedy obsazené v A;; U B, ; protoze méa
spole¢ny bod ¢ s A;;, je MUq C A;;. Protoze tato inkluze plati pro kazdé j, je M C A. Protoze A (a tim
spie M) neobsahuje zadny z bodd p(n) a protoze mnozina {p(n); n > 0} je hustd v P, je oteviend
mnozina M prazdna.

Tim je véta 4.3 dokazana.

* %k

Definice 4.3. Je-li n € N a je-li f spojité zobrazeni néjaké mnoziny X C R™ na (metricky) prostor
P, fikdme, ze f je parametrizaci neboli parametrickym popisem prostoru P.

Priklad 4.1. 1. KaZzdé homeomorfni zobrazeni h kazdého jednorozmérného kompaktniho intervalu J
je parametrizaci oblouku h(J). Je-li I dalsi jednorozmérny kompaktni interval a je-li w : I —,, J prosta
spojita funkee, je h o w dalsi (homeomorfni) parametrizace oblouku A(J).

2. Je-li p € Ry, je vektorova funkce

(14) v(p) := (pcosp,psing), ¢ e (0,2m),

parametrizaci kruznice K o stfedu (0,0) a poloméru p. Jeji restrikce v|(0,7), v|{m, 27) jsou parame-
trizacemi pfislugné  horni“ pilkruznice K; := v({0,7)) a ,dolni* ptilkruznice Ky := v((m,27)). Tyto
pulkruznice jsou oblouky s krajnimi body a := —p a b := p, pfi¢emz

(15) KUKy, =K, Klﬁng{a,b}.

3. Je-li p € Ry, je vektorova funkce
(16) w(p,¥) := (p cospsind, p sinpsind, pcosd), 0 < p <27, 0< ¥ <,

parametrizaci sféry o stfedu v pocatku prostoru R? a poloméru p. Restringujeme-li tthel ¥ na interval
(0, %w) resp. (%w,w), dostaneme ,horni* resp. ,,dolni“ polosféru.
4. Pisme body Cantorova diskontinua A ve tvaru

[e’e} a
(17) x:2z3—k,
k=1

kde ay, € {0,1} pro kazdé k € N, a definujme vektorovou funkci f = (f1, f2) : A — R? takto: Je-li # déno
rovnosti (17), je

(18) h@) =Y Bt fal@) =Y S
k=1

k=1

Je zfejmé, ze funkce f zobrazuje A do ¢tverce @ := (0,1) x (0,1). Je-li dan libovolny bod (b, ¢) € @, kde
b= 12 bi/2% ¢ =377 cx/2F, pFidemz kazdé by, a kazdé ¢, je bud 0, nebo 1, a polozime-li azj,—1 = by,
ask, = ¢ pro kazdé k € N, je obrazem bodu (17) bod (b,c¢). Je tedy f(A) = Q.

Dokazme, Ze f je spojité zobrazeni: Je-li

o0 a/
(17) o =2)" 3—,’3
k=1

kde aj, € {0,1} pro kazdé k, dalsi bod z A a je-li n nejmensi index, pro néjz je a, # al,, je

N 1 =1 1
19 =2 k 2(—— —)——
1 Y B P YRR

Je-li tedy |z — 2’| < 372", je ar, = a), pro k = 1,...,2n, z ¢ehoZ snadno plyne, Ze | f;(z) — fi(z')| <27
pro i = 1,2, takze (kartézskd) vzdalenost bodd f(x), f(2) je nejvyse rovna 271, Z toho je patrna
(stejnomérnd) spojitost funkee f v A.
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Funkce f je tedy parametrizaci ¢tverce @; definiénim oborem neni interval, ale ¥idka nespocetnd
kompaktni mnozina A C R, kterd ma jen jednobodové komponenty. Funkci f lze snadno rozsifit spojité
na cely interval (0,1) — sta¢i v kazdém omezeném sty¢éném intervalu (a, b) Cantorova diskontinua polozit

T —

b —

f(x) = f(a) + Zf(b) pro kazdé z € (a,b).
Takto rozsifend funkce f zobrazuje jednorozmérny interval (0,1) spojité na dvojrozmérny interval Q.
Jak ptvodni funkce f : D —,, @, tak i rozs$ifend funkce f : (0,1) —,, @ je parametrizaci étverce Q.
Spojité funkce zobrazujici ¢ast R na ,vicerozmérnou“ mnozinu se casto nazyvaji Peanovy funkce nebo
Peanovy kfivky. ")
Poznamenejme jesté, ze kdybychom bodu (17) pfifadili vektor

(52 5= 25,

k=1 k=1 k=1

zfejmé bychom ziskali spojité zobrazeni mnoziny A na krychli (0,1)3, tedy dalsi Peanovu funkci. Jisté je
téz patrné, ze podobné lze parametrizovat i krychli (0,1)™ C R” libovolné (kone¢né) dimenze n.

Definice 4.4. Homeomorfni obrazy kruznic se nazyvaji topologické kruznice.

Poznamka 4.4. Pojem ,topologicka kruznice“ je zfejmé topologicky. ,,Vnitfni“ vlastnosti topologic-
kych kruznic odpovidaji analogickym vlastnostem kruznic:

Zvolime-li napf. na jednotkové kruznici C' s parametrickym popisem f(t) := (cost,sint), t € R,
dva rizné body a = f(«), b = f(8), lze pfedpokladat, ze « < 8 < « + 27. Mnoziny C; := f({«, 8))
a Cy := f({B,a + 2m)) jsou pak (komplementérni) oblouky kruznice C'; maji krajni body a,b a jejich
prinikem je mnozina {a,b}. (Dodejme jesté, ze neexistuje oblouk C5 C C' s krajnimi body a,b a rizny
od 7 i od Cs.) Z toho ihned plyne toto tvrzeni pro topologické kruznice:

Je-li K topologicka kruznice a jsou-li A # B dva jeji body, existuji pravé dva oblouky Ki, K2
s krajnimi body A, B tak, ze K1 UKy = K, K1 N Ky = {A, B}.

Obrécené: Jsou-li K1, Ko dva oblouky AB®) a je-li K1 N Ky = {A, B}, je K; U Ky topologicka
kruznice.

Existuje totiz homeomorfni zobrazeni hy : (0,7) —pna K1 tak, ze hi1(0) = A, hi(7) = B, a homeo-
morfni zobrazeni hs : (m,27) — . K2 tak, ze ho(m) = B, ha(27) = A; je-li f jako nahofe a oznacime-li
By := f({0,7)), B2 := f({m,2r)) horn{ a dolni ptlkruznici, je

[ e (FKO,m)) -1 v By
(20) h = {hgo(f|<7r,2ﬂ—>_l v By

ziejmé homeomorfni zobrazeni kruznice C' na K7 U K ; toto sjednoceni je tedy topologicka kruznice. [
Nasledujici t¥i véty obsahuji dilezité charakteristiky oblouki a topologickych kruznic.

Véta 4.4. Existuji-li v kontinuu P dva rizné body a,b tak, Ze kazdy bod x € P — {a, b} rozting P,
je P oblouk ab.

Dtkaz. Prokazdé z ¢ P— {a,b} je podle pfedpokladu P —x = M U N, kde M, N jsou oteviené
disjunktni neprazdné mnoziny; mnoziny M U x, N U x jsou podle véty 2.2 kontinua. Pfedpokladejme, ze
a € M a dokazme sporem, Ze b €¢ N. Predpokladejme, Zze b € M a podle véty 4.3 zvolme bod y € N, ktery
neroztinad kontinuum N U z. Mnozina P —y = ((N Uz) —y) U (M U z) je pak (jakozto sjednoceni dvou
souvislych mnozin, které maji spole¢ny bod z) souvisld, takZze bod y neroztind P, ackoli neni roven ani
a, ani b — spor.

Dokézali jsme, ze pro kazdé x € P — {a,b} je P — a2 = M U N, kde vpravo jsou oddélené mnoziny,
pricemz z predpokladu a € M plyne, Zze b € N. Kazdy bod z € P rlizny od a i b tedy roztind P mezi body
a,b, tj. P —{a,b} = S(a,b). Podle véty 2.11 je P oblouk ab.

7) Slovo ,kiivka“ mé v riiznych matematickych disciplinach riizny vyznam. Zatimco v tomto textu budou kiivky
bodové mnoziny, jinde je Géelnéjsi nazyvat k¥ivkami (vektorové) funkce, tedy parametrizace jistych bodovych mnozin.
8) P¥ipomenme, Ze to znamena, ze oba oblouky maji krajni body A, B.
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Véta 4.5. (Moore.) Vlastni kontinuum P je topologickou kruznici, pravé kdyz je roztind kazd4
dvoubodovd mnozina {a,b} C P.

D 4 k a z . Protoze kazda topologicka kruznice uvedenou vlastnost mé, budeme dokazovat jen
obracené tvrzeni.

Dokazme nejdfive (neptimo), ze pro kazdé a € P je mnozZina P — a souvisla: Z predpokladu jeji
nesouvislosti plyne existence rozkladu P = C; U Cy, kde Cy a (3 jsou oteviené disjunktni neprazdné
mnoziny; podle véty 2.2 je kazd4d z mnozin D; := C; Ua, i = 1,2, kontinuem. Podle véty 4.3 existuji
v kazdém D; aspon dva body, které D; neroztinaji; existuji proto dva body p € C1, q € Cs tak, Ze mnoZiny
Dy —p a Dy — ¢ jsou souvislé. Mnozina P — (pUq) = (D1 — p) U (D2 — q) je pak (jakoZto sjednoceni dvou
souvislych mnozin majicich spoleény bod a) souvisla, coz odporuje predpokladu véty.

Zvolme a € P pevné; mnozina P — a je podle toho, co jsme pravé dokazali souvisla (a nespocetnd),
takze podle véty 2.8 existuje bod b € P — a, pro néjz je P — {a, b} sjednocenim dvou disjunktnich oblasti
M, N, jejich# spole¢nou hranici je b. Kdyby bod a nelezel v M, byl by P —b = M U (N U a) rozklad
souvislé mnoziny na dvé neprazdné oddélené mnoziny. Je tedy M=MUaU b; podobné se dokaze, ze
N=NUaUb.

Dokazme, ze M, N jsou oblouky ab. Necht napf. M neni oblouk ab; pak (podle véty 2.11) existuje
bod x € M tak, ze mnozina M-z je souvisla. Jsou jen dvé moznosti: 1) N neni oblouk; pak existuje bod
y € N tak, Ze i mnozina N — y je souvisla, nacez je souvislé i mnozina P — {z,y} = (M —z) U (N —y),
protoZe souvislé mnoziny vpravo maji spoleéné body a, b — spor. 2) N je oblouk; pak pro kazdy bod y ¢ N
je N — y sjednocenim mno#in ay — y a by — y°) a mnozina P — {z,y} = (ay — y) U (M —z) U (by — y) je
ziejmé opét souvisla — spor.

Tim je dokézano, ze M je oblouk ab; dikaz, zZe i N je oblouk ab, je zcela analogicky.

Véta 4.6. K tomu, aby kontinuum P bylo obloukem ab, je nutné a staci, aby bylo mozné zavést do
P usporadani < tak, ze kromé obvyklych axiomu plati:

1. a je prvni, b posledni bod;

2.je-llice P,de P, c <d, jsou mnoziny

{reP;c<x=<d}, {xeP;z=<d}, {xeP;z>c}

oteviené a neprazdné.

Ddikaz. 1. Jeli P oblouk ab, jsou podminky zfejmé splnény.

2. Predpokladejme, ze podminky jsou splnény a Ze A je husta spocetné ¢ast kontinua P obsahujici
body a,b. Mnozina A je, jakozto ¢ast usporadané mmnoziny P, také usporadana. M& prvni a posledni
prvek a podle podminky 2 nem4 skoky. 1) Je tedy podobna ') mnoziné D vsech dyadicky racionalnich
¢isel z intervalu (0,1).12) Bud f podobné zobrazeni mnoziny A na D. Polozime-li

f(z) :=sup{f(z);z€ A, z<z}, jelixecP—A,

je f definovana na celém P a snadno se ukaze, Ze je homeomorfnim zobrazenim.

* kX%

Definice 4.5. Rikame, Ze vlastni kontinuum K C P je kontinuum kondenzace prostoru P, je-li K
ridké v P, a kontinuem konvergence, existuji-li kontinua K, C P disjunktni s K tak, ze K = Lim K.

Poznamka 4.5. Oba pojmy jsou zfejmé topologické.
Poznamka 4.6. Kazdé kontinuum konvergence je iidké, takze je kontinuem kondenzace. Nasledu-

jici dva priklady ukazuji, ze obrdcené turzeni neplati, tj. ze existuji kontinua kondenzace, ktera nejsou
kontinuy konvergence.

9) Jsou to oblouky s krajnimi body a,y a y, b obsazené v oblouku N, z nichz byl odstranén spole¢ny krajni bod y.

10) Skokem (v uspofadané mnozing) se rozumi dvojice jejich bodt ¢ < d, pro néz je interval {x; ¢ < x < d} prazdny.

1) Zobrazeni F usporddané mnoziny X do uspofddané mnoziny Y se nazyva podobné, zachovava-li usporadani, tj.
plati-li implikace z < y = F(x) < F(y). Rikdme, ze mnoziny X,Y jsou podobné, existuje-li podobné zobrazeni mnoziny
X na mnozinu Y.

12) Srov. napf. s [6], kap. ITI, Véta 1.
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Priklad 4.2. Je-li P sjednoceni tsecky u := ((—1,0); (1,0)) s tseckami spojujicimi pocatek s body
(£1,1/n), n € N, je u kontinuem kondenzace kontinua P, neni vSak jeho kontinuem konvergence. (Jeho
kontinuy konvergence jsou vSak tsecky ((0,0); (£1,0)).)

Priklad 4.3. Je-li P sjednoceni tsecky v := ((0,0); (1,0)) s tise¢kami spojujicimi body
2m —1 2m—-1 1
21 (7,0), (7—) 0<2m—1<2", neN,
(21) o 5 on <2m < ne
je tsecka v je kontinuem kondenzace kontinua P; v tomto pfipadé neobsahuje P zadné kontinuum kon-
vergence.

Priklad 4.4. Typick4 kontinua konvergence jsou patrné z obr. 7 (dolni tsecka) a z obr. 8 (jednotkova
kruznice, ktera lezi v uzdvéru mnoziny {r(t) - (cost,sint); r(t) :=t/(t + 1),t € (0,4+00) }.

Obr.5 a 6. K prikladtim 4.2 a 4.3

Poznamka 4.7. Je-li K kontinuum konvergence kompaktniho prostoru P, existuji disjunktni kontinua
K, C P tak, ze
K,NK =0 pro vSechna neN a K = Lim K,,.

D tu k a z . Podle pfedpokladu existuji kontinua C'(k) disjunktni s K tak, ze K = Lim C(k).
Polozme ky := 1, K7 := C(k1). Jsou-li jiz sestrojeny indexy k1 < ... < k;, a disjunktni mnoziny K; :=
C(k1),...,K, := C(ky), polozme r, := min{p (K1, K),...,p(K,, K)}. Toto ¢islo je kladné a protoze
Lim C(k) = K, existuje podle véty 1.2 index k41 > k, tak, ze K41 = Clkny1) C U(K,ry,), coz
zaruuje, ze (K1 U...UK,) N K,+1 =0.

Tim je indukci sestrojena posloupnost { K, } ; protoZe je vybréna z posloupnosti {C(k)}, je Lim K, =
Lim C(n) = K, a z konstrukce plyne, ze m #n = K,, N K, = 0.

Poznamka 4.8. V dalsim budeme potiebovat tvrzeni, které lze vyslovit ve dvou ekvivalentnich ver-
zich:

Baireova véta — 1. verze. Je-li kazda z mnozin P,, n € N, oteviena a husta v tuplném prostoru P,
je i mnozina (\,—, P, hustd v P.'3)

Uvéazime-li, ze uzaviena mnozina K C P je fidkd v P, pravé kdyz je mnozina P — K husta v P, a zZe
uzavér mnoziny ridké v P je fidky v P, je patrné, ze Baireovu vétu lze ekvivalentné vyslovit i takto:

Baireova véta — 2. verze. Je-li P uplny prostor a jsou-li mnoziny K,, n € N, fidké v P, je mnozina
P*:=P—J,_, K, mnozina hustd v P; je-li P # 0, je i P* # (.

Poznamenejme, zZe sjednoceni spo¢etné mnoha mnozin fidkych v P se nazyva mnozina prvni katego-
rie v P. Neprazdny aplny prostor neni tedy prvni kategorie v sobé. Protoze kompaktni prostory jsou
tplné, plyne z toho, Ze zadné vlastni kontinuum neni prvni kategorie v sobé.

13) Viz [6], str. 132 — 134, nebo [7], str. 300.
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Obr.7 a 8. K prikladu 4.4

Poznamka 4.9. Je-li K kontinuem kondenzace prostoru P, je kontinuem kondenzace kazdého vétsiho
prostoru P D P; analogické tvrzeni plati i pro kontinua konvergence.

Je-li K kontinuem kondenzace prostoru P, plati totéz o kazdém vlastnim kontinuu C' C K. Obdobné
tvrzeni pro kontinua konvergence vsak neplati.

Priklad 4.5. Necht P je sjednocenim tsecky spojujici body (—1,0) a (1,0), jednotkové kruznice
K = {(cosp,siny); 0 < ¢ < 27} a oblouki

K, ={rn(cosp,sing); r, :=n/(n+1),0 € (1/n,2mr—1/n)}
kruznic o stfedu (0,0) a polomérech r,,. (Viz obr.9.) Pak je P kontinuum a kruznice K je jeho kontinuem

konvergence, zatimco jeji ,prava polovina® C' = {(cos¢,sin¢); ¢ € (=47, +7)} kontinuem konvergence
neni.
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Obr. 9. K prikladu 4.5

Poznamka 4.10. Jsou-li K,, kontinua kondenzace kompaktniho prostoru P a je-li K = |J,-, K,
kontinuum, je K také kontinuem kondenzace prostoru P.

D ik az. Protoze mnoziny P — K,, jsou oteviené a husté v P, je podle Baireovy véty husty i jejich
prunik

ﬁ(P—Kn):P— GKn:P—K.
n=1 n=1

Protoze mnozina K je podle predpokladu uzaviena, je mnozina P — K oteviend; protoze je hustd v P,
je mnozina K tidka v P. O

Kontinuum z poznadmky 4.6 ukazuje, Ze (na rozdil od pravé dokdzaného tvrzeni o kontinuich kon-
denzace) ani sjednoceni dvou kontinui konvergence nemusi byt kontinuem konvergence.

Poznamka 4.11. Je-li prostor P sjednocenim konec¢ného poc¢tu kontinui, z nichz Zadné neobsahuje
zadné kontinuum kondenzace, neobsahuje ani P Zadné kontinuum kondenzace.

D 4 k az. Tvrzeni staci zfejmé dokazat pro pfipad, kdy P je sjednocenim dvou vlastnich kontinui
Py, P>. Pro kazdé vlastni kontinuum C' C P nastane jedna z téchto dvou situaci:

1.CN((PL—P)U(Py,— Py)) #0,

2.Cc PNP,.

Ad 1. Je-li napt. CN (P — P,) # ), zvolme bod a v tomto priiniku a uvazme, ze éislo 6 := p(a, P3) je
pak kladné. Podle disledku 1 véty 4.1 existuje vlastni kontinuum C; C C'— P; obsahujici bod a a disjunktni
s Py, takze p(Cy, Py) > 0. Protoze C; C P; a protoZze P; neobsahuje zadné vlastni kontinuum #idké v Py,
neni Cj ¥idké v P;. Vzhledem k tomu, Ze mé kladnou vzdalenost od P», neni fidké ani v P. Tim spiSe
neni v P fidké kontinuum C' D C;. P tedy zddné kontinuum kondenzace neobsahuje.

Ad 2. Predpokladejme, ze C je idké v P, a dokazme, Ze pak existuje bud vlastni kontinuum ridké
v Py, nebo vlastni kontinuum fidké v P5. Pro ¢ = 1,2 polozme

(22) C; :={x € C; pro kazdé okoli U(x) je U(z)N P, —C #0}.
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Snadno nahlédneme, Ze obé mnoziny C; jsou uzaviené, ze C; U Cy = C' a ze mnozina C; je fidka v P;.
Protoze kompaktni prostor je iplny a tplny prostor neni sjednocenim zadnych dvou fidkych mnozin,

nent napf. mnozina C; Fidkd v C. Existuje tedy bod a € C; a § > 0 tak malé, ze U(a,d) N C C C4,
U(a,d) — C # ). Podle véty 4.1 existuje vlastni kontinuum D obsahujici bod a a obsazené v C. Protoze
C1 je fidka v Py, je v P idké tim spiSe i vlastni kontinuum D. O

Tvrzeni analogické tomu, které jsme pravé dokazali, pro kontinua konvergence neplati. V nésledu-
jicim prikladu ukazeme, ze existuji kontinua P, Pi, Py tak, Ze zatimco ani Py, ani Py Zddné kontinuum
konvergence neobsahuje, v P = Py U Py takové kontinuum existuje.

Priklad 4.6. Pro kazdé n € N a kazdé m e {0,1,...,2" "'} necht T(n,m) je sjednoceni tusecky
((m/2™,0); (m/2",1/2™)) s tise¢kou s krajnimi body (m/2" +1/2("*+1 1/2"); nechf Q := (0,1) x (0,1/2)
a L:(0,1) x 0.V zddném z kontinui

(23) P=LUJ (| T(m.2m—-1)), Py:=LU (Qm Uy T(n,zm)))

pak nelezi zddné kontinuum konvergence, ale tisecka L je kontinuem konvergence kontinua P := P; U Ps.
(Viz obr. 10.)

Véta 4.7. Kazdy bod p kontinua P, v némz P neni lokalné souvislé, lezi v néjakém kontinuu konver-
gence kontinua P.

D i k az. Neni-li P lokilné souvislé v bodé p, existuje okoli U := U(p) tak, Ze p nelezi uvnit¥
kontinua Ko := komp,, U.

Zvolme pevné e1 € (0,1) a bud Uy := U(p,e1). Protoze U; ¢ K, existuje bod p; € Uy — Kp; polozme
Ky :=komp,, U. Protoze Ky a K1 jsou komponenty téze mnoZiny, je bud Kq = K1, nebo Ko N K1 = (J;
protoze p; € K1 — Ko, je Ko N K1 = (. Podle Janiszewského véty 4.1 je kromé toho K1 N H(U) # (.

Necht e5 € (0,1/2) je tak malé, Ze okoli Uy := U(p,e2) je disjunktni s Kj; zvolme py € Us — K
a polozme Ko := komp,, U. Pak je Ko N (Ko UK;) =0, KyNnHU) # 0.

Jisté nemusime provadét formalné indukci, abychom nahlédli, Ze tento postup vede k posloupnosti
{K,}22, disjunktnich kontinui, é&isel €, € (0,1/n), okoli U,, := U(p,en) ¢ Ko a bodi p,, € U, — Ky, pro
néz plati:

pmeK,CcU a K,NH(U)#0 pro kazdé n e N.

Podle véty 1.2 1ze z posloupnosti {K,} vybrat konvergentni posloupnost {K,,}; ukazme, Ze jeji
limita K je hledané kontinuum konvergence: Protoze K obsahuje bod p = limp,,, a protind H(U), je to
vlastni kontinuum; protoze K C Ky, je K N K,, = 0 pro kazdé n € N.

Véta 4.8. Kazdy bod p kontinua P, v némz P neni lokalné souvislé, je obsazen ve vlastnim kontinuu
K C P, v jehoz zadném bodé neni P lokalné souvislé.

D 4 k a z . Ukazme, ze kontinuum K zkonstruované v diikkazu predchézejici véty mé zaddanou
vlastnost. Predpokladejme, ze kontinuum P je lokdlné souvislé v nékterém bodé y € K. Oznacime-li
M :=komp, U, je K C M ay e Int M; protoze K = Lim K,,, existuje i tak, ze K,, N M # (0. Pak je
vsak mnozina M U K, kontinuum obsahujici p, coz je ve sporu s tim, ze K, je komponenta mnoziny ﬁ,
kterd bod p neobsahuje. Tento spor ukazuje, ze v zddném bodé kontinua K neni kontinuum P lokalné
souvislé.

Poznamka 4.12. Neexistuji tedy kontinua, ktera by méla jen jeden bod lokéalni nesouvislosti nebo
obecnéji jen spocetné mnoho takovych bodi. Naproti tomu existuji vlastni kontinua, kterd maji prave
jeden lokalni souvislosti. Piikladem takového kontinuum je sjednoceni P tsecek spojujicich bod p :=
(1/2,1/2) se vSemi body Cantorova diskontinua. Bod p je jediny bod, v némz je kontinuum P lok&lné
souvislé. (Viz obr.11.)
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Obr. 10. Kontinua Py, P, P = P, U P, z prikladu 4.6
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Obr. 11. K poznamce 4.12

Definice 4.6. Rikdme, Ze kontinuum P je dédiéné lokalné souvislé, je-li kazdé kontinuum K C P
lokalné souvislé. 14)

Poznamka 4.13. Ttida dédi¢né lokalné souvislych kontinui je podstatné uzsi nez tiida lokalné souvis-
Ijch kontinui. Ctverec je jednoduchym piikladem lokalné souvislého kontinua, které neni dédiéné lokalné
souvislé. Ptikladem kontinua fidkého v roviné, které je lokalné, ale ne dédi¢né lokalné souvislé, je dolni
kontinuum z obr. 10.

Véta 4.9. K tomu, aby kontinuum bylo dédi¢né lokalné souvislé, je nutné a staci, aby neobsahovalo
zadné kontinuum konvergence.

Didkaz. 1. Nenili K C P lokilné souvislé, existuje v K podle véty 4.8 kontinuum konvergence;
toto kontinuum je kontinuem konvergence i v P.

2. Necht existuje kontinuum konvergence K C P; pak je K = Lim K,, pro vhodnou posloupnost
disjunktnich kontinui K,, C P, ktera jsou navic disjunktni i s K. Dokazme, ze existuje kontinuum L C P,
které obsahuje K a neni lokalné souvislé.

MiuZeme predpokladat, ze samo P je lokélné souvislé (jinak lze klast L = P). Zvolme pevné néjaky
bod p € K a bud U tak malé okoli tohoto bodu, ze K — U # (). Oznacime-li pak C' := komp, U, je C
kontinuum obsahujici bod p uvnit¥, pficemz K — C # (). Protoze K = Lim K,, existuje no € N tak, Ze
n>ng = CNK, # (. MnoZna

(24) L=CUKUK,,UK,,+1U...

je pak zfejmé kontinuum. Kdyby L bylo lokadlné souvislé v nékterém bodé xz ¢ K — C, existovalo by
kontinuum D C L — C a okoli U(x) bodu z tak, ze U(x) N L C D. Protoze pro skoro vSechna n je
U(xz) N K, # 0 a protoze

(25) Ux)NL = (Ux)NC)U (U(z) N K)U (U(:c) n U Kn)
je
(26) Dm( U Kn);é@,

14) Jde zfejmé o topologicky pojem.
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tj. existoval by rozklad

(27) D=(KnD)U [j (K, N D),

n=ngo
kde KN D # 0 a K,, N D # () aspoi pro jedno n > ng. To viak odporuje Sierpiniského vété 4.2.
L tedy neni lokalné souvislé v zadném bodé z € K — C.

Poznamka 4.14. Dé&di¢né lokdlné souvislé kontinuum muZe obsahovat kontinua kondenzace. Viz
k tomu obr. 6 k ptrikladu 4.3.
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