3. Lokalné souvislé prostory

Definice 3.1. Rikdme, Ze prostor P je lokaln& souvisly v bodé p € P, je-li p € Int (komp , U(p))
pro kazdé okoli U(p) bodu p. Prostor P se nazyva lokalné souvisly, je-li lokdlné souvisly v kazdém bodé
peP.

Poznamka 3.1. Pojem lokalni souvislosti v bodé a lokalni souvislosti je zfejmé topologicky. [

Ekvivalentni formulace definice 3.1: Prostor P je lokalné souvisly v bodé p € P, pravé kdyz plati
nékterd z téchto podminek:

L. Pro kazdé okoli U(p) existuje okoli U (p) C komp,, U(p).

2. Ke kazdému ¢ > 0 existuje d > 0 a souvisld mnozina M C U(p,¢) tak, ze U(p,d) C M.

3. Existuji libovolné malé!) souvislé podmnoziny prostoru P, které obsahuji bod p uvniti.

4. Existuji libovolné malé souvislé uzaviené podmnoziny prostoru P, které obsahuji p uvniti. ?)

Poznamka 3.2. Jak ukazuje nésledujici pfiklad, neplati toto tvrzeni: Je-li prostor P lokélné souvisly
v bodé p € P, existuji libovolné mala souvisla okoli bodu p.

Pfiklad 3.1. Necht P C R? se sklad4 z tisecky spojujici body (0,0) a (1,0) a z tseéek spojujicich bod
(27",0) s body (2~ (+1) 2=(n+k)) 'kde k =1,2,3,..., n=0,1,2,....

Prostor P je pak lokalné souvisly v bodé (0, 0), ale kazdé souvislé okoli tohoto bodu obsahuje celou
usecku (0,1) osy x.
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Obr. 3. K prikladu 3.1

Poznamka 3.3. Lokalni souvislost prostoru P v bodé p je lokdini vlastnost, tj. zavisi jen na libovolné
malych okolich bodu p. Odtud ihned plyne, Ze oteviend podmnozina lokalné souvislého prostoru je lokalné
souvisla.

Véta 3.1. Komponenty lokalné souvislého prostoru P jsou oteviené®) mnoziny; jsou to tedy oblasti
prostoru P.

Diakaz. Jelipe K, kde K je komponenta prostoru P, je P okolim bodu p, a existuje tedy okoli
V(p) C komp, P = K.

1) tj. s libovolné malym priimérem

2) Jsou to napf. mnoziny tvaru komp , U(p).
3) tedy obojetné, sr. s pozn. 2.3, Cast 4
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Poznamka 3.4. Plati toto tvrzeni: Je-li P lokalné souvisly prostor, existuji ke kazdému bodu p € P
libovolné malé souvisla okoli U (p).*)
Jsou to napf. mnoziny
komp,U(p,1/n), n=1,2,...,

oteviené podle véty 3.1.

Véta 3.2. 1. Je-li P = AU B a jsou-li mnoziny A, B lokalné souvislé v bodé p € AN B, je i prostor
P lokalné souvisly v bodé p.
2. Je-li P = AUB, kde mnoziny A, B jsou uzaviené a lokalné souvislé, je i prostor P lokalné souvisly.

Duakaz. 1. Jeli U okoli bodu p € P, jsou mnoziny U; = U N A, Uy = U N B okolimi bodu
p v mnozinach A, B. Protoze mnoziny A, B jsou lokalné souvislé v bodé p, existuji okoli V1 a V5 bodu
pv Aa B tak, ze V; C komp, U; pro i = 1,2. K okolim V; existuji mnoziny W; oteviené v P tak, Ze
Vi=WinA, Vo =W,ynN B. Mnozina W := W1 N Wy je pak okolim bodu p v P, pfi¢emz

W:WlﬁWnglﬂWgﬁ(AUB)CV1UV2CkomppUlukomppUgckomppU.

2. Je-lip e P, je bud p € AN B a prostor P je lokalné souvisly v bodé p podle ¢asti 1 této véty, nebo
ma p kladnou vzdélenost od jedné z mnozin A, B. Je-li napt. p(p, B) > 0, je prostor P lokdlné souvisly
v bodé p proto, ze v bodé p je lokdlné souvisla mnozina A; mnozina B nemé na tuto okolnost zadny vliv.

Poznamka 3.5. Nasledujici priklad ukazuje, ze ve druhé ¢ésti véty 13 nelze vynechat predpoklad, Ze
mnoziny A, B jsou uzaviené.

Priklad 3.2. A necht je tisecka spojujici (v R?) body (0, —1), (0,1) a B necht je graf funkce sin (1/z),
0 < z <1; prostor P = AU B neni lokdlné souvisly v zddném bodé z A, ackoli A i B jsou lokalné souvislé
podmnoziny prostoru P. (Viz obr. 3.2.)

Véta 3.3. (Whyburn.) Je-li P souvisly lokalné souvisly prostor, je mnozina S(a,b)UaUb pro kazdé
dva body a € P, b € P kompaktni.

Dikaz. 1. Ukazme, Ze mnoZina S = S(a,b) Ua Ub je uzaviend: Zvolme libovolny bod pe P — S
a necht K := komp (P — p). Protoze P — p je lokalné souvisly prostor, je K obojetnd v P — p, tedy také
lokalné souvisla. Kdyby bylo b ¢ K, bylo by P —p = KU (P — p — K), kde ob& mnoziny vpravo jsou
obojetné a disjunktni, tedy oddélené; z podminek a € K, b € P — p — K by plynulo, Ze bod p roztina P
mezi body a, b, coz je spor. Je tedy b € K.

Protoze mnozina K je lokalné souvisla a protoze p ¢ K, existuje ke kazdému x € K souvislé okoli
U(z) C K°®) tak, %e uzavér v P tohoto okoli spliiuje podminku U(z) C P — p. Snadno nahlédneme, Ze
mnozina vSech z € K, pro néz existuje fetéz U(xo), U(z1), ..., U(xs) takovychto okoli spojujici body a, ,
je obojetnd v K, tedy (vzhledem k souvislosti mnoziny K) rovna K.

Protoze b ¢ K, existuje takovy fetéz U(a) = U(xzg),U(x1),...,U(xs) = U(b) specidlné i pro bod b.

(1) A= U)

je pak souvisld uzaviend mnozina obsaZend v P — p a obsahujici oba body a,b. Protoze p(p, A) > 0,
existuje okoli U(p) disjunktni s A. Zadny bod z € U(p) neroztind P mezi body a, b, takze nelezi v S.
Okoli U(p) je disjunktni s S, tedy obsazené v P — S. Protoze bod p € P — S byl libovolny, je mnozina
P — S oteviend, mnoZina S uzaviena.

2. Kompaktnost mnoziny S bude dokézana, dokdzeme-li implikaci

(2) NcCS, SnderN =0 = N je konec¢na.

Nema4-li vSak mnozina N C S v S (tedy ani v P, nebot S je uzaviend mnozina) zadny hromadny bod,
existuje ke kazdému = € P souvislé okoli U(x) tak, Ze mnozina U(x)NN je koneéna. Podobné jako v 1. ¢asti
dtikazu existuje Tetéz U(xg), ..., U(zs) takovychto okoli, ktery spojuje body a,b. ProtoZe mnozina

(3) B:= U U(x;)
=0

4) Srov. s poznamkou 3.2!
5) Protoze mnozina K je oteviena v P — p, tedy i v P, jsou okoli v K zéroveii okolimi v P.
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obsahuje body a,b a je souvisla, obsahuje mnozinu S(a,b), tedy i S, a tim spiSe tedy je N C B. Protoze
kazda z mnozin U(z;) N N je konecn4, plati totéz o mnoziné BN N = N. Tim je implikace (2), a tedy
kompaktnost mnoziny S dokézana.

Véta 3.4. Je-li P souvisly a lokalné souvisly prostor a je-li
(4) P =S(a,b)uaUb,

je P oblouk ab.

D i k a z . Plati-li (4), je prostor P podle véty 3.3 kompaktni (tedy separabilni); protoze je podle
predpokladu i souvisly, je to podle véty 2.11 oblouk.
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