2. Souvislé prostory

Definice 2.1. Rikdme, ze mnoziny A C P, B C P jsou oddélené, je-li ANB =0 = AN B.
Poznamka 2.1. Je-li jedna z mnozin A, B prazdnd, jsou mnoziny A, B oddélené. KaZdy prostor mé
proto rozklad na dvé oddélené mnoziny; rozklady tvaru P = PUQ a P = () U P se nazyvaji trivialni.

Definice 2.2. Rikdme, 7e prostor P je souvisly, mé-li jen trividlni rozklad na dvé oddélené mnoziny.
Rikéme, Ze prostor P je nesouvisly, neni-li souvisly.

Nesouvisly je tedy takovy prostor, ktery ma aspon jeden netrivialni rozklad na dvé oddélené casti.

Poznamka 2.2. Je-li P = AU B, jsou mnoziny A, B oddélené, pravé kdyz jsou disjunktni a bud obé&
oteviené, nebo obé uzaviené.?!)

Véta 2.1. Jsou-li mnoziny M C P, N C P bud obé uzaviené, nebo obé oteviené, jsou mnoziny
A:=M — N, B:=N — M oddélené.

Dtk az. Abychom ukézali, e AN B = (), pisme

ANB=MN(P-N)NNN(P-M)cMNP—-NNNN(P—M).

Je-li mnoziny M, N uzaviené, je M = M a vyraz za C je roven MNP — N NN N (P — M) = (. Jsou-li
mnoziny M, N oteviené, je mnozina P— N uzaviend a vyraz za C je roven MN(P—N)NNN(P—-M) = 0.
Podobné se dokaze rovnost AN B = ().
* ok %

Piedpokladam, ze ¢tenaf znd zékladni véty o souvislych prostorech (viz napt. [6] nebo [7]) a uvedu
proto jen néktera tvrzeni, ktera se v béznych ucebnicich obvykle nevyskytuji.
Véta 2.2. Necht C je souvisld podmnozina souvislého prostoru P. Je-li P — C = AU B, kde A, B

Jjsou oddélené mnoziny, jsou mnoziny AUC, BUC souvislé. Je-li C' navic uzaviend, jsou i mnoziny AUC),
B U C uzaviené.

D @ k az . Protoze piipad C = ) je trividlni, pfedpokladdejme, ze C' # 0, a dokazme tvrzeni vty
napf. pro mnozinu A U C'; pro mnozinu B U C je dikaz zcela analogicky. Nejdiive souvislost: Necht

AUC=DUE,

kde D, E jsou oddélené mnoziny. Protoze C je souvisld, je obsazena bud v D, nebo v F; bez ijmy na
obecnosti lze pfedpokladat, ze C C D. Pak je D # () a E C A, a protoZe mnoziny A, B jsou oddélené,
plati totéz o mnozinidch E, B, a tedy i o mnozindch E, BU D. Protoze P=AUBUC =BUDUF,
protoze prostor P je souvisly a protoze BUD # 0, je E = 0. AUC je tedy souvisld mnoZina.

Pfedpokladejme nyni navic, ze mnozina C je uzaviena. Potom je
CUA=CUA=CUA=(CUA)NAUBUC)=[(CUA)N(CUA]U[(CUA)NB]=CUA,

coz ukazuje, ze C'U A je uzaviend mnozina.
Véta 2.3. Necht P = M U N a necht mnoZiny M, N jsou bud obé uzaviené, nebo obé oteviené.
Jsou-li obé mnoziny M NN a M U N souvislé, jsou souvislé i mnoziny M a N.
Diakaz. Vevété 2.2 polozme A= M — N, B=N—-M a C = MnNN. MnoZiny A, B jsou pak
podle véty 2.1 oddélené, takZze mnoziny AUC = M, BUC = N jsou podle véty 2.2 souvislé.
* ok %

Definice 2.3. Oblasti prostoru P se nazyva kazda jeho souvisla oteviend podmnozina.

Pfiklady. V R jsou oblastmi jen oteviené intervaly a prazdnd mnozina. Oblastmi v R? jsou napi.
otevieny kruh a otevieny (dvojrozmérny) interval, (oteviend) polorovina, (otevieny) pas (mezi dvéma
rovnobézkami), (otevieny) tihel, (oteviené) mezikruzi, mnozina R? — Z, atd. V R? jsou oblastmi napt.

1) Je-li P = AU B a mnoziny vpravo jsou disjunktni, jsou obé oteviené (uzaviené), pravé kdyz jsou obé uzaviené
(oteviené). Prostor P je tedy nesouvisly, pravé kdyz mé netrividlni rozklad na dvé obojetné mnoziny.
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(oteviend) koule, krychle, poloprostor nebo anuloid (torus), ale napt. i mnozina R3— A, kde A je sjednoceni
vSech pfimek rovnobéznych s osou z a protinajicich rovinu xy v bodech s celo¢iselnymi soufadnicemi.

Definice 2.4. Komponentou prostoru P nazyvame kazdou maximalni souvislou podmnozinu pro-
storu P (tj. souvislou mnozinu M C P, pro niz plati: Je-li M C N C P a je-li N souvislé, je N = M).

Poznamka 2.3. Snadno nahlédneme, Ze plati tato tvrzeni:

1. Pojem komponenty je (stejné jako pojem oblasti) topologicky.

2. Dvé rtzné komponenty prostoru P jsou disjunktni a prostor P je sjednocenim vsech svych kom-
ponent.

3. Kazda souvisld mnozina A C P je ¢asti nékteré komponenty prostoru P.

4. Komponenty prostoru P jsou vidy uzaviené mnoziny (nebot je-li M souvisla, je i M souvisla).

5. Komponenty obecné nejsou oteviené. (P¥iklad. Komponentami prostoru Q vSech racionalnich ¢isel
jsou pravé vsechny jeho jednobodové ¢ésti; zadnd z nich vSak v ném neni oteviend.)

6. Je-li G napf. oteviend podmnozina prostoru R”, jsou vsechny jeji komponenty také oteviené —
v G, tedy i v R™. (Dtikaz. Je-li H komponentou oteviené mnoziny G C R" a je-li x € H, existuje £ > 0
tak, ze U(z,e) C G. Protoze toto okoli je souvislé, je souvisld i mnozina H U U(z,e) C G; protoze H je
maximdlni souvisld ¢ast mnoziny G, je U(z,e) C H.)

Oznaceni. Pro kazdé = ¢ P oznadime komp, P komponentu prostoru P obsahujici bod z.

* ok *

Definice 2.5. Je-li ¢ > 0, nazyvame e-fetézem v P kazdou konec¢nou posloupnost boda a; € P,
0<i¢<m,neN, proniz je p(a;—1,a;) <eproi=1,...,n; je-li p = ao, a, = ¢, Fikdme, Ze tento Fetéz
body p,q (v P) spojuje. Rikdme, Ze prostor P je ¢-sfetézeny, jestlize pro kazdé dva body p € P, g € P
existuje ¢-fetéz spojujici p, ¢ v P. Prostor se nazyva sfetézeny, je-li e-stetézeny pro kazdé € > 0.

Priklad 2.1. Mnozina vSech celych ¢isel je e-stetézend pro kazdé € > 1. Mnozina QQ vSech raciondlnich
¢isel je stetézena. Mnozina {n?; n € N} neni e-sietézend pro zadné ¢ > 0.

Véta 2.4. Souvisly prostor je sfetézeny. Kompaktni sietézeny prostor je souvisly.

Duk az. 1. Snadno nahlédneme, ze je-li p € P, € > 0, je mnozina vSech bodu x € P, které lze
spojit s bodem p € P néjakym e-fetézem bodt z P, obojetné; je-li prostor P souvisly, je tedy rovna P.

2. Je-li P kompaktni a nesouvisly, je P = AU B, kde A, B jsou kompaktni neprazdné mnoziny.
Potom vSak je € := p(A, B) > 0 a prostor P ziejmé neni e-stetézeny.

Véta 2.5. Necht P je kompaktni prostor, necht A,, C P jsou &, -sietézené mnoziny a necht e, — 0.
Existuje-li Lim A,,, je to souvisld mnoZina. Obecnéji: Je-li Li A,, # 0, je Ls A,, souvisla mnozina.

D u k az. 1. Pfedpoklddejme, Ze mnozina A := Lim A, neni souvisld; protoze je (podle véty
1.1) kompaktni, existuji neprazdné, disjunktni a kompaktni mnoziny M, N tak, ze A = M U N. Pak je
r:=p(M,N) >0 amnozina U := U(M, %7’) UU(N, %T) je okolim mnoziny A; z véty 1.2 vyplyva, ze pro
skoro vSechna n je A,, C U. Z podminky A = Lim A,, dale plyne, Ze pro skoro vSechna n je

A, NU(M,Lr) £0 # A, NU(N, Lr).

V opaéném piipadé by totiz existovala vybrana posloupnost {A,,, }, jejiz vSechny ¢leny by byly disjunktni
napf. s U(M, %7‘), a totéz by pak platilo i pro mnozinu A = Lim A,,, . Z toho by vSak plynulo, ze M = ()
— spor. Protoze vzdélenost mnozin U (M, %7’), U(N, %r) je > %r, musi pro skoro vSechna n byt i &, > %r,
takze neni splnén jeden z predpokladi véty.
2. Podle poznamky 1.11 je
Ls A, = Lim 4,,

kde vpravo se sjednocuje pies vSechny konvergentni posloupnosti vybrané z { A, }. Kazdy s¢itanec je podle
toho, co jsme jiz dokdzali, souvisly, a protoze kazdy obsahuje neprézdnou mnozinu Li A,, (viz pozndmku
1.2), je i celé sjednoceni vpravo souvislé.

* % *

Definice 2.6. Rikdme, ze prostor P je nesouvisly mezi mnozinami A C P, B C P, jeli P =
M U N, kde M, N jsou oddélené mnoziny, pficemz A C M, B C N. V opa¢ném piipadé fikdme, ze
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prostor P je souvisly mezi A, B. Rikdme, 7ze mnozina D C P roztind P mezi mnozinami A, B, je-li pod-
prostor P — D nesouvisly mezi A, B. Rikdme, Ze D C P roztina P, existuji-li neprazdné mnoziny A C P,
B C P tak, Ze prostor P je mezi mnozinami A, B souvisly a jeho podprostor P — D nesouvisly.

Priklad 2.2. Souvisly prostor P je souvisly mezi kterymikoli svymi body p, q. Jednotkova kruznice D
roztina rovinu R?, protoze ji roztind napf. mezi poc¢atkem p a kterymkoli bodem g, pro néjz je p(p, q) > 1.
Podprostor R? — D je mezi takovymi dvéma body nesouvisly.

Véta 2.6. Roztina-li D C P prostor P mezi mnozinami A, B, existuje uzaviena mnozina D* C D,
ktera téz roztina P mezi A, B.
Duakaz. Je

P-D=MUN, kde MNN=0=MNN, ACM, BCN.
Polozime-li
M*={zreP;px,M)<p(x,N)}, N*={xeP;p(x,M)>p(N)}, D*'=P—(M"UN"),

je M* D M, N* O N amnoziny M*, N* jsou disjunktni a oteviené ?), takze mnozina D* C D je uzaviena.

Poznamka 2.4. Roztina-li uzaviena mnozina D prostor P a je-li mnozina ) husta v P, existuji body
peQ,qeQ tak, Zze D roztina P mezi p a q.

D  k a z . Podle pfedpokladu existuji neprazdné mnoziny A, B, mezi nimiZ je podprostor P — D
nesouvisly, takze P — D = MUN,kde MNN =MNN =0, AC M, B C N. Mnoziny M, N jsou
neprazdné a oteviené; protoze mnozina @ je hustd v P, existuji body pe QN M, g QN N, a D ziejmé
roztind P mezi p,q.

* ok *

Véta 2.7. Necht P je souvisly prostor se spoc¢etnou bazi a necht a € P, b ¢ P. Necht G je disjunktni
systém souvislych uzavienych podmnozin prostoru P, z nichz kazda roztina P mezi body a,b. Je-liC' € G,
bud

(1) P—C=M(C)UN(C),

kde mnoziny M(C) a N(C) jsou oddélené, a € M(C), b e N(C).3) Polozime-li pak A(C) := C U M(C),
plati tato tvrzeni:

I Je-li C € 6, D ¢ 6, C # D, je M(C) # M(D) a bud A(C) ¢ M(D) C Int A(D), nebo
A(D) C M(C) Cc Int A(C).

II. Mnozindm C € & Ize pfifadit indexy lezicimi v intervalu (0, 1) tak, aby pro kazdou dvojici x,y
uzitych indexti platila implikace

(2) <y = A(C;) C M(Cy) C Int A(Cy) C A(Cy).

PiSeme-li pak kratce Ay = A(Cy), My = M(Cy), N, = N(Cy), plati pro téméi vSechny indexy y
tyto identity:

(3) It A, = () Int A, = | 4. = M,
<y <y
(4) Ay=|J Ae =M, =nt 4,,
<y
(5) Ay=((ItA, =[] A
z>y z>Yy

III. Pro témeér vsechna C ¢ G plati:

2) Otevienost plyne ze spojitosti funkei p(z, M) a p(x, N).

3) Takovych rozkladt mnoziny P — C na dvé oddélené mnoziny mtze byt vice; vybereme libovolng, ale pevné jednu
dvojici. Vzhledem k tomu, Ze mnozina C' je uzaviena, jsou mnoziny M (C), N(C) oteviené (v oteviené mnoziné P — C, tedy
iv P).
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a) Int A(C) = M(C), H(A(C)) = C;
b) C'= H(M(C)) = H(N(C));
¢) existuje rostouci posloupnost mnozin D,, € & a klesajici posloupnost mnozin E,, € & tak, Ze

DL

(6) C= M(D,)NN(E,) = ﬁ A(D,)NP— A(E,);
n=1

n=1

d) mnoziny M(C) a N(C) jsou souvislé.

Dikaz.LJeliCeBS, Dec6,C#D,jebud DC M(C), nebo D C N(C), nebot D je souvisla
podmnozina sjednoceni M (C) U N(C) oddélenych mnozin M (C), N(C). Ukazme nejdiive, Ze

(7) DcM(C)= A(D)Cc M(C).

Z inkluze D C M(C) a z rovnosti

(8) P=CUM(C)UN(C)=DUM(D)UN(D)
plyne, ze
©)) P=(CUM(C)UM(D))U(N(C)NnN(D)).

Protoze C C P—D = M(D)UN(D), je bud C C M(D), nebo C' C N(D); kdyby vSak bylo C C M (D),
bylo by P = (M(C)UM(D))U(N(C)NN(D)), coz neni mozné, protoze prostor P je souvisly a mnoziny
M(C)U M(D), N(C) N N(D) jsou neprazdné a oddélené.

Je tedy C C N(D); z této inkluze, z premisy implikace (7) a z identit (8) plyne, Ze

(10) P=CUDUM(C)UN(D)U(M(D)NN(C))=(M(C)UN(D))U (M(D)NN(C)),

kde mnoziny M (C)UN (D), M(D)NN(C) jsou oddélené, pficemz a € M (C)UN (D), takZe tato mnozina
neni prazdna. Ze souvislosti prostoru P plyne, ze M(D) N N(C) = 0, tedy M(D) C P — N(C) =
M(C) U C; protoze C C N(D) = CNM(D) =0, je dokonce M (D) C M(C). Protoze D C M(C), je
A(D)=DUM(D) C M(C), coz je zavér implikace (7).

Protoze mnozina M (C) C A(C') je oteviena, je ¢asti Int A(C); dokézali jsme tedy implikaci

(11) DcM(C) = AD)Cc M(C) C Int A(C).
Podobné se dokéze implikace
(117) CcM(D) = AC)c M(D) C Int A(D).

Protoze premisa jedné z téchto implikaci plati, plati i pfislusny zavér. Rovnost M(C) = M (D) by
spolu s (11’) vedla k inkluzi A(D) C M (D), spolu s (11”) k inkluzi A(C) C M(C), tedy v obou pfipadech
ke sporu. Tim je ¢ast I véty 2.7 dokazéana.

I1. Zvolme pevné néjakou spocetnou béazi B prostoru P a sestavme jeji prvky do posloupnosti {U,}
tak, aby pro kazdé U € B bylo U = U,, pro nekone¢né mnoho indexi n. Pro kazdou mnozinu C' € & tvoii
pak indexy n, pro néz je U, C M(C), jistou rostouci posloupnost {ny}; ¢islo

— 1
1 reY gk
k=1
lze napsat i jako dyadicky zlomek tvaru 0.a1cz ...y, ..., kde au, je rovno 1, nebo 0 podle toho, zdali je

U, C M(C), nebo ne. Protoze pro zadné C' € & neni ani M (C) = 0, ani M (C) = P, existuje U’ € B tak,
ze U' C M(C),aU" € B tak, ze U” ¢ M(C); z toho plyne, Ze v dyadickém zlomku je nekone¢né mnoho
cifer rovnych 1 a nekoneéné mnoho cifer rovnych 0. Je tedy = € (0,1) a cifry zlomku 0.cja9...ay, ...
jsou jeho hodnotou x uréeny jednoznacéné. Déale je patrné, ze posloupnosti {ny}, {n}} odpovidajici dvéma
riznym mnoZindm C € &, D € & jsou rizné, protoze C # D = M(C) # M(D) a

k=1 k=1
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v diisledku toho je &islo (12) rizné od ¢isla

= 1
12 "= .

k=1

Je-li C € 6, je-li M(C) = Ujpey Un, a plati-li (12), budeme mnozinu C znacit C; oznaleni je
korektni, protoze podle toho, co jsme fekli, index = za uvedenych podminek mnozinu C' jednoznacné
identifikuje. Polozme jesté M, = M(Cy), Ay = A(Cy) a Ny = N(Cy).

Jsou-li z,y dva razné indexy, je podle ¢asti I bud A, C M, C Int A,, nebo A, C M, C Int A,.
Z inkluze A, C M, plyne, ze M, C M, # M,. Kazdé U,, obsazené v M, je obsazeno i v M,, posloupnost
{n} prislusna k C, je vybréna z posloupnosti {n} } pfislusné k Cy ; protoze M, je pravou ¢asti mnoziny
M, existuje U,, C M, tak, ze U, ¢ M,, a takovy index n je roven nekoneéné mnoha indexim n}, ale
neni roven zddnému z indexti ny. Z toho ziejmé plyne, ze x < y. Z inkluzi A, C M, C Int A, by se
obdobné odvodila nerovnost y < x.

Je-li tedy =z < y, je Ay C M, C Int A, ; protoze inkluze Int A, C A, je zfejm4, je tim implikace (2)
dokéazana.

Uzivejme zavedend oznaceni a méjme na pameéti, ze mnoziny M,, N, jsou disjunktni a oteviené,
zatimco mnozZiny A, jsou uzaviené. Protoze

r<y=IntA, CA, C M, CIntA, C Ay,

(13) y<z=IntAd, CA, C M. CIntA, C A.,
je téz
(14) Unta, c |J A c M, cIntA, C 4,,
<y <y
(15) Int A, C A, C ﬂMZC ﬂIntAzC ﬂAz.
>y z>y z>y

Je-li Int Ay — U, ., Int Ay # (), zvolme v této mnoziné bod w a pak najdéme ¢islo n(y) € N tak, ze
w € Up(yy C Int Ay; protoze v <y = w ¢ Int A,, plati implikace v <y = U,(,) ¢ Int A,.

Ukazme, ze ptifazeni ¢isla n(y) indexu y je prosté. Je-li n(y’) ¢islo pfifazené popsanym zptisobem
indexu y' # y, pro ktery je Int A,y —J,_, Int A, # 0, je bud y' >y, nebo y’ < y. V prvnim piipadé je
Un(yy C Int Ay, zatimco U,,(,) ¢ Int A, ve druhém piipadé je U, () C Int Ay, zatimco U,y ¢ Int A5
v obou piipadech je proto U, () # Un(yy, tedy i n(y) # n(y’).

Ziskali jsme tedy prosté zobrazeni indexi y, pro néz neplati rovnost

(16) Int A, = U Int A,,

<y

do mnoziny N; takovych indexti je tedy jen spoc¢etné mnoho. Jinymi slovy: Rovnost (16) plati pro téméf
kazdy index y. Vzhledem k inkluzim (14) je zfejmé, Ze z ni plynou rovnosti

(16") Int A, = M, = | ] Aq;
<y
tim je dokazéano (3).
Podle (14) je Um<y A, C Ay; protoze Ay je uzaviend mnozina, je dokonce Um<y A, C Ay. Neplati-li
tedy (pro nékteré y) rovnost

(17) U 4. = 4,,
<y

existuje n(y) € N tak, ze

Uny) N Ay # 0 = Uiy 0 | Ao

<y



tim spise pak je Uy, N A, = () pro vSechna z < y.

Podobné jako nahofe dokaZzeme, Ze ptifazeni ¢isel n(y) indextim y, pro néz neplati (17), je prosté: Je-li
y' # y index, pro ktery neplati rovnost analogicka (17), je bud y' > y, nacez U,y N A, = 0 # Uy ) N Ay,
nebo je y' <y, nacez Uyyy N Ay = 0 # Uy(yy N Ayr. Ze stejnych diivodt jako nahoie z toho plyne, Ze
rovnost (17) plati pro téméf vSechny indexy y.

Protoze podle (14) a (17) je

plati (4) také pro téméf kazdy index y.

Predpoklddejme nyni, ze pro néktery index y neplati rovnost

(18) A, = Az

>y

protoZe vyraz vlevo je podle (15) obsaZen v priiniku vpravo, znamen4 to, Ze existuje bod w tohoto priniku,
ktery nelezi v A,. Protoze A, je uzaviend mnozina, existuje n(y) € N tak, Ze Uy, () je disjunktni s A, ;
toto Up(y) vSak protind kazdou z mnozin A., kde z > y.

Piifazeni ¢isel n(y) indextm y, pro néz neplati (18), je opét prosté: Je-li y' # y index, pro néjz
neplati rovnost analogicka (18), je bud y' > ¥, nacez U,,(,) VA, # 0 = U,y N Ay, nebo je y' < y, nacez
Un(y) NV Ay = 0 # Un(yy N Ay.

Podobné jako nahofe z toho plyne, Ze rovnost (18) plati pro téméf vSechny indexy y. Z (15) a (18)
je ihned patrné, Ze i (5) plati pro témét kazdy index y. Tim je dokoncen diikaz ¢asti II véty 2.7.

III a). Podle (3) je Int A(C) = M(C) pro téméf vSechna C ¢ &; v dusledku toho plati totéz
o rovnostech H(A(C)) = A(C) —Int A(C) = (CUM(C)) — M(C)=C.

III b). Podle (4) je M(C) = A(C) pro témér kazdé C € &; z toho plyne, ze H(M(C)) = M(C) —
M(C) = A(C)— M(C) = C. Protoze kazda mnozina m4 touz hranici jako jeji doplnék a protoze N(C) =
P — A(C), jei H(N(C)) = C pro témét kazdé C.

III ¢). Podle (3) — (5) je nejen

(19) Cy=H(A) =A,—IntA, = (M. - | JAz =M. - |JP-No)= [ M. [ Na

z>y <y z>y <y z>Yy <y

pro témér kazdy index y, ale také

(20) Cy=(A: - UImtd, = (A. - | JP-P—A4,)=[)A.n [ P-A,.

z>y <y z>y <y z>y <y

V mnoziné Y vSech indext tvofi indexy y, k nimz neexistuje rostouci posloupnost indexi z,, tak, ze
X, — y, spocetnou mnozinu, protoze 1) ke kazdému takovému y existuje interval (a,y) disjunktni s Y,
2) intervaly pfifazené riznym indexim jsou disjunktni a 3) kazdy systém disjunktnich jednorozmérnych
intervall je spocetny. Zcela analogicky se zjisti, Zze indexy y, k nimz neexistuje klesajici posloupnost
indexu z, tak, ze z, — y, tvofi jen spofetnou mnozinu.

Pro témeér kazdy index y existuje tedy rostouci posloupnost indext z,, tak, ze x, — y, a klesajici
posloupnost indexti z, tak, ze z,, — y. Vzhledem k (13) jsou pak obé posloupnosti { M, }, {N,,, } klesajici,
takze

(21) ﬂMZ:ﬁMzn, N :ﬁan;
k=1 k=1

z>y <y

z toho a ze (17) a (18) plyne, ze

(22) Oy:ﬁMznﬂan:ﬁAznﬁP—Azn.
k=1 k=1
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Polozime-li tedy
(23) D, = Czna E, = Caanu

dostaneme tvrzeni III c).

Abychom dokazali tvrzeni III d), zvolme index y tak, aby platila tvrzeni III a) — c), a dokaZme napf.
souvislost mnoziny M, ; souvislost mnoziny N, se dokdZe zcela analogicky.?*)

Predpokladejme, ze M, = M’ U M", kde M’, M" jsou oddélené mnoziny, a necht napt. a € M’.
Pak jsou oddélené i mnoziny M’ U N,, M", takze sjednoceni M’ U N, U Cy je podle véty 2.2 souvislé;
podobné je i M"” U N, U Cy souvisld mnozina. Protoze a Ub C M'U N, U C,, a protoze kazdé z mnozin
E,, roztind P mezi a a b, je E, N (M’ UN, UC,) # 0. Protoze E,, = Cy,, kde =, <y, je E,, C M,,
takze E, N (Cy UN,) = 0; v disledku toho je E, N M’ # (). Protoze mnozina E,, C M, = M' U M" je
souvisla, protoze mnoziny M’, M"” jsou oddélené a protoze E, "M’ # (), je E, C M’', tedy E, " M" = (.
Protoze P — Cy = M" U (M’ U N,), kde mnoziny vpravo jsou oddélené, je mnozina M" U C, souvisla;
protoze je disjunktni s F,, (a tedy obsazend ve sjednoceni oddé&lenych mnozin M (E,, ), N(E,)) a protoze
podle (22) je Cy C N(E,), je M"UC, C N(E,), a tim spiSe je M" C N(E,). Protoze z, > y, je
M" c M, Cc A, C M(D,,) (pro kazdé n), takze M" c (,_, M(D,) N N(E,) = C, (podle (6)). Protoze
CyNM" =10, je M" =0; tim je souvislost mnoziny M, dokézina.

Spolu s tim je dokazéana i celd véta 2.7.

Véta 2.8. Necht G je disjunktni systém souvislych uzavienych podmnozin souvislého separabilniho
prostoru P. Pak pro témér kazdou z mnozin C € G je mnozina P — C' sjednocenim dvou disjunktnich
oblasti M, N, jejichz spolecnou hranici je C'.

D & k a z . Necht mnozina vSech ¢lentt posloupnosti {p,} je hustd v P. Pro kazdé C' ¢ & je
P—C=MUN,kde M, N jsou neprazdné oteviené disjunktni mnoziny; existuji tedy indexy ¢, j tak, ze
pi € M, p; € N; C pak roztind P mezi body p;,p;. Pro kazdou dvojici indexi ¢, j necht &; ; znamena
systém vsech mnozin C € &, které roztinaji P mezi body p;, p;; systém & je pak ziejmé sjednoceni vSech
systémi &; ;.

Podle ¢astiIII d) a III b) véty 2.7 m4 témér kazdd z mnozin C' € &; ; obé vlastnosti uvedené v tvrzeni
véty ; protoze podsystémi &; ; je jen spoc¢etné mnoho, maji uvedené dvé vlastnosti témér vSechny mnoziny
Ce6.

Oznaéeni. Je-li P separabilni souvisly prostor a je-li a € P, b € P, ozna¢ime S(a,b) mnoZzinu vSech
bodu = € P, které roztinaji P mezi a,b.5) O

Ziejmym dtsledkem vét 2.7 a 2.8 je toto tvrzeni:

Véta 2.9. Necht a,b jsou dva riizné body separabilniho souvislého prostoru P; pak plati tato dvé
tvrzeni:

1. Bodim p € S(a,b) Ize pfifadit indexy z (0,1) tak, Ze pro kazdé t¥i indexy x < y < z roztind bod
py prostor P mezi body p, ap..

2. Definujeme-li S; jako mnozinu vSech bodi p € P, které neroztinaji P, a Se jako mnozinu vSech
bodii p € P, pro néz je P —p sjednocenim dvou disjunktnich oblasti M (p), N (p), jejichZ spole¢nou hranici
jep, je P —(S1US3) spodetnd mnozina.

Véta 2.10. (Lennes.) Je-li P souvisly separabilni prostor a plati-li pro dva body a # b z P rovnost
(24) P =S(a,b)UaUb,

existuje prosté spojité zobrazeni f prostoru P na interval (0,1).

D ik a z . Pfitadme kazdému bodu p € S(a,b) index podle ¢asti II véty 2.7, ozna¢me «, 8 infimum
a supremum mnoziny vSech téchto indextd a uzivejme taméjsi oznaceni.

Dokazme (sporem), Ze zddny index x neni roven ani «, ani 8: Pfedpoklddejme, ze © = «; pak je

M(pa) Upa = A(pa) C M(py) pro viechna y # a,

4) V ptivodnim rozkladu P — C' = M U N neni z4dny podstatny rozdil mezi mnozinami vpravo.
5) Mnoziny S(a,b), S(a,b) Ua Ub jsou zfejmé invariantni viiéi homeomorfnim zobrazenim.
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tj. pro vSechna p, € S(a,b) — p,. ProtoZe pro zadny index y neni p, ¢ M (p,), plyne z toho, Ze pro zadny
index y neni p, € M(pa), tj. ze M(pa)NS(a,b) = 0. Podle (24) je tedy mnozina M (p,) ¢asti dvoubodové
mnoziny {a,b}, coZ neni mozné, protoZe je neprazdnd a oteviend (a prostor P je souvisly).

Podobné se dokaze, ze zadny index x neni roven .

Definujeme-li funkci g : P — (o, ) podminkami

g(a) :=«, g(p,) :=x pro kazdy index =, g(b) := 3,

je ziejmé, ze funkce g je prosta. K tomu, abychom dokazali, Ze je spojita, staci ukazat, Ze vzory intervald
(a,7v) a (v, 8) jsou pro kazdé v € (a, 8) mnoziny oteviené v P. To vSak plyne z identit

g-1({e,7)) = M(p,), g-1((7,B)) = P — A(py) = N(p,).

Protoze zobrazeni g je spojité a protoze prostor P je souvisly, je g(P) souvisla ¢ast intervalu {(a, 8)
obsahujici body «, 8, takze g(P) = («, 3). Slozime-li zobrazeni g s funkci h(z) := (x—a)/(8—a), ziskdme
prosté spojité zobrazeni f := h o g prostoru P na interval (0, 1).

Definice 2.7. Obloukem nazveme kazdou mnozinu homeomorfni s intervalem (0,1).

Poznamka 2.5. Jsou-li f, g dvé homeomorfni zobrazeni intervalu (0,1) na tyZz oblouk L, je g_1 o f
homeomorfni zobrazeni intervalu (0, 1) na sebe, tedy spojitd ryze monoténni funkce. Z toho je patrné, ze
{f(0), f(1)} = {g(0),9(1)}; obraz mnoziny {0,1} krajnich boda intervalu (0,1) nezavisi tedy na volbé
homeomorfniho zobrazeni intervalu (0,1) na L. Je proto korektni tato definice:

Definice 2.8 a ozna&eni. Krajnimi body oblouku L nazveme body f(0), f(1), kde f je (jakékoli)
homeomorfni zobrazeni intervalu (0, 1) na L. Oblouk s krajnimi body a,b budeme znacit ab. )

Véta 2.11. K tomu, aby kompaktni a souvisly prostor P byl obloukem ab, je nutné a staci, aby
platila rovnost

(25) P =S(a,b)UauUb.m)

Dakaz. Jeli P = (a,b), rovnost (25) zfejmé plati; protoze mnoZina vpravo je invariantem
homeomorfnich zobrazeni, plati rovnost i pro kazdy oblouk ab. Obracené tvrzeni plyne ihned z véty 2.10
a z toho, Ze spojité prosté zobrazeni kompaktniho prostoru je homeomorfni. [

Nasledujici priklad ukazuje, ze ve vété 2.11 nelze vynechat predpoklad kompaktnosti.

Ptiklad 2.3. Necht P je graf funkce sin(1/x), 0 < x < 1, k némuz je pfidan bod a = (0, 0). Mnozina
P je pak souvisla, ale neni obloukem, a klademe-li b = (1,sin1), je P = S(a,b) Ua Ub.

Tento piiklad zaroven ukazuje, Ze zobrazeni f ve vété 2.10 nemusi byt homeomorfni.

6) Toto oznadeni oblouk samozifejmé neidentifikuje; je jen zkratkou slovniho spojeni ,oblouk s krajnimi body a,b“.
Jisté je patrné, Ze oblouky i jeho krajni body jsou invarianty homeomorfnich zobrazeni. V literatufe se ,krajni body*
nazyvaji spiSe ,koncovymi body“ (end-points); tato terminologie se ndm nehodi, protoZe u intervalu a tzv. orientovaného
oblouku potfebujeme mluvit o jeho poddteénim a koncovém bodé (coz ovSem nejsou topologické pojmy).

7) Oblouky jsou tedy mezi souvislymi kompaktnimi prostory P charakterizovany tim, Ze v nich existuji takové dva
body a, b, Ze kazdy jiny bod z P roztind P mezi nimi.
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